EINE NEUE METHODE UNZAHLIGE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITEN
GRADES AUF DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
ERSTEN GRADES ZURUCKZUFUHREN"™

Leonhard Euler

§1 Wann immer die Analytiker zu Differentialgleichungen zweiten oder
eines bestimmten hoheren Grades gelangen, beschiftigen sie sich mit dem
Auflosen von ihnen auf zwei Weisen:

Zuerst untersuchen sie, ob es leicht ist, sie zu integrieren; wenn das so
war, haben sie erhalten, was sie wollten. Wenn aber die Integration entweder
vollig unmoglich oder zumindest schwer scheint, versuchen sie sie auf Diffe-
rentialgleichungen ersten Grades zuriickzufiihren; tiber diese kann natiirlich
leichter geurteilt werden, ob sie konstruiert werden kénnen, und keine Diffe-
rentialgleichungen aufier des ersten Grades konnen mit den bisher bekannten
Methoden konstruiert werden. Was jene betrifft, ist es nicht vorgelegt, dariiber
in dieser Dissertation etwas zu erkldren; wie aber Differentialgleichungen
hoheren Grades, vor allem aber zweiten Grades, auf Differentialgleichungen
ersten Grades zurtickzufiihren sind, dafiir werde ich eine noch ungewohnliche
Methode, und eine die sich sehr weit erstreckt, im Folgenden erklédren.
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112-124 [E10a]” , Enestrom-Nummer E1o, tibersetzt von: Alexander Aycock, Textsatz: Artur
Diener, im Rahmen des Projektes , Euler-Kreis Mainz”



§2 Schon oftmals haben die Mathematiker, wann immer Differentialgleichun-
gen zweiten oder hoherer Grade auftauchten, sie auf Differentialgleichungen
ersten Grades zurtickgefiihrt und darauf konstruiert, wie sich aber bei den
Konstruktionen der Catenariae der Elasticae, der Proiectoriae in einem Medium
mit Widerstand und vieler anderer Kurven sehen ldsst, deren Differentialglei-
chungen zuerst als solche vom zweiten oder dritten Grad gefunden worden
sind. Viele derer sind zwar integrierbar, aber dennoch war es leichter sie
zu integrieren, nachdem sie auf Differentiale ersten Grades zuriickgefiihrt
worden waren. Die Art von deren Gleichungen ist aber so beschaffen, dass
entweder jede der beiden oder zumindest eine der beiden Unbestimmten in
ihr fehlt, wiahrend nur die Differentiale und Differenzen-Differentiale von ihr
oder von ihnen in die Gleichungen eingehen.

§3 Wenn aber in der Differenzen-Differentialgleichung die eine der beiden
Unbestimmten frei ist, ist es leicht, sie auf ein einfaches Differential zuriick-
zufiihren, indem man anstelle der fehlenden Differentialgrofie das Produkt
aus einer bestimmten neuen Grofie mit dem anderen Differential einsetzt. Auf
diese Weise, wenn ein bestimmtes Differential konstant gesetzt wurde, findet
man ein dem Differenzen-Differential gleiches einfaches Differential; nachdem
dieses eingesetzt wurde, hat man eine Differentialgleichung ersten Grades,
wie in dieser Gleichung

Pdy" = Qdo" + dv"2ddbo,

wo P und Q irgendwelche Funktionen von y bezeichnen und dy konstant
gesetzt wird. Weil v selbst nicht in die Gleichung eingeht, werde dv = zdy,
es wird ddv = dzdy sein. Nachdem diese eingesetzt wurden, entsteht diese
Gleichung

Pdy" = Qz"dy" + 2" 2dy" " ldz,

und nach Teilung von dieser durch dy”~! dann diese
Pdy = Qz"dy + z"dz,
welche ein einfaches Differential ist.
§4 Andere Differenzen-Differentialgleichungen, aufier von dieser Art, hat

noch niemand, soweit ich weif}, irgendwie auf Differentialgleichungen ersten
Grades zuriickgefiihrt, wenn es nicht zuféllig leicht war, sie vollkommen zu



integrieren. Hier mochte ich aber eine Methode erldutern, durch die zwar
nicht alle, aber dennoch unzahlige Differenzen-Differentialgleichungen, wie
auch immer mit jeder der beiden Unbestimmten versehen, auf einfache Diffe-
rentiale zuriickgefiihrt werden konnen. Ich gehe aber beim Reduzieren von
ihnen so vor, dass ich sie durch eine bestimmte Substitution in andere trans-
formiere, in denen die eine der beiden Unbestimmten fehlt. Nachdem das
gemacht wurde, werden diese Gleichungen mit Hilfe der im vorhergehenden
Paragraphen erldauterten Methode vollkommen auf Differentiale ersten Grades
zuriickgefiihrt werden.

§5 Nachdem ich die Eigenschaft von Exponentialgrofsen bemerkt hatte, oder
besser von deren Potenzen, deren Exponent variabel ist, wihrend die erhobene
Grofle konstant bleibt, wenn sie differenziert wird und erneut differenziert
wird, immer eine endliche Variable nur den Exponenten betrifft und die Diffe-
rentiale Produkte aus dem Integral mit dem Differentialen des Exponenten
sind; eine Grofle dieser Art wird ¢* sein, wo ¢ die Zahl bezeichnet, deren
Logarithmus die Einheit ist, ihr Differential wird c*dx sein, das Differenzen-
Differential ¢* (ddx + dx?), wo x nur in den Exponenten eingeht. Diese betrach-
tend habe ich erkannt, dass wenn in einer Differenzen-Differentialgleichung
anstelle der Unbestimmten Differentiale dieser Art eingesetzt werden, dass
dann die Variablen nur in den Exponenten sein werden. Nachdem das erkannt
worden ist, ist es notig, dass die anstelle der Unbestimmten einzusetzenden
Differentiale so angenommen werden, dass sie nach der Substitution durch
Teilung weggeschafft werden konnen; auf diese Weise wird zumindest eine
der beiden Unbestimmten aus der Gleichung eliminiert werden, es werden
hochstens ihre Differentiale tibrig bleiben.

§6 Diese Operation gelingt freilich nicht bei allen Gleichungen; aber dennoch
habe ich bemerkt, dass drei Arten von Differentialgleichungen zweiten Grades
diese zulassen. Die erste Art ist all derer Gleichungen, die nur aus zwei Termen
bestehen. Eine andere von diesen erfasst die Gleichungen, in deren einzelnen
Termen die Unbestimmten die gleiche Anzahl an Dimensionen festsetzen;
aber nicht nur die Unbestimmten, sondern auch ihre Differentiale jeden
Grades sind dabei einzuschitzen eine Dimension festzusetzen. Zur dritten
Art zdhle ich die Gleichungen, in deren einzelnen Termen die eine der beiden
Unbestimmten dieselbe Anzahl an Dimensionen erhilt; Darauf erstrecken sich
dieselben Dinge, die gerade tiber die Einschitzung der Dimensionen erwéhnt



worden sind. Alle diese sich auf diese drei Arten erstreckenden Gleichungen
werde ich hier lehren zu reduzieren.

§7 Alle sich auf die erste Art beziehenden Gleichungen werden in dieser
allgemeinen Formel erfasst:

ax™dx? = y"dy”~2ddy,

wo dx konstant gesetzt wird. Auch wenn ndmlich in einer gewissen Gleichung
weder dx noch dy als konstant angenommen wird, sondern ein anderes
bestimmtes davon abhdngiges Integral, hat es nichts an Schwierigkeit, weil
eine Methode bekannt ist, welches Differential konstant war, variabel zu
machen und umgekehrt ein anderes bestimmtes konstant. Um aber diese
Gleichung zu reduzieren, setze ich

149

x=c" und y=c"t

Es wird
dx = ac*®® und dy = c’(dt +tdo)

sein und daher
ddx = ac®(ddv + adv?)

und
ddy = c°(ddt + 2dtdv + tddw + tdo?).

Aber weil dx konstant gesetzt wird, wird ddx = 0 und daher ddv = —adv?
sein. Nachdem dies anstelle von ddv eingesetzt wurde, wird man

ddy = c°(ddt + 2dtdov + (1 — a)tdo?)

haben. Man setze also diese Werte anstelle von x und y in die vorgelegten
Gleichungen ein, sie wird in diese verwandelt werden

ac®®mtP) P dop = PV (At + tdo)P 2 (ddE 4 2dtdo + (1 — a)tdo?).

§8 Nun muss « so bestimmt werden, dass die Exponentialgrofien durch
Teilung weggeschafft werden konnen. Damit dies geschieht, ist notig, dass

av(m+p)=mn+p—1p



ist, daher berechnet man a = "m;i_l. Die obere Gleichung wird also nach

Bestimmung von « in die folgende tibergehen:

_ P
a (’W> do? = *(dt + tdo)?~2(ddt + 2dtdo +

m—n-+1
m+p m

tdo?).

Diese hitte eher aus der vorgelegten gefunden werden kénnen, wenn ich

x = c(ntp=uv:(m+p)

und y =c’t

gesetzt hitte. Es ist aber n + p — 1 die Anzahl der Dimensionen, welche y
festsetzt, und m + p, welche x festsetzt. « wird also leicht in jedem speziellen
Fall bestimmt und man wird sofort die entsprechende Substitution haben. In
der gefundenen Gleichung, weil v fehlt, setze man dv = zdt, es wird

ddv = zddt + dzdt

sein, aber
ddv = —adv? = 1—”7—17220“2‘
m+p
Daher findet man
ddf = 92t 1oy g

z m+p

Nach Einsetzen von diesen wird

_1\P
a <”+T’1> PdiP
m+p

=" (dt + tzdt)P2 (1_n_pzdt2 _ et m_nthzdt2> .
m+p z m+p

Diese wird durch dtP~! geteilt

_ 14
a(%ﬂ71>zmt
m+p

14 2m — —
:wu+my4<-+m ”+Pbeh+m”+Hgm>
m—+p z m—+p

geben.



§9 Es ist also die vorgelegte allgemeine Gleichung
ax™dx? = y"dy”~*ddy
auf dieses Differential ersten Grades zuriickgefiihrt worden

_ p
a <n+p 1> ZPH1dt
m—+p

1+2m—n+p22dt+m—n+1
m+p

=t"(1 4 tz)P~2 ( tz3dt — dz) ,
nachdem die gefundene Gleichung mit z multipliziert wurde. Diese Gleichung
kann in einem Schritt aus ihr gefunden werden, nachdem in der ersten
Substitution [ zdt anstelle von v gesetzt wurde. Es muss also

x = C(n+p—1)_[zdt:(m+p)
werden und anstelle von y muss cf zdty oder, was auf dasselbe hinauslduft,

man setze
¥ — C(n+p—1)fzdt und y = c(mp) [zdty

Wenn aus der gefundenen Differentialgleichung wiederum die vorgelegte Dif-
ferentialgleichung zweiten Grades gefunden werden muss, wollen wir sehen,
welche Substitutionen anstelle von z und t verwendet werden miissen. Weil
x = clrtp=1) [zt ot wird ¢f 24t = x1:(1+P=1) sein, woher y = x(m+p):(ntp-1);
ist. Daher hat man t = yx~("+7):("+7=1) Darauf, weil of 7t = xL(n+p=1) gt

wird .
/ zdt = —— Inx
n+p-—1
sein, also
zdt = dx .
(n+p—1)x
Aber es ist

dt — xf(m+p):(n+p71)dy o m +_}7 1yxf(m+n+2pfl):(n+pfl)dx‘
Als logische Konsequenz wird man
z=dx: {(n +p— 1)x*(m*"+1)1(”+i’*1)dy — (m+ p)yx*(Tﬂ+p):(n+pfl)dx]

finden. Es ist aber klar, wenn z in t oder t in z gegeben ist, dass auch die
Relation, die x und y untereinander haben, gefunden werden kann.



§10 Wir wollen das, was allgemein gefunden wurde, an einem speziellen
Beispiel illustrieren. Es sei
xdxdy = yddy,

welche durch Teilen durch dy auf diese Form
xdx = ydy~'ddy

zuriickgefiihrt wird. Nachdem dafiir das allgemeine angewendet wurde, wird
mana =1, m =1, p =1, n = 1 haben. Nach Einsetzen von dieser in der
Differentialgleichung ersten Grades [§9], wird man die haben, auf die die
vorgelegte reduziert wird,

Lo, 1(32 L s
Ezdt—t(l—l-tz) <zzdt+2tzdt dz ),

welche in
Z2dt + tz3dt = 3tz2dt + +223dt — 2tdz

tibergeht. Auf diese Gleichung wird die vorgelegte xdxdy = yddy reduziert,
wenn

x = /792 1nd y= oJ zdty
wird. Die Konstruktion der vorgelegten Gleichung hédngt aber von der Kon-
struktion der gefundenen Differentialgleichung ab; wenn diese konstruiert
werden kann, wird auch sie konstruiert werden; wenn sie in der Tat integrier-
bar war, wird auch sie integriert werden konnen.

§11 Die zweite Art von Differenzen-Differentialgleichungen, welche ich mit
meiner Methode auf Differentialgleichungen ersten Grades reduzieren konnte,
umfasst die, die in denselben Termen dieselbe Anzahl an Dimensionen haben,
welche die Unbekannten und deren Differentiale festsetzen. Die allgemeine
sich darauf beziehende Gleichung ist die folgende

ax"y "1 daPdy? P + bxy " dxdy?* T = ddy.

In den einzelnen Termen von dieser ist die Dimension der Unbestimmten
eine einzige, und es wird dx konstant gesetzt. Auch wenn aber diese an-
genommene Gleichung aus nur drei Termen besteht, kénnen dennoch, was
auch immer einem beliebt, dariiber hinaus welche hinzugefiigt werden, die
Operation bleibt namlich dieselbe. Es konnten noch ex"y~"~'dx4dy?>~9 und



wie viele es beliebt dieser Art hinzugefiigt werden, je nachdem ob die spe-
ziellen Beispiele, auf welche die allgemeinen zu reduzierende angewendet
werden muss, aus mehreren oder wenigen Termen besteht. Es gentigt aber
drei Terme, wie ich gesagt habe, angenommen zu haben, weil mehrere keine
andere Reduktionsmethode erfordern.

§12 Ich reduziere die vorgelegte Gleichung, indem ich c? anstelle von x und
c’t anstelle von y einsetze. Weil also

x=c¢" und y=c"t

ist, wird
dx =c’dv und dy = c“(dt + tdo)

sein und daher weiter
ddx = ¢’(ddov + dv?)

und
ddy = ¢?(ddt 4 2dtdv + tdv? + tddv).

Weil aber dx konstant gesetzt wird, wird ddx = 0 sein, daher ist also ddv =
—dov? und deswegen wird man

ddy = ¢“(ddt + 2dtdv)

haben. Man setze diese Werte in die Gleichung anstelle von x, y, dx, dy und
ddy, sie wird in die folgende transformiert werden:

ac’t™"1doP (dt 4 tdo)> P + bc¥t " 1do(dt + tdv)> 1 = ’(ddt + 2dtdo).
Diese wird daher durch ¢” geteilt in diese iibergehen
at~""1doP (dt + tdo)? 7P + bt 7" 1dod(dt + tdov)?~1 = ddt + 2dtdo.
Weil in dieser v fehlt, setze ich dv = zdt, es wird
ddv = zddt + dzdt

sein, aber es ist ddv = —dv? = —z2d#?, also

ddt = —zdf? — dzzdt.




Daher wird man diese Gleichung erhalten

at " ZP AP (dt 4 ztdt)> TP 4 bt 29d8 (At + ztd )T = —zdt? — @ +2zdt?

oder diese geordnetere
d
at =" LZPAR(1 4 z8)27P 4 b 12IdE(1 4 28)2 T = zd — 72

§13 Diese Differentialgleichung ersten Grades hitte auf einen Streich aus
der vorgelegten gefunden werden konnen, wenn sofort

x=c/% und y=c/2
gesetzt worden wire; daher wire
dx =c/#zdt und dy = c/ 2 (dt + tzdt)

gewesen und .
ddx = ¢/ *¥(2ddt + dzdt + zzdt?) = 0,

woher ddt = —zdt? — dzdt : z wire. Unter Verwendung davon wird man
ddy = ¢/ *¥(2df? — dzdt : z)
haben. Es sei dieses Beispiel vorgelegt
Y Hddy = x*da?,
man verwandle es in
ddy = x*y~*dx>.
Nachdem dies mit der allgemeinen Gleichung verglichen wurde, wird a =1,

b=0,m=ua, p=2werden. Wenn also dieses Beispiel, wie die allgemeine
Gleichung, reduziert wird, wird man diese Gleichung finden

t74 1248 = zdt —dz : z
oder diese
t74 1834 = z2dt — dz.

Wenn diese eine Konstruktion zuliefle, konnte auch die Differentialgleichung
zweiten Grades aus ihr konstruiert werden. Es ist aber zu bemerken, dass man
fast immer zu Differentialgleichungen solcher Art gelangt, die sehr schwer
oder tiberhaupt nicht konstruiert werden konnen.



§14 Ich nehme ein anderes Beispiel an,
xdxdy — ydx® = y*ddy,
welches wie die Art der allgemeinen Gleichung diese Form annimmt
xy 2dxdy — y~'dx* = ddy.
Man fiihre darauf die allgemeine Gleichung zuriick, und es wird
a=1 m=1 p=1 b=-1, n=0 g=2

sein. Es entspricht also dem vorgelegten Beispiel die folgende Differentialglei-
chung
t72zdt(1 + zt) — t122dt = zdt —dz : z.

Man multipliziere diese mit #*z und man wird
Z2dt + Z°tdt — 2tdt = 22 Adt — #2dz

haben oder
22dt = 222dt — #2dz,

die separiert
dz:z2=dt(t* —1): tt

gibt und integriert diese
—1:z=t+1:t—a oder atz—t="tz+z
Es ist aber z = dv : dt. Deshalb ist
atdv — tdt = t*dv + dv

oder dv = tdt : (at — tt — 1). Weil aber ¢¥ = x ist, wird v =Inxund t =y : x
sein, also

dv=dx:x und dt= (xdy—ydx):xx,

als logische Konsequenz ist
ydy + xdx = aydx.

Diese Gleichung kann wiederum integriert werden, ich bemerke aber nur den
Fall, dass sie, wenn a = 0 ist, in die Gleichung des Kreises iibergeht.

10



§15 Ich nehme nun den Fall an, in dem mehr Terme als in der allgemeinen
Gleichung enthalten sind

yydx® + xxdy® — yxdxdy? — yxdx*dy + yx*dxddy — y*xdxddy = 0.

Dieses Beispiel wird sich auf die oben erdrterte Weise reduzieren lassen. Weil
dx konstant gesetzt wird, bleiben die Substitutionen dieselben, nattirlich

x=c";, y=c dx=c"dv; dy=c’(dt+ tdo)
und
ddy = ¢’(ddt + 2dtdo).

Es ist aber ddv = —dv?. Nach Einsetzen von diesen und Ordnen der hervor-
gehenden Gleichung findet man

df’ 4 2tdt*do — ttdtdo® + tdtdv?® + tdoddt — ttdoddt = 0.
Weil hier v fehlt, setze man dv = zdt, es wird wie zuvor
ddt = —zdt* — dzdt : z
sein. Daher findet man diese in der Ordnung reduzierte Gleichung
dt + 2tzdt — tdz 4 ttdz = 0.

Diese, weil z nur eine Dimension hat, kann mit der vom gefeierten Johann
Bernoulli in den Actis Lips. angegebenen Methode getrennt werden. Aber ich
kann sie und ihr dhnliche ohne eine Substitution sofort integrieren oder auf
die folgende Weise auf eine Integralform allein zuriickfiihren.

§16 Man reduziere unsere Gleichung auf diese

2zdt dt

dz + 224t 9
SR v

0,

dass dz mit keinem Koeffizienten versehen ist, dann nehme man das, womit z

versehen ist, ndmlich %, dessen Integral durch 2 f % ausgedriickt werde.

Nun multipliziere man die vorgelegte Gleichung mit 2/ = und man wird

202/ f%zdt 2/ t%dt

2[4 q
¢ SRS R
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haben. Nun ist aber die Integralgleichung integrierbar gemacht worden, das
Integral der zwei ersten Terme ist ndmlich 2/ # 2. Es ist also
at 2/ Fde
R P =
Aber weil [ 45 =In (t — 1) ist, wird
Al = (1 —1)?
sein. Also ist

(t—l)zz+/(t_t1)dt:a

und daher
(t—1)2z+t—Int = a.

Auf diese Weise konnen alle Differentialgleichungen, in denen die eine der
beiden Variablen niemals mehr als eine Dimension hat integriert werden
oder zumindest konstruierbar gemacht werden. Ich habe diese Methode mit
Absicht benutzt, damit man besser versteht, von welchem grofiem Nutzen
Exponentialgrofien beim Behandeln von Gleichungen sind.

§17 Die Gleichung, zu der man gelangt ist, ist diese
(t—1)*24+t—Int =a.

Diese reduziere man weiter, dass man schlieSlich wieder eine Gleichung
zwischen x und y erhdlt; weil ja dv = zdt war, wird z = dov : dt sein;
deswegen wird die Gleichung in

(t —1)*dv 4 tdt — dtInt = adt
tibergehen, diese aber in

4y _ At — tdt + dtint
(k=1

Diese ldsst erneut eine Integration zu; integriert hat sie aber diese Form

—a—+t—tint
t—1 !

12



nach Addition der Konstanten aber diese
b—a+t—Dbt—tint

t—1 '
Weil aber x = c? ist, wird v = Inx sein. Und weil y = ¢t ist, wird y = tx
sein und daher t = y : x. Nach Einsetzen von diesen wird man die folgende
Gleichung haben

_bx—ax+y—-by—yhy+ylnx
= x _

Inx

Daher entsteht diese
(b—a)x+(1-b)y=ylny —xInx.
Man setze der Kithne wegen b —a = f und 1 — b = g; es wird
fx+gy=ylny—xInx

sein. Diese ist die Integralgleichung der in §15 vorgelegten. Wenn f = 0 und
g = 0 wird, wird yIny = xInx sein. Aus diesen findet man durch Nehmen
von Zahlen diese ¥ = x*.

§18 Die dritte Art von Gleichungen, die Methode welche zu reduzieren ich
hier angebe, umfasst die, in deren einzelnen Termen die eine der beiden
Unbestimmten dieselbe Anzahl an Dimensionen hat. Hier sind Fille zu unter-
scheiden, je nachdem ob das Differential der Variable von jener, die tiberall
dieselbe Dimension hat, konstant gesetzt wird oder nicht. Auf den ersten Fall
bezieht sich die folgende allgemein Gleichung

Px™dy"*? + Qx""dx"dy" > = dx™ddy.

In dieser hat x in den einzelnen Termen m Dimensionen und dx wird konstant
gesetzt. Es bezeichnen aber P und Q irgendwelche Funktionen von y. Um
diese zu reduzieren, ist eine Substitution notig; es werde ndamlich x = ¢ und
es wird

dx = c’dv und ddx = ¢®(ddv 4 dv?) =0

sein, also ddv = —dv?. Nach Einsetzen von diesen hat man
Pdy™"? 4+ Qdo"dy™ " = do™ddy,

nachdem nattirlich durch ¢ geteilt wurde.
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§19 Weil in der gegebenen Gleichung v nicht entdeckt wird, wird durch
Einsetzen von zdy anstelle von dv reduziert werden. Es wird

ddv = zddy + dydz = —dv® = —z%dy?
sein. Daher wird man
ddy = —zdy* —dydz: z

finden. Man setze also in der gefundenen Gleichung anstelle von dv und ddy
diese gefundenen Werte ein und man wird diese Gleichung haben

Pdy™*? 4 Qztdy™*? = —z"Hldymt2 — zm-1qym gy,
Diese geht durch dy"*! geteilt in diese tiber
Pdy + Qz"dy = —z"*1dy — 2" 1dz.
Diese ist von erstem Grad, wie es vorgelegt war. Zu dieser hitte sofort gelangt

werden konnen, wenn

gesetzt worden wire. Daher wére
dx =c/*¥zdy und ddx = ¢/*¥(z2dy? + dzdy + zddy) = 0
gewesen ware und daher
ddy = —zdy? — dzdy : z.
Diese Werte liefern anstelle von x, dx, ddy eingesetzt sofort die gefundene
Gleichung.
§20 Der andere Fall der Gleichungen, die sich auf die dritte Art beziehen,
betrachtet die folgende allgemeine Gleichung
Px™dy™ ! + Qe hdatdy™ M = dx™lddx.

In dieser Gleichung wird dy konstant gesetzt, P und Q bezeichnen irgend-
welche Funktionen von y. Und, wie klar ist, hat x in den einzelnen Termen m
Dimensionen. Man setze, wie zuvor, x = ¢?; es wird

dx =c’dv und ddx = c°(ddv + dv?)

14



sein. Nach Einsetzen von diesen in die Gleichung resultiert nach Teilen durch
¢ diese Gleichung

Pdy" 1 4 Qdo''dy™ 1 = do™+! 4 dv™~lddo.

Damit diese Gleichung weiter reduziert wird, weil v fehlt, setze man dv = zdy,
es wird ddv = dzdy wegen des konstanten dy sein. Deswegen wird die letzte
Gleichung in diese verwandelt werden:

dem—i-l + thdym—H — Zm+1dym+1 4 Zm_ldymdz.
Diese aber wird, wenn sie durch dy™ geteilt wird, diese geben
Pdy + Qz"'dy = z"*1dy + 2" ldz.

Es hingt die Konstruktion der vorgelegten Gleichung von der Konstruktion
dieser gefundenen ab.

§21 Daraus sieht man, glaube ich, ein, wie Differentialgleichungen zwei-
ten Grades, die sich auf eine der drei erdrterten Arten beziehen, behandelt
werden miissen. Ich rdume freilich ein, dass man selten zu solchen Differenti-
algleichungen gelangt, in denen nicht eine der beiden Unbestimmten fehlt;
dennoch glaube ich, dass dies von niemanden aufgrund der Niitzlichkeit
dieses Gefundenen angegriffen werden wird. Es kann geschehen, dass ein
anderes Feld eroffnet wird, dass Probleme suggeriert, deren Auflosung auf
solche Gleichungen fiihrt. Ich erinnere mich, irgendwann ein bestimmtes
physikalisches Problem 16send, zu dieser Gleichung gelangt zu sein

y*ddy = xdxdy.

Diese hatte zu der Zeit weder von mir noch von anderen, denen ich sie
mitgeteilt hatte, auf irgendeine Weise gelost werden konnen. Nun aber, weil
sie sich sowohl auf die erste als auch die zweite Art bezieht, gelingt ihre
Auflosung leicht, wie sich aus §10 sehen lésst.

§22 Ich habe aber auflerdem noch dies dartiber, was als konstant anzuneh-
men ist, fiir erwdhnenswert gehalten: Bei Gleichungen, die zur zweiten Art
gezdhlt wurden, interessiert es nicht, was auch immer fiir ein Differential
konstant angenommen wurde. Es kann namlich entweder das Differential der
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einen der beiden Variablen sein, oder das Differential, dass aus den Differen-
tialen jeder der beiden Variablen, wie es beliebt, zusammengesetzt wurde; es
sei aber, wie es die Sache erfordert, homogen. Jenes passierte freilich beim
allgemeinen Beispiel; aber aus jenen Operationen sieht man zugleich ein, wie,
wenn irgendein Differential konstant ist, die Gleichung behandelt werden
muss. Anders verhilt sich die Sache bei den beiden tiibrigen Arten; dort ist
ndmlich notig, dass das Differential der einen der beiden Variablen konstant
gesetzt wurde. Wenn das nicht der Fall war, gelingt die Reduktion mit der
erlduterten Methode nicht. In diesen Fillen muss die Konstante unverindert
bleiben und die Gleichung in eine andere Form verwandelt werden, in welcher
das Differential der einen der beiden Variablen konstant ist.

§23 Die in der Dissertation erlduterte Methode Differentialgleichungen zwei-
ten Grades auf einfache Differentiale zuriickzufiihren, besteht in einer ge-
eigneteren Substitution von exponentiellen Grofien fiir die Unbekannten. Sie
erstreckt sich aber noch weiter, als hier erklart wurde. Es konnen mit ihrer Hil-
fe unendlich viele Differentialgleichungen dritter Ordnung auf andere, die nur
von zweiter Ordnung sind, reduziert werden. Und allgemein werden Differen-
tialgleichung der Ordnung n auf andere zurtickgefiihrt werden, die nur von
Ordnung n — 1 sind. Auch sind hier drei Arten von Differentialgleichungen
jeder Ordnung festzusetzen und es sind dieselben, die hier erldutert wurden.
Daraus sieht man also auch ein, was fiir einen grofien Nutzen Substitutionen
dieser Art beim Behandeln von Differentialgleichungen ersten Grades haben
konnen. Aber dartiiber braucht hier nicht viel erklart werden.

16



