D1 METHODE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER
(GRADE ZU INTEGRIEREN WEITER
ENTWICKELT"

Leonhard Euler

§1 Ich habe im 7. Band der , Miscallaneorum Berolinensium” eine leichte
Methode angegeben Differentialgleichungen jeden Grades, in denen die eine
Variable tiberall eine Dimension erhiélt, die andere nur als Differential (wel-
ches konstant angenommen wird) auftaucht, zu integrieren und sogar eine
endliche Gleichung zu finden, die das vorgelegte Differential vollig ausschopft.
Und es waren ndamlich nicht, wenn die vorgelegte Differentialgleichung den
ersten Grad {ibersteigt, viele wiederholte Integrationen notig, sondern wie
mit einem Schlag liefert die dort erdrterte Methode fiir eine Differentialglei-
chung jeden Grades dieselbe endliche Gleichung, die hervorgehen wiirde,
wenn nacheinander so viele Integrationen ausgefiihrt werden wiirden, wie
Differentiale Grade in sich enthalten. Wenn so die vorgelegte Gleichung vom
viertem Grad ist, pflegt sie auf gewohnte Weise durch eine Integration auf
den dritten Grades zurtiickgefiihrt zu werden, dann wiirde aber erneut eine
Integration unternommen werden miissen, dass sie auf den zweiten Grad
zuriickgefiihrt wird; dadurch wéren noch zwei auszufiihrende Integrationen
notig, bevor man auf eine durch endliche Grofien ausgedriickten Ausdruck
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gelangen wiirde. Ich vermeide also diese Vielfachheit dieser meistens sehr
schweren Operationen durch meine Methode vollkommen, wahrend ich durch
eine einzige Operation sofort die wahre Integralgleichung finde.

§2 Wie sehr wir aber der gewohnlichen sooft zu wiederholenden Integra-
tionsweise, wie Differentiale in der Gleichung enthalten sind, folgend in
aufwendigste Berechnungen stofSen, so wird es forderlich sein, es an einem
einzigen Beispiel gezeigt zu haben. Es sei also diese Differentialgleichung
dritten Grades vorgelegt
d®y = ydx®,

in welcher das Element dx konstant gesetzt wird. Diese Gleichung, auch wenn
sie mit meiner Methode sehr leicht dreimal integriert wird, wird dennoch nicht
einmal die Art sie nur einmal zu integrieren erkannt. Sooft ist freilich klar,
weil die Variable x fehlt, dass sie auf den zweiten Grad herabgesetzt werden
kann. Wenn néamlich dx = pdy gesetzt wird, wird wegen des konstanten dx

0 = pddy + dpdy
und wiederum nach dem Differentieren
0 = pd®y + 2dpddy + dyddp.

Daher wird dpd
ddy = — <

und
_ 2dpddy dyddp _ 2dp>dy _ dyddp
p p Py P

sein, welche Werte in die vorgelegte Gleichung

d’y =

d¥y = yda®
eingesetzt
2dp*dy  dyddp _

3d 3
p p yp dy

oder

yp°dy® = 2dp*> — pddp



geben werden. Weil daher weder dp noch dy konstant ist, sondern das Ver-
héltnis der Konstanten aus der Gleichung

ddy = — 4P

bestimmt wird, kann sie durch die gewohnten Methoden kaum weiter behan-
delt werden. Die Gleichung kann freilich auch in eine andere Form verwan-
delt werden, in welcher kein konstantes Differential enthalten ist. Man setze
dp = gdy; es wird

ddp = gqddy + dgqdy

sein, aber
wird 42
qay
ddy = ——
Y P
geben, woher
2
ddp = _KMC;]/ + dgdy

ist und so wird die gefundene Gleichung diese Form annehmen

yp°dy = 29qdy + qqdy — pdq = 3qqdy — pdg.

In dieser ldsst sich nach Belieben ein Differential konstant annehmen. Es sei
dy konstant, wegen g = 3—5 wird dg = ‘%’” sein; man wird also

yp°dy* = 3dp® — pddp
haben. Aber wenn man p = % setzt, wird
ydy2 = rdr® + rrddr

werden, welche Gleichung, weil beide Variablen {iberall gleich viele, natiirlich
drei, Dimensionen haben, mit Hilfe meiner in , Tomo Commentariorum®
erklarten Methode behandelt werden kann. Man setze nattirlich

y=el® und r=el®y,



wiahrend e die Zahl bezeichnet, deren hyperbolischer Logarithmus gleich 1
ist, es wird
dy = el duzdy

und
ddy = 0 = e/ % (2ddu + dudz + zzdu?)

sein. Darauf ist
dr = e/ 4 (du + zudu)

und wegen r = uy wird
ddr = 2dudy + yddu = e/ *¥(ddu + 2zdu?)

_dudz
z

sein. Aber es ist ddu = — zdu?, woher

ddr = e zdu <zdu2 — dudz>

z
wird. Diese Werte werden in die Gleichung
ydy? = rdr? + rrddr

eingesetzt
uudz

zzdu = u(1 + zu)*du + uuzdu —

geben, auch wenn diese Gleichung eine differentiale ersten Grades ist, dennoch
um Vieles schwerer behandelt wird als die vorgelegte Gleichung selbst; sie
kann aber ein wenig einfacher gemacht werden, indem man z = tu setzt, es

wird namlich

% = ttuPdu + 3tudu — ttdu

werden. Weil ja die vorgelegte Gleichung leicht erledigt werden wird, scheint
die Integration dieser Gleichung daher hergeholt worden zu sein. Man setze
weiter t = %, und die gefundene Gleichung wird in diese tibergehen

sds + 3sudu = du(1 —u®),

welche Gleichung sofort aus der vorgelegten gefunden wird, indem man

dx:d—u und ﬂ:@

s y s



setzt, es wird namlich wegen des konstanten ds—”

29,2 2
sddu = dsdu und @ _u du + di
y sS S

werden und

dy  wddu®  3Budu® duddu  wddw®  3udu®  du?ds
et AR et + = +
y s ss s s ss ss

4

welche Werte in die Gleichung d*y = ydx> eingesetzt die gefundene Gleichung
liefern werden
sds + 3sudu = du(1 — u®).

§3 Die ganze Aufgabe wird auf die Integration dieser Gleichung zurtick-
gefiihrt; dass diese integrierbar ist, ist auch daher klar, weil die Differenti-
algleichung dritten Grades, aus welcher sie entstanden ist, eine Integration
zuldsst. Wie aber diese Arbeit zu erledigen ist, wird in der sich weiter er-
streckenden Gleichung gezeigt, die durch dieselbe Substitution aus dieser
Differentialgleichung dritten Grades entsteht

Aydx® + Bdx*dy + Cdxddy + Dd’y = 0.

Es wird aber durch Setzen von
iy udu
5 y 5

diese Differentialgleichung ersten Grades hervorgehen

dx

Dsds + sdu(C + 3Du) + du(A + Bu + Cuu + Du®) = 0,

bei welcher ich zuerst bemerke, dass sie einen Wert dieser Art fiir & + fu + yuu
zulassen. Es wird ndamlich ds = pdu + 2yudu sein. Daher wird

Dsd
c;’us =Dap  +2Dayu  + ZDﬁ'yuz +2D~%u?
+ DBBu + DByu?
s(C+3Du) = Cu + CBu + Cyuu
+ 3Dau + 3DBu? + Dyu®
A+Bu+Cu’>+Du’=A + Bu + Cu? + Du®



Man setze nun die einzelnen homologen Terme gleich 0, und es wird zuerst
1+ 37 4+ 297 = 0 werden. Daher wird entweder 1+ ¢ = 0 oder 1+ 2y = 0.
Darauf ist

3DB(y +1) +C(y+1) =0,

welcher Gleichung auch 7 41 = 0 gentigt, es wird also y = —1 sein. Weiter
wird

Dx=—B—CB—DBB oder a= _B_Cg_Dﬁ'B
werden. Man setze diesen Wert in die Gleichung
Dap+Ca+A=0 oder D?*a«+CDa+ AD =0
ein und es wird
—~BDB — CDB*~DDB> =0
—BC—-CCB — CDp?
+AD
sein. Um also B zu finden, muss diese kubische Gleichung aufgeltst werden.
Wenn aber a gesucht wird, wird
D*«® + BDa* + ACa + A*> =0

sein. Es sei &« = ‘%‘", es wird

AwP +Bw?+Cw+D=0

werden. Es sei also w eine Wurzel dieser kubischen Gleichung, es wird

Aw —D - Cw
D F="pe  wd 7=t

werden und
_ Aw? — (D + Cw)u — Dwu?
- Dw ’

S

weiter wird

x_/du_/ Dwdu
) s ) Aw?— (D + Cw)u — Dwu?

werden und

Iny — / udu / Dwudu
y= s ) Aw?— (D + Cw)u — Dwu?’



Auch wenn wir aber die Arbeit diese Formeln zu integrieren aufbringen
wiirden, wiirden wir dennoch nur ein partikuldres Integral erhalten und
daher wire die ganze Aufgabe immer noch nicht erledigt. Denn der hier
gefundene Wert von s schopft die Gleichung nicht aus, weil in ihm keine
neue Konstante auftaucht, die in der Gleichung selbst nicht enthalten ist. Aber
nachdem ein partikuldrer Wert von s bekannt geworden ist, wird aus ihm der
vollstandige Wert auf die folgende Weise gefunden werden. Man setze den
schon gefundenen Wert

Aw? — (D + Cw)u — Dwu?

=V
Dw

und man setze s = V + z, sodass
ds=dV +dz
ist, und es wird
DVdV  +DVdz +DzdV  +Dzdz |
+ CVdu +Czdu

+ 3DVudu +3Duzdu
+ (A+Bu +Cuu  +Du®)du

hervorgehen. Weil aber per Annahme
DVAV + Vdu(C + 3Du) + du(A + Bu + Cu* + Du®) = 0

ist, wird
Dzdz + z(Cdu + 3Dudu + DAV) + DVdz =0

sein. Aber wegen

V:A—w—z—g—uu
D w D
wird
dV:—d—u—%—Mdu
w D
sein und

Dzdz + z (_Dwdu + Dudu) + %(sz — (D + Cw)u — Dwu?) =0



oder

D Dw

wenn diese Gleichung nicht richtig behandelt wird, wird sie schwer auf
die Trennung der Variablen gefiihrt. Dennoch ist sie wiederum in dieser
allgemeinen Form enthalten, die die Trennung der Variablen zuldsst:

zdz + zdu <u—j}> +dz <Aa)_(D—|—Cw)u_uu> =0;

zdz + zdu(u + a) = dz(uu + 2bu + c).
Um diese zu trennen, setze ich dz = pdu und es wird

~ (uu+2bu+c)p
pt+u—+a

werden und durch Differentieren

(u+a)(uu+ 2bu+c)dp + pdu(2p(u + b) + uu + 2au + 2ab — c)

dz = pdu = (p+u-+a)?

oder
pdu(pp + 2ap +2bp +aa — 2ab+c) = (u + a)(uu + 2bu + c)dp,
in welcher die Variablen von selbst voneinander getrennt werden; es wird

namlich

dp du

p(pp +2(a—b)p+aa—2ab+c)  (u-+a)(uu+2bu+c)

sein. Die Arbeit wiirde aber hochst aufwendig werden, wenn wir diese Glei-
chung integrieren und daher das Integral der Differentialgleichung dritten
Grades finden wollten.

§4 Esist daher klar mit wie grofSer Arbeit, indem man Regeln dieser Art folgt,
schliefilich das Integral dieser Differentialgleichung dritten Grades gefunden
werden kann, woher die Niitzlichkeit meiner im 7. Band der ,Miscellaneorum”
erorterten Methode nicht unwesentlich erkannt wird. Umso mehr wird ihre
Niitzlichkeit ins Auge springen, wenn anstelle der Differentialgleichung drit-
ten Grades eine andere, die vierten oder hoheren Grades sei, auf die gewohnte
Weise behandelt wird; dann werden niamlich die hier verwendeten Substitu-
tionen nicht eine Differentialgleichung ersten Grades, sondern zweiten oder



hoheren Grades liefern, deren Integral durch irgendwelche Kunstgriffe ge-
funden werden konnen wird. Und obwohl man schliefdlich auch das Integral
dieser Gleichung fande, ware es dennoch meistens nur partikuldr und liefert
nach aufwendigsten Substitutionen das Integral der vorgelegten Gleichung
selbst, und zwar nur ein partikuldres, wiahrend meine Methode fast ohne
irgendeine Arbeit sofort das vollstindige Integral liefert. Damit das besser
verstanden wird, wollen wir die zuvor angegebene Substitution in dieser
Differentialgleichung vierten Grades benutzen

Aydx* + Bdx*dy + Cdx*ddy + Ddxd® + Ed*y = 0,

in welcher dx konstant gesetzt wird. Es sei also

dx = d—u oder du =sdx und ﬂ = @ = udx,
5 y 5
es wird wegen des konstanten dx
2
@ — dlz = dxdu = sdx?

y Y

sein, und daher
ddy

= 1u2dx? + sdx?.
Daher wird weiter

3 3
ﬂ — %Zdy = 2usdx® + dsdx?* und dyy = 13dx® + 3usdx® + dsdx?

y y
werden und wiederum wird durch Differentieren
4 3
dyy — d];c]l/y = 3uusdx* + 3udx3ds + 3ssdx* + dx?dds

hervorgehen und daher

4
ﬂ = u*dx* + 6uusdx* + 4udx®ds + 3ssdx* + dx2dds.

Nach Einsetzen dieser Werte in diese Gleichung

Bdxd Cdd Dd? Ed*
4 oaxdy y_|_ Yy Y

2
Adx Y ydx  ydx?

=0




wird diese Gleichung hervorgehen

Adx? + Budx? + Cu?dx? + Csdx?® + Duldx? + 3Dusdx* + Ddxds
+Eu*dx? + 6Euusdx?® + 4Eudxds + 3Essdx? + Edds = 0.

Weil aber dx = % ist, wird

du?(A + Bu + Cu? + Du® + Eu*) + sdu?(C + 3Du + 6Euu) + 3Essdu?
+sduds(D +4Eu) + Essdds = 0

sein. Es ist freilich klar, dass dieser Gleichung gentigt wird, wenn s = 0 ist
und u eine Wurzel dieser Gleichung

A+ Bu+ Cu®>+ Du®+ Eu* = 0.

Es sei also « eine von den Wurzeln dieser Gleichung und indem man u = «
nimmt, wird Y _ 4dx und y = e** sein, welcher Wert auch immer dieser
vorgelegten Differentialgleichung vierten Grades gentigen wird. Das Integral
wird aber nur besonders partikuldr sein; auch wenn aber die vier Wurzeln der
Gleichung

A+ Bu+ Cuu + Du® + Eu* =0,

die «, B, v, 6 sein, den Wert
y = Ae™ + BeP* + e’ + De’™

liefern, welcher das vollstindige Integral ist, ist dennoch nicht leicht klar, wie
der Wert von y beschaffen sein wird, wenn gewisse der Wurzeln «, 8, 7, ¢
imagindr waren oder einander gleich. Aber es wird im Gegenteil aus dem be-
kannten Wert von y das Integral der oberen Differenzen-Differentialgleichung
zwischen u und s angegeben werden. Es wird namlich

du
Uu=—"— und s=—
ydx dx

sein, und daher

L Ane™ + BPeP* + Cre”™ + De’™
 Ane™ + PBeb + Cer¥ + Ded¥

10



und
AB (a — )2 HAT 4 e (w — )2elr+7)x
(Aer™ 4 BePr + Cer1* + Ded)2
N AD (a — 6)2e6+)x L B (B — 4)2eFT1* 4 etc
(Ae* 4 Beb* 4 Cer* 4 Dedx)2 :

S =

Daher folgert man, dass
Y25 2p20x + %Z‘BZeZﬁx + Q:Z,yZeZ'yx + D252020x
(Aer™ 4 BeP* + ¥ 4 Dedr)?2

AB (a2 + B2)elcHA)X 4 AC(a? 4 y2)ele 1)
(Aer* + BePx + Ce1* 4 Ded¥)?

S+ uu =

+ etc

sein wird, welcher Bruch gekiirzt werden kann, und es wird

AaZe™™ + BP2efr 4 €2e1* 4+ D%’

S+ uu =
Aets 4 Bebr + Cer* 4 Ded*

sein. Weil nun
D 4 BRefY + Cye?* 4 De*
et 4 Bebr 4 gerr 4+ Ded*
ist, wenn daher x, was aber tatsachlich nicht gemacht werden kann, eliminiert
wird, wird eine Gleichung zwischen s und u hervorgehen. Wenn natiirlich
¢ = 0und ® = 0 gesetzt wird, wird diese partikuldre Integralgleichung
hervorgehen

s+uu— (a+p)u+ap=0.

Wenn daher « und B zwei Wurzeln dieser Gleichung waren
A+ Bu+ Cu? + Du® + Eu* = 0,

wird dieser Differenzen-Differentialgleichung zwischen s und u dieser Wert
gentligen
s=—af+ (a+ B)u — uu.

In jener Gleichung ist aber nicht du, sondern 9 konstant gesetzt, welche
Betrachtung sich durch Setzen von ds = gdu erkennen lasst; es wird namlich
% konstant sein und daher

2
gsdds = qds® +sdsdg und dds = de + deq;

q

11



man setze nun du konstant, es wird
dg dds

_dds g Y

dg dau q ds

sein, woher
2

dds = de + dds
wird. Es wird also diese Gleichung hervorgehen

du?(A + Bu + Cu? + Du® + Eu*) + sdu?®(C + 3Du + 6Eu?) + 3Essdu?
+sduds(D + 4Eu) + Esds® + Essdds = 0,

in welcher das Differential du konstant angenommen wurde. Wenn daher nun
der trinomiale Faktor der Formel

A+ Bu + Cu? + Du® + Eu*
gleich
L+ Mu + Nu?

ist, wird das partikuldre Integral
L+ Mu+ Nu®+ Ns =0

sein.

§5 Weil ich aber hier beschlossen habe, meine Methode Differentialgleichun-
gen hoherer Grade zu integrieren weiter zu erstrecken, mochte ich die Regel,
die ich an erwidhnter Stelle gegeben habe, ein wenig wiederholen. Meine
Methode erstreckt sich aber auf alle Gleichungen, die in dieser allgemeinen
enthalten sind

Bdy = Cddy Dd3y+Ed4y Fdy

= A
0 y+ dx dx? * dx3 daxt + dx®

+ etc,

wo das Differential dx konstant gesetzt ist. Um das Integral dieser Gleichung
in endlichen Termen ausgedriickt zu finden, bilde man aus ihr die folgende
algebraische Form

A+ Bz + Cz% + Dz% + Ez* + F2° + Gz° + etc,

12



von welcher man alle einfachen wie trinomiale reelle Faktoren suche, unter
welchen, wenn sie einander gleich waren, sie zusammengefasst darstelle.
Aus einem beliebigen Faktor wird aber ein Teil des Integrals entstehen, und,
wenn diese aus den einzelnen Faktoren zu entstehende Teile zu einer Summe
zusammengefasst werden, wird man das vollstandige Integral der vorgelegten
Gleichung haben. Aus der folgenden Tabelle werden die aus den einzelnen
Faktoren zu entstehenden Teile des Integrals ausgesucht werden:

Faktoren Teile des Integrals
z—k aekx

(z —k)? (& + Bx)ek*

(z— k) (+ Bx + y32)et™

(z—k)* (& + Bx + yx? + 6x3)ek™

etc etc

zz — 2kz cos ¢ + kk

(zz — 2kz cos ¢ + kk)?

(zz — 2kz cos ¢ + kk)3

(zz — 2kz cos ¢ + kk)*

etc

e <089 sin kx sin ¢+

2Aek* <05 cos kx sin ¢

(& + Bx)ek¥cos? sin kx sin p+

(2 + Bx)ekx s cos kx sin ¢

(& + Bx + yx?)ek*os¢ sin kx sin ¢+

(2 + Bx + €x2)ek¥ 0P cos kx sin ¢

(& + Bx + yx2 + 6x3)ek* 05 sin kx sin ¢+
(2 + Bx + €x? + Dx3)ek* 05 cos kx sin ¢

etc

In diesen Formeln bezeichnen die Buchstaben «, 8, v, J, etc, A, B, €, D, etc
beliebige konstante Grofien. Daher ist beim Sammeln der Teile des Integrals
dafiir zu sorgen, dass man nicht denselben dieser Buchstaben zweimal schreibt,
weil andernfalls die Weite des Integrals eingeschrankt werden wiirde. Es wird
also notig sein, dass diese Konstanten immer mit neuen Buchstaben bezeichnet
werden, und auf diese Weise werden in die Integralgleichung so viele beliebige
Konstanten eingehen, von welchem Grad die vorgelegte Differentialgleichung
war. Dies ist ein sicheres Zeichen, dass das auf diese Weise gefundenes Integral
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vollstandig ist und in der Differentialgleichung nichts enthalten ist, was nicht
auch zugleich in dieser Differentialgleichung enthalten ist. Im Ubrigen habe
ich an dieser Stelle, wo ich diese Methode genauer erortert habe, sie an
vielen Beispielen illustriert, sodass ihre Anwendungen keine Schwierigkeiten
machen kann.

§6 Die allgemeinere Gleichung, deren Integration ich hier angeben werde,
wiéhrend X irgendeine Funktion von x bezeichnet, verhalt sich so

4
Bdy N Cddy N Dd3y N Ed*y
dx dx? dx3 dx*
in welcher wiederum das Differential dx konstant angenommen wurde. Aus
wie vielen Termen diese Gleichung besteht, oder bis zu welchen Grad von
Differentialen sie auch immer ansteigt, ich versichere, dass sie immer durch
endliche Groflen integriert werden kann, genauso wie die zuvor erwdhnte
Gleichung, die als bestimmter Fall aus dieser entsteht, wenn X = 0 war. Und
zuerst ist freilich klar, dass die Sache keine Schwierigkeiten machen wird,

wenn X eine ganze rationale Funktion war, oder wenn sie eine Form dieser
Art hat

X = Ay +

+ etc,

X = a+ Bx + yx* + 6x° + etc.

Wenn daher ndmlich die Funktion X so beschaffen ist, wende man eine
Substitution von dieser Art an

Y =A+Bx + x> + D> +etc+ v,

und es wird

YW gt oext+ 302 +etet L2
dx dx
ddy ddov
=) _9 b
12 ¢+ 6Dx +etc+ a2
d3y d3v
@ = 6@ + etc + @
dxt T qx
etc

sein. Wir wollen aber setzen, dass

X = a+ Bx +yx* + 6x°

14



ist und im Wert von y werden alle Terme nach x> verschwindend zu setzen
sein. Nach diese Substitution wird man also haben

a+ Bx + yx? 4 0x% =
Bdv n Cddwv 4 Dd3v n Ed*v
dx dx? dx3 daxt

AA + BAx + CAX® + DAX® + Av + + etc

+9BB + 2¢Bx + 3D Bx?
+2¢C + 6DCx
+6DD.

Diese Koeffizienten 2, 98, ¢, ©® werden nun so bestimmt werden konnen, dass
alle Terme, in denen v oder sein Differential nicht enthalten ist, verschwinden;
es wird namlich werden:

)

2=

e _30B_ v 3B
A A A AA

w_ B 2B _69C_p 29B 66B>  66C
A A A A A2 A3 AA

q_ % _BB_26C_69D
A A A A

_a PB +2732 126BC 6B 29C 65D

A A2 A8 A3 A4 A2 A2

Nachdem also diese Werte fiir 2, B, ¢, ©® angenommen worden sind, wird

Bdov N Cddv N Dd3v N Ed*v
dx dx? dx3 dxt

sein, welche Gleichung mit Hilfe der obigen Methode integriert werden wird.

0= Av+ + etc

§7 Damit wir aber leicht das Integral der vorgelegten Gleichung finden, was
auch immer X fiir eine Funktion von x war, wollen wir mit den einfachen
Féllen beginnen, und es sei freilich zuerst die Differentialgleichung nur von
erstem Grad Bd

— Yy
welche klar ist integrierbar gemacht werden zu kdnnen, wenn die nur mit
einer Form dieser Art e**dx multipliziert wird, wahrend e die ganze Zahl
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bezeichnet, deren hyperbolischer Logarithmus gleich 1 ist. Es wird ndamlich
e Xdx = Ae"ydx — Be**dy

werden. Und « muss so beschaffen sein, dass der zweite Teil das Differential
einer bestimmten endlichen GrofSe ist, die aus dem letzten Term keine andere
sein kann als Be**y; weil deren Differential gleich

Be**dy + aBe*ydx

ist, ist es notig, dass A = aB ist und « = 4. Nachdem also dieser Wert fiir a
genommen wurde, wird

/e”‘dex =Be"™y und y= %e_”/e“de

sein.

§8 Es sei also die vorgelegte Differentialgleichung vom zweiten Grad

Bdy = Cddy
X=A — )
Y+ dx + dx2
Man multipliziere sie mit e**dx und bestimme « so, dass die Integration

gelingt. Man wird also

Ce**ddy

e Xdx = Ae"*ydx + Be**dy + P

haben, deren Integral

/
/eDLXde — ezxx <A/y+ Bd(j'cy)

sei. Nach Differentieren wird man

/

e Xdx = e <o¢A’ydx + A'dy + B(;l;:ly + ocB’dy)

haben. Nach Anstellung eine Vergleiches wird also
B'=C, AA=B—aC und A=aB—0a’C
werden, es muss also & eine Wurzel dieser Gleichung

0= A —aB+a’C
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sein; weil diese zwei Wurzeln hat, l4sst sich eine beliebige der beiden an-
nehmen und es wird A’ = B — aC und B’ = C sein. Man ist also zu dieser
Differentialgleichung ersten Grades gelangt

B'dy

—0X ade :A/
¢ /e * y+ dx

Um diese erneut zu integrieren, multipliziere man mit ef*dx, sodass man
e(ﬁ_”‘)xdx/e""‘de = A'eP*ydx + B'ef*dy

hat; damit diese integrierbar ist, muss

A" B—aC
P=F="C

oder a+p= g
sein, woher Kklar ist, dass B die eine Wurzel der Gleichung
0=A—aB+a’C
sein muss und das Integral wird
/e(ﬁ"")xdx/e‘”‘de = B'ePry = CeP'y

sein. Es ist aber

(B—a)x
/e(ﬁ’“)xdx/e‘”de _ ¢ /e“dex— 1/eﬁ"de,
p—a p—a

also
—KX

e
B—u
In dieser Integralgleichung sind also die beiden Wurzeln « und B der quadra-
tischen Gleichung

7‘33(
/e“dex+ ;—,B /eﬁdex.

Cy =

0=A—-—Bz+Czz

in gleicher Weise enthalten und deswegen, wenn die Wurzeln dieser Gleichung
bekannt sind, wird aus ihnen sofort die Integralgleichung gebildet. Aber diese
Gleichung

0=A—-Bz+Czz
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wird aus der vorgelegten Gleichung

nattirlich sehr leicht auf die gleiche Weise gebildet werden, die wir im Fall
X = 0 benutzt haben. Man setze namlich

ddy
dx?’

dy

.. .. ay 2
1 fur y,z far e und z

fur
sodass dieser Ausdruck A + Bz + Czz hervorgeht; wenn dessen Faktoren C(z +

«)(z + B) waren, werden a« und B die Buchstaben selbst sein, die erfordert
sind, um die Integralgleichung zu bilden.

§9 Nachdem diese Dinge vorausgeschickt worden sind, wird der Zugang
zur Integration der Integralgleichung nicht so schwer sein. Es sei also diese
Gleichung vorgelegt

- Bdy Cddy Dd3
X=4y+ & T de T ad

Ed*y
dax*

+ + etc,

deren letzter Term Adir;y sei. Man bilde daher diesen Ausdruck auf die zuvor

angegebene Weise

A+Bz+Cz*+ D2+ Ez* 4+ -+ A" = P,
welche in einfache Faktoren aufgeldst werden sei
P=Az+a)(z+B)(z+7)(z+)etc.

Ich sage nun, wenn die vorgelegte Differentialgleichung mit e**dx multipli-
ziert wird, dass sie integrierbar wird. Es wird namlich

o o Bdy Cddy Dd3 Ad™y
e Xdx = etdx (Ay—i— ax T aw dxd g

sein, deren Integral wir setzen wollen

Bdy  Clddy D'd® Ad-1
N e D BN | )

OCXXd — KX A/
/e ree ( LT dx? duxd dan—1

18



zu sein. Nach Nehmen des Differentials wird man aber

A'dy B'ddy C'd%y Ad™y
X dx = e**d A/ .o
¢ r=e x(“ Yt g T tae T +dx”)
aB'dy  aC'ddy
o TTae T
haben, und wenn diese mit der vorgelegten verglichen wird,
a=4
«
B A
B =--2=
v a?
C B A
/ S — [R—
=y 2te
D C B A
D==-=4_—-_2
v a? ad ot

sein wird; nachdem diese Werte bis hin zum letzten fortgesetzt worden sind,
wird man zu dieser Gleichung gelangen

A—Ba+Ca?—Da®+Ea*— - £ Aa" = 0;

weil also « eine Wurzel dieser Gleichung ist, wird z 4 « ein Faktor dieses
Ausdruckes sein

P=A+Bz+Cz?+ Dz +Ez*+ -+ A",
wéahrend P = A(z+a)(z + B)(z + 7)(z + d)etc ist.

§10 Nachdem also die erste Integration ausgefiihrt worden ist, wird

_ B'dy C'ddy D'd Ad™ 1y
ax ax Y
e /e Xdx = A'y + dx + Ep i3 o

sein. Man bilde daher wiederum auf die zuvor erwidhnte Art diesen Ausdruck

PP=A+Bz+Cz22+DZ2+ -+ AL,

Weil nun
A=aA
B=aB + A’
C=aC + B
D =aD' +
etc
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ist, ist klar, dass P = (a + z) P’ sein wird und daher

/_
z+w

P'=A(z+B)(z+7)(z+6)(z+ ¢)etc.

Auf die gleiche Weise, die wir oben benutzt haben, findet man also, dass diese
Gleichung erneut integrierbar gemacht wird, wenn sie mit ePrdx multipliziert
wird. Es sei also die daher zu entstehende Integralgleichung

" " n—2
/e(ﬁ*“)xdx/e“de = ef¥ <A"y + B dy + Cddy +-- 4+ Ad y>

und

dx dx? dxn—2
und es wird nach Anstellung eines Vergleiches
A/ — ‘BA//
B/ — IBB// +A//
CI — Igc/l + B/l
Dl — ﬁD// + C/l
etc
werden. Wenn also
P’ =A"+B"z+ C//Zz + D//Z3 S Azn72
gesetzt wird, wird P’ = (f + z)P” und
o P _ P
z+B  (z+a)(z+B)

sein, woher
P"=Az+7)(z+6)(z+ ¢)etc

wird; daher sind nun natiirlich die zwei Faktoren z 4« und z 4 B eingegangen.
Es ist aber

(B—a)x
/e(ﬁ"")xdx/e‘”de _ ¢

i a /e‘“‘de— ﬁia/eﬁdex,

woher die Gleichung zweimal integriert auf diese Form zuriickgefiihrt wird

—Qax

p
e - e x/ Bx
— X X
B a /e dx + x— B e’ Xdx
B’dy C'ddy D"d% Ad" 2y
f— /, DRI
=A"Yy + dx + P + a3 +- FRTE
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§11 Weil daher weiter, nachdem 1 fiir y und z fiir % etc gesetzt wurde,
dieser Ausdruck hervorgeht

P// — A// + B//Z + C//ZZ N AZ”_Z

und
P"=A(z+7)(z+5)(z +¢e)etc

ist, ist es klar, dass die zuletzt gefundene Gleichung erneut integrierbar
gemacht wird, wenn sie mit e7*dx multipliziert wird. Es sei also die daher zu
entstehende Integralgleichung diese

(y—a)x (v—B)x
edx/e”de—i—/edx/efode
p—u a—p

—e* <A///y+

B/"dy C”/ddy Adnf?vy
& T Tae T dx”3>'

und es wird aus dem Vergleich der homogenen Terme

A// — ,YA///

B// _ ’)’B/”—f—A/”

C// — ,)/C/// + B///

D// — 'YDW + C///
etc

sein. Wenn daher
P/// — A/// + B///Z + C///ZZ + D///ZB et AZ"73
gesetzt wird, wird

P P
z+v  (z+a)(z+B)(z+7)

P// — ('Y+Z)PI// und P/// —

sein, woher folgt, dass
P" =A(z+6)(z+¢)(z+ Q)etc

sein wird. Weil aber allgemein

(n—v)x
/e(”_v)xdx/e”de _ /e”de+ 1 /e”dex

V—H
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ist, wird man, wenn daher die Integrale zurtickgefiihrt werden,

e e [ Bx e [
Bl (7—) / e Xdx + mp—p) / e Xdx + == / e’ Xdx
B/"dy C”/ddy D"ldg’y Adnf‘%y

dx + dx? + dxs Tt dxn—3

:A///y +
finden.

§12 Wenn wir nun auf diese Weise bis dorthin fortschreiten, bis weiter keine
Differentiale von y {ibrig sind, dann wird man aus dem anderen Teil der
Gleichung den einzigen Term Adci(:)y = Ay haben, was passieren wird, wenn
die Integration sooft ausgefiihrt wurde, wie der grofite Exponent n Einheiten

enthdlt. Um also dieses letzte Integral angenehm auszudriicken, weil

A+Bz+C2+ D22+ +AZ" = Az +a)(z+ B)(z + 7)etc

ist, bilde man aus den Wurzeln «, 8, v, é, etc die folgenden Werte

A=AP—a)(y—a)(d—a)(e—a)etc

B = Ala— B) (v — B)(0 — B)(e - Bletc

€= Aa—7)(B—7)(0—7)(e—7)etc

D=Aa—-0)(B—0)(y—10)(e—d)etc

E=Aa—¢e)(B—¢)(y—e)(d—eetc
etc,

nach Termen welcher Werte die letzte gesuchte Integralgleichung

X n

-B —yx
€ / eP*Xdx + eT /e”‘de + etc

e*ﬂéx
Yy = 7 /e“dex +

sein wird; weil diese so viele Terme enthélt, von welchem Grad die vorgelegte
Differentialgleichung

Bdy Cddy Dd? Adn
y  Cddy  Ddy y

X=dy+ dx dx? dxs o dx”

war, wird sie genauso viele beliebige Konstanten involvieren, und daher wird
das die vollstindige Integralgleichung sein.
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§13 Die Werte der Grofien 2, 983, €, etc konnen aber auf andere Weise aus-
gedriickt werden, die meistens um Vieles gefilliger die Aufgabe erledigt. Ich
sage namlich, dass A = 3—5 sein wird, wenn tiberall —u fiir z eingesetzt wird,
oder wenn z + & = 0 gesetzt wird. Weil ndmlich

P=Az+a)(z+B)(z+7)(z+ d)etc
ist, wird durch Differentieren

dp Az + )

5 = A(z+B)(z+ 7)(z+ d)etc + P d(z+B)(z+7)(z + d)etc
sein. Wenn nun z = —a gesetzt wird, wird das letzte Glied verschwinden,
und das erste wird

P
32 =AB—a)(y—a)(d—a)etc=2A

geben. Weil aber P = A + Bz + Cz2 + Dz3 + - - - 4+ Az" ist, wird

dpP
&= B+42Cz+3Dz? +4Ez> + - - - 4+ nAz"!
sein; man setze also z = —a, oder es sei z +a = 0, es wird

A = B—2Ca +3Da?® —4Ea® +etc + - - - £ nAa* !
sein, auf die gleiche Weise wird man finden, dass

B =B —2CB+3DB* —4EB> + - - £ nAp"!
€ =B—2Cy+3Dy? —4Ey* + - - £ nAy" !
etc

sein wird.

§14 Wenn also eine Gleichung dieser Art vorgelegt wird:

Bd Cdd Dd? Ed*
vy, L L Y

X=dy+ dx dx2 dx3 dx?

+ etc,
die integriert werden muss, bilde man vor allem aus ihr diesen algebraischen

Ausdruck
P = A+ Bz+ Cz? + Dz% + Ez* + etc,
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von welchem man alle einfachen Faktoren suche, wovon einer z + « sei,
und ein beliebiger Faktor wird den Teil des Integrals so geben, dass alle
Teile, die auf diese Weise aus den einzelnen Faktoren gefunden werden,
zusammen genommen den vollstandigen endlichen Wert von y beschaffen.
Wenn natiirlich ein einfacher Faktor z + a gefunden wurde, dann suche die
Grofie 2, sodass

2 = B —2C« + 3Da? — 4Ea® + etc

ist, nach dem Fund von welcher der aus diesem Faktor z + a zu entstehende
Teil des Integrals dieser sein wird
—uX
2A

Daher erkennt man, wenn z — & der einfache Faktor der Form P war, dass
dann

e

= /e"‘dex.

2 = B+ 2Ca + 3Da? + 4Ea® + etc

sein wird und der daher zu entstehende Teil des Integrals
eD(X Cax
— Xd
o [ ¢ X

ist.

§15 Esist aber iibrig, dass wir zeigen, wie diese Teile des Integrals beschaffen
sind, wenn einige der einfachen Faktoren entweder einander gleich oder
imagindr waren. Aus Obigem ist namlich klar, dass in jedem der beiden Fille
die Teile des Integrals auf eine spezielle Weise ausgeschmiickt werden miissen,
dass sie eine endliche und reelle Form erhalten. Es seien also zuerst die zwei
Faktoren z — a« und z — B einander gleich oder p = a, und es wird A = 0
wie B = 0 sein; und jeder der beiden Teile des Integrals wird unendlich
werden; der eine freilich positiv, der andere negativ, sodass die Differenz
endlich wird. Um diese zu finden, wollen wir f = & + w setzen, wihrend w
eine verschwindende Grofie bezeichnet. Weil also

A=Awa—p)(a—7)(a—0J)(a—e)etc und
B =AB—a)(B—7)(B—0)(B—¢eetc
ist, wird, nachdem die Buchstaben «, 3, 7y,  etc negativ genommen wurden,
A= —Aw(w —7)(a—05)(ax —e)etc und
B= Aw(a—7)(a—20)(a—e¢etc
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sein. Dann wird aber
e = 0¥ HW¥ — o8 (1 4 x) und e P¥ = e (14 wy)

sein. Daher wird der aus den beiden Faktoren z — « und z — 8 zu entstehende
Teil des Integrals

e (1+ wx)

elxx
j/e_adeX‘F B

/e_"‘x(l — wx)Xdx
sein. Man setze
A" = Ala — ) (e — 6)(a — ¢)etc,

es wird
A=—Aw und B=Aw

sein, woher dieser Teil

e(XX

= e <(1 + wx) /e"""(l — wx)Xdx — /e"‘dex)
elXX

= o <cux/e_”‘dex—w/e_“xXxdx)

= em—, <x/e_“de— /e_"‘xXxdx)

eocx
= W/dx/e_’”de

werden wird, welcher der aus dem quadratische Faktor (z — «)? des Faktors
P entstehende Teil ist.

§16 Der Wert von 21" wird aber auf die folgende Weise gefilliger beschafft
werden kénnen. Wegen B = a, weil

P=A(z—a)*(z—v)(z—6)(z —e)etc = A+ Bz + Cz* + Dz° + etc

ist, setze man
Az —7)(z—6)(z—¢eletc=Q,

sodass der Wert von Q 2’ liefert, wenn « anstelle von z gesetzt wird. Es wird
also

P=(z—a)*Q

25



sein und durch Differentieren

dr dQ

- = — 27 —
P (z—a) i +2(z—a)Q
und ddp ddQ do
a2 = A .
P (z—a) 2 +4(z—a) R +2Q;
fiir z = & gesetzt wird nun
_ddp
Q= 2dz2 2

werden, und es wird 2’ entstehen, wenn z = « in g&l—; gesetzt wird. Es ist aber

P
;ijzz = C + 3Dz + 6Ez% + 10Fz® + 15Gz* + etc,

woher
2A' = C +3Da + 6Ea? + 10Fa® 4+ 15Ga* + etc

wird. Wenn daher in der vorgelegten Gleichung

Bdy Cddy Dd% Ed%y
dx dx? dx3 dx?
der der daher gebildete Ausdruck

X =Ay+ + etc
P= A+ Bz+Cz?> + Dz’ + Ez* + etc
einen quadratischen Faktor (z — «)? hat, nehme man
' = C+ 3D« + 6Ea® + 10Fa® + 15Ga* + etc

und es wird der daher zu entstehende Teil des Integrals

eO{X
W/dx/e’“de

sein. Wenn aber die iibrigen Faktoren der Formel P bekannt waren, natiirlich

P=A(z—a)*(z—7)(z—6)(z —¢e)etc, es wird
A = Ala — ) (a —6)(a — ¢)etc

sein.
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§17 Wir wollen nun setzen, dass drei Faktoren einander gleich sind, oder es
sei dariiber hinaus 7y = «; aber wegen der oben erdrterten Griinde wollen wir
v = &« + w setzen, es wird

A' = —Aw(x — ) (e —¢)(a — {)etc und
C= Ay —a)*(y—8)(y —&)(y — et

sein oder
€= Aw?(a—6)(a —e)(a — Q)etc.

Essei A" = A(a —6)(a —e)(a —{)etc, es wird 2 = —A"w und € = A”w? sein.
Nach diesen Substitutionen wird man schliefSlich diesen aus dem kubischen
Faktor (z — a)® zu entstehenden Teil des Integrals finden

el)éx
w/dx/dx/e_‘""de,

A" = D + 4Ex + 10Fa® 4 20Ga® + etc

wiahrend

wird. Leichter wird dies aber sofort aus der Gleichheit der drei Faktoren
gezeigt: Es seien namlich irgendwelche drei Faktoren (z — a)(z — B)(z — 1),
und fiir

= Aa— B)(a —7) (e — 9)(a — g)etc
AB—a)(B—7)(B—0)(B—¢e)etc
=A(y —a)(y —B)(y — ) (7 —¢)etc

gesetzt werden die daher zu entstehenden Teile des Integrals

2
B
¢

£ /e’”‘dex + ﬁ /e’ﬁdex + ﬂ /e’”‘de

A B ¢
sein. Man setze nun

B=a+w und y=a+¢,
wiéhrend w und ¢ verschwindende Grofien werden, und fiir
A" = Aa—0)(a —¢)(a — {)etc

gesetzt wird

A=A"wp, B=A"ww-¢) und €=A"¢(¢—w)
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sein; dann wird aber

1 1
ePr = W (1 +wx + 2w2x2> , e P <1 — wx + 2w2x2>

und
1
e’YX — eax (1 +(Px + 2¢2x2> , e—'yx — e—ax <1 _ ¢x o ;(szZ)
sein. Nach Einsetzen dieser Werte gehen die drei Teile des Integrals iiber in

[e ¥ Xdx(w — ¢ + ¢ + wx + FwPpx? — w — wPx — FwP?x?)
+ [ e Xxdx(—w$ — wwPx + w + wPdx)
+ fe*“xszdx(%wwcp — %w(])(p);

eax

A'w(w = ¢)

nachdem hier durch Teilung die verschwindenden Buchstaben w und ¢
weggeschafft wurden, wird der kubische Faktor (z — a)® diesen Teil des
Integrals geben

g 1xx/ """de—x/ “"Xxdx—i—l/ A X xxd
ARG e e : e xxdx |,

welcher auf diese einfachere Form zurtickgefiihrt wird

%/dx/dx/e_“de,

wihrend A" = D + 4Ex + 10Fa? + 20Ga® + etc wird, der Wert von 2 natiir-

lich aus der Formel % fiir z = a gesetzt entsteht.

§18 Indem man auf die gleiche Weise weiter fortschreitet, wird klar werden,
dass vier einander gleiche Faktoren oder der Faktor (z — a)* der Formel

P = A+ Bz+ Cz% +etc

diesen Teil des Integrals liefern wird:

e [dx [dx [dx [e ™ Xdx
E + 5Fa + 15Ga? + 35Ha3 + etc’

4 .
welcher Nenner aus der Formel 2‘1 dlz) ; entsteht, indem man z = « setzt. Es

wadre tiberfliissig, fiir mehrere einfache einander gleiche Faktoren hier die

28



Teile des Integrals zu beschaffen, die aus selben gebildet werden, weil das
Gesetz, nach welchem diese Teile gebildet werden, per se klar ist. Im Ubrigen
bereitet das Zusammenfallen mehrerer Integralzeichen in diesen Formeln
keine Schwierigkeit, weil sie sehr leicht auf einfache Integrale zuriickgefiihrt
werden. Es ist namlich

o x [e"Xdx — [e “*Xxdx
Xdx =
/dx/e dx 1

/dx/dx/e*“de _ xzfe“"dex — foe_“xXxdx+ fe“""Xxxdx

1-2
/dx/dx/dx/e_“de:

X3 [e7Xdx — 3x? [ Xxdx + 3x [ e Xxxdx — [ e ¥ Xx3dx
1-2-3

etc.

§19 Nachdem diese gleichen Faktoren abgehandelt worden sind, gehe ich
zu imagindren Faktoren {iber: Es seien also zwei Faktoren z — a und z — B der
Formel

P=Az—a)(z—PB)(z—7)(z—0)(z—¢)etc
= A+ Bz +Cz*> + Dz° + Ez* + etc

imagindr, welche, weil nichts im Wege steht, multipliziert das reelle Produkt
zz — 2kz cos ¢ + kk
liefern; es wird also

x =kcos¢+kv—1sing und
B = kcos¢ — kv —1sin¢

sein und irgendwelche Potenzen dieser Buchstaben werden sich so verhalten:

a" = k" cosngp + k" —1sinng
B" = k" cosng — k"/—1sinnég.
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Nun wird zuerst

kv/—1 k 3/~
e = ekxcosd 1 4 7 xsin(p—1.2xzsin24>—1;.2.31x351n3¢
-Fk74x45in4 —etc
1-2-3-4 ¢

sein und daher

e = ! 5% (cos kx sin ¢ + /—1sin kx sin ¢)
eP* = ek¥cos?(cos kx sin ¢ — v/ —1sinkx sin ¢)
e = e kxc0s¢(cos kxsin g — v/—1sinkx sin )
e P* = e sP (coskxsing + v/ —1sinkxsin¢).

Weil darauf

2 = B+2Ca +3Da? + 4Ea® + 5Fa* + etc  und
B = B+2Cp +3Dp* +4EB> + 5FB* + etc

ist, wird man nach Einsetzen der oberen Wert fiir « und B

2 = B +2Ck cos ¢ + 3Dk? cos 2¢ + 4Ek® cos 3¢ + etc

+ (2Ck sin ¢ + 3Dk? sin 2¢ + 4Ek® sin 3¢ + etc)v/—1
B = B + 2Ck cos ¢ + 3Dk* cos 2¢ + 4Ek> cos 3¢ + etc

— (2Ckssin ¢ + 3Dk? sin 2¢ + 4Ek> sin 3¢ + etc)v/—1

haben.
§20 Weil aber z — & und z — B Faktoren der Formel
P = A+ Bz+Cz*+ Dz> + Ez* + etc
sind, wird
A + Bk cos ¢ + Ck* cos 2¢p + Dk> cos 3¢ + Ek* cos 4¢ +etc = 0

und
Bksin ¢ + Ck? sin 2¢ + Dk® sin 3¢ + Ek* sin4¢ + etc = 0
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sein. Man setze nun

M = B + 2Ck cos ¢ + 3Dk* cos 2¢ + 4Ek cos 3¢ + etc
M=+ 2Cksin¢ + 3Dk?sin 2¢ + 4Ek> sin 3¢ + etc,
und es wird
A=M+NV—-1 und B =M -NV-1

werden und so werden die imagindren Anteile von den reellen getrennt
sein. Weil nun aus beiden Faktoren z — a und z —  diese Teile des Integrals
entstehen

ax —pBx
% /e_”‘dex + e% /e_ﬁdex,
werden diese in diese Form tibergehen

(M — Ny/—1)e™ [e*Xdx + (M + N/ —1)ef* [e P Xdx
M2 + N2 '

Aber es ist

+ekxcos¢ cog kx sin ¢ [ e 3¢ Xdx cos kx sin ¢
—y/—1e" 3¢ coskx sin ¢ [ e k¢ Xdx sin kx sin ¢
+v/—1ekxos?sinkxsing [ e ¥<°5?Xdx cos kx sin ¢
+ekxcosd gin kx sin¢ [ e ¥¥<0s¢Xdx sin kx sin ¢

e"‘x/e’“de =

+ekxcos? cog kx sin ¢ [ e3¢ Xdx cos kx sin ¢
++v/—1ef¥es? coskx sin [ e *¥<°5¢ X dx sinkx sin ¢
++v/—1ekxcos? sinkx sin ¢ [ e <3¢ Xdx cos kx sin ¢
+ekxcos¢ sin kx sin ¢ [ e *¥<°5¢ Xdx sin kx sin ¢

eﬁx/e’ﬁdex =

Die beiden Integralanteile werden also, nachdem die imagindren Anteile sich
gegenseitig aufgehoben haben, in diese Form tibergehen

29tekx cos ¢

W <COS kx sin (P / eka cos (Pde cos kx sin (P

+sinkx sin ¢ / e 5P X dx sin kx sin 4>>

zgﬁekx cos ¢

+W <sinkx sin(p/e’kaOS‘Pdecoskxsinq)

—cos kx sinqb/e_kxcos4’de sin kx sin 4)) p
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die auch auf diese Weise ausgedriickt werden kann

Dekxcos¢ (M cos kx sin ¢ + Nsinkxsin ) [ e k¢ Xdx cos kx sin ¢
M2 + N2 | 4 (M sinkx sin p — N cos kx sin ) f e k059 Xdx sin kx sin ¢.

Dieser Teil des Integrals entsteht aus dem trinomialen Faktor
zz — 2kz cos ¢ + kk

der Formel
P = A+ Bz + Cz% + Dz° + etc.

§21 Wenn auf die gleiche Weise zwei trinomiale Faktoren einander gleich
waren, oder wenn die Formel

P = A+ Bz+ Czz + Dz® + Ez* + etc

den Faktor (zz — 2kz cos ¢ + kk)? hatte, wird man den daher zu entstehenden
Teil des Integrals aus den fiir gleiche einfache Faktoren der oben gefundenen
Formeln finden. Man setze namlich

M’ = C + 3Dk cos ¢ + 6Ek? cos 2¢ + 10Fk> cos 3¢ + etc
9 = +3Dksin¢ + 6Ek*sin2¢ + 10Fk> sin 3¢ + etc

und es wird der daher entstehende Teil des Integrals

2ekxcosd (' coskxsing + N sinkxsing) [ dx [ e *©5?Xdx cos kx sin ¢
M2+ 92 | +(I sinkx sing — N coskxsin ) [ dx [ e ¢ Xdxsinkxsin¢

sein. Wenn aber drei trinomiale Faktoren, die imagindre Wurzeln enthalten,
einander gleich waren, oder wenn ein Faktor der Formel

P= A+ Bz+Cz*+ Dz’ + Ez* + FZ° + etc
(zz — 2kz cos ¢ + kk)* war, setze man

M = D + 4Ek cos ¢ + 10Fk? cos 2¢ + 20Gk> cos 3¢ + etc
N’ = 4Eksin¢ + 10Fk? sin 2¢ + 20Gk> sin 3¢ + etc
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und der aus diesem Faktor zu entstehende Teil des Integrals wird

(M cos kx sing + N’ sinkxsing) - - -
2efxcos¢ -+ [dx [dx [ e ¥5?Xdx cos kx sin ¢
MMM + NN 4 (9N sin kx sinp — N cos kx sin )
-+ [dx [dx [ e *5? X dx sin kx cos ¢

sein. Daher erkannt man also schon das Gesetz, nach welchem diese Teile
des Integrals gebildet werden miissen, wenn eine grofiere Potenz der Formel
zz — 2kz cos ¢ + kk ein Faktor von P war; und daher werden alle Fille, die
irgendwie auftauchen kénnen, erledigt werden kénnen.

§22 Daraus wird also auf die folgende Weise dieses Problem aufgelost wer-
den konnen.

PROBLEM

Es ist der Wert von y in endlichen Grofien ausgedriickt zu finden, der dem
Differential aus dieser Gleichung irgendeines Grades gentigt

Bdy Cddy Dd% Ed'y Fd%
dx T a2 Tad Tad T dn
wo das Differential dx konstant gesetzt wird und X irgendeine Funktion von
x bezeichnet.

X = Ay +

+ etc,

LOSUNG

Aus der vorgelegten Gleichung bildet man also die folgende Gleichung
P=A+Bz+Cz*+ Dz’ + Ez* + F2° + etc,

von welcher man alle reellen einfachen wie trinomialen Faktoren suche, die
nattirlich die Pldtze der imagindren einfachen Faktoren einnehmen; und wenn
diese Faktoren einander gleich waren, stelle man sie zusammengenommen
dar. Danach suche man fiir die einzelnen Faktoren die entsprechenden Teile
des Integrals und alle diese aus den tibrigen Faktoren zu entstehenden Teile
werden, wenn sie zu einer Summe zusammengefasst werden, den gesuchten
Wert von y geben, welcher das vollstandige Integral der gesuchten Gleichung
sein wird. Auf die folgende Weise aber wird man aus den Faktoren der Formel
P die Teile des Integrals finden:
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I. Wenn z — k ein Faktor der Formel P ist

Man setze R = B + 2Ck + 3Dk? + 4Ek® + 5Fk* + etc und es wird der diesem
Faktor z — k entsprechende Teil des Integrals

ﬁ / e M Xdx
R
sein.

II. Wenn (z — k)? ein Faktor der Formel P ist

Man setze R = C + 3Dk + 6Ek? + 10Fk® 4+ 15Gk* + etc und es wird der dem
Faktor (z — k)? entsprechende Teil des Integrals

ekx/dx/e_kdex
R

sein.

III. Wenn (z — k)? ein Faktor der Formel P ist

Man setze R = D + 4Ek + 10Fk? + 20Gk® + 35Hk* + etc und es wird der dem
Faktor (z — k)® entsprechende Teil des Integrals

e]m/dx/dx/e_k"de
R )
sein.

IV. Wenn (z — k)* ein Faktor der Formel P ist

Man setze R = E + 5Fk + 15Gk? + 35Hk> + 70Ik* + etc und es wird der dem
Faktor (z — k)* entsprechende Teil des Integrals

ekx
g/dx/dx/dx/e_kx}(dx

sein.
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V. Wenn ein zz — 2kz cos ¢ + kk Faktor der Formel P ist
Man setze

M = B + 2Ck cos ¢ + 3Dk? cos 2¢ + 4Ek> cos 3¢ + etc
M=+ 2Cksin¢ + 3Dk?sin 2¢ + 4Ek> sin 3¢ + etc,

es wird der dem Faktor zz — 2kz cos ¢ + kk entsprechende Teil

2ekxcosp { (M cos kx sin + Nsinkxsing) [ e ¥ Xdx cos kx sin ¢ }

M2+ 92 | +(Msinkxsing — Ncoskxsing) [ e F°¢ Xdx sin kx sin ¢
sein.
VI. Wenn (zz — 2kz cos ¢ + kk)? ein Faktor der Formel P ist
Man setze

M = C + 3Dk cos ¢ + 6EK? cos 2¢ + 10Fk> cos 3¢ + etc
M =+ 3Dksin¢ + 6Ek>sin 2¢ + 10Fk> sin 23phi + etc,

es wird der dem Faktor (zz — 2kz cos ¢ + kk)? entsprechende Teil des Integrals

2ekxcosg { (M coskxsing + Nsinkxsing) [ dx [ e k¢ Xdx coskxsin ¢ }
+

M2+ 92 | +(Msinkxsing — Ncoskxsing) [dx [ e ¢ Xdxsinkx sin ¢
sein.

VII. Wenn (zz — 2kz cos ¢ + kk)? ein Faktor der Formel P ist
Man setze

M = D + 4Ek cos ¢ + 10Fk* cos 2¢ + 20Gk® cos 3¢ + etc
N = +4Eksin¢ + 10FK?sin2¢ + 20Gk> sin 3¢ + etc,

es wird der dem Faktor (zz — 2kz cos ¢ + kk)? entsprechende Teil des Integrals

(Mcoskxsing + Nsinkxsing) - - -
2ekxcosg -+ [dx [dx [e "¢ Xdx cos kx sin ¢
M2 + N2 | - (Msinkxsing — Ncoskxsing) - - -
-+ [dx [dx [ e *¥5¢ Xdx sin kx sin ¢
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und so weiter.
All diese Teile, die den einzelnen Faktoren der Formel P entsprechen, werden
also zu einer Summe zusammengefasst den gesuchten Wert von y geben.

QE.L

§23 Nachdem diese Regel erkldart worden ist, mit deren Hilfe man alle
Differentialgleichungen, die in der allgemeinen Form enthalten sind, integriert
werden konnen, mochte ich einige Beispiele beifiigen, aus denen der Gebrauch
dieser Regel leichter erkannt werden wird:

BEISPIEL 1

Es sei diese Differentialgleichung zweiten Grades vorgelegt

ddy

X:y—@.

Daher wird also die algebraische Formel P = 1 — zz sein, deren Faktoren z + 1
und z — 1 sind und aus der ersten Formel wird

dp
R=—=-2
dz *
sein. Fiir den Faktor z + 1 wird also wegen k = —1 R = 2 sein und der Teil
des Integrals gleich
X
% / e* Xdx.
Fiir den anderen Faktor ist k = 1 und R = —2, welchen dieser Teil des
Integrals entsprechen wird
X
—% e *Xdx,

nach Zusammenfassen welcher Teiler das gesuchte Integral
Y= 1e_"/e"de - 1e"/e"‘de
2 2

sein wird.
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BEISPIEL 2
Es sei diese Gleichung vorgelegt

_ 3Bady 4 3aaddy a’d3y

X = .
LA dx? dx?

Es wird also
P =1—3az + 3aazz — a°z° = (1 — az)®

sein. Es ist also die dritte Formel zu nehmen und es wird

1 d3p 3
k—; und 9‘%—@——

sein, woher das gesuchte Integral

1 : —X:
y= —;e”/dx/dx/e i Xdx
hervorgeht oder

y= —%e“ <x/dx/ex:”de— /xdx/e“de)

a1 . . 1 .
y=——e"" <2xx/ex‘“de — x/e”“”Xxdx + > /e”Xxxdx) .

BEISPIEL 3

Es sei diese Gleichung vorgelegt

aaddy

X=y+ 2

Es wird also
P=1+aazz

sein, welche sich auf Formel V erstreckt. Es wird nidmlich

cosp =0, sing=1 und k:%

sein. Weiter wird wegen

A=1, B=0 und C=aa
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M=0 und N=2a

sein, woher das Integral
1 . x x 1 X LX
y= fsmf/decosf — fcosf/desmf
a a a a a a
sein wird.

BEISPIEL 4

Es sei diese Gleichung vorgelegt

a’d3y

X=y+ PR

Es wird also P = 1 + 4323 sein, von welcher zwei Faktoren
1+az und 1-—az+ aazz

sind. Der erste gibt auf die Form z — k zuriickgefithrt k = —1 und wegen
A=1,B=0,C=0und D = 4% wird aus der ersten Formel & = 34 sein und

der Teil des Integrals
1

@e—xﬂ /eXIﬂde‘
Der andere Faktor

z 1
1—az-+aazz oder zz— -+ —
a aa

gibt mit Formel V verglichen
k= %, cos ¢ = % und sin¢g = \f und ¢ = 60°.

Darauf ist

3a\/§

M = 3acos120° = —;a und 91 = 3asin120° = >

woher

29 1 2N
2 2
M-+ 9 =9aa und TEL9Z = 3a und D92~ 3,

S
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ist. Der daher zu entstehende Teil des Integrals ist also

L w0 ( i +V/3si xf) /e_xzz”‘decosxz\f

%e
+ie’“2“ —sin x\—@ —V/3cos x\—@ /e_’“zade sin V3
3a 2a 2a 2a

oder

3a .. . 3
_ jexla cos (M + 60° ) / x'zaXdXCOsz\a[

2
2 .. .

— — "% gin M +60° / e *22Xdx sin x\@.
3a 2a 2a

Daher wird also das gesuchte Integral

— l —x:a x:a o E x:2a X\[ o / —x:2a X\/g
Y=z /e Xdx 3¢ cos| o + 60 e Xdx cos o
2 . .
— —e¥%gin x\—@ + 60° /e_X'Z“de sin x—ﬁ
3a 2a 2a
sein.

Diese Beispiele gentigen also, um die Regel fiir jeden sich ergebenden Fall

anzuwenden.
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