UBER DIE BESTIMMUNG VON RETHEN
ODER EINEN NEUE METHODE, DIE
ALLGEMEINEN TERME VON REIHEN ZU
FINDEN *

Leonhard Euler

§1 Weil das Bildungsgesetz einer Progression, welchem die Terme einer
gewissen Reihe folgen, ins Unendliche variieren kann, scheinen nicht nur
alle verschiedenen Gattungen von Reihen, sondern auch nicht einmal die
Geschlechter, wie weit sie auch auch ausgedehnt werden, aufgeziahlt werden
zu konnen. Es sind daher zwei oder mehr Reihen gegeben, die, auch wenn
sie so viele Terme, wie es jemand wollte, gemeinsame Terme haben, dennoch
voneinander verschieden sind und in im hochsten Mafse verschiedenen Bil-
dungsgesetzen enthalten sind. Wer das sehr weite Feld der Reihe auch nur
gelegentlich betrachtet hat, wird leicht einsehen, dass die Natur einer Reihe
nicht bestimmt wird, wie viele ihrer Terme auch immer dargeboten werden.
So, wenn gesucht wird, welche Reihe es ist, die mit diesen Termen beginne

1, 3, 5 7,9 11, 13, 15,

ist die Frage vollkommen unbestimmt; und aufSer der Reihe der in natiirli-
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cher Ordnung fortschreitenden ungeraden Zahlen kénnen unzéhlige andere
Reihen angegeben werden, die mit denselben Termen beginnen; und auch ist
dieser Mangel der Bestimmung nicht an eine gewisse Anzahl der gegebenen
Terme gebunden, sondern, wie grofs auch immer sie war, sie kann allen Reihen
gemein sein.

§2 Noch deutlicher wird dies aber erkannt werden, wenn wir die Natur der
Reihen auf die Geometrie tibertragen. Jede beliebige Reihe kann namlich durch
eine gekriimmte Linie dargestellt werden, deren Ordinaten durch die Terme
der Reihen selbst ausgedriickt werden, wahrend deren Abszissen entweder
die Indizes oder die Zahlen, die die Ordnung eines jeden Termes bezeichnen,
darstellen. Auf diese Weise bestimmt jeder beliebige Term einen Punkt auf
der gekriimmten Linie, welcher einer gegebenen Abszisse entspricht. Daher,
wenn eine Reihe verlangt wird, die so viele gegebene Terme hat, wie es beliebt,
geht die Frage darauf zuriickt, dass eine gekriimmte Linie gesucht wird, die
durch ebenso viele gegebene Punkte hindurchgeht. Es ist aber klar, wie viele
Punkte auch immer gegeben waren, dass immer unzéhlige gekriimmte Linien
angegeben werden konnen, die durch die einzelnen zugleich hindurchgehen.
Nachdem NewToN dies tiber die Parabelkurven der Sonne gezeigt hatte, wenn
nicht nur alle algebraischen Kurven, sondern auch die transzendenten zuge-
lassen werden, besteht kein Zweifel, dass die Anzahl der Gentige leistenden
Kurven dartiber hinaus unendlich mal grofier wird.

§3 Umso so verwunderlicher wird es erscheinen, wenn ich sage, dass eine
Reihe noch nicht bestimmt wird, auch wenn unzahlige ihrer Terme gegebenen
sind. So, wenn ich diese Reihe

1+2+3+445+6+etc.

so bestimme, dass ich sage, dass in ihr alle ganzen Zahlen in der natiirlichen
Reihenfolge enthalten sind, wer glaubt dann nicht, dass diese Reihe vollig
bestimmt ist, weil jeder Stelle der Reihe sein Term zugeschrieben worden ist?
Denn an der Stelle, der um x Einheiten vom Anfang entfernt ist, wird der Term
= x selbst sein, oder der Term, dessen Index = x ist, wird selbst auch = x
sein. Sofern aber jene Reihe, so wie es gemacht worden ist, beschrieben wird,



steht daher nicht mehr fest, als dass dem Index x, wenn x eine ganze Zahl war,
der Term = x entspricht; wenn aber fiir den Index x eine gebrochene Zahl
angenommen wird, ist immer noch kein Grund vorhanden, durch welchen
dargetan werden wiirde, dass der diesem Index x entsprechende Term = x ist.
Ich werde aber zeigen, wenn fiir diese Reihe der dem Index x entsprechende
Term = y gesetzt wird, dass es auf unendlich viele Weisen geschehen kann,
dass, sooft x eine ganze Zahl war, genauso oft immer y = x wird, auch
wenn die gebrochenen fiir x anzunehmenden Zahlen die Werte von y von x
abweichen. Daher, auch wenn alle Terme der Reihe, die ganzzahligen Indizes
entsprechen, bestimmt sind, ist es dennoch moglich, die dazwischen liegenden,
die gebrochene Indizes haben, auf unendlich viele Weisen zu definieren,
sodass die Interpolation dieser Reihe unbestimmt bleibt.

§4 Damit dies deutlicher erkannt wird, ist auf Kreisbogen auszuweichen;
weil ndmlich, nachdem der halbe Umfang des Kreises, dessen Radius = 1
ist, = 7t gesetzt worden ist, der Sinus des Bogens n7t = 0 ist, ist es, sooft n
eine ganze Zahl ist, offenbar, wenn y = x 4 P sin 7rx ist, wahrend P entweder
eine konstante Grofse oder irgendeine Funktion von x bezeichnet, und fiir x
nacheinander die ganzzahligen Indizes 1, 2, 3, 4, 5 etc. festgelegt werden, dass
dann die Werte von y =1, 2, 3, 4, 5 etc. ein werden, genauso als wenn P = 0
wiére. Und dennoch werden die Zwischenterme, die den gebrochenen Indizes
entsprechen, diesen Indizes nicht gleich sein. Es sei ndmlich eines Beispiels
wegen P = xx und man setze x = J; wegen sin 371 = 1 wird der dem Index }
entsprechende Term werden
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Es konnen aber unendlich viele andere Ausdriicke von dieser Art erdacht
werden, die gleichermaflen Gentige leisten, von welcher Art dieser ist

y = x + Psintx 4+ Qsin27x 4+ Rsin37wx 4 Ssindmx + etc.,

wodurch die Interpolation um Vieles unbestimmter gemacht wird.



§5 FEin dhnliches Beispiels einer Reihe, die bestimmt erscheinen kann, habe
ich schon vor einiger Zeit dargeboten; ich hatte ndmlich einen Ausdruck oder
eine Funktion von x gefunden, die, wenn anstelle x irgendeine Potenz von
10 gesetzt wird, dem Exponenten dieser Potenz gleich wird, wenn freilich
dieser Exponent eine ganze positive Zahl ist. Natiirlich war jene Funktion
von x, die hier ich mit dem Buchstaben y anzeigen werde, so beschaffen, dass
nach Setzen von x = 1 y = 0 wird und, wenn x = 10" gesetzt wird, wahrend
n eine ganze positive Zahl ist, immer y = n wird; daher schien zu folgen,
dass die Funktion y immer der gewdnhliche Logarithmus von x sein wird.
Nichtsdestoweniger habe ich gezeigt, wenn fiir x eine gewisse Potenz von
zehn eingesetzt wird, dass der Wert von y oftmals nicht unwesentlich vom
Logarithmus von x abweicht. Nachdem also diese Reihe aufgestellt worden
ist, fiir die jeweils gilt

Indizes 1, 10!, 10%, 103, 10% 10°, 10° etc.
und

Terme 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc.

reicht es zur Beschreibung der Logarithmen nicht aus, wenn jemand sagt, dass
die Logarithmen die Zwischenterme der unteren Reihe sind, die den in den
oberen Reihe angenommenen Indizes entsprechen.

§6 Weil also die Natur der Reihe aus einigen ihrer Terme, auch wenn deren
Anzahl unendlich ist, nicht bestimmt wird, deshalb weil die Interpolation
nichtsdestoweniger unbestimmt bleibt und auf unendlich viele Weisen durch-
gefiihrt werden kann, wird leicht erkannt, wie ungewiss all jene Interpolati-
onsmethoden sind, die die Aufgabe aus den Termen allein, die ganzzahlige
Indizes haben, durchzufiihren lehren. Und nattirlich wird auch die Interpola-
tion nicht fiir sicher gehalten werden konnen, wenn nicht die Natur der Reihe
selbst betrachtet wird und man ihre Beschaffenheit bei der Operation nicht
kennt. Aber die Natur der Reihe wird vollkommen erkannt werden, wenn ihr
allgemeiner Term oder die Formel, die dem jeden Index x, ob ganzzahlig oder
gebrochen oder sogar surdisch, entsprechenden Term darbietet, bekannt war.
Denn auf die gleiche Weise werden nicht nur alle Terme der Reihe, die den
ganzzahligen Indizes entsprechen, bestimmt werden, sondern auch die Ter-



me, die irgendwelchen nicht ganzzahligen Indizes zukommen, werden ohne
Mehrdeutigkeit definiert werden; und so wird die Aufgabe der Interpolation
nicht weiter durch irgendeine Ungewissheit behindert.

§7 Es gibt aber aufier dem allgemeinen Term unzihlig viele andere Arten
Reihen zu bilden; dennoch konnen indes all diese Arten bequem auf drei
Geschlechter zuriickgefiihrt werden. Zum ersten Geschlecht rechne ich die
Arten Reihen zu bilden, in denen ein jeder Term der Reihe durch den entspre-
chenden Index allein bestimmt wird; weil dies durch gewisse fiir dieses Ziele
durchzufiihrende Operationen geleistet wird, wird eine die Operationen im
Allgemeinen umfassende Formel der allgemeine Term der Reihe selbst sein,
auf welche Weise die Reihe uneingeschrankt und auf vollkommenste Weise
bestimmt zu werden, ich bereits angemerkt habe. Auf das zweite Geschlecht
erstrecken sich diese Weisen Reihen zu bilden, in denen der Term einer jeden
Reihe durch einige vorhergehende Terme nach einer gewissen Regel bestimmt
wird, welche Art besonders bei den rekurrenten Reihen verwendet zu werden
pflegt. Wann immer aber, um einen jeden Term der Reihe zu finden, nicht nur
die vorhergehenden Terme zu berticksichtigen sind, sondern auch der Index
selbst mit einbezogen werden muss, lege ich darin das dritte Geschlecht der
Bestimmung von Reihen fest.

§8 Wenn jeder beliebige Term der Reihe allein aus dem Index bestimmt wird,
dann, ob eine ganze oder gebrochene Zahl fiir den Index angenommen wird,
wird der entsprechende Term gleichermafen bestimmt und so hat die Inter-
polation weder etwas an Schwierigkeit noch an Ungewissheit. Wenn aber, wie
wir im zweiten Geschlecht festgelegt haben, jeder beliebige Term aus dem vor-
ausgehenden oder aus einigen vorhergehenden bestimmt wird, dann werden
zuerst auch, nachdem einige erste Terme nach Belieben angenommen worden
sind, freilich die einzelnen Terme, die den ganzzahligen Indizes entsprechen,
gefunden werden, die dazwischen liegenden gebrochenen Indizes zukommen-
den Terme lassen sich hingegen daher nicht definieren, welches selbe freilich
tiber das dritte Geschlecht festzuhalten ist. Obwohl aber auf diese Weise im
zweiten und dritten Geschlecht nicht nur alle Terme, die ganzzahligen Indizes
entsprechen, angegeben werden, sondern auch ein Bildungsgesetz zwischen
jedem Term und seinen vorausgehenden vorgeschrieben wird, welches sich
gleichermafsen auf die Terme gebrochener Indizes erstreckt, wird dennoch
nicht einmal auf diese Weise die Reihe vollkommen bestimmt, sondern es



konnen fiir jede beliebige Reihe dieses Geschlechts unendlich viele allgemeine
Terme dargeboten werden, die, wahrend sie dieselben Terme fiir ganzzahlige
Indizes liefern, dennoch fiir die gebrochenen voneinander abweichen.

§9 Weil dies mit Recht paradox scheint, wird es der Miithe wert sein, diesen
Mangel der Bestimmung bei Reihen, von denen jeder Term aus den vorher-
gehenden bestimmt wird, sorgfiltiger zu betrachten, Wir wollen also den
einfachsten Fall nehmen und uns die Reihe so definiert zu werden vorstellen,
dass jeder beliebige Term dem vorausgehenden selbst gleich ist. Wenn daher
nun der erste Term der Reihe = 1 gesetzt wird, wird der zweite auch = 1 sein
und alle folgenden, die ganzzahligen Indizes entsprechen, werden auch der
Einheit gleich werden und es wird diese Reihe entspriefien:

Indizes: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10 etc.
Terme: 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 etc.

und es ist offenbar, dass irgendeinem ganzzahligen Index x der Term = 1
entspricht. Wie sich aber die den gebrochenen Indizes entsprechenden Terme
verhalten werden, wird daher nicht definiert werden; es steht nur dies fest,
wenn der dem Index % entsprechende Term = a war, dass auch alle Terme,
die den Indizes

79t
=~ = =, a5 etc
2

zukommen, = a sein werden. Denn alle Terme, deren Indizes um die Einheit
oder einige Einheiten voneinander verschieden sind, miissen durch dasselbe
vorgeschrieben Gesetz einander gleich sein, weil ein jeder vorhergehender
Term als der verstanden wird, dessen Index um eine Einheit kleiner ist.

§10 Diese Reihe wird also so definiert, dass, wenn der dem Index x entspre-
chende Term = y gesetzt wird, der folgende dem Index x + 1 entsprechende
Term hingegen = y/, man ' = y hat; dann wird aber zusétzlich angenommen,
wenn x = 1 war, dass auch y = 1 sein wird. Daher, wenn fiir diese Reihe der
allgemeine Term verlangt wird, muss er eine Funktion solcher Art von x sein,



die = y sei, dass, wenn anstelle von x x + 1 gesetzt wird, der resultierende
Wert der Funktion y, also i/, wieder y selbst gleich sein wird, und dass nach
Setzen von x = 1 auch y = 1 wird. Es ist aber offenbar, wenn allgemein y = 1
gesetzt wird, dass diese Bedingung Geniige geleistet wird und nicht nur in
diesem Fall die Terme, die ganzzahligen Indizes, sondern auch die, diese
gebrochenen Exponenten entsprechen, der Einheit gleich sein werden. Aber
in der Tat kann diesen Bedingungen auch auf unendlich viele andere Weisen
Geniige geleistet werden; wenn namlich festgelegt wird,

y =1+ asin27x,

wihrend 7t die halbe Peripherie des Kreises bezeichnet, dessen Radius = 1 ist,
wird sein

y =1+ asin2mx;

aber es ist

sin27t(x + 1) = sin27x

und daher i’ = y, dann wird aber nach Setzen von x = 1 auch y = 1 sein. In
diesem Fall werden aber in der Tat die Zwischenterme, oder die gebrochenen
Indizes entsprechen, nicht weiter er Einheit gleich werden; denn nach Setzen

von x = § wird y = 1 + « sein.

§11 Weil ja aber hier nicht nur a nach Belieben angenommen werden kann,
sondern auch unzdhlige andere Formeln solcher Art erdacht werden konnen,
die die vorgeschriebenen Bedingungen erfiillen, von welcher Art diese ist

y =1+ asin2mx + Bsindmx 4 7 sin67x + etc,,

ist es klar, dass die Interpolation sogar dieser sehr einfachen Reihe 1 + 1+ 1 +
etc., sofern sie nicht anders definiert wird, als dass jeder beliebige Term dem



vorausgehenden gleich ist, der erste aber durch die Einheit ausgedriickt zu
werden gesagt wird, dass die Interpolation im hochsten Mafse unbestimmt ist,
weil die Zwischenterme, die gebrochene Indizes haben, irgendwelchen Zahlen
gleich sein konnen. Dennoch sind indes, auch wenn unzéhlige allgemeine
Terme fiir diese Reihe dargeboten werden konnen, alle in einem gewissen
allgemeinen Gesetz enthalten und konnen ohne Raten oder Eingebung durch
Analysis allein gefunden werden. Es kann natiirlich eine sich sehr weit er-
streckende Methode angegeben werden, mit deren Hilfe es moglich ist, von
allen Reihen, deren Terme durch die vorhergehenden, ob ohne Index oder mit
Index, definiert werden, die allgemeinen Terme vollkommen allgemeinen zu
finden; diese Methode, weil sie nicht nur eine umfassendere Erkenntnis der
Reihen an die Hand gibt, sondern auch nicht zu verachtende Zuwiche fiir die
Analysis in sich umfasst, habe ich beschlossen hier sorgfiltiger zu entwickeln;
fur dieses Ziel werde ich die folgenden Probleme behandeln.

PROBLEM 1

§12 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
Term dem vorausgehenden gleich sei, der erste Term aber = 1 sei.

LOSUNG

Es sei der allgemeine Term oder der, der dem Index x entspricht, = y und es
werde der folgende Term (dessen Index = x + 1 ist) = y’ gesetzt und es wird
y' = y sein miissen; und nach Setzen von x = 1 muss y = 1 werden. Weil nun
y eine gewisse Funktion von x ist, wird durch die Natur des Diferentialkalkiils,
wenn anstelle von x dann x + 1 gesetzt wird, werden

dy ddy dy dty
!/
Y=YV T T2 a2 T 1 2.3.48 T1.2.3.4. 408

+ etc.,

nachdem das Differential dx konstant angenommen worden ist. Deshalb muss
gelten

0— dy ddy

_ i a3y dty
1-dx  1-2-dx?

1-2-3-dx3+1-2-3-4-dx4

+ + etc.,



Und diese Gleichung enthélt ganz und gar alle Geniige leistenden Werte von
y, solange die Integration nur so angepasst wird, dass nach Setzen von x = 1
auch y = 1 wird, oder, was auf dasselbe zuriickgeht, dass nach Setzen von
x = auch y = 1 wird. Die Frage ist deshalb auf die Auflosung dieser Diffe-
rentialgleichung gefiihrt worden, die nicht nur aus einer unendlichen Anzahl
an Termen besteht, sondern auch alle Grade an Differentialen in sich umfasst.
Weil aber die Variable y nirgends mehr als eine Dimension hat und nur das
Differential der anderen Variablen, sprich dx, welches konstant angenommen
worden ist, auftaucht, kann diese Gleichung auf die Weise behandelt werden,

welche ich in Miscell. Berol. Tomo VII dargelegt habe. Es werde also, indem z

n
anstelle von %, z% anstelle von % und allgemein z" anstelle von ZTZ gesetzt

wird, diese algebraische Gleichung gebildet

2 3 Z4

0=+ 4+ 4
“171.2"123 1234

—+ etc.

die nach Nehmen von e fiir die Zahl, deren hyperbolischer Logarithmus = 1
ist, in diese endliche Form 0 = ¢* — 1 iibergeht. Nun miissen von dieser
Gleichung alle Wurzeln, deren Anzahl unendlich ist, ausfindig gemacht oder
alle Faktoren der Formel e* — 1 angegeben werden. Es ist aber

()
ee=1+—-1,
n

nachdem # als eine unendliche Zahl festgelegt worden ist; wenn dieser Wert
eingesetzt wird, wird man diese Formel aufzulosen haben

7 n
(1:3) 2
n

von welcher ein einfacher Faktor - oder z ist, welchen die unendliche Glei-
chung sofort zeigt. Um die iibrigen zu finden, muss der Lehrsatz zur Hilfe
genommen werden, in welchem bewiesen wird, dass ein Faktor der binomi-
schen Formel a" — b" dieser ist



aa — 2ab cos 21;” + bb,

wahrend k jegliche ganze Zahl bezeichnet. Im gegenwértigen Fall ist also

51:1+E und b =1,
n

woher alle Faktoren der vorgelegten Formel e* — 1 in dieser allgemeinen Form
enthalten sind

oder

z . 2km zz
2(14+ — |versin — + —;
n n nn

daher wird, indem dieser Faktor durch die konstante Grofie 2versin2k7” divi-
diert wird, der allgemeine Faktor sein

z zz
=1+-+ A 2k
n  2nn versin= "~

Weil nun # eine unendliche Zahl ist, wird sein

2k 1 2kkmtrt

2kt 2kkmm
COSs 7 = = ;

und versin— ;
n nn

nach Einsetzen dieses Wertes wird der allgemeine Faktor der Formel ¢* — 1
dieser sein

10



B 1_|_E_|_ 2z
- n  4kknn’

und, indem anstelle von k nacheinander alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4 etc.
eingesetzt werden, werden ganz und gar alle Faktoren der Formel ¢* — 1
entspringen. Aber der erste Faktor z gibt den konstanten Teil des Integrals,
der = C sei ;wenn aber die iibrigen Faktoren, die auf diese Form reduziert
werden

kkrtt

4
dkkrr + z+2zz,

wenn die mit der Form der Faktoren, welche ich in der zuvor erwahnten
Dissertation entwickelt habe,

ff—2fzcosp+zz

vergleichen werden, wird

f=2kmr und cos¢ = —k%

und sin ¢ = 1 wegen der unendlichen zahl n sein, in welchem Fall cos ¢ = 0
ist. Der daher herstammende Teil des Integrals wird sein

—2kkmrt —2kkr

. T
we” n rsin2kmx +Ae” n *cos2kmx

oder wegen n = o

a sin 2k7tx 4+ 2A cos 2krrx,

Nachdem also fiir k nacheinander alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4 etc. eingesetzt
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worden sind, wird das Integral der gefundenen Gleichung

d3y d4y

_dy ddy
0 + 1-2-3-dx3+1-2-3-4-x4

S 1l-dx o 1-2-dx?

+ + etc.

in der folgenden Form ausgedriickt hervorgehen

y = C+asin27tx+2A cos2mx
+ Bsin4rx+B cos4mx
+ ysin67tx+€ cos 67Tx + etc.

Nun werde die Konstante C so bestimmt, dass nach Setzen von x = 0 dann

y = 1 wird, und es wird der allgemeine Term der vorgelegten Reihe aufgefun-
den werden als

y=1+wasin2rx+2A (cos2mx — 1)
+ Bsindnx+B(cosdmx — 1)
+ vsin67tx+€ (cos 67tx — 1) + etc.

Welche Werte also auch immer anstelle von «, B, 7, 6 etc., A, ‘B, €, D etc.
eingesetzt werden, es wird immer eine Formel hervorgehen, welche den
allgemeinen Term der vorgelegten Reihe darbietet.

Q.E. L

KOROLLAR 1

§13 Wenn der erste Term, welchem alle tibrigen, die ganzzahlige Exponenten
haben, gleich sind, nicht die Einheit, sonden irgendeine Grofse sein muss, wird
der allgemeine Term der Reihe y oder der Term, der dem Index x entspricht,
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aufgefunden als

y=a+asin2mx + B sindnx + ysin67tx + 6 sin87mx + etc.
+ A cos2tx + B cosdmx + € cosb67Tx + D cos 8rrx + etc.

und der Term, der einen ganzzahligen Index hat, wird sein

=a+A+B+E+ D + etc.

KOROLLAR 2

§14 Weil Sinus und Kosinus der Bogen 47rx, 671x, 87tx etc. durch Potenzen
von sin27tx und cos 27tx ausgedriickt werden konnen und umgekehrt alle
rationalen Funktionen, oder welche keine zweideutigen Bedeutungen haben,
durch Reihen von dieser Art, wie wir eine fiir y gefunden haben, dargeboten
werden konnen, werden wir den werden allgemeinen Term y definieren kon-
nen, dass wir sagen, dass y irgendeine Funktion von sin 27tx und cos 27x ist,
solange nur keine Formeln von dieser Art

V1 =+ cos2mx

und andere dhnliche auftauchen, die Sinus oder Kosinus subvielfacher Winkel
von 27tx involvieren.
KOROLLAR 3

§15 Wenn, nachdem also diese Fille ausgeschlossen worden sind, wir sin 27tx =
p und cos27tx = g setzen, wird y irgendeiner Funktion von p und g gleich
sein; daher wird diese unendliche Differentialgleichung

13



ddy
1-2-dx?

a3y
1-2-3-dx3

dty

_dy
0 T 1-2-3-4-dx*

= tc.
1 dx + + + etc

im Allgemeinen so integriert werden, dass v irgendeine Funktion von p und g
ist.

KOROLLAR 4

§16 Wenn wir aber sin7tx = r und cos 1x = s nennen, wird p = 2rs und
q = rr — ss sein und die Funktion von p und g werden Funktionen gerader
Dimensionen von r und s sein. Daher wird aus jener unendlichen Differential-
gleichung der Wert von y im Allgemeinen irgendeiner Funktion von geraden
Dimensionen von r und s gleich werden, wo es anzumerken ist, dass wegen
des ganzen Sinus = 1 auch rr 4 ss = 1 ist.

KOROLLAR 5

§17 Es werde 7 anstelle von x gesetzt, dass man diese Gleichung hat

3d3

0— ady a’ddy a>d°y atdty

— tc.
Tdr " 12.d2 1234 1.2.3.4.d8

Wenn wir nun festlegen

. TTX X
sin— =7 und cos— =3s.
a a

wird das Integral dieser Gleichung so beschrieben werden, dass y = irgendei-
ner Funktion von geraden Dimensionen von r und s ist.

KOROLLAR 6

§18 Es konnen also zwei Formeln fiir den Wert dieses Integrals dargeboten
werden, von welchen die eine diese ist

14



B A+Br?+Crs+Ds?+Er*+Fri3s+Gr?s?+ Hrs3+ Is* +-etc.
o +Br2+yrs+ 05 +ert +-{r3s+nr2s® 4 Orsd + 15t +etc.

Die andere Form wird hingegen diese sein

B Ar+Bs+Cr3+Dr2s+Ers®>+Fs®+Gro+etc.
I +Bs—+r3+ 6r?s + ers® + (s> +yr° +etc.

KOROLLAR 7

§19 Welcher Wert von dieser Art auch immer fiir y in der Gleichung

a*ddy ady

atdt
7 T 3 /
1-2-dx 1-2-3-dx

0— ady
1-2-3-4-dx4

C1-dx +

+ etc.

+

eingesetzt wird, wird die identische Gleichung hervorgehen oder eine Reihe
entstehen, deren Summe = 0 sein wird. Fiir die ununterbrochenen Differen-
tiationen ist aber festzuhalten, dass gilt

ar 7 g BT

dx a dx &
und daher werden sich durch die Substitution die Differentiale dx tiberall
gegenseitig aufheben.

BEMERKUNG 1

§20 Es verdienen aber auch die Faktoren angemerkt zu werden, in welche
der unendliche der algebraische Ausdruck

2 3 Z4 5

TR M +—
1712712317234 12345

+ etc.

oben aufgelost worden ist. Weil ndmlich der erste einfache Faktor = z ist und
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die tibrigen trinomialen Faktoren in dieser allgemeinen Form enthalten sind

a+ z + _#Z
n  4kkr’

wenn anstelle von k nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4 eingesetzt werden,
wollen wir der Kiirze wegen festlegen

2 3 4
z V4
Z="+"+

y4
it12 123 12327

und es wird durch unendlich viele Faktoren sein

Z=z(1+2+ - Z )1+ 2+ Z )V 1+ 2+ 2 ) (142 + =2 Dete
- n 4nrw n  l6mr n 367 n o 64mr i

die Anzahl welcher Faktoren, nachdem der erste herausgenommen worden
ist, unendlich und = %n ist. Es sei also %n = m oder n = 2m und es werde
z = 2v gesetzt; es wird sein

20+2202+ 2393 N 2404 Lot
1 "1.2 " 1.2.3"71.2.3.4 "¢

v Vv v Vv v () v vv
=20(14+—-—-+—J({1+—4+— )1+ —+— |14+ —+ etc.
m 7T m 4nm m 9 m lénm

und daher wird das folgende Produkt unendlich vieler Faktoren, deren An-
zahl = m ist, sein

v VU v VU v VU v Vv
1+ —+— 1+ —+—— 1+ —4+— 14+ —+ etc.
m T m 4nmr m 9w m lénmw

2 4 8 16
2

Rt 3t T3 dY T 2345

o° + etc.
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Wenn daher nun jenes Produkt tatsdchlich entwickelt wird, weil die Anzahl
der Faktoren = m ist, wahrend m eine unendliche Zahl ist, wird hervorgehen

I pogmm—D vo oo 1 1,1 1,
1.2 mm ax\" 47916 25 ¢
L= m=2) -V (1 1 1 1
1.2-3 m ' mnn 17916 25 "€
etc.,

welche Terme mit der schon gefundenen Reihe verglichen geben werden

T 1+1+1+i+t __ 4
1.2 1-2 o 479716 ") T1 23
1 1ttt 1 V-8
123 " nn 479716 ") 71234
Daher hat man bei jeder der beiden
TR
4 9 16 25 36 6

welches dieselbe Summation ist, die ich schon vor einigen Jahren als erster
gefunden hatte und auch mit mehreren Beweisen bestatigt hatte. Im Ubrigen
ist es daher klar, auch wenn in diesen Faktoren die Zahl m unendlich ist, dass
es dennoch nicht moglich ist, den einen Term 7 wegzulassen, weil in der Ent-
wicklung wegen der unendlichen Vervielfachung aus den unendlichen kleinen
Termen > endlich Terme hervorgehen. Wann immer aber jeder beliebige Term
einzeln betrachtet wird, wie wir es bei der Bildung des Integrals getan haben,
dann war es ohne einen Fehler moglich gewesen, diese unendlich kleinen
Terme wegzulassen.

17



BEMERKUNG 2

Es werden sich auch die hoheren Potenzen der Terme der Reihe

1 1
1 + Z + § + etc.
aus dieser Quelle summieren lassen und es werden dieselben Ausdriiche
hervorgehen wie die, die ich schon einst gefunden hatte. Damit aber die
Rechnung nicht allzu lang wird, wird sie auf die folgende Weise leicht erledigt
werden konnen. Es werde festgelegt

A A
N 1-2 °1.2.3 1-2-3-4 1-2-3-4-5 7
es wird sein
e —1
V=
20
und auch
v 2e% 1
Vdv e -1 o
welche auf diese gefilligere Form zurtiickgefiihrt wird
v 20 1 1+ 3+ 54105t iy tete 1
Vdv et —e? 0 Db+ s gy Tete. ©

sodass gilt

v, 1+ & + o + Thg tete 1

Vdo v ¥ S o o
11T 123 T 12325 T 12 7¢tC

18



oder

20 403 40° 807
dVv _ T3t 12t 127t 129 Tete 1

Vdo 14 Sy 2o P ete, U

Es werde festgelegt

av
— =14 Av — B® + €° — D0’ + €0 — etc,;
Vdvu
es wird sein
2
Q[_1-2-3’
A 4
B=123 125
¢ - B _ A n 6
T 1.2.3 1.-2.--5 1.2...77
D — ¢ _ B n A _ 8
- 1-2-3 1-2---5 1-2...7 1-2---9
etc.

Nachdem diese Werte gefunden worden sind, werde diese eine durch Fakto-
ren ausgedriickte Form der Grofie V betrachtet

aus welcher man durch Differentiation findet

2v

dv iz -+ :

1
_ m

19



Allgemein ist aber

1 2
w + Xm 1 2 3 2 4 3
— v v° — etc
1+24+% m Anm MATTTT M2ZATTTT
1 1 1
mm m3 m#
2
AATTA

Weil aber m eine unendliche Zahl ist und selbiger die Zahl der Faktoren
gleich ist, werden nach Herausnehmen des ersten Termes die iibrigen durch
m dividierten ohne Fehler ausgelassen werden konnen, sodass ist

L2 1 20 20°° 200 20

—m A - - - te.;
14+ 5+ 3xe m+/\7r7r )t27r4+/\37r6 A4n8+ec

nachdem also fiir A nacheinander die Quadratzahlen 1, 4, 9, 16 etc. eingesetzt
wurden und diese Reihen, deren Anzahl m ist, zu einer Summe gesammelt
worden sind, wird aufgefunden werden

AV 2] +— +— +etc.
Vdo 7T 4 9

_ @ 1+1+1+ Tet

oo 92" 162 252 e

20° 1+1+1+ Tet

776 93" 163 253 e
207 1 1

T8 1+44+94+164 .2544retC

etc.

Wenn wir daher nun diese Reihe mit der zuerst gefundenen vergleichen,

20



werden wir haben

1+% +% +1i6 +etc. :%anz :% 2,
1+£—2+91—2+1i62+etc. :%%n‘* = % m,
1+2—3+91—3+1i63+etc. :%e nt = % °,
1+£—4+91—4+1i@+etc. :%337'[8 = 94% 8

etc.

Und auf diese Weise werden die schon einst von mir dargebotenen Summatio-
nen noch mehr bestitigt, weil einigen das Prinzip, das ich damals gebrauchte
habe, zu schliipfrig erschien.

PROBLEM 2

§22 Den allgemeinen Term der Reihe, von welcher jeder beliebige Term den
vorhergehenden um eine gegebene Grofle tiberschreite und von welcher der
erste Term gegeben sei.

LOSUNG

Es sei der erste Term = a und der Ubertrag eines jeden Termes iibr den
vorausgehenden sei = g; die den ganzzahligen Indizes entsprechenden Terme
werden diese sein

1 2 3 4 5 6 7
a, a+g, a+2g a-+3g, a+4g a+5g a+6g etc,
so dass dem ganzzahligen Index x der Term y = a + (x — 1)g zukommt.

Aber, wahrend x irgendeine ganze Zahl ist, finden unendlich viele andere
Formeln fiir y ebenfalls einen Platz. Es sei ndmlich y’ der dem Index x + 1
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entsprechende Term; es wird

dy ddy a3y

=y + + + 4y
Y =9V " g " 1242 " 1-2-3-d0

+1~2-3-4-dx4

+ etc.

Weil nun nach der Annahme y’ = y + g sein muss, wird sein

ddy
1-2-dx?

a3y
1-2-3-dx3

dty
1-2-3-4-dx*

_ dy
g_l-dx+

+ + + etc.

Obwohl ich die Auflésung von Gleichungen von dieser Art, die aufier den
Termen, die die Differentiale von y enthalten, entweder ein konstanter Term
oder irgendeine Funktion von x vorhanden ist, schon vor einiger Zeit angege-
ben habe, wird es dennoch zutréglich sein, durch die Substitution y = gx + u
diesen Term g zu beseitigen; es wird namlich sein

dy = gdx +du, ddy=ddu, d&°y=du etc,

wegen des konstanten dx sein. Es wird also werden

du ddu du d*u

0= * 12348 1. 2.3.4. 00 "¢

1-dx 1-2-dx?

Weil diese Gleichung mit der tibereinstimmt, die wir im vorhergehenden
Problem gefunden haben, wenn wir sin 71x = r und cos 7tx = s setzen, wird u
irgendeine Funktion von geraden Dimensionen von r und s sein, von welcher
Art wir sie in §18 dargeboten haben; und nach Finden von dieser wird der
gesuchte allgemeine Term y = A + gx + u sein, solange die Konstante A so
definiert wird, dass nach Setzen von x = 1 dann y = a wird.

QE.L
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PROBLEM 3

§23 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
Term hervorgehe, wenn der vorausgehende mit einer gegebenen Zahl m
multipliziert wird, und von welcher der erste Term = a sei.

LOSUNG

Also werden die Terme dieser Reihe, die ganzzahlige Indizes haben, die fol-
gende geometrische Progression festlegen

1 2 3 4 5 6

a, ma, m?%s, mia, m*a, m°

a etc,

sodass dem ganzzahligen Index x der Term am*~! entspricht. Es sei also
allgemein y der dem Index x entsprechende Term und y’ der dem x + 1 zu-
kommende Term und es wird y' = my sein. Aber es ist

dy ddy

d3y d4y
!/
Y=YV o T 12 42

+1-2-3-dx3+1-2-3-4-dx4

+ etc. = my.

Um diese Gleichung aufzulosen, werde gemifs der gegebenen Vorschriften 1
tir y, z fir %, 22 fiir % etc. gesetzt, dass die folgende algebraische Gleichung
hervorgeht.

m—1+5+ zz+ z + =
- 1 1.2 1-2:3 1-2-3-4

-+ etc.,

deren einzelne Wurzeln ausfindig gemacht werden miissen. Es wird aber
A sein; aber es sei der hyperbolische Logarithmus von m = A, dass
m = ¢ und daher ¢! — ¢* = 0 ist. Weil aber nach Nehmen einer unendlichen
Zahl fiir n gilt

m = e

23



A\ z\"
e)‘:<1—|—) und eZ:<1—|—>,
n n

wird man diese Gleichung haben, deren Wurzeln ausfindig zu machen sind

n n
n n
von welcher freilich sofort die eine Wurzel z — A = 0 bekannt ist, woher man

den Teil y = ae* = am* wegen ¢! = m erhalten wird. Die {ibrigen Wurzeln
sind imagindr und in diesem trinomischen Faktor enthalten

2 2
<1+A> —2<1+A><1+Z>c052kn+(1+z>,
n n n n n
wéhrend k freilich irgendeine ganze Zahl ist; diese Form geht tiber in diese
2A A 2kt AN 2z 2z A 2k zz
2+ ——-2{1+—-)Jcos—+—————(1+—-)cos— + —.
n n n nm n n n n

Aber wegen der unendlichen Zahl # ist

2kt 2kkmtrt
cos— =1-— .
n nn

Nachdem also jene Form mit n multipliziert worden ist, wird der allgemeine
Faktor sein

2k 2k 2k
=2n(n+A) <1 — Cos n”) +AA —i—2nz<1 — oS ;) —2Azcos Tn +zz

— A+ dkkor 4 etz

—2Az + zz,
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nachdem die verschwindenden Terme vernachldssigt worden sind; in Anbe-
tracht dessen kann auch der Term 4kknﬂ weggelassen werden, so dass der
allgemeine Faktor ist

AA + dkktr — 2Az + zz,

und die Anzahl dieser Faktoren, wenn fiir k nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4
etc. eingesetzt wird, wird = % sein. Aber diese Form wird mit meiner in Tom.
VII Miscell. angegebenen allgemeinen Form

ff—2fzcosp+zz

verglichen geben

A
— VAA+ dkkrr und - r
f B Y Wy e

und daher

2kt
VAA + dkkri

Daher entspriefst dieser Teil des Integrals y

sing =

y = e (asin 2k7tx + A cos 2kmrx).

nachdem also fiir k nacheinander die Werte eingesetzt worden sind, wird
wegen ¢! = m aufgefunden werden

. ) Ctasin2mx + Bsindrx +y sin 67tx +etc.
y=m
+2A cos 2tx+B cos 4tx+€ cos 671X +etc.

25



Daher, weil fiir x = 1 gesetzt y = a werden muss, wird gelten

a=m(C+A+B+C+D+etc),

woher die Konstante C definiert wird. Oder wenn nach Setzen von sin 7rx = r
und cos mx = s Q irgendeine Funktion von geraden Dimensionen von 7 und s
ist, wird der gesuchte allgemeine Term y = m*Q sein.

QE.L

KOROLLAR 1

§24 Bei einer geometrischen Progression, sofern sie nur so beschrieben wird,
dass jeder Term zum vorhergehenden ein konstantes Verhdltnis zu haben
gesagt wird, ist also die Interpolatioon nicht bestimmt, weil die Zwischenterme
auf unendlich viele verschiedene Weisen ausgedriickt, ja sogar jeden Wert
annehmen konnen.

KOROLLAR 2

§25 Von dieser unendlichen Differentialgleichung

_dy ddy
=y = 1242

d3y
1-2-3-dx8

d4y
1-2-3-4.dx4

+ + etc.

kann also das vollstindige Integral allgemeinen ausgedriickt werden. Wenn
namlich, nachdem sin 7tx = r und cos tx = s gesetzt worden ist und Q ir-
gendeine gerade Funktion von r und s bezeichnet, wird y = m*Q und daher
m~*y irgendeiner geraden Funktion von geraden Dimensionen von r und s
gleich.

26



KOROLLAR 3

§26 Wenn fiir x dann 7 geschrieben wird, wird diese Gleichung hervorgehen

ady aaddy a*d3y a‘dty

— 1)y = te.
=y = T T2 a2 T 123.48 T12.3.4.4d ¢

Um diese zu integrieren setze man

. TIX X
sin— =r und cos— =35
a a

und es bedeute Q irgendeine Funktion von geraden Dimensionen von r und
s, so dass Q denselben Wert beibehilt, auch wenn fiir r und s entsprechend
—r und —s geschrieben werden. Danach wird y = m**Q sein.

KOROLLAR 4

§27 Und auch die Losung dieses Problems konnte auf die Losung des ers-
ten Problems zurtickgefithrt werden. Weil ndmlich iy’ = my sein muss, wird
logy’ = logy + log m sein. Es werde logy = v gesetzt, dass logy’ = v’ ist,
und es werde logm = A; es wird v/ = v + A sein miissen, woher wegen

o — o dv N ddv N d3v L et
0T Ty T 12 a2 T 12340 T
wird
dou ddo d3v d*v

A= + etc.

1-dx+1-2-dx2+1-2-3-dx3+1-2-3-4-dx4

und nach Setzen von v = u + Ax wird man haben

du ddu du d*u

=T i 2dae 123.a0 T123.4 a0

+ etc.,
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welche die Gleichung ist, zu welcher wir im ersten Problem gelangt sind.
Wenn daher also sin 7tx = r und cos tx = s gesetzt wird und Q eine Funktion
von geraden Dimensionen von r und s bezeichnet, wird u = Q sein und daher

v=Ax+Q =logy = xlogm + Q.

Deshalb hat man durch Nehmen von Zahlen y = m*e?; dort, weil e? auch
eine Funktion von geraden Dimensionen von 7 und s ist, wenn fiir sie Q
geschrieben wird, wird, wie wir zuvor gefunden haben, y = m*Q sein.

BEMERKUNG

§28 Weil wir ja alle Wurzeln der algebraischen Gleichung

m—14Z4 2 z3 " z4
B 1 1.2 1-2.3 1-2-3-4

+ etc.

gefunden haben, werden wir daher alle Faktoren dieses Unendlichen Aus-
druckes

Zo14 % 4 2z N z3 N z4 + ete
- 1(1-m)  1-21-m) 1-2:3(1-m) 1-2-3-4(1—m) '

darbieten konnen. Denn nach Setzen von logm = A wird der erste einfache
Faktor 1 — % sein und die iibrigen trinomialen Faktoren werden in dieser
allgemeinen Form enthalten sein

4kkrt 20z — zz

U O T akkrerr) — AA + dkkrr

welche in diese verwandelt wird

28



1+E_ AAzZ _ 2Az — zz
n n(AA+4kkre)  AA + dkkm’

wenn anstelle von k nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4 etc. eingesetzt werden

und 7 eine unendlich grofiZahl ist, deren Halfte 5 die Anzahl der Faktoren
selbst darbietet. Es sei der Kiirze wegen

AA +dkktr = @
und es wird sein

z z  AAz  2Az  zz
Z_<1_/\><1+n_ncl>_cl>+d>)'

wo der zweite Faktor den Platz aller unendlich vielen Faktoren, die aus der
Variation der Grofie @ aus ihm entspriefSen. Nachdem also Logarithmen ge-
nommen und diese differenziert worden sind, wird erhalten werden

Und nachdem diese Terme in unendliche Reihen aufgeldst worden sind

dz 1 z zz z3 4 z°
Zdz A A2 A3 s A5 A6 —ete
1 4702z 8MA3zz  16A%z3 3205z 64A07°
n P P Pt P 9b
AN 2z 6Azz 160223 40A3z%  96A%2°
" te Tee T e et e
2) —273 100z 36A%%°
) B S
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werde festgelegt

az
Zdz A+ Bz+ Cz* + Dz’ + Ez* + F2° + etc,,

und weil ® = AA + 4kk7rtr ist, wo nacheinander fiir k alle Zahlen 1, 2, 3, 4 etc.

bis hin zu %n eingesetzt zu werden aufzufassen sind, wird sein

At ot 1 L1 Ly
2 A AN +4rtmr - AN+ 16t AN+ 3671 e

Oder wenn der Kiirze wegen festgelegt wird

(AN +147r71) + (AA +1167r7r) + A +1367'm) +etc. =2,
(AL +147'£7'c)2 + ()\/\+167r7r)2 + (/\A+;67'c7'c)2 + etc. = B,
(AA +147t7r)3 + (A)\+167t7t)3 + (/\)\+§’)67T7T)3 +etc. =€,
(AL +14nn)4 T ()\)\4—167‘(7‘[)4 + (/\)t+;67r7r)4 +etc. =D

etc.,

wird sein
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A= = — =  —2)%,
2 A
1
B=——"-+42A —4A°
ot B
1 3
C = 33 +6AB —8A%¢,
1
D= - — 2B  +16A%¢ — 160D,
1
E = ~35 —10A€ +40A%D — 32)\5¢,
1
F = —3% +2¢€  —36MA%D + 960 — 64T
etc.
Weil nun gﬂt
Z =1+ z + 22 + 2 + etc
- 1(1-m)  1-2(1—=m)  1-2-3(1—m) 7
wird sein
e —m e? — et az e
Z= 1—m 1—er und dz ~ 1—e?’
daher
az ¢? 1 1

und daraus

az 1

7dz 1 _ _ mzz mz3 mzt ’
1—m+mz— 95+ 155 — 1532 T etc.
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Nun wird wegen

az
Z—dz:A+Bz+sz+Dz3+Ez4+Fz5+etc.

werden

1=01-m)A+ (1-m)Bz+ (1-m)Cz* + (1-m)Dz> + (1—m)E z* + etc,,
+ mA + m B + mC + m D

- %mA — %mB — %mC
+ imA + imB
— 21—4m A
woher die folgenden Bestimmungen hervorgehen werden:
1
S 1-m
B _ —mA _ . —m ’
1—-m (1—m)?
C:—mB—F%mA: mm__ m__
1—m (1—m)3  2(1—m)?
p_ ~mC+ ymB—imA  —md mm m
B 1—m C(1-m)* (1-m)®  6(1—m)?
p_—mD+ ymC — imB+ 5ymA  mt N 3m3 L Tmm m
N 1—m C (1-m)> 21 —m)*  12(1—m)3  24(1 —m)?
etc.

Also werden die folgenden Summationen der Reihen 2, B, B, © etc. entsprin-
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gen:

1 1 1

L ——=--——--2
1-m 2 A AR
oder

Ql—i— 1 _ 1 '

4N 2MA 2A(1 —m)’
—m 1 1 2 1
I — = ——— 4+ 2A 4\ B = — — — — —— _ —4A)\
G—mZ = ar T PE T Ad—m) M
woher wird
1 1 1 m

T8 T2 (1 —m) A —m)

mm m 1 3 4 3
I1I. = A8 — 8A\ 3¢ = = _ 7
(l—m)3+2(1—m)2 )\3+6% sre 4AN A3 2A%2(1 —m)
3m
+72/\(1_m)2—8)&€,
also

3 1 3 3m m mm

M ER YO 16051 —m) " 16A5(1—m)2  16A3(1—m)2  8A3(1—m)®

Und so werden die Summen der vorgelegten Reihen ®, € etc. gefunden wer-
den.
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KOROLLAR 1

§29 Weil also m = e’ ist, wird sein

1 1 1 1 1 1

M dnr ANl ANt 36 ST I A 2A(1—eb)

essei A = 2% : es wird sein

bb + bb + bb + etc
4(aa + bb)m® ~ 4(aa + 4bb)7®  4(aa + 9bb) 2 ’
bbb b
8ma  8mmaa  4ma(1l — e2mab)
und daher wird man durch Multiplizieren mit 4})% haben
LI S ST S U S—
aa+bb  aa+4bb  aa+9bb " 2ab  2aa  ab(e?mb —1)’

welche Summe ich schon anderenortes aus einer anderen Quelle abgeleitet
dargeboten habe.

KOROLLAR 2
§30 Wenn also b = 1 gesetzt wird, hat man diese Summe

1 1 1 T 1 T

T L —
aa+1+aa—|—4+aa—|—9+ec 2a 2aa+a(ezm—1)'

und wenn auflerdem a = 0 gesetzt wird, dass diese Reihe hervorgeht

1+1+1+i—|—etc
4 9 16 7
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wird die Summe von dieser wegen der ins Unendliche wachsenden Termen
so aus der Formel deriviert werden: Es werde a unendlich klein aufgefasst; es
wird sein

4
> =1+ 27a + 27tmaa + §7I3a3

und daher wird die Summe sein

7T 1 1

" 2a  2aa  2aa+2mad + %nza‘*

na+7r7raa+%7r3a3—1—na—%nzaa—i—l 1,
_ — 272
2aa (1 + Ta + %7‘[7‘[512> 6
welches, wie bekannt ist, die Summe dieser Reihe ist
UL VR S
41 T9 T TS
KOROLLAR 3
§31 Wenn in der zuvor gefundenen Reihe
! + ! + ! + etc. = T ! + i
aa+bb  aa+4bb  aa+ 9bb " 2ab  2aa  ab(e¥™b —1)

die Grofe a wie eine Variable behandelt wird und eine Differentiation durch-
gefiihrt, wird die Summe der Reihe B hervorgehen; und so werden weiter
durch wiederholte Differentiation aus der Reihe 2( die Summen der folgenden
B, ¢, D, € etc. aufgefunden werden.
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KOROLLAR 4

§32 Die Summe von dieser Reihe kann bequemer so ausgedriickt werden:

LN SR SN S (e + 1)
aa+bb  aa+4bb  aa+9bb " 2aa  2ab(e?mb — 1)

B ;1 n-(emz:b_’_efmz:b)
" 2aa Zab(ena:b _ e—na:b)'

Aus dieser Form wird leicht der Wert der Reihe erschlossen, wenn b eine

imagindre Zahl ist; es sei ndmlich b = \/’:_71 ; es wird sein

1 1 1 1 ﬂ(emcfl +efmﬁ)ﬁ

+ + +etc. = — +
— — — ray/—1 a1
aa —cc aa—4cc  aa—9cc 2aa 24c (ef _ ef>
Aber es ist
may/—1 —may/—1 ta
e ¢ +e ¢ =2cos—
c
und
ay/—1 —may/—1 . Tta
e ¢ —e ¢ =2¢v—1-sin—,
c
woher wird
1 1 1 -1 7T COS 7Td : C
+ tfetc.=—+—"—"77.
aa—cc aa—4cc  aa —9cc 2aa  2acsinra: c
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KOROLLAR 5

§33 Weil cos % = 0 ist, ist in den Fillen, in denena =2k +1und ¢ = 2

ist, die Summe der Reihe

-1 1

2aa ~  2(2k+1)%’

wahrend k irgendeine ganze Zahl ist. Daher wird sein

1 1 1 1 .
(2k+1)2—4+(2k—|—1)2—16+(2k+1)2_36+(2k+1)2_64—|—etc.—7

welche Summation ich an anderer Stelle bewiesen habe. Wenn die einzelnen
Briiche in Teile aufgelost werden, entspringt

E NS R R I "
2%k+1 2k—1 2k-3 2k-5 2k-7 2k-9
1 1 1 1

Tokrs T akrs Tk Tokro T

KOROLLAR 6

§34 Nachdem der Term ﬁ auf die andere Seite gebracht worden ist und je
zwei Terme zusammengefasst worden sind, wird eine neue Reihe entspringen,
deren Summe = 0 ist. Es wird natiirlich, nachdem die einzelnen Terme durch
4k geteilt worden sind, sein

S S S SRR S
T 4kk—1 ' 4kk—9 ' 4kk—25 ' 4kk—49 ' 4kk — 81

0 + etc.,

deren Giiltigkeit sich in den einzelnen Féllen leicht zeigen wird.
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PROBLEM 4

§35 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
Term entspringt, wenn der vorausgehende mit einer gegebenen Zahl m multi-
pliziert wird und zum Produkt eine gegebene Zahl ¢ addiert wird, und von
welcher Reihe der erste Term in gleicher Weise gegeben und = a sei.

LOSUNG

Die Terme, die den ganzzahligen Indizes entsprechen, werden sich also so
verhalten

1 2 3 4

a, ma+c, mia+mc—+c, mla+mic+mc+c etc;

daher, wenn irgendein Index x eine ganze Zahl ist, wird der zukommende
Term dieser sein

Wenn aber x keine ganze Zahl ist, werden aufser dieser unendlich viele andere
Formen genauso Geniige leisten; um diese zu finden, sei y der dem Index x
entsprechende Term und y’ der folgende oder der dem Index x + 1 zufallende;
es wird sein

y =my+e,
woher werden wird
B dy ddy a3y dty
Myt = T T d2 T 12343 " 1.2.3-4.d8
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Man setze

und es wird sein

do ddv d3v

M=t Tt T 242 T 123 a0

+ etc,;

weil diese Gleichung mit der {ibereinstimmt, die wir im vorgehenden Problem
gefunden haben, wird, wenn sin 7tx = r und cos mx = s gesetzt wird und Q
tiir irgendeine Funktion von geraden Dimensionen von r und s genommen
wird, wird sein

v=m"Q
und daher
c
_ X _
y=m"Q 1
Es werde x = 1 gesetzt, in welchem Fall r = 0 und s = —1 wird, und es gehe
Q in C tiber; es muss gelten
c
= mC —
a=m p——
und daher wird sein
c=24_°
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Daher, wenn fiir Q die konstante Grofie C selbst genommen wird, wird

m 1 —1)c

= mxilu (7

Y + m—1

fiir den den einfachsten Fall sein. Und wenn P eine solche Funktion von
geraden Dimensionen von r und s ist, die nach Setzen von x = 1 verschwin-
de, wird Q = C + P gesetzt werden konnen und es wird die sich sehr weit
erstreckende Form des gesuchten allgemeinen Termes diese sein

M + me.

QEL

PROBLEM 5

§36 Den allgemeinen Term von rekurrenten Reihen zweiter Ordnung zu fin-
den, in welchen jeder beliebige Term dem Aggregat der zwei vorausgehenden
mit irgendwelchen Zahlen multiplizierten Termen gleich werde.

LOSUNG
Es sei
der Term, der dem Index x entspricht =y,
der Term, der dem Index x —1 entspricht =/ v,
der Term, der dem Index x —2 entspricht ="y,

und es sei ein solches Gesetz der rekurrenten Reihe vorgelegt, dass ist
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y=a'y+p"y.

Weil also gilt
dy ddy Ay By
, = - - —_—
VYT G T T 123428 12-3-4-dd
"o, . 2dy 4ddy B 8d3y 16d4y -
Y=Y T dx 1242 1.2.3.43 1.2.3.4-dx° etc.,
wird nach Einsetzen dieser Formeln sein
_ dy ddy Ay Py
]/—+“<y 1.dx+].2.dx2 1'2'3‘dx3+1-2-3~4-dx4 etc.
2dy 4ddy 8d3y 16d4y
+,B<y— 1'dx+1'2'dx2_1'2'3‘dx3+1~2-3-4-dx4 — etc.

Um diese Gleichung aufzulosen, werde geméfs der allgemeinen Vorschrift 1
tur y, z tar %, z2 fir % etc. gesetzt und es wird werden

1=+« 1—E+ZZ— z + 2 —etc
o 1 1-2 1-2-3 1-2-3-4 '

l=+a 1_2724_422_ 823 N 1624 ot
- 1 "1.2 1.2.3 " 1.2.3.4 %)

welche Gleichung auf diese endliche Form zurtickgefiihrt wird

1=ae *+ ﬁe_zz,

deren Faktoren ausfindig gemacht werden miissen. Nach Setzen von et = u
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werde diese Gleichung aufgelost

uu = xu + B,

von welcher entweder Wurzeln entweder reell oder imaginér sind oder zuletzt
beide einander gleich sind. Und diese drei Félle miissen einzeln entwickelt
werden.

I. Es seien also zuerst die beiden Wurzeln reell und einander gleich, oder es
sei

uu —au — = (u—A)(u— B)

und daher werden wir, indem fiir u wieder e* gesetzt, die zwei allgemeinen
Faktoren ¢* — A und e¢* — B haben. Wir haben aber schon oben gesehen, dass
die Formel ¢* — m dieses Integral gegeben hat

LA CH+asin27wx+ B sin4mx +ysin 67tx +etc.
y —_—
+2Acos 2rtx+Bcos4drtx+Ecos 67Tx+etc.

Also werden die beiden Faktoren ¢ — A und ¢* — B zusammengenommen
diesen Wert fiir den allgemeinen Term y geben

LAY C+asin2rx+ B sin47x +ysin 671x +etc.
y =
+Acos 2rtx+Bcos drtx+€cos 67Tx+etc.

B C+a’sin2tx+ p’ sin4mx+'sin 677x +-etc.
+A'cos 27tx+B cos 4tx+¢'cos 6Tx +etc.

Oder es werde sintx = r und cos tx = r gesetzt und es seien P und Q
irgendwelche Funktionen von geraden Dimensionen von r und s und es wird
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sein, wenn galt

uu —au —p = (u— A)(u— B)

oder wenn A und B die Wurzeln der Gleichung uu — au — = 0 sind, sage
ich, in diesem Fall sein wird

y = A*P + B*Q.

II. Es seien die beiden Wurzeln imaginéar, dann wird freilich dieselbe gefun-
dene Form benutzt werden konnen, weil sich ja in jedem Fall die imagindren
Grofien auftheben werden; dennoch kann indes eine von imaginédren Grofien
freie Formel fiir y dargeboten werden. Denn in diesem Fall wird die Gleichung
uu — au — = 0 eine Form solcher Art annehmen

uu —2fucosw+ ff =0,

deren Wurzeln diese sind

u=fcosw=xfv—-1-sinw,

sodass gilt

A=fcosw+ fv—1-sinw und B= fcosw— fv—1"sinw.

Daher wird aber sein

AY = fYcoswx + f*V—1-sinwx
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sowie

B* = f*coswx — f*/—1-sinwx.
Wenn also diese Werte anstelle von A* und B* eingesetzt werden, wird werden

y=(P+Q)f coswx+ (P—Q)vV—1- fsinwx.

Weil nun P und Q beliebige Funktionen von r und s sind, solange sie nur
gerade Dimensionen haben, werden anstelle von P + Q einfach P und anstelle
von (P — Q)+/—1 schlicht Q gesetzt und aus der Gleichung

uu —oau — B =uu—2fucosw+ ff =0

wird der gesuchte allgemeine Term sein

y = f*Pcoswx + f*Qsinwx.

III. Wenn die beiden Wurzeln der Gleichung uu —a — =0, also A und B,
einander gleich waren, beispielsweise A = B = m, wird man diese Gleichung
haben

(e —m)? = 0.

Es werden wie in §23 m = e* gesetzt; es wird der erste quadratische Faktor der
Formel ¢* — e daher = (z — A)? sein, woher dieser Teil des Integrals entspringt

(A4 Bx)e™ = (A + Bx)m* = (A+ Bx) A™.
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Alle Ubrigen Faktoren werden in gleicher Weise quadratisch sein und in dieser
allgemeinen Form enthalten sein

(AA + dkkrtr — 2Az + zz)?,

woraus gemdfs der von mir angegebenen Vorschriften dieser Teil des Teil
entspringt

A* (A 4+ Bx) sin2krtx + A* (€ 4 Dx) cos 2kmx.

Durch Sammeln von diesen folgt, wenn war

uu —oau — B = (u—A)?=uu—2Au+ AA,

dass der gesuchte allgemeine Term sein wird

A A+ Bx (€ + Dx)sin27tx+ (& + Hx)sin 47rx+-etc.
y =
(€& + Fx)cos 27tx 4(T + Kx) cos 4rtx+etc.

Es werde wiederum sin 7tx = r und cos 7tx = s gesetzt und es seien P und Q
irgendwelche geraden Funktionen von r und s und der allgemeine Term wird
so ausgedriickt werden koénnen, dass ist

y = Ax(P + Qx).

QEL
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KOROLLAR 1

§37 Wenn also in einer rekurrenten Reihe jeder beliebige Term y so durch
die zwei vorhergehenden 'y und "y bestimmt wird, dass y = &’y + 8"y, oder
wenn nach MOIVRE +a, +f die Relationsskala war, und wenn x der Index des
Termes y war, wird y eine im hochsten Mafse unbestimmte Funktion x sein,
weil unzidhlige Formeln dargeboten werden konnen, die Geniige leistende
Werte fiir y liefern.

KOROLLAR 2

§38 Um aber alle Ausdriicke fiir y zu finden, werde aus der Relationsskala
+a, +p diese Gleichung gebildet uu — au — = 0 gebildet, aus deren Auflo-
sung der allgemeine Term y auf die folgende Weise aufgefunden werden wird.

KOROLLAR 3

§39 Es seien die Wurzeln der Gleichung

uu —oau— =0

A und B, so dass gilt

1 1 1 1
A—sz—l—\/;zxw—%ﬁ und B—sz— Ezm—l—ﬁ,

und es werden nach Setzen von sin7tx = r und cos tx = s irgendwelche
geraden Funktionen von r und s genommen, die P und Q seien; es wird sein

PpLBO= (taty/t N EE )
y=A*P+B Q_<sz+ 40404—1—[3) —i—(ztx 4mx+,3> Q.



KOROLLAR 4

§40 Wenn aber die beiden Wurzeln der Gleichung uu = au + 8 gleich waren,

ist jene Formel wegen B + taa = 0 frei von Nutzen. In diesem Fall, weil jede

der beiden Wurzeln %oc sein wird, wenn %uc = A gesetzt wird, wird aber der

allgemeine Term sein

y=A*(P+ Qx).

KOROLLAR 5

§41 Wenn aber %Mc + B eine negative Grofe ist, werden alle zuvor gefun-
denen Teile imaginédr sein. Um also eine reelle Form zu finden, werde die
Gleichung

uu —au — =

mit dieser verglichen

uu —2fucosw + ff =0;

es wird gelten

f=+-B und a=2/—B-cosw

oder

VA —an on
2vp V'

cosw = und sinw =

N
nk
=
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woher der Winkel w gefunden werden wird, woraus sein wird

y = f*(Pcoswx + Qsinwx).

KOROLLAR 6

§42 Wenn fiir P und Q konstante Grofien angenommen werden, geht die-
selbe Form des allgemeinen Termes hervor, die fiir gewohnlich dargeboten
zu werden und fiir die einzige, die Gentige leistet, gehalten zu werden pflegt.
Nachdem aber eine beliebige bestimmte Reihe vorgelegt worden ist, miissen
diese zwei konstanten Groflen aus den zwei ersten Termen, die als gegeben
angenommen werden, definiert werden. Aber im Allgemeinen, weil zwei belie-
bige Funktionen P und Q eingehen, die, sooft x eine ganze zahl ist, dieselben
Werte annehmen, tritt es klar zu tage, dass zwei ganzzahligen entsprechenden
Terme nach Belieben angenommen werden konnen.

BEMERKUNG

§43 Diese Methode, die allgemeinen Terme von rekurrenten Reihen zu fin-
den, ist besonders daher bemerkenswert, weil sie nicht nur alle méglichen
Formen darbietet, sondern auch a priori vorgeht und allein aus analytischen
Prinzipien die Aufgabe erledigt, wohingegen andere, die diese Reihen be-
handelt haben, alle iiber einen indirekten Weg zu jener speziellen Form der
allgemeinen Terme gelangt sind. Denn es ist genau dies die charakterisierende
Eigenschaft und gleichsam ein Kriterium einer direkten Methode, dass sie
nicht nur aus den Prinzipien irgendeiner Sache selbst ihre Beschaffenheit
findet, sondern auch alle Bestimmungsarten zugleich in sich umfasst. Aber
indirekte Methoden, auch wenn sie oftmals gefillige und elegante Losungen
an die Hand geben, erschopfen hingegen sehr selten die Natur der Frage, die
behandelt wird. Ein Beispiel dieses Unterschiedes wird im vorhergehenden
Problem ausgemacht, aber noch besser im folgenden Problem zu tage treten,
wo im Allgemeinen die allgemeinen Terme von allen rekurrenten Reihen
ausfindig gemacht werden werden.
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PROBLEM 6

§44 Den allgemeinen Term von rekurrenten Reihen irgendwelcher Ordnung
zu finden, von welchen jeder beliebige Term dem Aggregat einiger vorausge-
hender mit irgendwelchen Zahlen multiplizierter Terme gleich wird.

LOSUNG

Es sei der dem Index x entsprechende Term = y, aber die vorausgehenden,
die den Indizes x — 1, x — 2, x — 3, x — 4 etc. zukommen, werden durch 'y, "y,

!y, Vy etc. bezeichnet und es sei dieses Bildungsgesetz der Reihe vorgelegt,
dass man tiberall hat

y:zx’y+/§”y+7’”y+5wy+etc.

Weil nun aus der Natur der Differentiale gilt

dy ddy a3y

[P _

VY T2 a2 1234208 <%
g 2dy | 2%ddy &y

Y=Y T T 242 123 a0 S
m, . 3dy 32ddy _ 33dly

VY T T 242 1.2.3.408

etc.,

wenn diese Werte dort eingesetzt werden, wird eine Gleichung hervorgehen,
in deren einzelnen Termen nur eine einzige Dimension der Variable y auftritt,
von der anderen Variable x geht hingegen nur das Differential dx, welches
konstant festgelegt wird, ein. Daher, wenn tiberall 1 anstelle von y, z anstelle

m
von % und allgemein z" anstelle von ZX,Z eingesetzt wird, wird nach einer

Reduktion diese Gleichung ans Licht treten

1=ae 4 Be % + ye % + de ¥ + etc.
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Es werde nun ¢* = u, und nach Wegschaffen der Briiche geht eine algebraische
Gleichung von dieser Art hervorgehen

u" = au" 4 Bu 4 yu" 3 4 du" Tt - ete,

die so viele Dimensionen haben wird, wie vorausgehende Terme zur Be-
stimmung des Termes y verlangt werden oder von wie vielter Ordnung die
rekurrente Reihe selbst war. Nun wird die Form des allgemeinen Termes y
aus den Wurzeln dieser Gleichung oder aus den Faktoren dieser Formel

u —au" " — Bu" T — 3 — su" Tt —ete. = U

auf die gleich Weise erschlossen werden, die wir bei den Losungen der bisher
vorgelegten Problemen gebraucht haben; Natiirlich, wenn sin tx = r und
costx =sistund P, Q, R, S, T etc. irgendwelche Funktionen von geraden
Dimensionen von r und s bezeichnen, werden darauf alle so einfachen wie tri-
nomialen reellen Faktoren der Formel U ausfindig gemacht und, wenn welche
von diesen gleich waren, werden sie zusammengenommen durch Potenzen
ausgedriickt. Aber diese einzelnen Faktoren werden ebenso viele Teile des
allgemeinen Termes y liefern, welche Teile mit Hilfe der folgenden Regeln
gebildet werden werden.

I. Wenn der Faktor u — A ist, wird ein Teil des Integrals sein

y=A*P.

II. Wenn der Faktor (u — A)? ist, wird ein Teil des Integrals sein

y=A*(P+ Qx).
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III. Wenn der Faktor (u — A)3 ist, wird ein Teil des Integrals sein

y = A*(P + Qx + Rx?).

IV. Wenn der Faktor (1 — A)* ist, wird ein Teil des Integrals sein

y = A(P+ Qx + Rx?* + Sx°).

etc.

1. Wenn der Faktor u — 2Au cos w + AA ist, wird sein

y = A%(Pcoswx + Qsinwx).

2. Wenn der Faktor (14 — 2Aucosw + AA)? ist, wird sein

y = A*(P + Qx) cos wx + A*(R + Sx) sin wx

3. Wenn der Faktor (1 — 2Aucosw + AA)? ist, wird sein

y =+ A" (P+Qx+Rxx) cos wx
+ AY(S+T x+Vaxx) sinwx

etc.
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Wenn daher also fiir die einzelnen Faktoren der Formel U daher die Teile des
Integrals gesucht werden und sie zu einer Summe zusammengefasst werden,

wird man den vollstindigen Wert fiir den gesuchten allgemeinen Term y
haben.

QEL

KOROLLAR 1

§45 Auf diese Weise wird als das vollstandige Integral der folgenden unend-
lichen Differentialgleichung erhalten

y=y (a4+ B+ 9+ 0+etc)

_1E-le (A +2 B+3 y+45+etc)

- % (a4 22 4 3%y +4%5 +etc.)
&y 3 3 3

“1 .30 (. +2°B 4 3y 4+ 4°5 + etc.)
dty

4 4 4
+1-2~3'4-dx4({x+2 B+ 3%y +4% +etc.)

etc.

oder der Wert von y wird durch eine Funktion von x ausgedriickt werden.

KOROLLAR 2

§46 Die ganze Schwierigkeit wird also auf die Auflosung dieser algebrai-
schen Gleichung zuriickgefiihrt

u" = a4 Bu A 4 "3 4 Su T + ete

Nachdem ndmlich ihre Wurzeln oder Faktoren gefunden worden sind, ist es
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leicht, mit Hilfe der zuvor angegebenen Regeln den Wert von y zu bestimmen.

KOROLLAR 3

§47 Weil ja durch Integration so viele beliebige Grofien P, Q, R, T etc. einge-
tithrt werden, wie der Exponent n Einheiten enthélt oder wie viele Terme der
vorhergehenden in die Bestimmung des folgenden eingehen, ist es offenbar,
dass ebenso viele Terme nach Belieben angenommen werden konnen, aus
welchen alle iibrigen, deren Indizes ganzzahlig sind, bestimmt werden. Dies
steht dennoch dem nicht im Wege, dass die Terme der nicht ganzzahligen
Terme im hochsten Mafse unbestimmt bleiben, wie es in den vorhergehenden
Problemen schon angemerkt worden ist.

PROBLEM 7

§48 Wenn jeder beliebige Term einer Reihe einer gewissen konstanten Grofie
zusammen mit dem Aggregat einiger vorausgehender mit gegebenen Zahlen
multiplizierter Terme gleich wird (wie im vorhergehenden Problem), den
allgemeinen Term dieser Reihe zu finden.

LOSUNG

Nachdem wie zu vor der dem unbestimmten Index x entsprechende Term = y
gesetzt worden ist, seien die vorausgehenden den Indizes x —1, x —2, x — 3
etc. entsprechenden 'y, "y, "'y etc. und es sei dieses Fortschreitungsgesetz
vorgelegt

y:c+oc/y+ﬁ”y++7’”y+(5wy+etC-;

nachdem also die oben fiir 'y, "y, "'y, ®t¢

worden sind, wird sein

y etc. dargebotenen Werte eingesetzt
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y=c+y (a+ B+ 9+ J+etc)

d
—% (k42 B+3 y+4 5+etc)
+1éd'yde (a +22B + 3%y + 476 + etc.)
ﬁy 3 3 3

etc.

Es werde nun, um den Konstanten Term c aus der Gleichung zu beseitigen,
y = v + g gesetzt und es werde

g=c+gla+pB+7+I+etc)
und daher

c
Cl-a—B—7y—6—etc

8

Danach wird man wegen dy = dv, ddy = ddv etc. diese Gleichung haben:

v="v (a+ B+ 7+ J+etc)
—fo (x+2 B+3 7+45+etc)
%(w+225+327+425+etc.)

etc.

Weil diese Gleichung der dhnlich ist, die wir im vorhergehenden Problem
aufgeldst haben, wird der Wert von v durch die dort gegebenen Regeln gefun-
den werden. Nachdem dieser gefunden worden ist, wird man als gesuchten

54



allgemeinen Term haben

c
l—a—B—v—06—etc’

y=v+

woraus die Natur der vorgelegten Reihe bekannt werden wird.

QE.L

KOROLLAR 1

8§49 Also beeinflusst die konstante Grofe, die zur Formel

a’y—i—ﬁ”y—i—’)’”/y—FetC.

hinzukommt, den allgemeinen Term y nicht anders, als dass er selbigem eine
konstante Zahl hinzuftigt. Es werde also der allgemeine Term fiir die reine
rekurrente gesucht, deren Relationsskala +a, +, 4+, +6 etc. sei, und dann

werde zu ihr die Zahl m hinzuaddiert.

KOROLLAR 2

§50 Aber diese hinzuzufiigende konstante Grofle 1——5=—; wird deshalb

unendlich und daher unbestimmt, wenn der Nenner verschwindet oder wenn
gilt

l-a—B—7—0—etc. =0.

In diesem Fall wird die Gleichung

u" —au"t — Bu"? — qu" 3 —etc. = 0

die Wurzel u — 1 = 0 haben, woher der Teil y = P des Integrals entspriefdt;
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diese Grof3e P, damit nicht alle Terme unendlich werden, muss so unendlich
sein, dass sie zusammen mit jener unendlichen Konstante einen endlichen
Wert liefert, welcher = P + Qx sein wird.

BEMERKUNG 1

Damit dies klarer wird, ist zu bemerken, dass Reihen solcher Art, wie wir
sie hier betrachtet haben, immer auf um einen Grad hohrere reine rekurrente
Reihe zuriickgefiihrt werden konnen. Wenn namlich gilt

y:c+tx’y+ﬁ”y+7’”y+5wy,

wird sein

/y=c+oc”y+,3”’y+va+5vy,

deren Differenz gibt

y=@+1)'y+B-a)"y+(y—B) "y+ -7 Vy—5"y,

welches ein Bildungsgesetz fiir eine reine rekurrente Reihe ist, deren allgemei-
ner Term aus der Auflosung dieser Gleichung gebildet werden wird:

u™ (@ + D" — (B—a)u" — (v — B)u"? —etc. = 0

Von dieser ist aber ein Faktor schon bekannt, natiirlich u — 1, weil gilt

(u—1)(u" —au"t — Bu" 2 — qu"3 —etc.) = 0.

Aber der Faktor u — 1 gibt nur dann den Teil 1*P des Integrals, wann immer
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er nicht zugleich ein Faktor der anderen Form u" — au 1 —etc. ist; wenn aber

diese auch den Faktor u — 1 oder eine Potenz dessen hat; muss der Exponent
von dieser um die Einheit vermehrt werden und daher der entsprechende
Teil des Integrals ausfindig gemacht werden. Nachdem aber auf diese Weise
der allgemeine Term y gefunden worden ist, wird er, weil in im die Grofle
¢ nicht enthalten ist, zu allgemein sein; er wird also an den vorgelegten Fall
angepasst werden miissen. Aus dem Wert von y werden natiirlich die Werte
der vorhergehenden Terme 'y, "y, "'y etc. gefunden, indem anstelle von x
die Werte x — 1, x — 2, x — 3 etc. eingesetzt werden, wo es zu bemerken ist,
dass die Funktionen P, Q, R etc. dieselben Werte beibehalten und daher keine
Verdnderun erfahren. Des Weiteren werden diese Werte in dieser Gleichung
eingesetzt

y:c+uc’y+ﬁ”y+'y’”y+5wy+etc.,

und auf diese Weise wird eine jener Funktionen P, Q, R etc. bestimmt werden.
So, wenn dieses Bildungsgesetz der Reihe vorgelegt ist

y=c+3y-2",
wird daher diese Gleichung entspriefien

(u—1)(u*—3u—2)) =0,

deren Faktoren sind

(u—1)>%u—-2)=0,

aus welchen der gesuchte allgemeine Term erschlossen wird

y=P+Qx+2R;
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es wird also sein

'y=P+Qx—Q+2" 'R

und

"y =P+ Qx —2Q + 2" R,

welche eingesetzt diese Gleichheit geben werden

P+Qx+4-22R=c+Qx+Q+4-2"2R,

woher Q = —c aufgefunden wird; und so wird der dem vorgelegten Bildungs-
gesetz zukommende allgemeine Term sein

y=P—cx+2'R,

wo fiir P und R irgendwelche Funktionen von geraden Dimensionen von r
und s angenommen werden konnen.

BEMERKUNG 2

§52 Weil wir ja also eine allgemeine Methode angegeben haben, die allgemei-
nen Terme von Reihen zu finden, von welchen jeder Term durch die vorher-
gehenden bestimmt wird, wenn freilich keine Potenzen der vorausgehenden
auftauchen, wollen wir nun dieselbe Methode auch auf Reihen anwenden, von
welchen jeder Term nicht nur aus den vorhergehenden, sondern auch aus dem
Index selbst bestimmt wird, worin wir das dritte Geschlecht der Bestimmung
von Reihen festgelegt haben. Wenn daher aber Quadrate oder hohere Potenzen
der vorausgehenden Terme in die Bestimmung des folgenden eingehen, wie
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wenn galt

v =yy+ay,

dann wird zwar die unendliche Differentialgleichung, mit welcher der all-
gemeine Term gefunden wird, leicht dargeboten, welche in diesem Fall sein
wird

bay =yt WAy 4y
Yy =Yy "1 2422 " 1-2-3-dx°

+ etc.;

aber weil der Kunstgriff noch nicht bekannt ist, Gleichungen von dieser Art
aufzulosen, sind wir gezwungen, die Behandlung dieses Geschlechts von
Reihen hier auszulassen.

PROBLEM 8

§53 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
dem Index x entsprechende Term irgendeinem Vielfachen des vorhergehen-
den zusammen mit einem Vielfachen des Index’ selbst und einer gewissen
konstanten Grofse gleich werde.

LOSUNG

Es sei y der dem Index x entsprechende Term und y’ bezeichne den folgenden
Term und es sei dieses Bildungsgesetz der Reihe vorgelegt

y =my+a+ bx,

aus welchem der Wert von y definiert werden muss. Wenn wir also fiir i/
seinen Wert einsetzen, werden wir diese Gleichung haben:
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d ad d?
y ¥ Yy

atbxtmy =yt et T T 123 40

+ etc.

Auch wenn ich schon gelehrt habe, Gleichungen von dieser Art allgemein
aufzulosen, wird es dennoch zutrglich sein, diese Gleichung durch eine Sub-
stitution in eine andere aufzuldsen, in welcher alle Terme nur eine einzige
Dimension von y in sich umfassen. Es werde also festgelegt

y=A+Bx+v;

es wird sein

dy = Bdx +dv, ddy = ddv etc.

und es wird werden

a+ bx= A+Bx+v+ do + ddo + Pv + etc
N 1-dx  1-2-dx?2  1-2-3-dx3 '

+mA+mBx +B

Nun werde

A+B=a+mA und B=0b-+mB

und es wird aufgefunden werden
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Es wird also diese Gleichung zuriickbleiben

dou ddv d3v

MU=t T T2 d2 T1.2.3. 40

+ etc.;

weil diese auf e — m = u — m = 0 zuriickgefiihrt wird, wird sein

v=m"P

und daher der gesuchte allgemeine Term

—b a+ bx
Hier wird der eine einzige Fall, in welchem m = 1 ist, wegen des verschwin-
denden Nenner m — 1, ausgenommen. Weil man ndmlich in diesem Fall haben
wird

a3y
1-2-3-dx3

d ad
y Yy

atbx =t T e

+ + etc.,

muss, um den Term bx wegzuschaffen, ein Wert von dieser Art fiir y ange-
nommen werden

y=A+Bx+Cxx+v,

woher wird

dy dv ddy ddv
%_B+Zcx+dx und 722 —2C+dx2,
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und so wird man haben

do ddv v
a+bx= B+2Cx+ + +1-2-3-dx3

1Tdx T 1.2.dx2 +ete

+C

Es werde also

1 1

und es wird v = P sein und der allgemeine Term

1 1
y=A+ (a—2b>x+2bxx+P,

oder weil A in der Funktion P erfasst werden kann, wird sein

1 1
y= (a—2>x+2bxx+P.

QEL

BEMERKUNG

§54 Reihen von dieser Art konnen aber auf das Bildungsgesetz von einfachen
rekurrenten zurtickgefiihrt werden. Weil namlich gilt

Yy =a+bx+my,
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wird sein

vV '=a+b(x+1)+my,

woher durch subtrahieren wird

y/l_y/:b+my/_my;

auf die gleiche Weise wird sein

y/// _ y// — b+ my// _ le/

und, indem erneut subtrahiert wird,

y/// _ Zy// +]// _ my// _ 2111]/, + my

oder

y" = (m+2)y" = @m+ 1)y +my

oder fiir die vorausgehenden Terme

y=(m+2)y—(@2m+1)"y+m"y.

Daher wird also gemafs §51 diese Gleichung gebildet werden

u? — (m+2)u* + (2m+1)u —m =0,
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welche diese Faktoren hat

(u—1)%(u—m) =0,

aus welchen dieser allgemeine Term entspringt

y=P+Qx+m*R.

Um nun diese sich allzu weit erstreckende Form an den vorgelegten Fall
y' = a+ bx + my anzupassen, wird wegen

Y =P+Qx+Q+m-mR

werden

P+Q+Qx+m-m*R=a+bx+mP+mQx+m-m'R

und daher

P+Q=a+mP und Q=0b+mQ,

woher man findet

—b —b a
Q_m—l und P= (m—1)2 m—1

so dass der allgemeine Term, wie er zuvor gefunden worden ist, dieser ist



—b _a+bx

X
= R.
Y (m—1)2 m—1 "

Wenn aber m = 1 ist, tritt es sofort klar zutage, dass die drei Faktoren der
Gleichung (1 — 1)?(u — m) gleich sein werden und (u — 1)% = 0 wird, woher
der allgemeine Term wird

y =P+ Qx+ Rxx

und deshalb

y' = P+ Qx+Rxx =P+Qx + Rxx
+ Q+2Rx a+b x
+R

Also geht hervor

1 1
Rzib und Q:a—ib,

so dass der allgemeine Term dieser ist

1 1
= P _—— f—
y + <a 2b>x+2bxx,
wie zuvor. Auf die gleiche Weise ist es klar, wenn das Fortschreitungsgesetz

im Allgemeinen dieses ist

y:X+1x’y+,8”y+’y’”y++5wy+etc.
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und X eine ganz rationale Funktion von x ist, wie beispielsweise

X = a+ bx + cxx + dx® + etc.,

dass durch wiederholte Subtraktion schliefSlich zu einem Bildungsgesetz
gelangt wird, durch welches die einzelnen Terme allein durch die vorherge-
henden bestimmt werden, und so die Reihe immer rekurrent sein wird, deren
allgemeiner Term durch die zuvor angegebenen Vorschriften definiert werden
kann. Dieser Term wird sich aber zu weit erstrecken und dieses Grundes we-
gen wird er, indem die Werte der Terme 'y, "y, "'y etc. gesucht werden, an das
vorgelegte Bildungsgesetz angepasst werden miissen, auf welche Weise immer
so viele Funktionen P, Q, R etc. bestimmt werden werden, wie Buchstaben
a, b, ¢, d etc. durch Subtraktion eliminiert worden sind. Weil also Reihen von
dieser Art nichts Weiter an Schwierigkeit haben, wollen wir andere betrachten,
in denen X weder eine rationale noch eine ganze Funktion von x ist.

PROBLEM 9

§55 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
Term dem vorhergehenden zusammen mit irgendeiner Funktion des Index’
gleich werde.

LOSUNG

Es sei der dem Index x entsprechende Term = y und sei vorausgehender

+ — etc.

/— —_ —
Y=Y Tt 1242 12340 1.23.

dy ddy a3y dty
4. dxt

Das Fortschreitungsgesetz aber sei

y="y+X
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woher werden wird

¥ dy  ddy N 3y B dty
S ledx 1-2-dx2 0 1-2-3-dx®  1-2-3-4-dx4

+ etc.,

welche Gleichung mit Hilfe der Regeln aufgelost werden wird, welche ich vor
einiger Zeit angegeben habe. Es werde natiirlich durch Setzen von z" anstelle

von g:z dieser Ausdruck gebildet

2 3 Z4
2=z 153%Y123 1231

+etc.=1—e7%

all dessen Faktoren gesucht werden, deren erster z sein wird; die tibrigen sind
in dieser allgemeinen Form enthalten zz + 4kk7t7r. Aus dem Faktor z — 0 wird
aber dieser Teil des Integrals entspringen

y= /de+etc.

Aus dem Faktor zz + 4kk7r7t, wenn er mit der Formel zz — 2kz cos ¢ + kk ver-
glichen wird, wird k = 2k7t und cos ¢ = 0 werden, woher ¢ = 90° wird, und
daher werden die Buchstaben 9t und 9t wegen

-1 1
A=0, B=1, C_ﬁ’ D_1-23 etc.
s0 bestimmt werden
o0 — 1_4k2712 N lek*mt  e4km® + ete
7 1.2 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6 v
o= 2kt N 8k3 773 B 32k 72 + ete
- 1 1-2-3 1-2-3-4-5 v



sodass ist

M = cos2kr und D= —sin k7.

Nach Finden dieser Werte wird der aus dem Faktor zz + 4kk7t7t herstammen-
de Anteil des Integrals dieser sein

) (cos 2k7tcos 2kmtx—sin 2krrsin 2k7tx) [ Xdxcos 2k7x
y =
(cos 2k7tsin 2k rx +sin 2krrcos 2krtx) [ Xdxsin 2krrx

aber es ist sin 2kt = 0, cos 2kt = 1, woher sein wird

v = 2C0S 2k7‘cx/de cos 2krtx +25in2k7rx/de sin 2k7tx.

Wenn daher nun all diese aus der Verdnderlichkeit der Zahl k herstammenden
Werte zu einer Summe gesammelt werden, wird der gesuchte allgemeine Term
hervorgehen als:

y= /de—l—Zcosan/decosan—|—2cos47rx/decos47Tx
+ 2 cosb6mx / Xdx cos 67tx + etc.
+ 2sin27mx /desianc + 2sin4ntx /desin47rx

4 2sin6x / Xdxsin 67Tx + etc.

QE.L

KOROLLAR 1

§56 Weil y +' vy + X ist, ist es offenbar, dass y der summatorische Term der
Reihe ist, deren allgemeiner Term = X ist. Wenn namlich die Summe aller
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Terme vom ersten bis zu diesem X, dessen Index = x ist, = y gesetzt wird,
wird die Summe aller Terme aufler dem letzten =" y und daher y = 'y + X
sein.

KOROLLAR 2

§57 Der gefundene Ausdruck y oder der allgemeine Term der vorgelegten
Reihe ist zugleich der summatorische Term der Reihe, deren allgemeiner Term
X ist; und so haben wir einen neuen Ausdruck fiir die Summe einer jeden
Reihe erlangt, deren allgemeiner Term gegeben ist; dieser wird aber wegen
der unendlichen Menge der Integralzeichen sehr selten irgendeinen Nutzen
verschaffen.

BEMERKUNG

§58 Wenn aufser irgendeiner Funktion des Index” x nicht nur der unmittelbar
vorhergehende Term, sondern mehrere der vorhergehenden zur Bildung des
folgenden Termes verwendet werden, wird auf die gleiche Weise zur Auflo-
sung einer unendlichen Differentialgleichung gelangt werden, die mit Hilfe
der von mir vorgelegten Methode behandelt werden kénnen wird. Es konnen
also nicht nur Reihen, deren Bildungsgesetz sich auf das zweite Geschlecht
bezieht, mit der hier dargestellten Methode auf eine Rechnung zurtickgefiihrt
und deren allgemeine Terme gefunden werden, sondern sie erstreckt sich
auch gleichermafien auf das dritte Geschlecht und fiihrt die wahre Gestalt
dieser Reihen klar vor Augen.

PROBLEM 10

§59 Den allgemeinen Term der Reihe zu finden, von welcher jeder beliebige
Term dem vorhergehenden mit seinem Index multiplizierten gleich sei.

LOSUNG

Wenn der erste Term der Einheit gleich festgelegt wird, wird diese WAL-
LIS'SCHE hypergeometrische Reihe entspringen:
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Indizes: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 etc.
Terme: 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320 etc.

Es werde der dem Index x entsprechende Term = y und der ihm folgende
=y’ gesetzt, es wird gelten

/

¥y =yx

woher diese Gleichung entspriefst

P s
Y=Y Ty "1 242 " 1-2.3-dx® ' 1-2-3-4-dx*

+ etc.;

fiir das Auflosen einer solchen Gleichung ist aber eine allgemeine Regel nicht
bekannt. Aber in einer leichten Aufgabe wird diese Gleichung in eine andere
Form verwandelt, welche sich auflosen ldsst. Es werde nattiirlich y = e” ge-
setzt, es wird i’ = ¢” sein und daher wird ¢” = ¢’x und nach Nehmen von
Logarithmen werden

v =v+logx,
weshalb man haben wird
logx — do N ddv N d3v N d*v Ly d*v et
OB T T dx T1-2-dx2 " 1.2.3-d® ' 1.2-3-4-dx* " 1.2:3-4-5-d5 ' ¢

welche Gleichung in der vorgehenden enthalten ist, indem dort X = logx
gesetzt wird; deshalb wird das Integral sein
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v = /dxlogx+2c0527tx/dxlogxc0527tx+2cos47rx/dxlogxcos47rx+etc.

+2sin27x /dx log x sin27rx + 25in47rx/dx log x sin47x + etc.

Nachdem aber der Wert von v gefunden worden ist, wird der gesuchte allge-
meine Term y = e” sein, wihrend e die Zahl bezeichnet, deren hyperbolischer
Logarithmus = 1 ist.

QEL

BEMERKUNG

§60 Das erste Glied [ dxlogx dieses Ausdruckes ist = xlogx — x, die ib-
rigen Glieder werden hingegen einzeln durch unendliche Reihen integriert
werden konnen. Es gilt ndmlich

/dxlogxcosmx- 1smmx(logx + 1123 1.2.3'4.5—etc.>
m m2x?2 mixt mbx6
1cosmx< 1 — 1-2 —1—1‘2'3'4 —etc.>
m mx m3x3 mo x>
/dxlogxsmmx— —1cosmx(logx 1 123 1.2.3'4.5—etc.)
m m2x2 mixt 1m0 x6
smmx( 1 — 1-2 1-2-3-4 —etc.>
mx m3x3 md x>

Daher wird erschlossen, dass sein wird

2cosmx/dxlogxcosmx+2sinmx/dxlogxsinmx

2 ( 1-2 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6

— — +etc. | +acosmx + LA sinmx.
m2x? mixt mbx6

mmx
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Nachdem also fiir m nacheinander die Werte 27, 477, 677 etc. eingesetzt und
alle Ausdriicke gesammelt worden sind, wird aufgefunden werden

1 1 1 1
= 1 — - — — J— . 1
v=C+uxlogx —x+ % (1—1— 4—|— 9+ 16—{—etc: > +a cos 27tx+ A sin 27rx

1-2 1 1 1
S 1 A 1 —_ — RN . 4 .
8rrtx3 < tptatigtet > + B cos 4rtx+B sin 47rx
1234< 1.1

1
T 307645 1+43+93+163+etc.)+7cos67rx+ ¢Csin67Tx

etc.

Wenn nun fiir diese Reihen der Potenzen die von mir von langer Zeit gefun-
denen Summen eingesetzt werden, wird man haben

v=C+xlogx —x+a cos2mx + B cos4mx + 7y cos 67Tx + etc.
+ A sin 27tx 4 B sin 47rx 4 Csin 671x + etc.

L1 1 1 1,1 1 1 3., 1 5
1-2-3 2x 3-4-5 6x3 5-6-7 6x° 7-8-9 10x7 9-10-11 6x°

etc.,

oder wenn P eine Funktion von geraden Dimensionen von r = sin 7tx und
s = cos 7tx ist, wird sein

1 1 1 1

1
123 2x 3.45 603 567 65 °C

v=P+xlogx —x+

Weil nun, nachdem x = 1 gesetzt worden ist, y = 1 und v = 0 wird, wird in
diesem Fall gelten miissen
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P=1 etc.,

deren Wert ich an anderer Stelle gezeigt habe, dieser zu sein

1
P = 5 log 27t.

und diesen Wert wird man haben, sooft x irgendeine ganze Zahl ist. Daher
wird durch Zuriickgehen zu Zahlen der gesuchte allgemeine Term gefunden
werden als

X
X L.L,L.L+L.L,etc
y — 7 . 61-2-3 2x 345 4,3 66 15 \/271—

(3}

oder

xx 1 1

1 1 4 1
y=— .elx 3603 T 12600 'Etc'\/an,
e

Daher, wenn x eine sehr grofle Zahl ist, wird nadherungsweise sein

x* 1 1 139
L - te. | V2
Y= e < T 10 T 2882 ~ 518403 * © C) &

und so wird die Grofie jedes vom Anfang sehr weit entfernten Termes nicht
schwer angegeben.
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