UBER TRANSZENDENTE PROGRESSIONEN
ODER DEREN ALLGEMEINE TERME
ALGEBRAISCH NICHT GEGEBEN WERDEN
KONNEN *

Leonhard Euler

§1 Als ich neulich bei der Gelegenheit derer, die der hochgeehrte Goldbach
iiber Reihen der Sozietdt mitgeteilt hat, nach einem gewissen allgemeinen
Ausdruck suchte, der alle Terme dieser Progression

1+1-241-2-34+1-2-3-4+ etc

gdbe, bin ich bedenkend, dass sie ins Unendliche fortgesetzt schliefSlich mit
einer geometrischen vermischt wird, auf den folgenden Ausdruck gestofSen

1.2" 21—n . 3" 31—n . 4" 41—71 . 5"

. t
1+n 2+n 3+n 4+4+n ete

welche den Term der Ordnung n besagter Progression erklért. Er bricht
freilich in keinem Fall ab, weder wenn n eine ganze Zahl noch wenn es
eine gebrochene ist, sondern, um jeden Term zu finden, verschafft er nur
Approximationen, wenn nicht die Féille n = 0 und n = 1 ausgenommen
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werden, in denen er tatsdchlich in 1 iibergeht. Es werde n = 2 festgelegt; man
wird haben

2:2 33 4:45-5_ dem zweiten Term 2
1-2 3.3 3-5 4.6
Wenn n = 3 ist, wird man haben
2.-2-2 3.-3-3 4-4-4 5-5-5 )
T.1.4 2.2.5 3.3.6 4.4.4-etc-demdr1ttenTerm6

§2 Obwohl aber dieser Ausdruck beim Finden der Terme keinen Nutzen zu
haben scheinen mag, kann er dennoch fiir die Interpolation der Reihe oder fiir
die Terme, deren Indizes gebrochene Zahlen sind, hervorragend verwendet
werden. Uber dies aber hier etwas zu erkldren, habe ich nicht beschlossen,
weil unten geeignetere Arten auftauchen, um dasselbe zu machen. Ich méchte
das tiber diesen allgemeinen Term nur anfiithren, damit es auf die Dinge, die
folgen, quasi fiihrt. Ich habe den Term gesucht, dessen Index n = 1 ist und
der zwischen ersten, 1, und den vorhergehen fillt, der ebenso 1 ist. Nachdem
aber n = % gesetzt worden ist, habe ich diese Reihe erhalten

- etc

\/2-4 4-6 6-8 8-10
3-:3 5:5 7-7 9.9

die den gesuchten Term ausdriickt. Aber diese Reihe schien mir sofort gleich
der zu sein, welche ich mich erinnerte in den Werken von Wallis fiir die Fliache

des Kreises gesehen zu haben. Es hat namlich Wallis gefunden, dass der Kreis
zum Quadrat des Durchmessers ist wie

2-4-4-6-6-8-8-10-etc zu3-3-5-5-7-7-9-9-etc
Wenn also der Durchmesser = 1 ist, wird die Flache des Kreises sein

etc

_2-4 4-6 6-8
3.3 5.5 7.7
Aus Ubereinstirnmung dieser mit meiner lasst sich also schliefSen, dass der
Term des Index’ % gleich der Quadratwurzel aus dem Kreis ist, dessen
Duchmesser = 1 ist.



§3 Ich habe zuvor geglaubt, dass der allgemeine Term der Reihe 1,2, 6,24,
etc, wenn nicht algebraisch, dennoch exponential gegeben werden kann.
Aber nachdem ich verstanden hatte, dass gewisse Zwischenterme von der
Quadratur des Kreises abhédngen, habe ich erkannt, dass weder algebraische
noch exponentiale Groflen, um ihn asuzudriicken, geeignet sind. Denn der
allgemeine Term der Progression muss so beschaffen sein, dass er sowohl
algebraische als auch von der Quadratur des Kreises und auch unter Umstéan-
den von anderen Quadraturen abhdngende Grofien erfasst; was keiner weder
algebraischen noch exponentialen Formel zukommt.

§4 Nachdem ich aber daran gedacht hatte, dass unter Differential grofien
Formeln solcher Art gegeben sind, die in gewissen Fillen eine Integration
zulassen und dann algebraische Grofien liefern, in anderen hingegen keine
zulassen und dann von Quadraturen von Kurven abhidngende Grofsen darbi-
eten, kam es mir in den Sinn, dass unter Umstinden Formeln dieser Art, um
die allgemeinen Terme der erwdhnten Progression und anderer ihr dhnlicher
zu verschaffen, geeignet sind. Aber Progression, die solche allgemeinen Terme
erfordern, die algebraisch nicht gegeben werden kénnen, bezeichne ich als
transzendent; so wie die Geometer all das, was die Krafte gemeinen Algebra
tibersteigt, transzendent zu nennen pflegen.

§5 Ich habe also dariiber nachgesonnen, wie Differentialformeln, um allge-
meine Terme von Progressionen auszudriicken, am besten verwendet werden
sollten. Der allgemeine Term ist aber eine Formel, in welche sowohl konstante
Groflen als auch eine andere gewisse nicht konstante wie n eingehen, welche
die Ordnung der Terme oder den Index erkldrt, dass, wenn der dritte Term
verlangt wird, es notig ist, anstelle von n 3 zu setzen. Aber es muss in der
Differentialformel eine gewisse variable Grofie enthalten sein. Fiir diese ist
es nicht ratsam, n zu verwenden, weil sich seine Variabilitit nicht auf die
Integration bezieht, sondern, nachdem die Integralformel integriert worden
war oder sie festgelegt wird integriert worden zu sein, erst dann zum Bilden
der Progression dient. Es ist also von Noten, dass in der Differentialformel
eine gewisse variable Grof3x enthalten ist, die aber nach der Integration einer
anderen sich auf die Integration beziehenden gleichzusetzen ist, deren Index
n ist.



§6 Damit diese Dinge besser aufgefasst werden, sage ich, dass [ pdx der
allgemeine Term der auf die folgende Weise aus ihm zu findenden Progres-
sion ist; es bezeichne aber p irgendeine Funktion von x und Konstanten, in
deren Anzahl man n noch haben muss. Es werde pdx integriert und um
eine solche Konstante vermehrt aufgefasst, dass fiir x = 0 gesetzt das ganze
Integral verschwindet; dann werde x einer gewissen bekannten Grofse gleich
gesetzt. Danach werden im gefundenen Integral nur sich auf die Progression
beziehende Grofen iibrig sein, und das wird den Term ausdriicken, dessen
Index = n ist. Oder das auf besagte Weise bestimmte Integral wird auss-
chliefilich der allgemeine Term sein. Wenn man das freilich haben kann, ist
keine Differentialformel von Noten, sondern die daher gebildete Funktion
wird einen algebraischen allgemeinen Term haben; anders verhilt sich die
Sache, wenn die Integration nur gelingt, nachdem gewisse Zahlen anstelle
von n eingesetzt worden sind.

§7 Ich habe also mehrere keine Integration zulassende Differentialformeln
dieser Art, aufSer wenn anstelle von n eine ganze positive Zahl gesetzt wird,
angenommen, damit die wesentlichen Terme algebraisch werden, und habe
daher Progressionen gebildet. Deren allgemeine Terme werden deshalb griff-
bereit sein, und von welcher gewissen Quadratur ihre Zwischenterme ab-
hédngen, wird sich bestimmen lassen. Hier mochte ich freilich nicht mehrere
Formeln solcher Art durchgehen, sondern werde nur eine einzige ein wenig
allgemeinere behandeln, die sich sehr weit erstreckt und an alle Progressionen,
deren beliebige Terme aus einer vom Index abhidngenden Anzahl an Fak-
toren bestehende Produkte sind, angepasst werden kann; die Faktoren sind
Briiche, deren Zihler und Nenner in irgendeiner arithmetischen Progression
fortschreiten, wie

2 24
3735

2-4. 2.
3-5- 3-

Q1| =~

6 + 608 + etc
7 79
§8 Es sei diese Formel vorgelegt

/xedx(l —x)"

die den Platz des allgemeinen Terms einnimmt und die so integriert, dass
sie = 0 wird, wenn x = 0 ist, und dann fiir x = 1 gesetzt den Term n-ter
Ordnung der daher entspringenden Progression gebe. Wir wollen also sehen,



was fiir eine Progression sie verschafft. Es ist

n nn—1) , nn—-1)n-2) 4
1—x)"=1—~x+ - +
(1—x) ¥ 15~ T.5.3 x° + etc

und deshalb

-1 -1 -2
dx(1—x)" = x°dx — ?xeﬂdx + Ifl(?z)xe+2dx _nln ] 2)(1; )xe+3dx—|— etc
Daher ist
xetl nx®t? nn—1)x"3  nn—1)(n—2)x**

- + etc

/xedx(l—x)”: e+1 1-(c+2) 1-2-(e+3)  1-23-(c+4)

Es werde x = 1 gesetzt, weil die Addition einer Konstante nicht von Noten

ist, und man wird

1 n . nn—1)  nn-1)(n-2)
et1 1-(e+2) 1-2-(e+3) 1:2:3-(e+4)

+ etc

als allgemeinen Term der zu findenden Reihe haben. Diese wird eine solche

1
sein, dass, wenn n = 0 ist, der Term = el hervorgeht; wenn n = 1 ist,

der Term = ;; wenn n = 2 ist, der = 1-2
(e+1)(e+2)(e+3)

(e+1)(e+2)
n = 3, dass der Term = 1-2-3 ist; das Gesetz, nach
(e+1)(e+2)(e+3)(e+4)

welchem diese Terme fortschreiten, ist offenbar.

; wenn

§9 Ich habe also diese Progression erhalten

1 1-2 1-2.3
et(er2) T erDer2)(e+3) T erDe+2)(c13)(e+a)

+ etc

deren allgemeiner Term ist

/ xdx(1—x)"
Der Term n-ter Ordnung selbiger wird aber diese Form sein

1-2-3.-4---1n
(e+1)(e+2)---(e+n+1)




Diese Form gentigt freilich, um die Terme ganzzahliger Indizes zu finden,
aber wenn die Indizes nicht ganzzahlig waren, kénnen aus ihr die Terme
selbst nicht gefunden werden. Um diese aber ndhreungsweise zu finden, dient
diese Reihe

1 n n nn-1)  nn-1)(n-2)
e+1 1-(e+2) 1-2-(e+3) 1-2-3-(e+4)

+ etc

Wenn [ x°dx(1 — x)" mit e + n + 1 multipliziert wird, wird man eine Progres-
sion haben, deren Term n-ter Ordnung dieser Form hat
(e+1)(e+2)---(e+n)

deren wahrer allgemeiner Term also sein wird
(e+n+1) /xedx(l —x)"

Hier ist zu bemerken, dass die Progression immer algebraisch wird, wann

immer anstelle von e eine positive Zahl angenommen wird. Es werde eines

Beispiels wegen e = 2 gesetzt; der n-te Term der Progression wird sein
1-2-3---n 1-2

345 (n+2) " i) m T2

Dies zeigt auch der allgemeine Term selbst auf, der sein wird
(n+3) /xxdx(l —x)"

Denn sein Integral ist

<C B (1 _ x)n—H 2(1 _ x)n+2 B (1 _ x)n+3) (n N 3)

n+1 n+2 n+3

damit diese = 0 wird, wenn x = 0 ist, wird sein

12 1
n+1 n—-2 n+3

Es werde x = 1 gesetzt; der allgemeine Term wird sein

n+3 2(n+3) 2
_ +1=
n+1 n+2 (n+1)(n+2)




§10 Damit wir also transzendente Progressionen erhalten, werde e gleich
dem Bruch g gesetzt. Es wird aber der Term n-ter Ordnung sein

_ 1-2-3...n
T F+F+29)(F+38) - (f+ng)®

n

oder
g-29-3¢---ng
(f +8)(f +28)(f +38) - (f +ng)

Der allgemeine Term wird aber sein
1)
_ftn+1)g +(n+1)g /x fdx(1— x)"

Wenn dieser durch g" geteilt wird, wird er fiir diese Progression sein
1 . 1-2 . 1-2-3
fre (f+8)(f+2g)  (f+8)(f+28)(f+38)

deren Term n-ter Ordnung ist

+ etc

B 1-2.3...n
C(f+(f+2g) - (f+ng)

Der allgemeine Term der Progression wird also sein

f+ n+1)g
n+1

x?dx

Wenn dort der Bruch £ nicht einer ganzen Zahl gleich ist, oder wenn f zu g
kein vielfaches Verhdhltnis hat, wird die Progression transzendent sein und
die Zwischenterme von Quadraturen abhdngen.

§11 Ich mochte hier ein bestimmtes Beispiel anfiihren, damit der Gebrauch
des allgemeinen Terms besser vor Augen gefhrt wird. Es sei in der ersten
Progression des vorhergehenden Paragraphen f =1, g = 2; es wird der Term
der Ordnung 7 sein

. 2:4-6-8--:2n

- 3.5.7.9.--(2n+1)

die Progression selbst hingegen diese

2 24

+ +246+etc
3 3- 3-5.7



deren allgemeiner Term also sein wird

2n+3/dx(1—x)”\/§

Es werde der Term gesucht, dessen Index % ist; es wird also n = % werden

und man wird den gesuchten Term haben

:2/dx\/x—xx

Weil dies das Element der Kreisfliche bedeutet, ist es offenkundig, dass der
gesuchte Term die Flache des Kreises ist, dessen Durchmesser = 1 ist.
Es sei weiter diese Reihe vorgelegt

r r(r=1) r(r—=1)(r—2)
it T3

welches die der Koeffizienten des zur Potenz r erhobenen Binoms ist. Der
Term n-ter Ordnung ist also

rir—=1)(r—2)---(r—n+2)
123 -(n—1)

+ etc

Im vorhergehenden Paragraphen hatte man diesen
1.-2-3---n
(f+8)(f +28) - (f+ng)

Dieser, damit er mit jenem verglichen wird, ist zu invertieren, dass man hat

(f +8)(f +28) - (f +ng)
1-2---11

dieser werde mit f 2 multipliziert und es wird sein

_(f+e(f+28)- - (f+(n—-1)g)
1.2 (n—1)

es ist also notig, dass f +¢ = rund f +2¢ = r — 1 ist, woher g = —1
und f = r 4+ 1 werden wird. Auf dieselbe Weise werde der nachstehende
allgemeine Term behandelt

f+n+1)g

g
n+1 x dx



Es wird fiir die vorgelegte Progression

ro r(r=1)
1+i+ 12

+ etc

dieser allgemeine Term hervorgehen

n(_l)n—H
(r—mn)(r—mn+1) [x1dx(1—x)"

Es sei r = 2; es wird der allgemeine Term dieser Progression
1,2,1,0,0,0,etc
n(—1)m+1
(2—n)(3—mn) [x73dx(1 —x)"
Hier muss aber bemerkt werden, dass dieser Fall und andere, in denen e + 1
eine negative Zahl wird, nicht aus dem allgemeinen abgeleitet werden konnen,

weil dann das Integral nicht = 0 wird, wenn x = 0 ist. Fiir diese ist es hingegen
gefallig, dass

/xedx(l —x)"

auf eigene Weise integriert wird; nach der Integration ist namlich eine un-
endliche Konstante hinzuzufiigen. Wann immer aber e + 1 eine positive Zahl
ist, wie ich in §8 festgelegt habe, ist die Addition einer Konstante nicht von
Noten. Nachdem aber die Progression betrachtet worden ist, deren Term der
Ordnung n der folgende war

r(r=1)(r=2)---(r—n+2)
123 (n—1)

kann jene Form des Exponenten 7 in diese verwandelt werden

rir—1)---1
123 -(n—1)1-2-(r—n+1))

Aber durch §14 ist
rir—=1)---1= /dx(—ln(x))r

und

1-2:3---(n—1) :/dx(—ln(x))”—1



und
1.-2... (1’ —n+ 1) — /dx(— ln(x))rfnﬂ

Deswegen hat man von der dort behandelten Progression

ro r(r=1) r(r=1)(r—2)

14—
+1+ 1-2 + 1-2-3

+ etc

hier den allgemeinen Term

[ dx(~In(x))’
Jdx(=In(x))*1 [ dx(—In(x))r+

Wenn r = 2 war, wird der allgemeine Term sein

2
Jdx(=In(x))"~1 [dx(—In(x))3~"

welchem diese Progression entspricht

1,2,1,0,0,0, etc
wie wenn der Term des Index’ % gesucht, wird er sein

2
[ dx(—1In(x))z [ dx(—1In(x))?

Nachdem also die Flache des Kreises, dessen Durchmesser = 1 ist, A genannt
worden ist, weil ist

/dx(—ln(x))% = VA und /dx(—ln(x))% = §\/Z

2

wird der in die Mitte zwischen die zwei ersten Terme der Progression

1,2,1,0,0,0, etc fallende Term von dieser Form 3%4 sein, das heifst sehr nahe
5

3

§12 Ich schreite nun zur Progression voran, iiber die ich eingangs geredet
habe,
1+1-24+1-2-3+ etc

und in welcher der Term der Ordnung n1-2-3-4---n ist. Diese Progression
ist in unserer allgemeinen enthalten, aber der allgemeine Term muss auf eigene

10



Weise daher abgeleitet werden. Bisher habe ich natiirlich den allgemeinen
Term gehabt, wenn der Term der Ordnung n ist

1-2-3.-.n
(f +8)(f +28) - (f +ng)

der, wenn f = 1 und ¢ = 0 gesetzt wird, in 1-2-3---n {ibergeht, deren
allgemeiner Term gesucht wird; es werden also im allgemeinen Term

f+ (n+1)g

g
n+1 x dx

diese Werte anstelle von f und g eingesetzt; es wird der gesucht allgemeine
Term sein .
xodx(1— x)"
/ on+1
Was aber der Wert dieses Ausdrucks ist, untersuche ich auf die folgende
Weise.

§13 Aus der Bedingung, nach welcher die allgemeinen Terme dem Nutzen
entsprechend gestaltet werden miissen, wird eingesehen, dass anstelle von
x andere Funktionen von x eingesetzt werden konnen, solange sie solche
waren, dass sie = 0 sind, wenn x = 0 ist, und = 1, wenn x = 1 ist. Denn
wenn Funktionen von dieser Art anstelle von x eingesetzt werden, wird

der allgemeine Term genauso Geniige leisten wie zuvor. Es werde also x/+s

=f
anstelle von x gesetzt und als logische Konsequenz %xﬁf dx anstelle von dx,
wonach man haben wird

[+ Z::l g/fg dx(1 — x75 )"

Nun werde hier f =1 und g = 0 gesetzt; man wird haben

/dx(lo—n x0)"

Weil aber x° = 1 ist, haben wir einen Fall, in dem Zihler und Nenner ver-
schwinden, (1 — x°)" und 0". Durch die bekannte Regel wollen wir also den

Wert des Bruches % suchen. Dies wird gemacht werden, indem der Wert
y4

— X . .
des Bruches dann gesucht wird, wenn z verschwindet; es werden also

11



sowohl Zihler als auch der Nenner differenziert, nachdem allein z als Variable

festgelegt worden ist; man wird %Zln(z) oder —x*In(x) haben; wenn nun

z = 0 gesetzt wird, wird — In(x) hervorgehen. Es ist deshalb

_ 40
L = in()
§14 Weil also ist
_ 40
! Ox = —In(x)
wird sein ( 0)
1—x")"
—or (—In(x))"

und deshalb ist der gesuchte allgemeine Term [ dx(le_nxo)n in [dx(—1In(x))"
verwandelt worden. Dessen Wert kann durch Quadraturen gefunden werden.
Deswegen ist der allgemeine Term dieser Progression

1,2,6,24,120,720, etc

dieser
/ dx(—In(x))"

auf dieselbe Weise zu verwendende, die oben vorgeschrieben worden ist. Dass
aber dieser der allgemeine Term der vorgelegten Progression ist, wird auch
daher erkannt, dass er die Terme, deren Indizes ganze positive Zahlen sind,
in der Tat liefert. Es sei eines Beispiels wegen n = 3; es wird sein

/ dx(—In(x))? = / “dx(In(x))® = —x(In(x))? + 3x(In(x))? — 6xIn(x) + 6x

die Addition einer Konstante ist nicht von Noten, weil fiir x = 0 gesetzt alles
verschwindet; es werde also x = 1 gesetzt; weil In(1) = 0 ist, werden alle mit
Logarithmen behafteten Terme verschwinden und es wird 6 zuiickbleiben,
welches der dritte Term ist.

§15 Es ist freilich klar, dass diese Methode, die Terme dieser Reihe zu finden,
zu aufwendig ist, natiirlich die Terme, deren Indizes ganze Zahlen sind, die
selbstredend leichter durch Fortsetzten der Progression erhalten werden. Aber
dennoch ist sie, um die Terme der gebrochener Indizes zu finden, iiberaus

12



geeignet, die natiirlich bis jetzt nicht einmal mit der aufwendigsten Meth-
ode bestimmt werden kénnen. Wenn x = 3 gesetzt wird, wird man den
entsprechenden Term = [ dx\/—In(x) haben, dessen Wert durch Quadra-
turen gegeben ist. Aber am Anfang [§11] habe ich gezeigt, dass dieser Term
gleich der Quadratwurzel aus dem Kreis ist, dessen Durchmesser 1 ist. Es ist
freilich wegen des Mangels der Analysis nicht moglich, daher dasselbe zu
folgern; unten wird aber eine Methode folgen, dieselben Zwischenterme auf
die Quadraturen von algebraischen Kurven zurtickzufiihren. Aus deren Ver-
gleich mit dieser wird unter Umstdnden einiges zur Erweiterung der Analysis
abgeleitet werden konnen.

§16 Der allgemeine Term der Progression, deren Term der Ordnung n durch
diesen Ausdruck angegeben wird
1-2-3---n
(f+8)(f +28)(f +38) - (f +ng)

ist durch §10
f+n+1)g

3
n+1 x dx

Wenn aber der Term der Ordnung n war

dann ist der allgemeine Term

/dx(—ln(x))”

Wenn diese Formel anstelle von 1-2 -3 - - n eingesetzt wird, wird man haben

[ dx(—1In(x))" _ fH+(n+1)g
(f+Q(f+28)(f+3g)-- (f+ng) g
Daher wird bewirkt

x?dx

g1 [ dx(—In(x))"
(f + (n+1)g) [ x¥dx(1 — x)"

(f+8)(f+28)(f+3g) - (f+ng) =

Dieser Ausdruck ist also der allgemeine Term dieser Progression

(f+8), (f+8)(f +28), (f +8)(f +28)(f +3g) etc

13



Mit Hilfe des allgemeinen Terms werden also alle Terme irgendeines Index’
von allen Progressionen dieser Art bestimmt. Die Dinge, die unten iiber die
Reduktion von [ dx(—In(x))" auf bekanntere Quadraturen von algebraischen
Kurven folgen werden, werden auch hier Nutzen haben.

§17 Essei f+g=1und f +2g = 3; es wird g = 2 und f = —1 sein. Daher
wird diese spezielle Progression entspringen

1,1-3,1-3-5,1-3-5-7 etc
Deren allgemeiner Term ist also

21 [dx(—In(x))"
(2n+1) [ x~2dx(1— x)"

Obwohl hier der Exponent von x negativ ist, hat dennoch dieser Umstand,
tiber den oben redet worden ist, hier keine Geltung, weil er kleiner als die
Einheit ist. Es werde n = % gesetzt, dass der Term der Ordnung % gefunden
wird; er wird sein

2 fdx\/T V2 [dx/=In(x)

fo 2dxy/1 — x %

Durch §15 ist aber bekannt, dass [ dx\/— In(x) die Quadratwurzel aus dem
Kreis gibt, dessen Durchmesser = 1; es sei die Peripherie seines Kreises p; es
wird die Fliche = {p sein und daher gibt [ dx\/—In(x) }./p. Des Weiteren
ist

dx — xdx dx
2\/x—xx 2\/x—xx

— gibt den Bogen des Kreises, dessen Sinus versus x ist. Nachdem

+Vx—xx

aber [ N

deshalb x = 1 gesetzt worden ist, wird 1p hervorgehen. Deswegen wird der
gesuchte Term sein

§18 Weil der allgemeine Term der Progression, dessen Term der Ordnung n
angezeigt wird durch

(f +8)(f +28) - (f +ng)

14



durch §16 ist
g™t [dx(—In(x))"

f
(f+(n+1)g) [xsdx(1—x)"
gleichermafien, wenn der Term der Ordnung n war

(h+k)(h+2k)--- (h+ nk)
wird der allgemeine Term

k"1 [ do(— In(x))"
(h+ (n+1)k) [ xFdx(1 — x)"

Es werde jene Progression durch diese geteilt, natiirlich der erste Term durch
den ersten, der zweite durch der zweiten und so weiter; es wird zu einer
neuen Progression gelangt werden, deren Term der Ordnung n sein wird

(f +8)(f +28) - (f +ng)
(h+ k) (h+2Kk) - - - (h + nk)

Und der aus jenen zwei zusammengesetzte allgemeine Term dieser Progres-

sion wird sein \
¢ (h+ (n+1)k) [ xxdx(1—x)"

R 4+ (n 4+ 1)g) [ xdx(1 - x)"

Dieser ist frei vom logarithmischen Integral [ dx(—In(x))"

§19 Bei allen allgemeinen Termen dieser Art ist besonders dies anzumerken,
dass anstelle von f, g, h, k freilich keine konstanten Zahlen gesetzt werden
miissen, sondern sie auch auf irgendeine Weise von n abhdngend angenom-
men werden konnen. Bei der Integration werden ndmlich die Buchstaben
genauso wie n betrachtet, alle als Konstanten. Es sei der Term der Ordnung n
dieser

(f+8)(f+28) - (g+ng)
es werde ¢ = 1 gesetzt, aber f = ", Weil die Progression selbst ist

f+g(f+8)(f+28), (f +8)(f +28)(f +3g) et

werde tiberall 1 anstelle von g festgelegt; sie wird sein

fHLU+D+2), (F+D(f +2)(f +3) ete
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Aber anstelle von f muss im ersten Term 0 geschrieben werden, im zweiten 1,
im dritten 3, im vierten 6 und so weiter; es wird diese Progression hervorgehen

1,1-2,4-5-6,7-8-9-10 etc
deren allgemeiner Term ist

2 [dx(—1In(x))" B 2 [dx(—In(x))"

n+l

(mn+n+2) [ dx(1—x)"  (mn4n+2) [dx(x"T —x"T )"

§20 Ich komme nun zu dieser Progressionen, woher ich jenen Vorteil beim
Bestimmen der Zwischenterme dieser Progression

1,2,6,24,120 etc

erhalten habe. Er erstreckt sich ndmlich weiter als auf diese Progression allein,
weil ja ihr allgemeiner Term
/ dx(—In(x))"

auch in die allgemeinen Terme unendlich vieler anderer Progressionen eingeht.
Ich nehme diesen allgemeinen Term an

f+ n+1)g

g
n+1 x dx

welchem dieser Term der Ordnung n entspricht
1.2.3---n
(f +&)(f +28)(f +38) -~ (f +ng)

Ich setze hier f = n, g = 1; es wird der allgemeine Term sein

(21 +1) /x”dx(l —x)" oder (21 +1) /dx(x ~xx)"

und seine Form der Ordnung n
1.-2.3---n
(f+8)(f+2¢)(f+3g)-2n

Die Progression selbst hingegen diese

11-21-2-3

2’34456

etc
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oder diese
1-11-2-1-21-2-3-1-2-3

1-171-2-3-4"1-2-3-4-5-6
In dieser sind die Zdhler die Quadrate der Progression 1,2, 6,24 etc; zwischen
zwei benachbarten Nennern wird hingegen der von beiden gleich weit entfer-
nte leicht gefunden. Es sei in der Progression 1,2, 6,24 etc der Term, dessen

AA
Index % ist, A; es wird der Term der Ordnung % jener Progression = =S sein.

§21 Es werde im allgemeinen Term
(2n+1) /x”dx(l —x)"
n = I gesetzt; es wird der Term, dieses Exponenten sein

Z/dx\/x—xx:AlA

woher

A:\/l-Z/dx\/m

gleich dem Term der Progression 1,2, 6,24 etc ist, dessen Index % ist, der also,
wie sich daraus zeigt, die Quadratwurzel aus dem Kreis des Durchmessers 1
ist. Es werde nun der Term dieser Progression der Ordnung 3 A genannt; es
wird der entsprechende in der angenommenen Progression sein

A-A
1‘2'3—4/dx(x—xx)

A:\/1-2-3~4/dx(x—xx)g

Auf die gleiche Weise wird der Term der Ordnung 3 gefunden werden

:\/1-2-3-4-5-6/dx(x—xx)3

Aus diesen folgere ich allgemein, dass der Term der Ordnung 4 sein wird

Nlw

also

:\/1'2'3‘4"‘(P-i-l)/dx(x—xx)g

Auf diese Weise werden also alle Terme der Progression 1, 2, 6,24 etc gefunden,
deren Indizes Briiche sind, wiahrend der Nenner 2 ist.
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§22 Weiter setze ich im allgemeinen Term

f+ (n+1)g

g
n+1 x dx

f = 2n, wihrend ¢ = 1 bleibt; es wird
(Bn+1) /dx(xx — X3

als allgemeiner Term dieser Progression hervorgehen
11-21-2-3
3'5-6'7-8-9
Es werde jener mit dem vorhergehenden (21 +1) [ dx(x — xx)" multipliziert;
es wird hervorgehen

etc

(2n+1)(3n+1)/dx(x—xx)”/dx(xx—x3)”

Dieser wird diese Progression geben
1-1-11-2-1-2-1-2
1-2-3"1-2-3-4-5-6

wo die Zihler die Kuben der Progression 1,2, 6,24 etc sind. Der Term der

Ordnung % dieser Progression sei A; es wird der entsprechende jener sein

3
A7 =2 g—1—1 /dx(x—xx %/dx xx —x° %
1 3
also ist der Term der Ordnung %

\3/1-2-2/dx(x—xx %/dx (xx — x3)3

gleichermafen ist der Term der Ordnung 2 5

\3/1-2-3-Z/dx(x—xx %/dx (xx — x3)3

Und der Term der Ordnung % ist

\/1 2:-3-4-5- —/dxx—xx%/dxxx—ﬁ’)%

und allgemein ist der Term der Ordnung §

\3/1~2---p-2p;3~(p+1)/dx(x—xx)§/dx(xx—x3)g

etc
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§23 Wenn wir, indem f = 3n gesetzt wird, weiter fortschreiten wollen, wird
der allgemeine Term

(4n+1)/dx(x3—x4)”

mit den vorhergehenden multipliziert werden miissen, woher man hat
2n+1)Bn+1)(4n+1) /dx(x —xx)" /dx(x2 — x3)"

welcher fiir diese Reihe ist
11:111.2:1.2:1.2:1-2
1-2.3.41-2.3-45.6-7-8°°¢

Aus dieser werden die Terme der Progression 1,2, 6,24 etc bestimmt werden,
deren Indizes die Briiche sind, die den Nenner 4 haben. Nattirlich wird der
Term, dessen Index % ist, gefunden werden

\4/1-2~3---p(zf+1> (34p+1> (p+1)

X /dx(x—xx)g /dx(xx—x3)g /dx(x3—x4)§

Daher lasst sich allgemein folgern, dass der Term der Ordnung g ist

“ s () () (1)

X /dx(x—xx)s/dx(xz—x:;)%/dx(xg’—x‘l)%--‘/dx(xqfl _xq)§

Aus dieser Formel werden also die Terme irgendeines gebrochenen Index’
durch Quadraturen algebraischer Kurven gefunden; dafiir wird aber 1-2-
3- - - p verlangt, der Term, dessen Index der Zdhler des vorgelegten Bruches
ist.

§24 Auf dieselbe Weise ldsst sich weiter zu noch mehr zusammengesetzten
Progressionen fortschreiten, indem noch mehr zusammengesetzte allgemeine
Terme angenommen werden, aber ich verfolge diese Dinge nicht weiter. Es
konnen auch die Integralzeichen multipliziert werden, dass der allgemeine

Term ist
/ qdx / pdx
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es muss nattirlich das Integral von pdx mit gdx multipliziert werden und was
resultiert muss erneut integriert werden, was erst fiir x = 1 gesetzt einen Term
der Reihe geben wird. Bei jeder der beiden Integrationen, damit sie bestimmt
ist, ist es aber notig, durch Addieren einer Konstante zu bewirken, dass fiir
x = 0 das Integral ebenso = 0 wird.

Auf die gleiche Weise sind allgemeine Terme zu behandeln, die in mehreren
Integralzeichen enthalten sind, wie

/rdx/qu/pdx

Aber dennoch sind immer anstelle von p, g, r etc solche Funktion zu nehmen,
dass, sooft n eine ganze positive Zahl ist, zumindest algebraische Terme
hervorgehen.

§25 Es sei der allgemeine Term

/dxx/xgdx(l—x)”

dieser gibt in eine Reihe umgewandelt

xe-i—l nxe+2 71(71 _ 1)x€+3

- — et
e+1)? T-(e+22 T1-2-(eq32 ©F

Fiir x = 1 gesetzt wird man den Term der Ordnung n durch diese Reihen

haben
1 n n(n—1)

(e+1)2 1-(e+2)? 12, (e +3)2
Die Progression selbst hingegen wird diese vom Term, dessen Index 0 ist, aus
beginnende sein

— etc

1 (e+2)2—(e+1)% (e+3)%(e+2)2—2(e+3)%(e+1)>+ (e +2)%(e+1)?

(e+1)2" (e+2)2%(e+1)% "’ (e+3)2(e+2)2(e+1)2
(e+4)%(e+3)%(e+2)%>—3(e+4)*(e+3)*(e +1)?
(e+4)2(e+3)%(e+2)%(e+1)?
)2

+3(e+4)2(e+2 (e+1)2—(e+3)%(e+2)%(e+1)2
(e+4)%(e+3)2(e+2)%(e+1)?
etc
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Das Bildungsgesetz dieser Progression ist offenbar und bedarf keiner weiteren
Erklarung. Es sei e = 0; es wird sein

n+1
/dxl—x (1 x)
n+1

der allgemeine Term ist also

dx — dx(1 — x)"+!
/ (n+1)x

die Progression hingegen wird diese sein

14-19-4-2-9-14+4-116-9-4— 31691+31641—941
1417 9.-4-1 ’ 16-9-4-1

Die Differenzen von dieser werden diese Progression festlegen

-1 -9+4 -16-9+2-16-4—-9-4
4-179-4-17 16-9-4-1

etc

§26 In dieser Abhandlung habe ich also das, was ich besonders beabsichtigte,
erreicht, natiirlich dass ich die allgemeinen Terme aller Progressionen fande,
deren einzelne Terme Produkte aus in einer arithmetischen Progression
fortschreitenden Faktoren sind, in denen die Anzahl der Faktoren wie es
beliebt von den Indizes der Faktoren abhingt. Obwohl aber hier immer die
Anzahl der Faktoren dem Index gleich gesetzt worden ist, hat dennoch, wenn
er auf eine andere Weise davon abhdngend verlangt wird, die Sache nichts an
Schwierigkeit. Der Index ist mit dem Buchstaben n bezeichnet worden; wenn
nun jemand verlangt, dass die Anzahl der Faktoren %" ist, ist keine andere
Operation von Noten, au8er dass iiberall anstelle von n 5™ eingesetzt wird.

§27 Anstelle des Schlufschnorkels mochte ich noch etwas, es ist freilich
eher interessant als niitzlich, anfiigen. Es ist bekannt, dass durch d"x das
Differential der Ordnung n von x verstanden wird und d"p, wenn p eine
gewisse Funktion von x bezeichnet und dx konstant gesetzt wird, mit dx”"
homogen ist; immer aber, wann n eine ganze positive Zahl ist, kann das
Verhiltnis, dass d"p zu dx" hat, algebraisch ausgedriickt werden; wie wenn
n =2und p = x% ist, wird d?(x®) zu dx? wie 6x zu 1 sein. Es wird also
nun gesucht, wenn n eine gebrochene Zahl ist, was dann fiir ein Verhéltnis
bestehen wird. Die Schwierigkeit in diesen Féllen wird leicht verstanden;
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denn wenn 7 eine ganze positive Zahl ist, wird d" durch Wiederholen der
Differenziation gefunden; ein solcher Weg steht aber nicht offen, wenn 7 eine
gebrochene Zahl ist. Aber dennoch wird sich mit Hilfe der Interpolationen
der Progressionen, tiber welche ich in dieser Abhandlung erklirt habe, die
Sache erledigen lassen.

§28 Es sei das Verhiltnis zwischen d"(z¢) und dz" fiir konstant festgelegtes
dr(z°)
dz"
also zuerst sehen, welches seine Werte sind, wenn n eine ganze Zahl ist, dass

danach allgemein die Anwendung geschehen kann. Wenn n = 1 ist, wird sein
Wert sein

dz zu finden, oder es wird der Wert des Bruches verlangt. Wir wollen

1 1:2.3...¢ o1
= z
1-2-3---(e—1)
ich driicke e auf diese Weise aus, damit spéter leichter das, was angegeben
worden ist, hierauf tibertragen wird. Wenn n = 2 ist, wird der Wert sein

_ e—2 __ e—2
e(e—1)z 1'2_3'“(6_2)2

ez

Wenn n = 3 ist, wird man haben
1-2.3...¢ o3
= z
1-2-3---(e—3)
Daher bringe ich allgemein ein, was auch immer 7 ist, dass immer sein wird
d*(z¥)  1-2-3---e
dz"  1-2-3---(e—n)

e(e—1)(e—2)z¢3

e—n

Es ist aber durch §14
1-2-3---e:/dx(—ln(x))e und1-2-3---(e—n) :/dx(—ln(x))e’”

Daher hat man

() oy Jdx(~In(x))
dz" [ dx(—1In(x))e"
oder i . .
dn(ZE) — N f x(_ n(x)
[ dx(—1In(x))e"
Es wird hier dz konstant festgelegt und sowohl [dx(—In(x))¢ als auch
J dx(—1In(x))°"" miissen so integriert werden, wie oben vorgeschrieben wor-
den ist, und dann ist es nétig x = 1 zu setzen.
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§29 Es ist nicht von Noten, wie das Wahre gefunden wird, zu zeigen; es
wird ndmlich klar werden, indem anstelle von n irgendeine ganze positive

Zahl gesetzt wird. Es werde aber gesucht, was d 1z ist, wenn dz konstant ist.

Eswird alsoe =1 und n = % sein. Man wird deshalb haben

| [ dx(=in()
diz= "~ ——"-zdz
[ dx\/—1In(x)

Es ist daher

/dx(—ln(x)) =1

und nachdem die Flache des Kreises, dessen Durchmesser 1 ist, A genannt

worden ist, wird sein
/dx,/—ln(x) —VA

1 zdz
2z =\

Es sei also diese Gleichung fiir irgendeine Kurve vorgelegt

ydiz = z\/dy

wo dz konstant festgelegt wird, und gesucht wird, was fiir eine Kurve sie ist.

woher ist

Weil d2z = 1/ % ist, wird die Gleichung in diese iibergehen

<=
die quadriert gibt
yﬁiz = zdy
daher wird gefunden
1 1
1 In(z) =C— v

oder
yln(z) =cAy— A

welches die Gleichung fiir die gesuchte Kurve ist.
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