KariTterL VI
UBER DIE DIFFERENTIATION VON
TRANSZENDENTEN FUNKTIONEN *

Leonhard Euler

§178 Aufler den unendlich vielen Geschlechtern von transzendenten oder
nicht algebraischen Grofien, welche das Integralkalkiil immer wieder an die
Hand gab, war ist es uns in der Introductio in analysin infinitorum moglich gewe-
sen, zur Erkenntnis einiger des Ofteren gebrauchter Grolen von dieser Art zu
gelangen, welche uns die Lehre von Logarithmen und Kreisbogen dargeboten
hatte. Weil wir ja also die Natur dieser Groflen so klar dargestellt haben,
dass sie fast mit der gleichen Leichtigkeit wie algebraische Grofien in einer
Rechnung behandelt werden konnen, werden wir auch deren Differentiale
in diesem Kapitel ausfindig machen, damit deren natiirliche Beschaffenheit
und deren Eigenschaften besser verstanden werden und auf diese Weise der
Zugang zum Integralkalkiil, welches eine eigene Quelle von transzendenten
Grofden ist, eroffnet wird.

§179 Als erstes tauchen also die logarithmischen Grofien oder Funktionen
von x solcher Art auf, die aufser algebraischen Ausdriicken auch den Loga-
rithmus von x oder eine gewisse Funktion von selbigem involvieren. Weil,
um diese zu differenzieren, die algebraischen Grofien die Aufgabe nicht
weiter ausreichen, liegt die ganze Schwierigkeit im Finden des Differentials
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des Logarithmus’ einer gewissen Funktion von x. Weil aber sehr viele ver-
schiedene Geschlechter von Logarithmen gegeben sind, die dennoch konstante
Verhiltnisse zueinander haben, werden wir hier hauptsachlich hyperbolis-
che Logarithmen betrachten, weil aus ihnen die {ibrigen Logarithmen leicht
gebildet werden kénnen. Wenn namlich der hyperbolische Logarithmus der
Funktion p = log p war, dann wird der zu einer anderen Basis genommene
Logarithmus der Funktion p = mlog p sein, wahrend m die Zahl bezeichnet,
mit welcher die Relation des zur anderen Basis genommenen Logarithmus’
zu den hyperbolischen ausgedriickt wird. Dieses Grundes wegen wird log p
hier immer den hyperbolischen Logarithmus der Grofie p bezeichnen.

§180 Wir wollen also das Differential des hyperbolischen Logarithmus” der
Grofle x suchen und man setze y = log x, so dass der Wert des Differentials dy
bestimmt werden muss. Es werde x + dx anstelle von x gesetzt und so wird y
in y' = y + dy {ibergehen; daher wird man haben

y+dy =log(x+dx) und dy=Ilog(x+dx)—logx =log (1 + d;)

Aber schon oben haben wir den hyperbolischen Logarithmus des Ausdruckes
1+ z so durch eine unendliche Reihe ausgedriickt, dass galt

2 23 #4

z
log(1+z)—z—5+§—z+etc.

Nachdem also de fiir z gesetzt worden ist, werden wir erhalten

dy = dj _ LXZ —+ dixB — et
y= x  2x%2  3x3 et
Weil also alle Terme dieser Reihe in Bezug auf den ersten verschwinden, wird

gelten

dx
d.l =dy = —.
ogx =4y =~
Daher wird das Differential irgendeines anderen Logarithmus’, dessen Ver-
héltnis zum hyperbolischen 7 : 1 ist, = ”;ﬂ sein.



§181 Wenn also der Logarithmus, log p einer gewissen Funktion p von x
vorgelegt wird, wird mit derselben Rechnung aufgefunden werden, dass sein
Differential = d?p ist, woher man, um die Differentiale von Logarithmen zu
finden, diese Regel ableitet:

Es werde das Differential der Grofie p, deren Logarithmus vorgelegt wird, genom-
men und dieses wird durch die Grofle p dividiert das gesuchte Differential des
Logarithmus” geben.

Diese selbe Regel folgt auch aus der Form #, auf welche wir den Loga-
rithmus von p im oberen Buch zuriickgefiihrt haben: Es sei w = 0, und weil
logp = % ist, wird auch gelten

d.logp = d.%p‘*’ =p“ldp = dp

p

- wegen w = 0. Es ist aber anzumerken, dass 97 Jas Differential des hyperbolis-
chen Logarithmus’ von p ist, sodass, wenn der gewohnliche Logarithmus von
p vorgelegt werden wiirde, jenes Differential d?p mit dieser Zahl 0,43429448
etc. multipliziert werden mdiisste.

§182 Mit Hilfe dieser Regel, der Logarithmus welcher Funktion von x auch
immer vorgelegt wird, wird sein Differential sehr leicht gefunden werden
konnen, so wie aus den folgenden Beispielen erkannt werden wird.

I. Es sei y = log x, es wird gelten

dx
dy = —.
YT
II. Wenn y = log x" ist, werde x" = p gesetzt wird, dass y = log p ist, und

es wird dy = d?p sein. Aber es ist dp = nx"~'dx, woher wird

ndx
dy = —.
Y X
Dasselbe wird auch aus der Natur der Logarithmen erschlossen; denn, weil
log x* = nlog x ist, wird d.log x" = nd.log x = ’%x sein.

III. Wenn y = log(1 + xx) ist, wird sein



2xdx

dy:1+xx
IV. Wenn y = log \/ﬁ ist, findet man, weil y = —log v/1 — xx = —% log(1—
xx) gilt,
xdx
dx = T

V. Wenn y = log \/ﬁ, wird wegen y = log x — 3 log(1 + xx) werden
dx  xdx dx

x  T+xx  x(1+axx)

VL. Wenn y = log (x 4 /1 + xx) ist, wird werden
Cdx+xdx:/14+xx  xdx +dxyv14 xx

x+vVI+xx (v +VI+xx)VI+xx

weil Zdhler und Nenner dieses Bruches durch x + /1 + xx teilbar sind, wird
werden

dy =

dy

dy = L
v1+xx
VIL. Wenn y = \/%71 log (xv/—14 /1 —xx) ist, werde xv/—1 = z gesetzt.
Und wegen y = ﬁ log (z + v/1 + zz) wird durch das Vorhergehende dy =
\/%sz : v/1+ zz sein. Daher wird wegen dz = dx\/—1 werden
dx
VI—xx

Obwohl also der vorgelegte Logarithmus imaginédre Grofien involviert, wird
sein Differential dennoch reell.

dy =

§183 Wenn die Grofe, deren Logarithmus vorgelegt wird, Faktoren hat, dann
wird der Logarithmus selbst auf diese Weise in mehrere andere aufgelost
werden. Wenn y = log pqrs vorgelegt wird, weil y = logp + logg + logr +
log s ist, wird auch gelten

dp dq dr d
_dp  dq_ dr ds

dy p q r S



Diese Auflosung hat in gleicher Weise Geltung, wenn jene andere Grofe,
deren Logarithmus differenziert werden muss, ein Bruch war. Es sei ndmlich
y = log I1; wegen y = log p +log g — log r — log s wird gelten

p g v s
Und auch Potenzen werden den Schwierigkeitsgrad nicht verdndern; wenn
namlich y = log ?
gelten

war, wird wegen y = mlogp +nlogq — ulogr — vlog

r#sV

qy = map  ndq _ pdr vds
p q r S

I. Wenn y = log(a + x)(b + x)(c + x) war, weil gilt

y =log(a+ x) +log(b+ x) +log(c + x),

wird das gesuchte Differential werden

dx n dx L dx
a+x b+x c+x

dy =

II. Wenn y = 1 log 1% T war, wird sein

1 1
Y= Elog(l +x)— Elog(l —X)
und daher wird auch gelten

Lax Lax dx
dy = -2 2 = .
y 1+x+1—x 1—xx

III. Wenn y = 1 log \/%"H ist, wird wegen

yzilog(\/l%-xx—l—x) —%(\/1+xx—x).

Dieses selbe wird leichter gefunden, wenn im Bruch Y1+ +x die Irrationalitat
Vitxx

im Nenner durch Erweitern mit v/1 + xx + x beseitigt w1rd, es wird namlich
hervorgehen

= %log(\/lexerx)2 = log (V1+xx+x),



dessen Differential wir schon zuvor gesehen haben dy = \/% zu sein.

IV. Wenn y = log \/77%7 ”}:i ist, werde der Zahler dieses Bruches wie folgt

festgelegt

Vitx+Vi—-x=p;

und der Nenner

Vitx—V1-—x=g;

es wird y = logg =logp —logqund dy = d?p - dq—q sein. Es ist in der Tat

dx dx —dx —qdx
P 2V1+x 2V1—x 2\/1—xx(\/ = Vi-x) 24/1 — xx
und
dx dx pdx

dg = + = )
1 2vV1+x  2v/1—x 21 —xx

Daher wird werden

dp _dq _ _ —qdx __ pdx _ —(pp+qq9)dx
p 9 2pV1—xx 2gy/1—xx  2pgy/1—xx
Aber es ist pp + g9 = 4 und pg = 2x, woher sein wird

dy = _dix_
xv1—xx
Dieses Differential wird aber leichter gefunden werden, wenn der vorgelegte
Logarithmus so transformiert wird
1+ v1—xx 1 1
8— = log <x + )

— 1

=1
y== xx

Denn nach Setzen von 1 + 4/ xix —1 = p wird sein

ip— —dx dx . —dx dx _dx(1+v1—xx)
S B3(L—-1) xx  xxy/1—xx xxy/T—xx '
und daher wird wegen p = V1= gy, = %p = x\;% sein, wie zuvor.



§184 Weil also die ersten Differentiale der Logarithmen, wenn sie durch dx
dividiert werden, algebraische Grofien sind, werden die zweiten Differentiale
und die aller folgenden Ordnungen durch die Vorschriften des vorausgehen-
den Kapitels leicht gefunden, wenn freilich das Differential dx als konstant
angenommen wird. So wird fiir y = log x gesetzt sein

dy = d; und jz = %
ddy = —;lzxz und dez = ;—21
Py = 22?3 und fxz = %
Und wenn p eine algebraische Grofie war und y = logp ist, auch wenn y

. . .. . dy ddy d3y
keine algebraische Grofse ist, werden dennoch 7, 2 D3

Funktionen von x sein.

etc. algebraische

§185 Nachdem die Differentiation der Logarithmen erldutert worden ist,
werden Funktionen, die aus algebraischen und Logarithmen gemischt sind, le-
icht differenziert werden konnen, genauso wie die, die allein aus Logarithmen
zusammengesetzt sind, wie aus den folgenden Beispielen klar werden wird.

I. Wenn y = (log x)? ist, werde log x = p gesetzt und wegen y = p? wird
dy = 2pdp sein, aber es ist dp = ‘%‘ ; und daher wird sein

2d
dy = Tx log x.

II. Auf die gleiche Weise, wenn y = (log x)" ist, wird gelten

dy = nzx(bg X",

dx

2x4/log x

III. Und wenn p irgendeine Funktion von x war und y = (log p)" gesetzt
wird, wird sein

sein wird.

woher, wenn y = ,/log x ist, wegen n = 3, dy =



_ ndp

d lo n—1
y=-, (logp)

Daher, weil das Differential dp durch die vorhergehenden Dinge angegeben

werden kann, wird auch das Differential von y bekannt sein.

IV. Wenn y = log p - log g ist und p und g irgendwelche Funktionen von x
waren, wird nach der oben gegebenen Regel fiir Produkte gelten

dp dq
dy = —logg+ — logg.
Yy p g4 q g4

V. Wenn y = xlog x ist, wird nach derselben Regel gelten

dy = dxlogx + xix = dxlog x + dx.

VL. Wenn y = x™logx — 1x™ ist, wird nach termweise durchgefiihrter
Differentiation d.x"logx = mx™ dxlogx + x™ ldx und d.1x™ = x" 1dx
aufgefunden werden, woher gelten wird

dy = mx" 'dxlog x.

VIL. Wenn y = x™(log x)" ist, wird werden

dy = mx™ 'dx(log x)" 4+ nx™'d(log x)" 1.

VIII. Wenn Logarithmen von Logarithmen auftauchen, wie wenn y =

loglog x war, werde logx = p gesetzt; es wird y = log p und dy = %” sein;

aber es ist dp = dyx, woher werden wird

dx
ay = xlogx’

IX. Und wenn y = logloglog x war, wird, wenn log x = p gesetzt wird, y =

loglog p werden und es wird durch das vorhergehende Beispiel dy = pli’; ;

sein; Aber es ist dp = dyx, nach Einsetzen welcher Werte man haben wird

_ dx
~ xlogx-loglogx’

dy



§186 Nachdem die Differentiation von Logarithmen erkldrt worden ist,
wollen wir zu Exponentialgrofien fortschreiten oder zu Potenzen solcher
Art, deren Exponenten variabel sind. Differentiale von Funktionen von x von
dieser Art konnen auf diese Weise durch logarithmische Differentiation gefun-
den werden. Es sei also das Differential von a* gesucht; um dieses ausfindig zu
machen, werde y = a* gesetzt und es wird durch Nehmen von Logarithmen
logy = xloga sein. Nun werden die Differentiale genommen und es wird
?y = dx loga erhalten werden, woher dy = ydxloga wird; weil aber y = a* ist,
wird dy = a*dxloga sein, welches das Differential von a* ist. Auf die gleiche
Weise, wenn p irgendeine Funktion von x ist, wird das Differential dieser
Exponentialgrofie a? also = a”dploga sein.

§187 Dieses selbe Differential kann aber direkt aus den in der Introductio
dargestellten Eigenschaften der Exponentialgrofien abgeleitet werden. Es sei
ndmlich a” vorgelegt, wiahrend p irgendeine Funktion x bezeichnet, welche fiir
x + dx anstelle von x gesetzt in p + dp libergehe. Daher, wenn y = a¥ gesetzt
wird, wird, wenn x in x + dx tibergeht, vy + dy = a? +dp gein und daher wird
gelten

dy = aPTP — gP = P (a¥? —1).

Wir haben aber oben gezeigt, dass jede Exponentialgrofie a* mit einer Reihe
solcher Art ausgedriickt wird

z*(loga)? n z3(loga)?

1+z1
+zloga + 5 6

+ etc. :

daher wird gelten

dp*(loga)®

2
und %7 — 1 = dploga sein, weil die folgenden Terme in Bezug auf dploga
alle verschwinden. Als logische Konsequenz wird gelten

a? =1+dploga + + etc.

dy =d.a? = aPdploga.

Daher wird das Differential der Exponentialgrifie a? das Produkt aus der Exponen-
tialgrofe selbst, dem Differential des Exponenten, dp, und dem Logarithmus der
konstanten Grofle a, welche zum variablen Exponenten erhoben worden ist, sein.



§188 Wenn also e die Zahl ist, deren hyperbolischer Logarithmus = 1 ist,
dass loge = 1 ist, wird das Differential der Grofse e* sein

= e¥dx.

Und wenn dx als konstant angenommen wird, wird das Differential von
diesem = e*dx? sein, welches das zweite Differential von e* ist. Auf die
gleiche Weise wird das dritte Differential = e*dx® sein. Daher wird, wenn
y = e'* ist, sein

. d at
und weiter Y _ n3e™, —Z = nte"™
dx

y nx y 2 nx
dx

un n-e
dx dx?
Daher tritt es klar zu tage, dass das erste, zweite und die tibrigen folgenden
Differentiale von e"* eine geometrische Progression festlegen und und daher
wird das Differential der Ordung m von e’** - natiirlich "y - = n™e*dx™ und

deshalb also y‘g;% die konstante Grofle n™ sein.

§189 Wenn die Grofle, die erhoben wird, selbst variabel war, wird ihr Dif-
ferential auf die gleiche Weise ausfindig gemacht werden konnen. Es seien
p und q irgendwelche Funktionen von x und es werde die Exponentialgrofse
y = p vorgelegt. Nach Nehmen von Logarithmen wird logy = glog p sein,
nach Differenzieren von welchen sein wird

dy qdp
2 — dglogp + 28
y qlogp ;

woher wird

dy:ywk%p+wfp=PWM%w+ﬂﬂ*M7

- wegen y = p. Dieses Differential besteht also aus zwei Gliedern, deren erstes
pldqlog p entspringt, wenn die vorgelegte Grofie p7 so differenziert wird, als
wiére p eine konstante Grofse und allein der Exponent g variabel; das andere
Glied gp7~1dp entspringt hingegen, wenn in der vorgelegten Grofle p7 der
Exponent q als Konstante betrachtet wird und allein die Grofse p, als wére sie
variabel, behandelt wird. Und dieses Differential hatte also mit der oben [§
170] angegebenen Differentiationsregel gefunden werden konnen.

10



§190 Das Differential desselben Ausdrucks p7 kann aber auch auf diese
Weise aus der Natur der Exponentialgrofien gefunden werden. Es sei y = pf
und es wird, nachdem x + dx anstelle von x gesetzt worden ist, nattirlich
y+dy = (p+dp)7"9 sein; wenn dieser Ausdruck auf die gewohnte Weise in
eine Reihe aufgeltst wird, wird werden

v+ dy — pq—i-dq + (0] + dq)pq+dq—1dp + (l] + d‘i)iq."zi'dq — 1) Pq+dq—2dp2 + etc.

und daher

dy = p"* — pT+ (q+ dq)p™ "1 dp;

denn die folgenden Terme, die hohere Potenzen von dp beinhalteten, werden
in Bezug auf (q + dq)p1+t%~1dp verschwinden. Aber es ist

2 2
pIHdl — pT = p1(p? —1) = p1 (1 +dqlogp + dq(l;gp) +etc. — 1> = pldglog p.
Wenn wir hingegen im anderen Term (g + dq)p?+47-1dp anstelle von g + dg
q schreiben, wird gp7~'dp entspringen und daher wird wie zuvor dy =
pldqlogp + gp?~'dp sein.

§191 Dieses selbe Differential wird aber auch auf diese Weise sogar noch
leichter aus der Natur der Exponentialgrofien ausfindig gemacht werden. Weil
namlich nach Nehmen von e fiir die Zahl, deren hyperbolischer Logarithmus
= 1ist, p7 = e11°87 ist, denn der Logarithmus jeder der beiden ist derselbe
qlog p, wird y = 71987 sein. Daher, weil nun die erhobene Grofe e konstant
ist, wird gelten

dy = e71°87 <dq log p + ‘lep)

wie wir zuvor in der in § 187 gegebenen Regel gezeigt haben. Es werde also
wieder p7 anstelle von e7'°57 eingesetzt und es wird werden

dy = pdglog p + plqdp : p = pldglog p + qp?dp.
Wenn also y = x* war, wird dy = x*dxlog x 4+ x*dx sein; und daher werden
auch die weiteren Differentiale bestimmt werden; es wird ndmlich aufgefun-
den werden

11



ddy_ x 1 2

2 =X <x—|—(1+logx) )

Py 5 3(l+logx) 1

FRt <(1—|—logx) —i—x—xx)
etc.

§192 Von den Differentialen von Funktionen von dieser Art, welche Expo-
nentialgrofien umfassen, sind besonders die folgenden Beispiele anzumerken,
welche ihren Ursprung aus der Differentiation der Formel e*p haben; es ist

aber
d.e*p = e*dp+e* + pdx = e*(dp + pdx).
I. Wenn y = e*x" ist, wird sein
dy = e*nx""ldx + e“x"dx oder dy = e*dx(nx""!+x").
II. Wenn y = e*(x — 1) ist, wird gelten
dy = e*xdx.
III. Wenn y = e*(x? — 2x + 2) ist, wird sein
dy = e*xxdx.
IV. Wenn y = e*(x® — 3x2 + 6x — 6) ist, wird sein

dy = e*x>dx.

§193 Wenn die Exponenten selbst erneut Exponentialgrofien waren, wird die

Differentiation nach denselben Vorschriften durchgefiihrt werden. So, wenn

diese GroBe ¢ differenziert werden muss, werde e* = p gesetzt, dass gilt
y=e¢" =¢;

es wird dy = ePdp sein; aber es ist dp = e*dy, woher, wenn y = ¢ war, gelten
wird

12



dy = e e¥dx;

L’x . . .
und wenn y = ¢ ist, wird sein

X x
dy = e° ¢ e'dx.

Wenn daher hingegen y = p7 war, werde q" = z gesetzt; es wird sein

dy = p*dzlogp + zpz’1dp, aber dz = g'drlogg + rqrfldql
woher gilt

dy = p*q’drlogp -logq + p*rq’ 'dglog p + p*q'dp : p.

Daher, wenn y = pqr ist, wird sein

rdqlog p n dp)
q p

Auf diese Weise, welche Exponentialgrofie auch immer auftritt, wird also ihr
Differential gefunden werden koénnen.

dy = p"q’ (dr log p -logq +

§194 Wir wollen also zu transzendenten Grofien voranschreiten, zu deren
Erkenntnis uns oben die Betrachtung von Kreisbogen gefiihrt hat. Es sei im
Kreis, dessen Radius wir durchgehend der Einheit gleich setzen wollen, ein
Bogen vorgelegt, dessen Sinus = x sei, welchen Bogen wir auf diese Weise
arcsin x ausdriicken wollen, und das Differential dieses Bogens wollen wir
ausfindig machen oder den Zuwachs finden, welcher ihm zukommt, wenn
der Sinus von x um sein Differential vermehrt wird. Dies wird aber mit Hilfe
der Differentiation von Logarithmen geleistet werden konnen, weil wir in der
Introductio [§ 138] gezeigt haben, dass dieser Ausdruck arcsinx auf diesen
logarithmischen reduziert werden kann \/%71 log(+/1 — xx + xv/—1). Nachdem

also y = arcsin x gesetzt worden ist, wird auch gelten

\/1_71 log(v/1 — xx + xv/—1);

diese gibt differenziert [§ 182, VII]

dy = F(Jﬂ+dxr) dx(xyv/—14 /1 —xx) ’
VIi—xx+xv/—1  (VI—xx+xy/—1)v1—xx

13



woher wird

dx

Ay = ——.
Y Vv1—xx

§195 Dieses Differential eines Kreisbogens kann auch auf diese Weise leichter
ohne Hilfe von Logarithmen gefunden werden. Wenn ndamlich y = arcsin x ist,
wird x der Sinus des Bogens y oder x = siny sein. Weil also nach Setzen von
x + dx anstelle von x y in y + dy tibergeht, wird x + dx = sin(y + dy) werden.
Aber weil gilt

sin(a + b) = sina-sinb + cosa - sinb,

wird gelten

sin(y +dy) = siny - cosdy + cos y - sindy;

aber der Sinus des verschwindenden Bogens dy wird jenem Bogen dy selbst
und sein Kosinus dem ganzen Sinus gleich [§ 201]; dieser Sache wegen wird
werden

sin(y +dy) =siny +dycosy und daher x+dx =siny+ dycosy.

Weil aber siny = x ist, wird der Kosinus von y - oder cosy - = v/1 — xx sein,
nach Einsetzen welcher Werte dx = dy+/1 — xx sein wird, woraus wir erhalten

dx
V1—xx’
Also wird das Differential des Bogens, dessen Sinus vorgelegt wird, dem Differential
des Sinus durch den Kosinus dividiert gleich.

dy =

§196 Weil also, wenn p irgendeine Funktion von x war und y den Bogen
bezeichnet, dessen Sinus = p ist, oder y = arcsin p ist, das Differential dieses

Bogens dy = \/% ist, wo /1 — pp den Kosinus desselben Bogens ausdrtickt,
wird auch das Differential des Bogens gefunden werden konnen, dessen Kosi-

nus vorgelegt wird. Es sei namlich y = arccos x; der Sinus desselben Bogens
wird ndmlich = /1 — xx und daher y = arcsin /1 — xx sein. Nachdem also
p = v 1 — xx gesetzt worden ist, wird gelten

14



—xdx
dp = —— d /1-— = x;
P V1—xx o PP=1=
daher wird werden

—dx
V1—xx
Also wird das Differential des Bogens, dessen Kosinus vorgelegt wird, dem Differential
des Kosinus negativ genommen und durch den Sinus desselben Bogens dividiert gleich.

dy =

Dies kann auch auf diese Weise gezeigt werden. Wenn y = arccos x ist,

— ; . ; _ _ dx . ;
werde z = arcsin x gesetzt; es wird dz = Ty Sein; aber die Bogen v und z

geben zusammen genommen den konstanten Bogen 90° und es wird y +z =
Konstante und daher dy 4 dz = 0 oder dy = —dz sein; daher wird dy = %
—XX

- wie zuvor.

§197 Wenn also ein zu differenzierender Bogen vorgelegt wird, dessen Tan-
gens gegeben ist, so dass y = arctan x ist, aber der Bogen, dessen Tangens x

. . . o x . o 1 .
ist, wird der Sinus = NiEuT: und der Kosinus = T sein Nachdem also

\/ﬁ = p gesetzt worden ist, dass /1 — pp = \/ﬁ ist, wird y = arcsin p

sein; daher wird nach der gerade angegeben Regel dy = \/% sein. Aber

wegen p = \/ﬁ wird dp = § f;’; 3 sein, nach Einsetzen welcher Werte
werden wird
dx
dy = .
Y71 + xx

Also wird das Differential des Bogens, dessen Tangens vorgelegt wird, dem Differential
des Tangens durch das Quadrat des Sekans dividiert gleich. Es ist namlich /1 + xx
der Sekans, wenn x der Tangens ist.

§198 Wenn auf die gleiche Weise der Bogen vorgelegt wird, dessen Kotan-
gens gegeben ist, so dass y = arccot x ist, weil der Tangens desselben Bogens
dp

= 1 ist, wird nach Setzen von 1 = p y = arctan p und deshalb dy = TTpp Sein.

Weil nun dp = ;—‘ff ist, wird nach der Substitution gelten

_ —dx
14 xx’

dy

15



welches das Differential des Kotangens negativ genommen und durch das Quadrat
des Kosekans dividiert ist.

Wenn y = arcsec x vorgelegt wird, weil y = arccos 1 ist, wird werden

dy = dx _ dx

1 Vax—1
xxy/1— - XV xx

1
x

Und wenn y = arccsc x ist, wird y = arcsin - sein und daher gelten

gy — —dx
Y XV XxXx — 1

Oft tritt auch der Sinus versus auf; wenn so y = arcsv x vorgelegt wird, weil
y = arccos(1 — x) und der Sinus dieses Bogens = 1/2x — xx ist, wird werden

dx
dy = —(———.
V2x — xx
Obwohl also der Bogen, dessen Sinus oder Kosinus oder Tangens oder Kotan-
gens oder Sekans oder Kosekans oder schliefSlich Sinus versus gegeben ist,
eine transzendente Grofse ist, wird ihr Differential, wenn es durch dx dividiert
wird, eine algebraische Grofie sein und deshalb auch ihre zweiten, dritten,
vierten etc. Differentiale, wenn sie durch die entsprechenden Potenzen von dx
dividiert werden. Dazu, damit diese Differentiation besser verstanden wird,
haben wir die folgenden Beispiele hinzugefiigt.

I. Wenn y = arcsin2xy/1 — xx ist, werde p = 2x+/1 — xx gesetzt, dass

. . . dp . .
y = arcsin p ist, und es wird dy = T sein. Aber es ist
—prr

2xxdx 2dx(1 — 2xx)
dp = 2dxv/1 — xx — = d 1- =1-—2xx,
PN T A Ji—ax T PP ""

nach Einsetzen welcher Werte gelten wird

2dx
V1-— xx

Dies tritt auch daher klar zu tage, dass 2x+/1 — xx der Sinus des doppelten
Bogens ist, wiahrend x der einfache Sinus ist; es wird also y = 2 arcsin x und

dy =
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daher dy = \/% sein.

II. Wenn y = arcsin %;g ist, werde %;g = p gesetzt; es wird sein
—4xdx 2x
dp = ——5 d 1—-pp= .
P (1+xx)2 un P 14 xx
Daher, weil dy = ffpp ist, wird sein
—2dx
dy = .
Y71 + xx

III. Wenn y = arcsin |/ 15 ist, werde /5% = p; es wird gelten

/1+x -
V1—pp= — und dp:4\/%,
2

woher wird

dp —dx

dy = = .

Y Vi-pp  2V1—xx
IV. Wenn y = arctan ;25 ist, wird nach Setzen von p = 2 gelten
(14 xx)? 2dx(1+ xx)
1 = = =
trr (1—xx)2 und - dp (1—xx)2
Daher, weil nach der Regel fiir Tangenten dy = % (§ 197) ist, wird gelten
2dx
ay = 14 xx

V. Wenn y = arctan Y1*~1 jst, wird nach Setzen von p = Y=L werden

_ 2+xx —2v1+ xx

XX

pp

und

_2+2xx =214 xx  2(V14xx —1)(VI+xx)

1
PP XX XX

sowie
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ip — —dx +d7x_dx(\/1—|—xx—1)
P xxv/14+xx Xxx xxv/14+xx

dp

Daher, weil dy = Top ist, wird werden
V1+xx—1 1
arctan — = > arctan x.

VI. Wenn y = 3" jst, wird diese Formel auch durch das Vorhergehende
differenziert werden konnen; es wird ndmlich werden

dx
V1—xx
Auf diese Weise werden also alle Funktionen von x, in welche aufSer Log-

arithmen und Exponentialgrofien auch Kreisbogen eingehen, differenziert
werden kénnen.

arcsin x

dy=e

§200 Weil ja die Differentiale der Bogen durch dx dividiert algebraische
Groflen sind, werden deren zweite und folgenden Differentiale durch das, was
wir tiber die Differentiation von algebraischen Funktionen erldutert haben,
gefunden werden werden. Es sei y = arcsinx; weil dy = \/% ist, wird

W _ 1
dx V1—xx

freilich dx konstant angenommen wird; daher werden sich die Differentiale
einer jeden Ordnung so verhalten.

sein, dessen Differential den Wert fiir % geben wird, wenn

Wenn y = arcsin x ist, wird gelten

dl - 1
dx  /1—xx

18



und fiir konstant angenommenes dx

ddy _ x
dx? (1—xx)2
Py 1+2xx

dx® (1—xx)%
dty _ 9x+6x°
dxt (1—xx)2

dy 9+ 72x% +24x*

dx® (1—xx)?
%y 225x + 60023 + 1202°
dx® (1—xx)z

etc.,

woher wir schlieflen, dass wie oben (§ 177) allgemein gelten wird

1 nn-1) ,», 1:3 n(n=-1)(n—-2)(n—-3) ,_4
n .\t ) ,n . "
d”*ly:1-2-3"'" x +2 1.2 X +2-4 1-2.3-4
dx"™1 (1 — xx)nta 1-3-5 n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5) ,
+2-4~6' 1-2-3-4-5-6 o

§201 Es sind die Grofien iibrig, die aus der Inversion von diesen entspriefsen,
natiirlich die Sinus oder die Tangenten der gegebenen Bogen, wie welche dif-
ferenziert werden miissen, wir nun zeigen wollen. Es sei also x ein Kreisbogen
und sin x bezeichne seinen Sinus, dessen Differential wir ausfindig machen
wollen. Wir wollen y = sin x setzen und nach Setzen von x + dx anstelle von
x, weil y in y + dy tibergeht, wird y + dy = sin(x + dx) sein und daher

dy = sin(x + dx) — sin x.

Es ist aber

sin(x + dx) = sinx - cosdx + cos x - sindx,
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und weil, wie wir in der Introductio gezeigt haben, gilt

cosz=1 — + —— —etc,

1-2 1-2-3-4

wird nach Verwerfen der verschwindenden Terme cosdx = 1 und sindx = dx
sein, woher dann wird

sin(x 4 dx) = sin x + dx cos x.

Daher wird fiir y = sin x gesetzt sein

dy = dx cos x.

Das Differential des Sinus eines gewissen Bogens wird als dem Differential des Bogens
mit dem Kosinus multipliziert gleich.

Wenn also p irgendeine Funktion von x war, wird auf die gleiche Weise
gelten

d.sinp = dpcosp.
§202 Gleichermafien, wenn cos x oder der Kosinus des Bogens x vorgelegt
wird, dessen Differential ausfindig gemacht werden soll, werde y = cos x
gesetzt und nach Setzen von x + dx anstelle von x wird y + dy = cos(x + dx)

werden. Es ist aber

cos(x +dx) = cosx - cosdx — sinx - sindx,

und weil, wie wir gerade gesehen haben, cosdx = 1 und sindx = dx ist, wird
sein

y+dy = cosx — dxsinx

und daher

dy = —dxsinx.
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Daher wird das Differential des Kosinus eines gewissen Bogens dem negativ genomme-
nen Differential des Bogens mit dem Sinus desselben multipliziert gleich.

So, wenn p irgendeine Funktion von x war, wird gelten

d.cosp = —dpsinp.

Diese Differentiationen konnen auch aus dem zuvor Erwédhnten auf diese
Weise gefunden werden. Wenn y = sin p war, wird p = arcsiny sein und es
wird gelten

dy
Vi—-yy

aber wegen y = sinp wird cosp = /1 — pp sein, nach Einsetzen welches

dp =

Wertes dp = Cgsy 5 sein wird und gelten wird

dy = dpcosp

- wie zuvor. Auf die gleiche Weise, wenn y = cos p ist, wird /1 —yy = sinp
und p = arccos y sein und daher

gy — —9y _ —dy
P= V1—yy N Sinp/
woher wie zuvor wird
dy = —dpsinp.

§203 Wenn y = tan x war, wird gelten

dy = tan(x + dx) — tan x;

aber es ist

tanx + tandx
t dx) = ;
an(x + dx) 1—tanx - tandx’

wenn von diesem Bruch der Tangens von x subtrahiert wird, wird zurtick-
bleiben

21



dy = tandx(1+ tanx - tan x)

1—tanx-tandx

Aber der Tangens des verschwindenden Bogens dx ist dem Bogen selbst gleich
und daher ist tandx = dx und der Nenner 1 — dx tandx geht in die Einheit
iiber; deshalb wird werden

dy = dx(1 + tan® x).
Es ist aber

1
1+tan®x = sec? x =

cos? x’
wihrend cos? x das Quadrat des Kosinus von x ist; als logische Konsequenz,
wenn y = tan x war, wird gelten

dx
cos?x’

dy = dxsec® x =

Dieses Differential kann auch durch Differentiation des Sinus und Kosinus

gefunden werden; weil ndmlich tanx = sg;j‘c ist, wird nattirlich [§ 164] gelten

P dxcosx-cosx +dxsinx-sinx dx
y= =

cos2 x -~ cos?x

- wegen sin® x + cos? x = 1.

§204 Auch dies kann anders gefunden werden. Weil namlich y = tan x ist,
wird x = arctan y sein und nach den obigen Vorschriften wird werden

.
C1l+yy

Aber weil y = tanx ist, wird /1 4+ yy = secx = Colsx sein und daher dx =
dy cos? x und auch

dx
cos? x

dy =

wie zuvor. Das Differential eines jeden Tangens wird also dem Differential des Bogens
durch das Quadrat des Kosinus desselben Bogens dividiert gleich.
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Wenn auf die gleiche Weise y = cot x vorgelegt wird, wird x = arccot y
werden und daher

_ —dy
C 1+yy

Aber es wird hingegen /1+yy = cscx = sir11 ~ sein, woher man dx =
—dy sin” x haben wird sowie

Das Differential eines jeden Kotangens wird also dem Differential des Bogens negativ
genommen und durch das Quadrat des Sinus desselben Bogens dividiert gleich.

cos x

iy ist, wird durch Differenzieren dieses Bruches werden

Oder, weil cotx =

—dx sin? x — dx cos?

sin? x sin

x —dx
2

dy = .
x
wie wir gerade gefunden haben.

§205 Wenn der Sekans eines Bogens vorgelegt wird, dass y = sin x ist, weil

Y= Ols - sein wird, wird gelten

dxsin x
= >— = dxtanxsecx.
cos” x
. . . o . 1 .
Wenn auf die gleiche Weise y = csc x war, wird wegen y = - sein
—dx cos x
dy = — = —dxcotxcscx,

sin” x

fiir welche Fille es tiberfliissig ware eigene Regeln zu formulieren. Wenn
der Sinus versus oder y = sv x vorgelegt wird, weil y = 1 — cos x ist, wird
dy = dx sin x sein. Also werden alle Fille, in denen eine gewisse gerade auf
einen Bogen bezogene Linie vorgelegt wird, weil sie immer mit dem Sinus
oder Kosinus ausgedriickt werden kann, ohne Miihe differenziert werden
konnen. Und in der Tat werden nicht nur die ersten Differentiale, sondern
auch die zweiten und folgenden mit den gegebenen Regeln gefunden werden.
Wir wollen ndmlich festlegen, dass y = sinx und z = cos x ist und dx konstant
ist; es wird sich verhalten wie folgt:
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y =sinx Z = COoSX
dy = dxcosx dz = —dxsinx
ddy = —dx?* cos x ddz = —dx?cos x
d®y = —dx®cos x d®z = dx3sin x
dty = dx*sinx d*z = dx* cos x
etc. etc.

§206 Auf die gleiche Weise werden die Differentiale aller Ordnungen des
Tangens des Bogens x gefunden kénnen. Es sei ndmlich y = tanx = $4 ynd
dx konstant gesetzt; es wird gelten

sin x
Y = cosx
dy 1
dx  cos?x
ddy  2sinx
dx?2  cos?x
a3y 6 4

dx3  costx cos2x

dty  24sinx _ 8sinx

dx? cos? x cos3 x

dy _ 120 120 16

dx® cos®x costx = cos?x

dby  720sinx _ 480sinx  32sinx

dx6 cos’ x cos® x cos2 x

d’y 5040 6720 2016 64

dx7  cos®x cos®x costx cos?x

etc.

§207 Also werden irgendwelche Funktionen, in welche Sinus oder Sinus von
Bogen eingehen, mit diesen Vorschriften differenziert werden kénnen, wie

24



sich aus den folgenden Beispielen sehen lésst.
I. Wenn y = 2sin x cos x = sin 2x ist, wird gelten

dy = 2dx cos® x — 2dx sin® x = 2dx cos 2x.

II. Wenn y = / H% oder y = sin %x ist, wird sein

dx sin x
dy = .
24/2(1 — cos x)

Weil aber gilt

1 1 1
2(1 —cosx) = 2sin X und sinx = 2sin FXCos 5 X,

wird werden

1 1
dy = idx cos Ex,
1

wie aus der Form y = sin ;x unmittelbar folgt.
II. Wenn y = coslog 1, wird fiir log 1 = p gesetzt y = cos p sein und gelten

dy = —dpsinp.
—dx

Aber wegen p = log 1 — log x wird dp = == sein und daher

dx 1
dy = — sinlog —.
y =~ sinlog
IV. Wenn y = ¢"¥ ist, wird sein

dy = e®"*dx cos x.

—-n_ ., . .
V. Wenn y = ews= ist, wird sein

—n .
ecosxndx sin x
dy = —— 5

cos? x

VL. Wenn y = log <1 -V1- esin"x> ist, werde esnr = p gesetzt und wegen

y =log(l—+/1—p)
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wird gelten

dp
dy =
21— /T-p)yT-p
Aber es ist
esint ndx cos x
sin” x

Nach Einsetzen dieses Wertes wird hervorgehen

—n
nesnxdx cos x

dy = )
y ZSinzx(l—\/l—e%)\/l—e%
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