UBER DEN AUSSERORDENTLICHEN
NUTZEN DER INTERPOLATIONSMETHODE
IN DER LEHRE DER REIHEN *

Leonhard Euler

Bei der Interpolationsmethode wird eine Relation solcher Art zwischen
den Variablen x und y gesucht, dass, wenn der einen x nacheinander die
gegebenen Werte

a,b,c,d etc.

zugeteilt werden, die andere y daher auch die gegebenen Werte
p,q,1,s etc

erhilt, oder, was auf dasselbe zuriickgeht, es wird eine Gleichung fiir eine
gekriimmte Linie solcher Art gesucht, die durch wie viele gegebene Punkte
auch immer hindurchgehen soll. Umso grofier also die Anzahl dieser Punkte
war, umso mehr wird die gekriimmte Linie dadurch eingeschrankt. Dennoch
habe ich indes bei anderer Gelegenheit bemerkt, obgleich die Anzahl der
Punkte ins Unendliche vermehrt wird, dass die durch sie hindurchgehende
gekriimmte Linie nicht vollkommen bestimmt wird, sondern immer noch
unendlich viele gekriimmte Linien dargeboten werden konnen, die gleicher-
mafien durch all dieselben Punkte hindurchgehen werden. Daher, weil die
Interpolationsmethode fiir jeglichen Fall eine bestimmte gekriimmte Linie an
die Hand gibt, wird diese Losung immer fiir im hochsten Mafde partikulér
zu halten sein; aber dieser Umstand selbst deutet eine gewisse einzigartige
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Beschaffenheit der gefundenen Losung an, welche eine genauere Betrachtug
verdient. Besonders aber hingt diese natiirliche Beschaffenheit der Losung
von der Art ab, auf welche die Interpolation durchgefiihrt wird oder von der
Form, die der allgemeinen Gleichung zugeteilt wird, in welcher die gesuchte
Gleichung enthalten sein muss. Weil diese Form auf unendlich viele Weisen
festgelegt werden kann, mochte ich meine Untersuchungen auf diese Form
beschrianken
y = ax + Bx® +x° + 617 + ex’ + etc,

welche selbstredend nur die ungeraden Potenzen von x enthilt, sodass, wenn
die Werte von y irgendwelchen positiven Werten von x zukommen, dieselben
negativ genommen denselben negativen Werten von x entsprechen; dadurch
selbst werden unzahlige andere gekriimmte Linien ausgeschlossen, die durch
dieselben Punkte hindurchgehen wiirden.

PROBLEM 1

§1 Eine Gleichung zwischen den zwei Variablen x und y von dieser Form
zu finden
y = ax + px> +yx° 4+ 6x” 4+ ex’ +etc,,

dass, wenn x die gegebenen Werte
a,b,c,d etc.

zugeteilt werden, die andere Variable y ebenso diese gegebenen Werte an-
nimmt
p,q,7,s etc

LOSUNG

Damit die angenommene allgemeine Gleichung leichter an diesen Fall ange-
passt werden kann, werde sie in dieser Form dargeboten

y = Ax + Bx(xx — aa) + Cx(xx — aa)(xx — bb)
+ Dx(xx — aa)(xx — bb)(xx — cc)
+ Ex(xx —aa)(xx — bb) (xx — cc)(xx — dd)
+ etc.,



welche, auch wenn die unter moglicherweise ins Unendliche fortschreitet,
wenn natiirlich die Anzahl der Bedingungen unendlich ist, dennoch fiir die
einzelnen vorgelegten Bedingungen die folgenden endlichen Gleichungen an
die Hand gibt:

. p=Aa,
II. g = Ab + Bb(bb — aa),
II. » = Ac + Be(cc —aa) + Cc(cc —aa)(cc — bb),
IV. s = Ad + Bd(dd — aa) + Cd(dd — aa)(dd — bb),
+ Dd(dd — aa)(dd — bb)(dd — cc),

etc,,
welche man so darstelle:
. P=a,
a
II. % — A + B(bb— aa),
II. g = A + B(cc —aa) + C(cc — aa)(cc — bb),
V. 2 — A + B(dd — aa) + C(dd — aa)(dd — bb)

+ D(dd — aa)(dd — bb)(dd — cc)

etc.

Nun werde die erste von den einzelnen folgenden subtrahiert und die Dif-
ferenzen durch die Koeffizienten von B dividiert, dass diese Gleichungen

hervorgehen:

aq—bp _
ab(bb — aa) =4 =5

ar—cp ., B
2ol —aa) =1 =B +C(cc —bb),

as—dp  , _ _ B
() =5 = B+ Cldd = bb) + D(dd — bb) (dd — cc)

etc.

Nun, auf die gleiche Weise die erste von den folgenden subtrahierend und
die Reste durch die Koeffizienten von C dividierend, werden wir zu diesen



Gleichungen gelangen:

/ /
_
L q ! C,

cc—bb
s’ — q/ "
7 bb =d"=C+ D(dd — cc)
etc.
und weiter zu dieser
i
dd —cc b

Deswegen werden aus den gegebenen Grofsen 4, b, ¢, d etc. und p, q, 1, s
etc. die Koeffizienten A, B, C, D etc. am angenehmsten so bestimmt werden:
Zuerst werden aus den gegebenen Grofien diese deriviert:

p q r s
P=%X, Q=-, R=-, S=- etc
a b c d
und daher werden diese gebildet:
., Q-P , R—P , Ss—pP T—P
— , R = , = , T = tc.,
Q bb — aa cc —aa S dd — aa ee —aa ete
R/_Q/ S/_Q/ T/_Q/
"o noo_ "o
R = = di—bb’ | T ee—pp S
S _ R T" — R"
S/// — T/I/ - - etC.
dd —cc’ ee —cc’ !
" _ gMm
T//// — , t .
ee —dd e

Nach Finden dieser Werte werden wir haben
A=P, B=Q, C=R', D=5", E=T" etc.

KOROLLAR 1

§2 Weil P = % ist, wird der erste Koeffizient dieser sein



fir die folgenden hingegen wegen

Q= ag —bp R _ _Ar—cp ,  as—dp T — at —ep

~ab(bb—aa)’ ac(cc—aa)’ ©  ad(dd —aa)’ = ae(ee — aa) ete.

wird der zweite Koeffizient dieser sein

g_ _2—bp
ab(bb — aa)
oder
b= a(bbp— an) + b(bbq— aa)’
KOROLLAR 2
§3 Weil weiter ist
R — ar —cp B ag —bp

ac(cc —aa)(cc —bb)  ab(bb — aa)(cc — bb)’
wird werden

_ p q r
€= a(aa — bb)(aa — cc) + b(bb — aa)(bb — cc) + c(cc —aa)(cc — bb)

KOROLLAR 3

§4 Indem die Rechnung auf die gleiche Weise weiter verfolgt wird, wird
aufgefunden werden
D= p + q
a(aa — bb)(aa — cc)(aa —dd) = b(bb — aa)(bb — cc)(bb — dd)
r s
* c(cc —aa)(cc — bb)(cc — dd) + d(dd — aa)(dd — bb)(dd — cc)’

woher sich schon sicher eine Vermutung iiber die Form der folgenden Groflen
E, F, G etc. anstellen lisst.



BEMERKUNG 1

§5 Meistens werden aber die Werte der einzelnen Koeffizienten A, B, C, D,
E, etc. bequemer aus den vorhergehenden bestimmt. Denn aus den funda-
mentalen Gleichungen werden die folgenden Formeln abgeleitet werden:

A=t
a
q—bA
B = 5ob—aa)’
c_ r—cA B
c(c —aa)(cc —bb) cc—bb’
D s—dA _ B ¢
d(dd — aa)(dd — bb)(dd —cc)  (dd —bb)(dd —cc) dd —cc’
- t—eA _ B
e(ee —aa)(ee — bb)(ee — cc)(ee —dd)  (ee — bb)(ee — cc)(ee — dd)
C D
~ (ee —cc)(ee —dd)  ee—dd
etc,,

wo meistens schnell eine Struktur solcher Art beobachtet wird, woher die fol-
genden leicht deriviert werden kénnen, so wie aus den folgenden Problemen,
in denen ich diese Methode auf gewisse partikuldre Fille anwenden werde,
klar zu tage treten wird.

BEMERKUNG 2

§6 Bevor ich aber Fille von dieser Art entwickle, wird es forderlich sein
bemerkt zu haben, dass, wenn fiir jeglichen sich ergebenden Fall die Geniige
leistende Gleichung zwischen den zwei Variablen x und y gefunden worden
war, die ich auf diese Weise bezeichnen werde

y=X,

sodass gilt,

X = ax + B> + yx° + 5x7 + etc.,



dann daher leicht eine sich um Vieles weiter erstreckende und gleichermafien
Gentige leistende Gleichung gebildet werden kann. Es werde ndmlich festge-
legt

0=« xx —aa xx—bb xx—cc xx—dd
- aa bb cc dd
welche Grofse fiir alle vorgelegten Werte von x verschwindet

etc.,

x=0, x==4a, x==+b x==c etc,

und dasselbe werden alle zusammen mit Q selbst verschwindenden Funktio-
nen von Q leisten; daher ist es offenbar, wenn festgelegt wird

y=X+0Q
oder
y=X+/1:Q,

dass allen Bedingungen gleichermafien Gentige geleistet wird. Weil ja also
diese Funktion f : Q ganz und gar beliebig ist, solange sie nur fiir Q = 0
verschwindet, ist diese Gleichung

y=X+f:Q

die allgemeinste Losung darzubieten anzusehen.

PROBLEM 2

§7 Es seien a, b, c, d etc. wie viele Kreisbogen auch immer, wihrend der
Radius = 1 ist, die Werte p, g, r, s etc. seien aber die Sinus derselben Bogen,
weil in diesem Fall die Eigenschaft Geltung hat, dass den negativen Bogen
dieselben Sinus negativ genommen entsprechen, dann daher ndherungsweise
das Verhéltnis zwischen Durchmesser und Peripherie zu definieren.

LOSUNG

Weil hier gilt
p =sina, ¢q=sinb, r=sinc etc,



wird die Gleichung zwischen x und y so beschaffen sein, dass, nachdem fiir
x ein Kreisbogen genommen worden ist, die Grofie y ndherungsweise ihren
Sinus ausdriicken wird und es dann wird

Yy =sinx.

Nachdem also durch das vorhergehende Problem diese Koeffizienten be-
stimmt worden sind
A, B, C, D etc

wird man diese Gleichung haben
sinx = Ax + Bx(xx —aa) + Cx(xx — aa)(xx — bb) + etc.,
welche also mit der Wahrheit vertréaglich ist, sooft war
entweder x =0 oder x=+a oder x=+b oder x=+c etc

Wir wollen nun den Bogen x unendlich klein festlegen, und weil dann sein
Sinus, sin x, dem Bogen x gleich wird, wird diese Gleichung entspringen

1 = A — Baa + Caabb — Daabbcc + Eaabbccdd — etc.

Wir wollen hie fiir die Buchstaben A, B, C, D etc. die oben gefundenen Werte
einsetzen und wir werden zu dieser Gleichung gelangen

1_P (1 __m aabb B aabbcc +ete )
a aa —bb = (aa —bb)(aa —cc) (aa—bb)(aa — cc)(aa —dd) '
q < aa aabb n aabbcc ete )
b\bb—aa (bb—aa)(bb—cc) (bb—aa)(bb— cc)(bb—dd) '
r aabb aabbcc
c <(cc —aa)(cc —bb)  (cc — aa)(cc — bb)(cc — dd) + etc.)

s aabbcc ~ete
d \ (dd — aa)(dd — bb)(dd — dd) ’
+ etc.,



welche auf diese zuriickgefiihrt wird, in welcher alle Reihen einander dhnlich
sind,

1= p( __m aabb B aabbcc ete >
a aa —bb ~ (aa —bb)(aa —cc) (aa —bb)(aa — cc)(aa —dd) '
_ aaq ( L+ bb . bbcc n bbccdd +ete )
b(bb — aa) cc—bb  (cc—0bb)(dd —bb)  (cc—bb)(dd — bb)(ee — bb) '
n aabbr <1 L cedd et >
c(cc — bb)(cc — bb) dd —cc  (dd — cc)(ee — cc) '
B aabbccs (1 n dad +ete >
d(dd — aa)(dd — bb)(dd — cc) ee — dd '

+ etc.

Aber jede beliebige dieser Reihen ist von selbst summierbar; denn die zwei
Terme der ersten gegen zusammengenommen

b
bb —aa’

wenn diesem der dritte hinzuaddiert wird, geht hervor

bbcc
(bb — aa)(cc — aa)

und daher liefert weiter der vierte Term hinzugefiigt

bbcedd
(bb — aa)(cc — aa)(dd — aa)

und so weiter, sodass die erste Reihe unserer Gleichung wird

- etc.

E‘bb‘cc‘dd‘ee
a bb—aa cc—aa dd—aa ee—aa

In der Tat wird auf die gleiche Weise fiir die zweite Reihe aufgefunden

q aa cc dd ee

" bb—an cc—bb dd—bb ee—bb




und so wird schliefdlich unsere Gleichung auf die Form zuriickgefiihrt

123' bb o dd o ee ot
q bb—aa cc—aa dd—aa ee—aa
—I—ﬂ' aa_ cc dd o ee ot
b bb—aa cc—bb dd—bb ee—bb '
r aa bb dd ee
+E'aa—cc‘bb—cc'dd—cc'ee—cc.etc'
5 aa bb cc ee
Y3 aa—dd th—dd cc—dd ee—dd <
t aa bb cc dd
+E ‘aa—ce bb—ee cc—ee .dd—ee‘etc'

+etc,,

woher, wenn die gegebenen Bogen 4, b, c, d etc. in einem bekannten Verhiltnis
zur Semiperipherie 7t stehen, der Wert dieser Grofie 7t definiert werden wird.

KOROLLAR 1

§8 Wenn die Anzahl dieser Bogen a, b, ¢, d etc. endlich war, dann wird
die Peripherie des Kreises umso genauer definiert werden, umso grofser
jene Anzahl ist und zugleich umso kleinere Bogen unter ihnen auftauchen.
Nachdem aber die Anzahl der vorgelegten Bogen ins Unendliche vermehrt
worden ist, wird das wahre Verhiltnis der Peripherie zum Durchmesser
deriviert werden.

§9 Auf die gleiche Weise kann im Allgemeinen der Sinus des unbestimmten
Bogens x definiert werden. Nachdem namlich anstelle der Koeffizienten A,B,
C, D etc. die gefundenen Werte eingesetzt worden sind, wird die Gleichung
in diese Form gebracht werden werden

sin x bb—xx cc—xx dd—xx

x :glbb—aa cc —aa dd—aa'etc'
_Fg.aa—xx.cc—xx'dd—xx‘etC
b aa—bb cc—bb dd—bb '
r aa—xx bb—xx dd—xx
+E.aa—cc.bb—cc'dd—cc'etc'
s aa—xx bb—xx cc—xx
Y3 ea—dd th—dd cc—ad

10



+etc.,

welche Gleichung fiir verschwindend genommenen Bogen x in jene iibergeht.

KOROLLAR 3

§10 Aber diese Reduktion erstreckt sich um Vieles weiter, nachdem die
Bogen nicht beriicksichtigt worden sind. Wenn ndmlich eine Gleichung solcher
Art zwischen den zwei Variablen x und y gesucht wird, dass nach Nehmen

von
x=0, a, b, ¢, d, e etc

wird
x=0, p, q 1 s t etc,

wird diese Gleichung im Allgemeinen so dargestellt werden kénnen

bb—xx cc—xx dd—xx ee— xx

%:g.bb—aa.cc—aa dd — aa ee—aa.etc'
+g.aa—xx.cc—xx'dd—xx‘ee—xx.etc
b aa—bb cc—bb dd—bb ee—bb '
r aa—xx bb—xx dd—xx ee— xx
+E.aa—cc'bb—cc.dd—cc‘ee—cc.etc'
s aa—xx bb—xx cc—xx ee—xx
Y3 aa—dd Bh—dd cc—dd ee—dd =

+etc.,

aus welcher Form es zugleich offenbar ist, wie sie den einzelnen Bedingungen
Gentige leistet.

BEMERKUNG

§11 Ich werde mich hier mit den Féllen nicht weiter authalten, in denen die
Anzahl der vorgeschriebenen Bedingungen 4, b, ¢, d etc. endlich angenommen
wird, weil ja daher nur Approximationen fiir das Mafs des Kreises an die
Hand gegeben werden. Dennoch wird es indes nicht reuen bemerkt zu haben,
wenn nur vier Bogen angenommen werden, welche seien

a=¢, b=2¢p, c=3¢p, d=4¢

11



dass aus der Losung des Problems sein wird

_sing 2-2 3-3 4-4
1 1-3 2-4 3-5
_sin2¢ 1-1 3-3 4-4
2 1-3 1-5 2-6
+sin3q) 1-1 2-2 4-4
3 2-4 1-5 1-7
_sin4de 1-1 2.2 3.3
4 3-:5 2:6 1-7

—§sin —%sin2 + ——sin3 1 in4
IR A S TR A VT R

welcher Ausdruck umso ndher an die Wahrheit herankommt, umso kleiner
der Winkel ¢ genommen wird; dennoch wird indes, auch wenn er bis zum
Quandranten vermehrt wird, dass gilt

T 8 8 32
2 5 105 21

und so
7T—3i
T2t
Aber wenn wir nehmen
:30°:E
90 6’
wird
T 81 23 8 1 V3
6 5 2 5 2 105 140 2
oder
s 171
- 35 140 7

welcher Wert nur einige Hunderttausendstel vom wahren abweicht. Aber nach-
dem wir diese Betrachtung hinter uns gebracht haben, mochte ich einige Falle,
wo die Anzahl der vorgelegten nach einem gewissen Gesetz fortschreitenden
Bogen g, b, ¢, d etc. unendlich ist, durchgehen.

12



BEISPIEL |

§12 Es mogen die Bogen 4, b, ¢, d etc. nach der Reihe der natiirlichen Zahlen
fortschreiten und es sei

a=¢, b=2¢p, c¢=3¢p, a=4¢p, etc. insUnendliche;

aus deren Sinus p, g, r etc. soll die wahre Lange des Bogens ¢ bestimmt
werden miissen.

Die Losung des Problems gibt also fiir diesen Fall diese Gleichung and die
Hand

singp 2-2 3-3 4-4 5-5 ‘
T 1 1.3 2.4 3.5 4.6 ¢
sin2gp 1-1 3-3 4-4 5.5
_ . . . . .etc‘
2 131526 3.7
sindp 1-1 2.2 4.4 5.5
3 '2.4°1.5 1.7 2.8 ¢
_sin4q) 1-1 2-2 3-3 5.5 ‘
4 3526 1.7 1.9 ¢
L sinSp 1-1 2.2 3.3 4.4
5 4.6 3.7 2.8 1.9 ¢
+etc.;

aber all diese Produkte werden aufgefunden, den Wert = 2 zu haben, sodass
gilt

1 = sin —lsinZ +lsin3 —lsin4 +lsin5 — etc

die Giiltigkeit welcher Reihe, im Fall, in welchem der Winkel ¢ unendlich
klein ist, per se offenbar ist. Wir wollen also die folgenden Félle entwickeln:

1. Es sei
o 7T
= 9 = —
¢=90 =7
und es geht die Leibniz’sche Reihe hervor
T 1 1 1 1

Zzl—g‘}—g—?—Fg—etC.

13



2. Es sei

o 7‘(
:4 = —
¢ =45 1

und es wird diese Reihe entspringen

7T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— etc,,

i e I A e~ s — =
8 V2 2 3/2 5/2 6 72 9y2 10 112

welche in diese zwei aufgelost wird

sodass gilt

3. Es sei

und es wird sein

14



oder

oy by 1 1 o1 1
3/3 0 24 5'7 8710 11 °°
4. Es sei
o 7T
=30 =
¢ 6
und es wird
1 1 1 1 11 11 1
n_1 1 v3, 1 13, 11 11,13
2 2 2 2 "3 4 275277278 2

oder

12 2
V3/. 01 1 1 1 1 1
‘41+z‘4‘5+7+8‘1o‘n*f“>

die letzte welcher Reihen = {5; daher wird gefolgert

1 1 1 1 1 V3 1 1 1 1
1+5—7—11+13+17—etc.—2<1+ ————— ++—etc.>.

In der Tat wird jede der beiden dem Bogen 7 gleich, was freilich in der ersten
aus der Leibniz’schen offenbar ist.



KOROLLAR 1

§13 Aus der hier gefundenen Gleichung

1 1 1 1
59 = sin @ — EsinZgo—i— gsin3(p — Zsin4go+etc.

konnen mehrere andere nicht weniger bemerkenswerte deriviert werden. So
wie beispielsweise nach Ausfiihren einer Differentiation hervorgeht

1
5 = oS- cos2¢ + cos 3¢ — cos ¢ + etc.,

deren Begriindung auch daher offenbar ist, weil, indem auf beiden Seiten
mit 2 cos ;¢ multipliziert wird, die identische Gleichung cos ¢ = cos 1¢
hervorgeht.

KOROLLAR 2

§14 Aber wenn wir jene Gleichung, mit —d¢ multipliziert, integrieren, geht
hervor

1 1 1 1
——pp = — —cos2¢+ — — —cos4 .
C 1 PP =cosg— ;cos (p+9C033(p 1g 08 ¢ +etc.,

wo aus dem Fall ¢ = 0 die durch die Integration eingegangene Konstante
bestimmt wird, es ist natiirlich

1 1 1 TTTT
C—1—1+§—f16+etc.——12,
so dass ist
7 ST 1 1 1
T - = 2 - - — 4 .
1 1 cos ¢ 4cos (p+9cos3<p 16cos ¢ + etc,,

16



welche Reihe also nach Nehmen von ¢ = % = 0 wird. Es ist aber ndherungs-

weise

—103°5523" und cos \% — —0,2406185.

Sl

KOROLLAR 3

§15 Wenn wir diese Gleichung, erneut mit d¢ multipliziert, integrieren, wird
diese neue Summation entspringen

1 1 1 1 1
e - Eqﬁ =sing — gsin2go + ﬁsin?,go - 6—45in4go+etc.,

woher nach Nehmen des Bogen

o 7T
p— 9 = —
¢=90 =2
erhalten wird
32 27 125 343 v
wie schon anderswoher bekannt ist.
BEMERKUNG

§16 Uber die gefundene Reihe
1 . 1. 1. 1.
Sp=sing—5 sin2¢ + ~sin3¢ — 1 sin4¢ + etc.

3

17



kann Zweifel aufkommen, weil nach Nehmen des Bogens ¢ = 180" = 7
die einzelnen Terme der Reihe verschwinden und daher die Summe nicht
17 gleich werden kann. Aber um diesen Zweifel aufzulésen werde zuerst
¢ = 7 — w gesetzt und es wird diese Gleichung resultieren

T—w

) 1 . 1 . 1 .
:smw—l—Estw—l—§s1n3w—|—1sm4w—|—etc.

nun werde aber der Bogen w unendlich klein genommen, woher wir diese
Gleichung erlangen

T — W
T:w+w+w+w+w+etc,

welche nicht weiter etwas Absurdes enthilt. Dasselbe ist festzuhalten, wenn
wir ¢ = 27 oder ¢ = 37t etc. nehmen wollen.

BEISPIEL II

§17 Wenn die Bogen 4, b, c, d etc. irgendeine arithmetische Progression fest-
legen, dass gilt

a=np, b=(n+1)p, c=n+2)p, d=(n+3)¢ etc

aus deren Sinus die Linge des Bogens @ zu bestimmen.

Die zuvor dargebotene allgemeine Losung gibt fiir diesen Fall

18



_ sinng n+1)2 (42?2 @n+3)? (n+4)? (n+5)>
P T 1(1+2n) 2(2+2n) 3(3+2n) 4(4+2n) 5(5+2n)
_sin(nt+l)g  w* (n42)* (n+3)* (n+4)*> (n+5)°
n+1  1(1+2n) 1(3+2n) 2(4+2n) 3(5+2n) 4(6+2n)
sin(n +2)¢ n? (n+1)> (n+3)2 (m+4)? (n+5)?
n+2  202+2n) 13+2n) 1(5+2n) 2(6+2n) 3(7+2n)
_sin(n+3)p n? ‘ (n+1)? ‘ (n+2)? . (n+4)? - (n+5)? - ote
n+3  3(G+2n) 2(4+2n) 1(6+2n) 1(7+2n) 2(8+2n) °C

sin(n +4)¢ n? n+1)? nm+2)? @nm+3)?2 (n+5)?

n+4  4(d+2n) 3(5+2n) 2(6+2n) 1(7+2n) 1(9+2n) °°

- etc.

(¢}

- etc.

- etc.

+etc.

Um die Werte dieser ins Unendliche laufenden Produkten ausfindig zu ma-
chen, wollen wir der Kiirze wegen festlegen

o= leinngo B %sin(n +1)¢ n Q:sin(n +2)p sin(n+3)g

tc.
n+1 n-+2 n+3 +ete

und diese Koeffizienten werden auf die folgende Weise miteinander verglichen

nn 2(2+2n) 3(3+2n) 4(4+2n)

2
= . . . . etc.
B (n+1)2 1G3+2n) 2(4+2n) 3(+2n) ¢

welcher Wert zurtickgefiihrt wird auf

nn - (i—1)(2+2n)
(n+1)2 1(i+2n) '

wihrend i eine unendliche Zahl bezeichnet, und so wird dann sein

2nn
n+1

A _
5=

19



Auf die gleiche Weise wird erschlossen

¢ _1(1+2n) (n+1)* (i-3)(4+2n)  (n+1)(2n+1)

B 202+2n) (n+2)2 1i+2n) —  2(n+2)

dann aber weiter

D (n+2)2n+2) €  (n+3)(2n+3)

¢ 3n+3) T D 4n+4)

und so weiter; daher folgt, dass sein wird

2nn
B 1(n+1)2l'
2nn(2n +1)
C =—T9
1-2(n+1)
D 2nn(2n +1)(2n +2)
 1-2-3(n+3)
_ 2nn(2n+1)(2n+2)(2n+3)
- 1.2-3-4(n+4)

A,

¢ 2

etc.

und so geht die ganze Aufgabe auf das Finden des ersten Buchstaben zurtick

_ (n+1)? . (n+2)2 ' (n+3)2 ' (n 4 4)2 "
12n+1) 2(2n+2) 3(2n+3) 4(2n+4) etc.

Nun habe ich aber schon vor einiger Zeit bewiesen, dass der Wert dieses
allgemeinen Produktes

alb+c) (a+d)(b+c+d) (a+2d)(b+c+2d) - etc.

bla+c) (b+d)(at+c+d) (b+2d)(a+c+2d)

20



so ausgedriickt wird, dass es ist

[ dx(1 - )
a [ x=1dx(1 — x9)

c—d
d
c—d ’
d
nachdem nattirlich jede der beiden Integrationen von der Grenze x = 0 bis

hin zu x = 1 erstreckt worden ist. Daher, weil fiir unseren Fall Nachstehendes
angenommen werden muss

a=n+1, b+c=n+1, b=1, c=n und d=1,

werden wir haben

ol — [fdx(1—x)"1 1
- [andx(1—x)m1 n [ xndx(1—x)n-!

und daher den folgenden Ausdruck fiir den Bogen ¢

1 2n
n o n—1 — G G
go/x dx(1—x) —osinng T +1)2 sin(n+1)¢
2n(2n+1) ~ 2n(2n+1)(2n +2)
1-2(n+2)2 1-2-3(n+3)?

2n(2n+1)(2n+2)(2n +3)
1-2-3-4(n+4)2

sin(n +2)¢ sin(n +3)¢

sin(n +4)¢ + etc.

Diese Reihe verdient umso grofiere Aufmerksamkeit, weil sie die Integralfor-
mel [ x"dx(1— x)""! involviert.

KOROLLAR 1

§18 Uber diese Integralformel

21



/x”dx(l —x)" !

wird es forderlich sein zuerst bemerkt zu haben, wenn im Fall n = A ihr Wert
= /\ war, dass er dann im Fall

n=A+1
sein wird
A
=—_A.
22A+1)

So, weil im Fall n = 1 gilt

1
/xdx- 5

wird sein

1 ; , 1.1 2
Y /x dx(1-x)"=5 5% 5 etc

N —

/ x?dx(1—x) =

KOROLLAR 2

§19 Wenn also im Allgemeinen festgelegt wird

/x”dx(l —x)" = f:n,

weil ihr Wert ja wie eine Funktion von n angesehen werden kann, wird sein

22



1 11 11 2 11 2 3
Jil=g J2=5 13 %0% 0 /T 0
und im Allgemeinen
n

f:(n+1):mf:n.

Daher, sooft n eine ganze Zahl ist, wird der Wert dieser Formel f : n leicht
angegeben.

KOROLLAR 3

§20 Esseinunn = % und es wird sein

dry/x yydy
\/1—x V1—=yy

nachdem x = yy gesetzt worden ist; aber es ist

/\/ylyc—iyyy_Z/,/l— Z'

woher wird

1 n
/5373
und daher weiter
3 1 n 5 1 3 =« 7 1 3 5 =«
Ji378 2 278 e T aTs e w2 o

23



Aber wenn im Allgemeinen n = % ist, wird aufgefunden

fol = [ataxa -0t =g fyay -yt

nachdem x = y" gesetzt worden ist und daher nach einer Reduktion

E:K v—1 _v%—l
f35 z/y dy(1—y") ",

welche Form transzendente Grofien jeden Geschlechts involviert.

KOROLLAR 4

§21 Der Wert dieser Integralformel

x"dx(1—x)" !
/

wird aber im Fall x = 1 umgekehrt aus der gefundenen Reihe ziemlich elegant
bestimmt; nachdem némlich eine Differentiation durchgefiihrt worden ist, in-
dem dabei allein der Bogen ¢ wie eine Variable angesehenen wird, geht hervor

2n 2n(2n+1)
COS(ﬂ + 1)(P+ m

T+ 1) cos(n+2)¢

/x”dx(l —x)" = %cosn(p—

2n(2n+1)(2n +2)
T 1-2-3(n+2)

cos(n+3)¢p + etc.,

welche Reihe also dieser aus der gewohnten Entwicklung selbst entspringen-
den gleich ist
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1 n—1 m—1)(n—-2) (m—1)(n—2)(n—-23)

n 1— n-1 _ . .
/de( x) nrl 1n+2) T 12(nt3) 1-2-3(n+4)

BEMERKUNG 1

§22 Weil wir ja den Fall n = 1 im vorhergehenden Beispiel entwickelt haben,
wollen wir hier hauptsdchlich den Fall

betrachten, in welchem wir gesehen haben, dass gilt

/x”dx(l —x)" = 4
2
und es wird deshalb sein
LG in1 _4 in§ + ——sin < _ 4 inZ + et
2 1M P T gty P T g S P T g Sy P T e

Wir wollen ¢ = 2w setzen und es wird diese gefilligere Reihe hervorgehen

rtw_l. 1_3+1,5 1'7+t
1 —1smw 9smw 2551r1w 4951nw etc.,

welche zuerst, wenn der Bogen w verschwindend angenommen wird, gibt

LA S S
1~ T35 77%¢

25
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Es sei aber

wo T
2
und es entspringt die auch bekannte Reihe

L I I
8 1 9 25 49 81 ’

Aber nach Nehmen des Bogens

o 7-[
:4 = —
w 5 1
geht hervor
Ao, 1ol 1111
8v2 9 25 49 81 121 169 '
Es sei
o 7-[
=30 ==
v 6

es wird sein
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am _1f v 1 1 1
24 2 727132 T 192 T o2 T

1 1 1 1
-1 ¥+97 -l-@-l-ﬁ-i—etc.

(s + y g oy et
2\5%2 112 172 232 )

wo die mittlere = 77t und die Begriindung der tibrigen klar ist. Darauf gibt
die Differentiation unserer Reihe diese bemerkenswerte Form an die Hand

T[—l w 1 3w—|—1 5w 1 7w + et
1 1cos 3cos 5cos 7cos etc.,

weil ja génzlich alle fiir w angenommenen Bogen dieselbe Summe liefern.

Dann aber liefert eine iterierte Differentiation

0 =sinw — sin3w + sin5w — sin7w + etc.

Durch Integration finden wir aber

2
Tw 1 1 1
C—- 5 = Tcosw — ?cos3w—|— §c055w — ﬁcos%}—i—etc.,

wo, weil nach Nehmen von w = 0 ist

1 1 + 1 + etc. = 13
33 5 78 327
sein wird
3
7T
C = An
32

27



sodass gilt

T (T _1 1 1 1 .
—| — —ww —Icosw—§c0s3w+§cos5w—%cos w —+ etc.

BEMERKUNG 2

§23 Wir wollen nun im Allgemeinen festlegen

und weil gilt

sin(n+ 1) = —sinnm, sin(n+2)m = +sinnm  etc.

wird unsere Gleichung durch sinn7r dividiert diese Form annehmen

T " o1 L 2n 2n(2n+1)
sinnn/x =0 = Tt T T 2m 22
2n(2n+1)(2n +2)
tc.;
1-2-3(nt32 €
aber nach Nehmen von
Q=27

wird auf die gleiche Weise sein

28



27 " 4 1 2n 2n(2n+1)
dx(1—x)"1=— —
smhn/& x(1- %) 2 1(n+12 ' 1-2(n+2)?
2n(2n+1)(2n +2)
- tc.,
123132 €

von welchen Reihen also jene durch diese geteilt einen Quotienten = cos nm
liefert, was unpassend erscheint, weil der Quotient grofier als die Einheit ist.
Aber eine dhnliche Schwierigkeit haben wir schon oben aufgelost, die aus der
Festlegung ¢ = 27 entstanden ist; wenn wir namlich ¢ = 37 setzten, trite
die erste Reihe selbst ans Licht und hitte die Summe

_ o u/xﬁdxﬂu—x)”4,

sin 37T

welche jener nicht gleich ist, wenn n kein verschwindendes Verhiltnis ist.
Daher ist nur die erste Reihe Geltung zu haben anzusehen; um deren Summe
aus ihrer Natur selbst ausfindig zu machen, wollen wir festlegen

s:lt”+ 2n i+l 2n(2n+1)
2

7t1’l+2 tc.
1 (n+ 12 EICET

und daher wird sein

dtds _ 11 2—”1‘” L 2n(2n +1) i+l

t
dr2 1 1-2 tete,

die Summe welcher offenbar ist

— t?‘l—l(l _ t)—Zn’

sodass gilt
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tds n—1 —2n
i 1—
" /t de(1—t)

und

dt " ldt
=5 a=
und so, nachdem nach der Integration t = 1 gesetzt worden ist, wird man
haben

n—1
.71 /”dxl—x /dt/t dt
sinnrt 1—t)2

Dieser Vergleich der zwei Integralformeln ist umso bemerkenswerter, weil
unter den vielen anderen, die bis jetzt gefunden worden sind, keine dieses
Geschlechts aufgefunden werden.

BEMERKUNG 3

§24 Wir wollen im Allgemeinen festlegen
T
=7
und es wird sein

: . nmw nm
sinng = sin —-, sin(n +1)¢ = cos X

sin(n+2)¢ = —sin %, sin(n 4+ 3)¢ = — cos % etc.,

woher diese Gleichung resultiert
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T, 1 nt( 1 2n(2n+1)  2n(2n+1)2n+2)(2n+4)
T andx(1—x)" 1 =sin (= —
2/x X(1=x)" =sin <nn 1-2(n +2)2 1-2-3-4(n+4)?
nr 2n 2n(2n+1)(2n + 2)
87 <1(n+1)2 12-3(n+32 €

Aber aus der oberen Reduktion ist es offenbar, dass sein wird

2n(2n+1) , 2n(2n+1)(2n+2)(2n+3) 4
1 12 e+ 1.2.3.4 t etc.
(/=) (- t/—1)
— 5 ,
2n, 2n(2n+1)(2n+2) 4
1 t 123 t° 4 etc
I+t - (1= t/-1) 2
2v/—1
und daher wird erschlossen
g/x”dx(l —x)"1
/dt/ = 1dt 0 /dt/ =1dt
1 + ty/ — 1 — /= 2n
B /dt/ = 1dt o0s T /dt/ t—1dt
(1+t/-1)> (1—ty/—1)2

wo freilich nach der Integration ¢ = 1 gesetzt werden muss. Um aber diesen
Ausdruck von den imagindren Grofien zu befreien, wollen wir festlegen

sin w

t=tanw = ;
Ccos w

31
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es wird sein

san—1
dr — dw dt _ dw plgqp _ dwsin" ™ w

cos2w’ ¢t sin w cos w’ cos 1w

dann aber

(1+tv/—1)"2" = cos® w(cosw + v/ —1-sinw) 2"
= cos®" w(cos2nw — v/ —1 - sin 2nw),
(1—tv/—=1)"2" = cos® w(cosw — v/—1-sinw) ™"
= cos?" w(cos 2nw + v/ —1 - sin 2nw).

Nach Einsetzen dieser Werte werden sich die imagindren Grofien gegenseitig
aufheben und es wird diese Gleichung hervorgehen

T . N7 dw
—/x”dx(l —x)" = sin —- 7/dwsm 1w cos" ! wcos 2nw
2 sin w cos w

+ COS — / / dwsin™ ! wcos™ !
sin w cos w

w sin2nw,

welche zu dieser einfacheren zusammengefasst wird

d
E/x"dx(l —x)" = /760 /dw sin”_lwcos”_lwsin(g + 2nw)
2 sin w cos w 2

oder wegen sin w cos w = 5 sin2w in diese

1 2
g/x”dx(l —x)" = Z”/Si:;)w /2dwsin”’12w sin(% + 2nw).
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Es sei nun 2w = 0, damit sie gefélliger wird

E n _ n—l_l/ 2d9/ san—1 : E
5 /x dx(1—x)""" = > | sing df sin QSmn(2 +90),

wo nach der Integration 6 = 90" = Z, dass dann w =45 und t = tanw =1
wird.

BEISPIEL III

§25 Wenn die Bogen a, b, c, d etc, eine unterbrochene arithmetischen Pro-
gression festlegen, dass ist

a=me, b=ne, c=1+mle, d=(1+n)g,
e=Q2+m)p, f=2+n)p, etc,

aus deren Sinus die Linge des Boges ¢ zu bestimmen.

Die oben gegebene allgemeine Losung (§7) gibt diese Gleichung an die Hand
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sinmg nn (1+4m)? (1+n)?
?= m m—m)(n+m) 11+2m) 1+n—m)(1+n+m)
L @24m? (2+n)” et
2242m) 22+n—m)(2+n+m) '
sinng mm ' (1+m)? C(1+n)?
n (m—m)(n+m) Q+m—n)(14+m+n) 1(1+2n)
, (2+m) C@+n)?
24m—n)2+m+n) 2(2+2n) '
sin(l+m)g  mm nn ' (1+4+n)?
1+m 1142m) 14+m—n)(1+m+n) (n—m)2+m-+n)
(24 m)? (2+mn)? et
13+4+2m) (14+n—m)(3+n+m) '
_sin(l+n)g mm . nn (14 m)?
1+n (I4+n—-m(Q+n+m) 1(142n) (n—m)2+n+m)
’ (24 m)? (2+n)? et
(1+m—n)3+m+n) 1(3+2n) '
sin2+m)e  mm_ nn ~(1+m)?
2+m 224+2m) 24+4m—n)2+m+n) 1(342m)
(14n)? (2+n)?

A4+m—n)B+m+n) (n—m)(&+m~+n)

- etc.

—etc.

Daraus lasst sich aber nichts der Aufmerksamkeit Wiirdiges schliefien; daher
mochte ich den besonders bemerkenswerten Fall entwickeln, in welchem gilt

n=1—m;

fiir diesen setze ich der Kiirze wegen

_ ™Asinme  VBsin(l-m)p  Csin(l+m)p Dsin(2—m)gp

m

1—m 1+m 2—m +ete.,
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sodass gilt

o mP QhmP @emP @em? (omP
T 10 —2m) 1(0+2m) 22—m) 22+4m) 32+m)
B mm 1(1+2m) 2(2—2m) 2(2+2m) 3(3—2m) ;
A A-m?2 2.2m 1(3—2m) 3(1+2m) 2(3—2m) <"
¢ _1(1-2m) (1-m)* 1(B8—2m) 3(1+2m) 2(4—2m) .
B 1(1+2m) (1+m)? 3(1—2m) 1(3+2m) 42—2m) <~
©  1(1+2m) 2-2m (1+m)*> 1(3+2m) 4(2—2m)
€T 20-2m) 1B—2m) @-m? 4-2m 1(5-2m)
¢ _22-2m) 1(3—2m) 3(1—2m) (Q2-m} 1(5-2m)
©  202+2m) 3(1+2m) 1G+2m) (2+m?2 51—2m) O
etc

Aber aus der oberen Reduktion wird aufgefunden

B [ dx(1 — x) 2" ‘
~om [xmdx(1—x)mt. [ xm1dx(1— x) -

A

dann wird aber fiir die iibrigen aus der Form der Produkte selbst erschlossen

%_ m E_l—m g_l—i—m E_Z—m ;
A 1-m B 1+m ¢ 2-m D 2+m O
so dass gilt
m m m m
%—m%, Q:_l—{—imgl, @—mﬂ, @—mm, etc.

Wir wollen also der Kiirze wegen festlegen
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. mo1 JA"Mx(1—x)™
/x dx(1—x)™ 1. T Tdx (1 —x) =M

und es wird sein wie folgt

_sinmg sin(l-m)g sin(l+m)p sin(2—m)p  sin(2+m)e

My ==\ (1—m)? 1+ m)? 2—m)? Qrmez o
woher wir durch Differenzieren schliefSen, dass sein wird
A CoSMme cos(1—m)g N cos(1+m)p cos(2—m)g N cos(2+m)g _etc,

m 1—m 14+m 2—m 2+m

welche Reihe wegen der hervorstechenden Einfachheit besonders bemerkens-
wert ist, weil wir ja daher durch Setzen von ¢ = 0 ableiten

1 1 1 1 1

_|_

M=+ _ - 4 - +
“m 1-m 14m 2—-m 24+m 3—m 3+4m

—etc,,

die Summe welcher Reihe ich schon einst gezeigt habe diese zu sein

7T COS MTT
M=———

sinmrt
woher wir diesen eleganten Vergleich erschliefsen

mcosmm [ X" tdx(1—x)72"

sinmm [ xm1dx(1—x)"m’

x"dx(1 —x)" 1 =
/

welche weiter auf diese zuriickgeht
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/xmdx(l )l = (1—m)mcosmm [ xmdx(1 — x)~2m
sinmrt fxmdx(l “x)m

oder auf diese noch gefilligere

/xm_ldx(l oyl = 27t cosmrt [ xmdx(1 - x)*zm.
: sinmm [ xm-1dx(1— x) ™

KOROLLAR 1

§26 Man betrachte also all diese vorziiglichen Lehrsitze, welche die Entwick-
lung dieses Beispiels uns an die Hand gibt, deren erster ist:

Wenn ¢ irgendeinen Winkel bezeichnet, wird sein

mcosmm _ cosme cos(l—m)p cos(l+m)p cos(2—m)g
sinmm  m 1—m 1+m 2—m

+ etc,,

welche Gleichheit auch so dargeboten werden kann, dass ist

1—mm 4 — mm 9 —mm

7T COS MTT ( 1 2mcosg 2mcos2¢ 2mcos3¢ >
—— =cosme| — — — — — etc.
sin mrmt

sin ¢ 2sin2¢  3sin3¢ = 4sindg + et
1—mm 4—mm 9—mm 16 —mm )’

—2sin¢g <
woher, wenn gilt

o T T
mq0—90—5 und daher P=r5
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sein wird

s T s 21 s 37T :
_meosmm _ sing, 2sing.  3sinj 4sin &

sinmme 1—mm  4—mm  9—mm 16 —mm

KOROLLAR 2

§27 Der zweite Lehrsatz wird so ausgesprochen:

Wenn ¢ irgendeinen Winkel bezeichnet, wird sein

npcosmrm _ sinmg  sin(l—m)g . sin(l+m)p  sin(2—m)e +ete
sinmmt  mm (1—m)? (14m)? (2—m)? '

Daher wird nach Nehmen von ¢ = 7 sein

TTTTCOSMTT sinmn_ sin m7t B sin m7t n sin m7t + sin m7t  ete
sinmrt mm 1-m)?2 (1+m? 2-m)?2 (2+m)? '
oder
TTTT 1 1 1 1 1

sinmrtanmm  m2  (1—m)2  (1+m)? + (2 —m)? * (24 m)?

Aber nach Setzen von

me =7t

wird man haben
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TT7T COS MTT sin £ sin Z sin 2% sin 22
— m m
5 T etc.

msinmm — (1—m)2  (14+m)?2  (2-m)?2 (2+m)

oder auf diese Weise

TTTT COS MTT 1sinZ 2sin 22 3sin 3%
: = 5+ 5T 5 1 etc.
dmmsinmm (1 —mm)?> (4 —mm) (9 —mm)

KOROLLAR 3

§28 Der dritte Lehrsatz betrifft einen Vergleich von Integralformlen und
wird so ausgesprochen:

Wenn die Integration der folgenden Formeln von der Grenze x = 0 bis hin
zur Grenze x = 1 erstreckt wird, wird immer gelten

/xm’ldx(l —x)" L. /xm’ldx(l —x) "= Zrcosmn / X" ldx(1—x)~2",

sin m7t

oder wenn m = % und x = y" gesetzt wird, wird sein

/ Yy 1dy / Yy 1dy 27‘(COS / Yy 1dy
V(1 yn—2 V(1 ~ nsin A7 Y(1—y

BEMERKUNG

§29 Der Beweis dieses letzten Lehrsatzes scheint nicht gerade leicht; dennoch
kann indes durch die Dinge, die ich einst {iber Integralformeln dieser Art
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mitgeteilt habe, seine Giiltigkeit auf die folgende Weise gezeigt werden. Wir
wollen ndmlich, wie ich es dort gemacht habe, diese Integralformel

[

mit diesem Charakter (g) bezeichnen und es ist zu beweisen, dass gilt

A A\ 2mcosAT /)
A n—AJ) nsjn)‘% n—2A)"

Nun habe ich zuerst bewiesen, wenn galt

q+r=mn,

dass sein wird

woher sofort folgt

<A)_/ yv'“lidy = n
=) =) Y

sodass es zu beweisen {ibrig bleibt, dass ist

MY peae (A
)T\ )

Aber ebendort haben wir gezeigt, wenn galt
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pratr=n

dass sein wird

L py__ L (py__1 (4
sin”\q)  sin\r) sinff\r)

Wir wollen also nehmen

p=A qg=A
und es wird sein
r=mn-—2A,
womit wir wegen
. (m=2N)m | 2Am
sin ——— = sin ——
n n

erschliefien

AN A
sin 222\ A ) sin A% \n—21 )’

n

sodass wegen

L 2AT AT ATT
sin —— = 2sin — cos —
n n n
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in der Tat ist

M oA

A ST \n=—2a )
Um Vieles mysterioser ist aber der oben (§23) gefundene Lehrsatz, dass unter
denselben Integrationsgrenzen gilt

= 1d
,7-[ / x"dx (1 — x)" /dx 32(
sinnm (1—x)2
oder
1
T 1 /dx x"hdx
1_
ZSinnn/ dx(1 = x)" 1—x2”

damit diese Gleichung auf jene Form zuriickgefiihrt, wollen wir anstelle von
n % setzen und es sei x = y", woher wird

/ A ldy /dy/ A 1d]/
2ns1n)‘” (1 —ym)n—2 VA —y

Gerade haben wir aber gesehen, dass ist
/ /\ 1 dy AT y/\— 1 dy

und so erschlieffen wir vermoge dieses Lehrsatzes, dass gilt

/\ 1d]/ d]/ /\ 1d]/
ntan“ VA 1—
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und daher weiter diesen nicht weniger bemerkenswerte Lehrsatz

/ v 1dy /yA 'dy - logy
ntan“T \/ 1—

woher wir nach Nehmen von A = 1 die folgende Proportion haben

dy log <
=)
an — \/1_7

PROBLEM 3

§30 Eine Gleichung solcher Art fiir eine gekriimmte Linie zwischen zwei
Variablen, der Abszisse x und der Ordinate y, zu finden, dass den in einer
arithmetischen Progression genommenen Abszissen gegebene Ordinaten zu-
kommen, nattirlich:

Wenn ist

x=mnf, (n+1)0 n+2)0 (n+3)0, n+1)0, (n+1)0 etc

dass wird

y=p, q, r, S, t etc.
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LOSUNG

Wir wollen im Allgemeinen festlegen

x = 0w

und aus der in §10 gegebenen allgemeinen Losung erlangen wir diese Glei-
chung

vy _p m+l-w)n+l+w) n+2—-w)(n+2+w) (n+3—-w)(n+3+w)
w n 12n+1) ' 2(2n+2) ' 3(2n +3)

p (n—w)(n+w) m+2—w)(n+24+w) n+3—w)(n+3+w)
Cn+1 1(2n+1) ' 1(2n +3) ' 2(2n +4)
LA (n—w)(n+w) (n+l1-w)n+tl4+w) M+3-w)(n+3+w)

n+2 2(2n+2) 1(2n +3) 1(2n +5)
—etc,,

welche wir der Kiirze wegen so darstellen wollen

r S
.n—|—2_®.n+3

Logl_ w1 ¢
w n

. tc.;
] + etc,;

und zuerst werden wir freilich fiir den zu wihlenden Wert von 2l aus der in
§17 erwdhnten allgemeinen Form fiir diesen Fall haben

a=n+1l—-w, b=1, c=n—w und d=1,

woher wir durch die von der Grenzen z = 0 bis zu z = 1 zu erstreckenden
Integralformeln erschliefien

o — [dz(1—z)"e b 1
 [zredz(1—-z)r el (n—w) [zr@dz(1 —z)nmw-l

44
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oder

2
(n —w) [zt=@-1dz(1 — z)n-w-1’

A =

nach Einrdumen welcher Integration die iibrigen leicht erledigt werden. Es
wird ndamlich wie oben §17 sein

n+w) 2(n+1)(n —w)(n+ w)

B w)(
A (n+1— )(n+1+w)'(2+2n>: n+l-w)n+l+w)’
¢ (m+l-w)(n+1l+w) (1+2n)(2+n)
B (n+2-w)(n+24+w)  2n+1) '
D (n+2-w)(n+3+w) (2+2n)(3+n)
¢ (n+3-w)(n+3+w) 3n+2)
¢ (m+3-w)(n+3+w) (3+2n)(4+n)
D (m+d4—w)(n+d+w)  4n+3)
etc.

Wir wollen also die Integralformel wie folgt festlegen

/z”"‘”ldz(l —z)"eTl = A,
dass gilt,

2

BTN

und die tibrigen Koeffizienten werden so durch 2 definiert werden:
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2(n+1) nn — ww

b= 1 (n+12—ww
Q:_Z(n+2)(2n+1)‘ nn — ww
1-2 (n+2)?—ww

9_2(n+3)(2n+1)(2n+2)_ nn — ww

1.2.3 (n+3)2—ww "
QE_2(n+4)(2n—|—1)(2n+2)(2n—|—3)‘ nn — ww

1.2.3-4 (n+4)2 — ww

etc.

Deswegen wird die gesuchte Gleichung zwischen y und x = 6w so beschaffen
sein:

nby . p 2 q
2+ w)w mm-—ww 1 (n+1)2—ww
2n(2n+1) r ~ 2n(2n+1)(2n +2) s ete
1-2 (n+2)? —ww 1-2-3 (n+3)? — ww N

woher fiir jeden Wert von x = 6w der zukommende Wert von y definiert
wird und das durch die Ordinaten p, g, r etc., welchen den Abszissen n0,
(n+1)6, (n+2)0 etc. zukommend angenommen werden. Dort muss es freilich
angemerkt werden, wenn w einem gewissen Term der Progression n, n + 1,
n + 2 etc. gleich genommen wird, dass dann der Nenner der entsprechenden
gegebenen Ordinate verschwindet, so dass in Bezug auf den Term, nattirlich
unbestimmten, die {ibrigen verschwinden. Aber dann geht zugleich auch der
Wert A als unendlich hervor und von genau solcher Art, dass dann entweder
y = p oder y = g oder y = r etc. wird, so wie es die Natur der Sache erfordert.

KOROLLAR 1

§31 Wenn die vorgelegten Abszissen Kreisbogen bezeichnen, die Ordinaten
hingegen die Sinus derselben, dass gilt



p=sinnd, g=sin(n+1)0, g=sin(n+1), r=sin(n+2)0, etc,

wird sein

y = sinwb,

woher diese allgemeine Gleichung resultiert

nAsinwd  sinnd 2n  sin(n+1)0  2n(2n+1) sin(n+2)6

2n+ww mm-—ww 1 (n4+1)2—w? 1.2 (n+22—aw?
2n(2 i
_2n(2n+1)(2n+2) sin(n+3)6 + etc,
1-2-3 (n+3)2 — w?

wo es besonders bemerkenswert ist, dass die drei Buchstaben 7, 8 und w nach
Belieben angenommen werden koénnen.

KOROLLAR 2

§32 Wenn wir also nehmen

0=,

dass all Sinus der Reihe auf denselben sin n6 zurtickgefiihrt werden, wird sein

nAsinwd 1 +2£ 1 2n(2n+1) 1
2(n+w)wsinnr  mn—ww 1 (n+1)2 - w? 1-2 (n+2)2— w?
2n(2n+1)(2n +2) 1
1.2.3 37— ot
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Daher, wenn ist

n= % und A = /z""’%dz(l —z)

oder

wird man haben

Asinwm 1 L 1 L 1 L 1
8(1+2w)w 1—4w?  9—4w?  25—4w? 49— 4w?

+ etc.,
die Summe welcher Reihe ich gezeigt habe zu sein

== tanwrt

-~ 8w ’
sodass gilt

Asinwm T oot
8(1+2w)w 8w

und daher

(14+2w)m
coswir

A =



BEMERKUNG 1

§33 Diesen Schlussfolgerungen lédsst sich aber wegen des schon oben er-
wiahnten Grundes nicht allzu sehr trauen. Denn nach Festlegen der Ordinaten
wie folgt

p=sinnf, g=sin(n+1)§, r=sin(n+2)0 etc,

wihrend die Bogen 16, (n+1)6, (n +2)6 etc. wie die Abszissen angesehen
werden, liefert die gefundene Gleichung eine gekriimmte Linie solcher Art,
die durch all diese Punkte hindurchgeht; aber in der Tat folgt daher nicht,
dass diese Kurve selbst eine Sinuslinie ist, weil unendlich viele andere durch
jene selben gegebenen unendlich vielen Punkte hindurchgehende gekriimmte
Linie gegeben sind. Daher gibt, nachdem der Buchstabe y fiir das Bezeichnen
der der Abszisse x = 6w entsprechenden Ordinate beibehalten wurde, unsere
Losung fiir die gesuchte Kurve freilich diese Gleichung an die Hand

nAy sinnf  2n  sin(n+1)0  2n(2n+1) sin(n+2)6

2(n—|—w)_nZ—wz_T.(n—kl)z—wz—'— 1.2 (n+2)2 — w2

_2n(2n+1)(2n+2) sin(n +3)6
1-2-3 (n+3)?2—-w

5 + etc.,

sodass der Abszisse

x=(n+i)f

diese Ordinate entspricht

y =sin(n +1)0,

wenn i nur irgendeine ganze Zahl ist. Es konnte also geschehen, dass fiir
andere Abszissen, wo i keine ganze Zahl und daher allgemein, wenn x = w6
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ist, die Ordinate nicht y = sin w® war. Damit dies deutlicher erkannt wird,
wollen wir die allgemeine Gleichung fiir gdnzlich alle durch die gegebenen
Punkte hindurchgehenden Linien ausfindig machen, und es sei bisher dieser
Wert gefunden worden

y=0

und es werde eine fiir alle gegebenen Abszissen verschwindende Funktion
gesucht, von welcher Art diese ist

((n+1)% —w?) ((n+2)? - @?) (n+3)* - w?)

winn = ww) =2 T 2(2n +2) 3(2n + 3)

etc,,
welche durch die oben gesagten Dinge ist

2
=w(nmn —ww)A = 2w(n+ ) w)‘
A
Diese Grofle werde = () genannt und es sei f : () eine Funktion von () solcher
Art, die verschwindet, wenn () = 0 ist, und es wird die allgemeine fiir alle
Kurven Geniige leistende Gleichung sein

y:®+f:Q:Q+f:2w(nA+w).

Und nun ist es ohne jeden Zweifel gewiss, dass in dieser Gleichung die
Gleichung y = sinw6, nachdem x = w0 gesetzt worden ist, enthalten ist,
weil ja diese Gleichung den vorgeschriebenen Bedingungen Geniige leistet.
Daher konnte es vollkommen passieren, dass die Gleichung y = © von dieser
y = sin w0 verschieden war; das kann besonders von den den Buchstaben 0
und n zugeteilten Werten abhidngen, sodass in den einen Féllen die gefundene
Gleichung y = © mit dieser y = sin w# tibereinstimmt, in anderen hingegen
von derselben abweicht.
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BEMERKUNG 2

§34 Wir wollen diese Dinge auf den Fall anwenden, in welchem gilt

sowie
5 / 217%dz )
1 — Z 2+w
und weil ja die Summe der gefundenen Reihe ist

7T
= —tanwm
8w

wird man diese allgemeine Gleichung haben

Ay o A Cw(142w)
80 1 20)w 8w Tt a0y T aA
oder
- (14 2w) Cw(l+2w)
= Ttanwn—i—f. — A

wo die hinzugefiigte im Allgemeinen so beschaffen ist, dass sie in den Féllen

w =20, w:i%, w::té, w:i§ etc.

verschwindet, von welcher Art diese Formeln sind
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sin2wm, wcoswm, ebenso sin2iwm und wcos(2i — 1)wrr,

wihrend i irgendeine ganze Zahl bezeichnet; daher ist es moglich wie viele
Formeln von dieser Art auch immer nach Belieben zu kombinieren. Es wird
also eine gewisse Funktion von dieser Art gegeben sein, die ¢ sei, sodass wird

Yy =sinwm
und daher
142
sinwr = M tanwr + ¢
A
oder

A (14 2w) tanwrr _ 2/ z279dz

sinwm — ¢ (1—z)zte’

Weil also im Fall w = 0 die Funktion ¢ gewiss verschwindet, wird natiirlich
A\ = 71 sein, was ein Anzeichen ist, dass die Funktion ¢ den Faktor w”? enthilt,
dessen Exponent A grofier als die Einheit ist, weil andernfalls nach Nehmen
von w = 0 die Grofie ¢ in Bezug auf sin wr verschwinde. Und dieses Grundes
wegen sind die Schlussfolgerungen des vorhergehenden zweiten Problems fiir
wahr zu halten.

PROBLEM 4

§35 Eine Gleichung solcher Art fiir eine gekriimmte Linie zwischen der
Abszisse x und der Ordinate y zu finden, dass den in einer unterbrochenen
arithmetischen Progression angenommenen Abszissen gegebene Ordinaten
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entsprechen, nattirlich:

x=mnf, (1-n)o, (14+n)d, (2—n)d, (2+n)d, (3—n)d etc,
dass wird

y="r q, T, s, t, u etc.

LOSUNG

Wir wollen im Allgemeinen die Abszissen wie folgt festlegen

x = 0w

und fiir die Gleichung zwischen x und y wollen wir diese Gleichung festsetzen

Yy _oq.P_u. 1 LA L
= B € — D € = F e ete,

und aus dem auf diesen allgemeinen Fall erstreckten Paragraphen 25 wird
man haben

A — (1-n—w)(1-n+w) (I4+n—w)(l+n+w) (2-n—w)2—n+w) 2+n—w)2+n+w)

-2 ez 20-20) 2@ ot©
B _ (n—w)(n+w) 1-n ¢ (I-n-w)(l-ntw) 1+n
2 (1-n—-w(l-n+w) n B (Q+n-w)(l+n+w) 1—n’
9 (+n-w)(l4+ntw) 2—n ¢ (2-n—w)2-nt+w) 2+n
¢ (Q2-n-w)2-n+w) 1+n ® Q2+n-w)2+n+w) 2—n

etc.
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Wir wollen den Wert von 2 in zwei Produkte entwickeln

l-n—-w(l-n4+w) 2-n—w)2-n+w) B—n—w)(3—n+w)

¥= 11— 2n) ' 2(2— 2n) ' 3(3— 2n) R
0 (I+n—-w)(l+n+w) 2+n-—w)2+n+w) B+n—-—w)B+n+w) "
- 1(1+2n) 2(2+2n) 3(3 +2n) ere
sodass ist
2A =P,

und wir wollen den Wert jeder der beiden geméf} Paragraph 17 durch Integral-
formeln definieren. Und zwar wollen wir zuerst fiir das unendliche Produkt
P setzen

a=1-n—w, b=1, c=-n+4+w etc. d=1

und es wird sein

¢ = [dx(1—x)" 1w _ 1 1

T [xredx(1—x) e T w—n [xoned(l— x) 1o’

wenn freilich gilt

w—n>0.

Fiir das andere unendliche Produkt, indem nur 7 negativ genommen wird,
wird werden
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a—— 1 1
T w +n f x”*“’dx(l _ x)nerfl'

Aber damit die Bedingung w — n > 0 nicht von Néten ist, wollen wir eine
andere Aufteilung gebrauchen und es sei

lI+n+w(l-n—w) 2+n+w)2-n—w) B+n+w)B—n—w)

- 1-1 ' 2.2 ' 3-3 et
_(+n-w)(l-n+w) R+n-w)2-n+w) B+n-w)B-—n+w) ;
T (A—2m)(1+2n) (2—2n)(2+2n) B-2n)(3+2n) o7

und fiir 9 wollen wir festlegen

a=1-n—-w, b=1, c=n+w, d=1,

fiir Q hingegen

a=14+n—-w, b=1-2n, c=n+w, und d=1

und es wird sein

¢ = [dx(1—x) tHnre _ 1 1
fx—n—wdx(l _ x>—1+n+w n+w fx—n—wdx(l _ x>—1+n+w’

B f x—anx(l . x)—1+n+w
- fx”_wdx(l _ x)—1+n+w'

Q

Es ist aber im Allgemeinen

/xmdx(l —x) 1 = W / x"dx(1 — x)k,
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also

1
n+w

/x*”*“’dx(l — )Tt — /x’”’“’dx(l — x)te

1 n+w —n—w
n+w/y dy(1—y)~""%,

/x—anx(l _ x)—1+n+w — w x—anx(l _ x)n+w

n+w
l-n+w _
W yn+wdy(1 _ y) Zn/
/x”""dx(l —x) it — 1+2n x"dx(1 — x)"
n+w
1 + zn nrw n—w
= e V=)
woher geschlossen wird
o= P — (1-n-w) [y"dy(l —y)~*"
fyn-i-wdy(l _ y>—n+w . fyn+wdy(1 _ y)n—w
oder
o — f ynerfldy(l _ ]/) —2n
Jyrtedy(1—y)re - [yrteldy(l—y)me
oder

_ Jymretdy(1 —y) 7
(n+w) [ymre-ldy(1 —y)—m—w - [yrreoridy(l —y)r—«’

Weil also ist
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1—n nn — ww 1+n nn— ww

n  (1-n)?2-ww n  (1+n?—-—ww’
©:2—n‘ nn — ww 2 €:2+n' nn — ww
n  (2-n)?-ww n (24n)?—-ww
etc.,

wird durch ein hinreichend geféllige Reihe sein

vy _p (nn — ww)q (nn — ww)r (nn — ww)s
Ao 1 w((l—nP—w?) T a((+nP—?) n(2-nE-w?)
oder

ny ___ P q

- — etc.
Aw(nn —ww  n? — w? (1—n)2—w2+(1—|—n)2—w2 ere

Indem aber anstelle von 2l wieder die Integralform eingesetzt wird, wo ich
freilich die neue Variable der Unterscheidung wegen mit dem Buchstaben z
bezeichnen werde, wird diese selbe Reihe ist aber diesem Ausdruck gleich

ny [ZTeTldz(1 —z) @ [zrrerldz(1 —z)e
(n—w)w [zrte-1dz(1 —z)~2" ’

die Integration welcher Formeln von der Grenze z = 0 bis zu z = 1 erstreckt
zu verstehen sind.

KOROLLAR 1

§36 Wenn wir also der Kiirze wegen diese Integralform wie folgt festlegen

f Zn+w—1dz(1 _ Z)—n—w . f Zn+w—1dz(1 _ Z)n—w

=A
fznwtwfldz(l _ 2)72”
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und die einzelnen Terme der Reihe in zwei auflésen, werden wir haben

mAy _ P4 r o __ 8 Lt
n-w n-—w 1-n-—-w l14n—-w 2—-n-—-w 24+n—w ’
p q r S t

n—l—a)+1—n—|—w_1—|—n—|—w+2—n—|—w_2—|—n—|—w

KOROLLAR 2

§37 Die Gleichung definiert also eine gekriimmte Linie solcher Art, in wel-
cher den Abszissen

x=0, nf, (1-n)f, (1+n)d, (2—n)d, (2+n)d etc

diese Ordinaten entsprechen

y=0, P, q, r, s, t etc.,

denselben Abszissen negativ genommen aber dieselben Ordinate negativ
genommen entsprechen. Im Allgemeinen ist aber hier die Ordinate x = 6w
gesetzt worden.

KOROLLAR 3

§38 Weil ja hier der Buchstabe 6 aus der Rechnung herausgegangen ist,
wiére es moglich gewesen, an seiner Stelle die Einheit zu schreiben, dass
der Buchstabe w die Abszisse selbst bezeichnen wiirde. Aber wenn wir eine
Anwendung auf Bogen und deren Sinus machen wollen, ist es von Vorteil,
den Buchstaben 6 in der Rechnung beizubehalten.
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BEMERKUNG

§39 Der Nutzen dieses Problems wird besonders erkannt, wenn wie oben
die Abszissen als Kreisbogen angesehen werden und die gegebenen Abszissen
so angenommen werden, dass die Ordinate p, g, 1, 5, t etc. einander gleich
werden, ob positiv oder negativ. Damit also in diesen Féllen klar wird, ob die
gefundene Reihe anderswoher summiert werden kann, nehme man die Dinge
zur Hilfe, die ich einst tiber dhnliche Reihen mitgeteilt habe, woher freilich
die Summen der zwei folgenden Reihen erschlossen werden

Lol ete=
x B—a PBH+a 2—a 2+« p tan %5
1 1 1 1 1 T
v B—a Bra 2p-a 2pta 7 psinig

o’

Daher leiten wir also fiir unser Problem die vier folgenden Summationen ab

IL.

I1I.

Iv.

1 1

1

1

n—w_1—n+w+1+n—w_2—n+w+2+n—w
1 L 1 1 1 i

n-w l—-n4+w 14n-w 2—-—n+4+w 2+n-—
1 1 1 1 1

— + — +

n+w l1l-n—-w 14+4n4+w 2—-n—-—w 2+n+4+w
1 1 _ 1 _ 1 N 1

n+w l1l—-n—-w 14+4n4+w 2—n—-—w 2+n+4+w

+ etc. =

T
tan(n — w) 7’
s
sin(n — w) 7
T
tan(n + w) 7’
s
sin(n + w)m’

7

Nachdem diese bemerkt worden sind, wollen wir die Fille entwickeln, welche
sich mit Hilfe dieser Summationen auf endliche Ausdriicke zurtiickfithren
lassen.
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BEISPIEL 1
§40 Es seien die Ordinaten, welche den Abszissen
x=0, nf, (1-n)d, (1+n)p, (2—n)d, (2+n)f etc

entsprechen,

p:f, q:f, r=—7, S:—f, t:+f/ u:+f etc.

und durch eine endliche Gleichung werde eine Relation zwischen der Ordinate
y und der Abszisse x = fw ausfindig gemacht.

LOSUNG

Das erste Korollar liefert fiir diesen Fall diese Gleichung

2n Ay _ 1 1 B 1 L 1 i ~ ete
fn-w) n-w l1l-n-w l+n—-w 2-n-w 24+n-w 7
1 1 1 1

- - - tc.
n+w+1—n+w+1—|—n—|—w 2 —n+w 2—|—n—|—w+ec'

welche zwei Reihen mit Hilfe der vier oben erwidhnten, deren Summation
bekannt ist, auf II weniger IV reduziert, und daher wird sich die gesuchte
Gleichung in endlicher Form so verhalten

2n Ay T T

f(n—w)  sin(n—w)r  sin(n+w)r’

welcher Ausdruck auf diesen zuriickgeht

27T COS N7T Sin w7t 47T cos nrt - Sin w7
sin(n — w)m-sin(n + w)m  cos2wm — cos2nmt’
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sodass man fiir unsere Kurve diese Gleichung hat

nAy 7T cos nrsinwrm

f(n—w) sin(n—w)mr-sin(n+w)n’

Den Wert A haben wir zuvor durch Integralformeln ausgedriickt gegeben;
weil aber aus den oberen Dingen ist

1

A= A(n + w)’

werden wir durch ein unendlich Produkt haben

1 1(1 —2n) 1(1+2n) 2(2 —2n) 2(2 4 2n)
n+w‘(1_n)2_w2.(1+n)2_a]2‘(Z_n)2_w2.(2+n)2_w2'ec"

woher noch deutlicher als aus den Integralformeln klar wird, dass der Wert
A unendlich wird, sooft galt

w==x(itn),

wéhrend i irgendeine ganze Zahl bezeichnet, derselbe Wert A in den Féllen
verschwindet, in dem ist

S
"=+

Dann wird es aber auch forderlich sein, bemerkt zu haben, wenn, wihrend w
in 1 + w tibergeht, der Wert von A mit /\' bezeichnet wird, dass sein wird

(1—-n—-—w)A

n—w

N =—
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Und wenn auf die gleiche Weise A" dem anstelle von w angenommenen Wert
2 + w zukommt, wird sein

—2-n+w) —(2—n—|—w)A.

"
A= -(1-n+w) n—w

KOROLLAR 1

§41 Sofern die Grofie A von w abhédngt, werde sie wie eine Funktion davon
betrachtet und auf diese Weise bezeichnet

A =f:w;
dann wird also sein
: = :
und
fietw) =120
—w
etc.

Daher, wenn w irgendeine ganze Zahl bezeichnet, wird man diesen Lehrsatz
haben

f:li+w) frw

n—i—w n—w
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KOROLLAR 2

§42 Weil des Weiteren fiir negativ genommenes w gilt

n+w
n—w

f(w) frw,

wird sein

fi—w  frw

n+w n—w

daher auch im Allgemeinen

fili-w) frw

n—i+w n—w

BEMERKUNG

§43 Dieser Fall entspricht jenem, den wir oben in §25 entwickelt haben, wo
die gegebenen Ordinaten auch die Sinus der Abszissen waren; und freilich
muss im gegenwartigen Fall festgelegt werden

0=,

dass gilt

f =sinnm

und alle gegebenen Punkte auf einer Sinuslinie gelegen sind. Daher folgt
aber nicht, dass die Kurve selbst, welche die gefundene Gleichung darbietet,
eine Sinuslinie ist, weil unzdhlige andere Kurven durch dieselben gegebenen

63



Punkte hindurchgehen kénnen. Daher ist es aber immer noch keinesfalls ge-
wiss, dass der der Abszisse x = w7 zukommende und mit dieser Gleichung
definierte Wert

nAy B 7T COS NTT - SN WTT

(n—w)sinn  sin(n — w)7m - sin(n + w)m

dem Sinus des Bogens mw gleich wird, dass y = sin 7tw, auch wenn dies in
den Fillen w = £(i £ 1) und w = 0 wahr ist. Oben haben wir freilich gesehen,
dass die Gleichung auch im Fall, in dem w eine sehr kleine GrofSe ist, mit der
Wahrheit vertraglich sein wird, indem y = sin 7tw genommen wird, sodass gilt

JT COS N7t
A= .
SN n7t

wiahrend auch ist

[zt dz(1—z)™" [z 1dz(1 —z)"

A —
[z1dz(1 —z)~2" ’

wie ich auch dort bewiesen habe. Damit aber diese Sache leichter im Allge-
meinen erforscht werden kann, bemerke ich fiir das bequemere Ausdriicken
des Wertes /\, dass ist

[ 2o ldz(1 —z) e _ J[z¢7"dz(1 —z) "
[ zrte=ldz(1 —z)~2" Jdz(1—z)=2n

— (1-2n) /z“’_”dz(l —z) 7,

wobei gilt

N —

woher sein wird



A = (1-2n) /z“””dz(l —z) . /z”*“”ldz(l —z)"Y.

Aber wenn im Allgemeinen wére

Yy = sinwrr,

ware auch

(n — w)msinnmcos nrm
nsin(n — w)7m - sin(n + w)m

Die Frage geht also darauf zuriick, ob diese Gleichung

(1—2n) /z“’_”dz(l —z) . /z”+“’_1dz(1 —z)"

(n — w)msinnmcos nm
~ nsin(n —w)-sin(n 4+ w)

auch in anderen Fillen aufier den oben erwdhnten wahr ist oder nicht. Fiir
dieses Ziel wollen wir den Fall betrachten, in dem gilt

der erste Teil wird hingegen sein



_1/ zidz / z-idz
2/ (1-2)i J (1-2)8

die nach Setzen von

in diese Form tibergeht

v | vt = v | vy

deren Wert durch die Dinge, die ich {iber Formeln von dieser Art bewiesen
habe, in Wirklichkeit = 7 wird, was also schon ein vorziiglichess Zeugnis fiir
die Giiltigkeit unserer Gleichung ist, welche sich aber auf die folgende Weise
vollstandig beweisen lasst.

LEHRSATZ

§44 Auf welche Weise auch immer die zwei Zahlen n und w angenommen
werden, diese Gleichung wird mit der Wahrheit vertrédglich sein

w—n n+w—1 . . )
(1—271)/(Z = /Z d (n — w)msinnm - cosnm

1—z)yte | (1—z)wn - nsin(n — w)m - sin(n + w) 7’

wenn freilich die Integration jener Formeln von der Grenze z = 0 bis zur
Grenze z = 1 erstreckt wird.
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BEWEIS

Um diese Integralformeln auf die Form, die ich behandelt habe, zuriickzufiih-
ren, wollen wir festlegen

n+w= und w—n=

4

==
==

dass gilt

]/1—1/
=tV
"=

und es muss diese Gleichung bewiesen werden

v ﬂsin”;’n

14
/ )\ —_
_ pr
w/l—z ]/l V sm)L sm/\

Es werde nun z = v* gesetzt und man wird haben

A— y+1// z1dz

oMr-1dyp v 1do v msin B
AA=—u+v) =

W W—V_V sin U - smyf

audfdie dort einngefiihrte Weise, diese Integralformeln auszudriicken, wird
das erste Glied so dargestellt werden

() ()

was durch die erste Reduktion

(0= ()
q ptqa—A\ q




iibergeht in

o () ) = (5 (57)

Aber diese Reduktion

</\—q)<}\—|—p—q>: T
p q /\psin%

nach Nehmen von

p=p—v und g=p

gibt

=) (557) = s

Es ist aber auch

A—v - T
v _/\sin%’

deren Produkt ist

(A—v)()x—v)()\—y)_ T
1 v p—v)  AA(u—v)sinET -sin U

Weiter, weil im Allgemeinen gilt
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(B ) =(005)

wird durch Nehmen von

p=A—-u, qgq=pu—v, und r=v

sein

o) = () ()

und wegen

<A—p> B T
p Asin ET

wird nach Nehmen von

p=p—v

sein

TTTT

=

<A;V><A;H>'Agn

Y AA(p—v)sin -

7

o’
sin =



aus diesen Dingen geht das erste Glied auf diese Form zurtick

A </\—;u> </\—1/> v msin B
v = . ,
v U U—v sin%-sin%

welches die zu beweisende Gleichung selbst ist.

KOROLLAR 1

§45 In der Lehre tiber Integralformeln von dieser Art

/ vP~1do
V(A =oMA1
welche ich mit diesem Charakter bezeichne

()

welcher (g) dquivalent ist, ist also diese Reduktion von grofier Bedeutung,
nach welcher ich bewiesen habe zu sein

A=pu\ [(A—v v msin B
Av = s
v 1 p—v sinkr.sin %t
sodass das Produkt zwei solcher Integralformeln (A;” ) (%) allein durch
Winkel dargeboten werden kann.

KOROLLAR 2

§46 Wenn im zuerst fiir A gefundenen Wert gleichermafien festgelegt wird

n—l—w:% und w—n=

7

>| <
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dann aber

wird sein

u—1 u—1 u—1
A:)\/vdv ‘/Udv :/vdv

Va=onr S /A=ty S A=)

und daher auf diese Bezeichnungsweise

A =2
(A7Z+v)
oder
A—py (A-v
RIS
- (Afyﬂ/) .
14

Derselbe Wert ist in der Tat auch

. U—v
A — V7T SHl‘x*n

v en BT ginvm
H—V sin‘--siny

KOROLLAR 3

§47 Weil also fiir diese letzte Formel sofort gilt
<A = ;4) o
U ~ Asin % ’
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wird sein

(%) v .sin¥n
(/\*£+V)_y—v sin 4§t/

deren Giiltigkeit aus diesen allgemeinen Lehrsatz gezeigt wird

(
(

) ().

==

) (P+’7)’

==
<

es wird namlich sein

(5 G v (G5

(=) ) v G

wegen

Advy _v( v Adpu—v\ wu—v( p—v \.
<A—v>_A<A—v> und <A—y+v>_ ) <A—y+v'

dann ist aber

v o7 und h—v B T
A—v _)\sinvf A—u+v _/\sin¥7'c.

BEISPIEL II

§48 Es seien die Ordinaten, die den Abszissen
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ng, (1—-n)o, (1+mn)s, (2—-n)s, (2+n)d etc

entsprechen,

p=f, q=—f r=+f s=—f, t=+f, u=—f etc,

und durch eine endliche Gleichung werde die Relation zwischen der Abszisse
x = 6w und der Ordinate = y im Allgemeinen ausfindig gemacht.

Die allgemeine Gleichung des Paragraphen 26 liefert auf diesen Fall ange-
wendet

moy _ L o, v, 1 1 1 L
fn-w) n-w l-n—-w 1+4+n-w 2-n-w 2+4+n—w )
1 1 1 1 1

- - - - - — etc.,
n+w l-n+w 14+n+w 2—-—n+4+w 2+n+w e

wo wir nun freilich wissen, dass gilt

B (n — w)msin2nm
© 2nsin(n — w)m-sin(n + w) 7T’

Jene Reihe wird aber aus §39 sofort

. T T 7Tsin2wrt
I weniger III = — = = .
tan(n —w)m  tan(n+w)mr  sin(n —w)m-sin(n + w)

nach Einsetzen welcher Summe hervorgeht

y Tsin2n7m _ Tsin 2wt
f sin(n—w)m-sin(n+w)mr  sin(n—w)m-sin(n+w)r
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oder

fsin2wm  fsinZX
sin 2n7t sin2n7m

Dabher ist also die Kurve erneut eine Linie von Sinus, und wenn man 6 = 27t
nimmt, dass f = sin2n7 ist, wird sie Ordinate y = sin x sein.

KOROLLAR 1

§49 Wenn man nimmt

0 =mn und f=tannf = tannr,

werden die gegebenen Punkte auf einer Tangenslinie liegen; und dennoch
wird die gefundene Kurve selbst keine Tangenslinie sein; sondern ihre Natur
wird mit dieser Gleichung ausgedriickt werden

tann - sin2x sin 2x sin 2x
sin2n7t 2cos’nm 1+ cos2nr

und es wird hier y = tan x sein, sooft x = £ (i & n)m war.

KOROLLAR 2

§50 Wenn wir in der Losung des ersten Beispiels, in welchem war

p=f q=f r=—f s=—f, t=f u=f etc,

sofort anstelle von A den gefundenen Wert gesetzt hitten, wire diese Glei-
chung hervorgegangen
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fsinwr
sinnm

Daher wiére es klar gewesen, dass nach Nehmen von 6 = 7 und f = sinnm
jene Kurve selbst eine Sinuslinie sein wird.

BEMERKUNG

§51 Es verdient ganz und gar bemerkt zu werden, dass in Problem 4, wo
die gegebenen Abszissen eine unterbrochene arithmetische Progression festle-
gen, der Wert der Grofie uneingeschriankt durch Winkel dargeboten werden
konnte, obwohl dennoch in Problem 3, wo die gegebenen Abszissen eine
wahre arithmetische Progression festlegten, die Integralformel A im Allgemei-
nen keinesfalls durch Winkel ausgedriickt werden kann. Weil ndmlich dort war

A= /z”"‘”ldz(l —z)"wl,

geht diese Formel nach Setzen von n — w = ¥ und z = v" iiber in

v—1
A:/\/ g do oder Az?\(v),

welche Formel im hochsten Mafie transzendente Quadraturen verwickeln
kann. Und wenn in jenem Problem die gegebenen Ordinaten wie folgt festge-
legt werden

p=f q=—f, r=f s=—f t=f u=—f etc

und n = % war, wird die Gleichung fiir die durch diese Punkte hindurchge-

hende Kurve sein

Ay 4 4 4
= + +
214+ 2w)wf 1—-4dww 9—-4dww 1—-4w

+ etc.
w
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oder

by
2fw(1+2w) 2w ’

so dass gilt

_ nf(142w)tanwm
= X ,

woher, auch wenn genommen wird

1
=m und fzsinn@zsininzl,

es nattirlich nicht folgt, dass y = sin 0w = sin w7 sein wird. Weil also durch
das erste Beispiel schon gewiss ist, dass gilt

fsinwm
sinnm ’

wollen wir denselben Fall aus dem ersten Problem so entwickeln, dass wir
die Werte der einzelnen Koeffizienten A, B, C, D etc. ausfindig machen.

PROBLEM 5

§52 Die oben in Problem 1 festgelegte allgemeine Gleichung so zu bestim-
men, dass diesen Abszissen

x=n6, (1-n)d, (14+n)d, (2—n)d, (2+mn)0 etc



diese Ordinaten entsprechen

y=+f, +f, —f, —f, +f, etc.,

LOSUNG

Es werde wie zuvor x = 0w gesetzt und man betrachte die gesuchte Gleichung
in dieser Form

y = Aw + Bw(ww — nn) 4+ Cw(ww — nn)(ww — (1 —n)?)
+Dw(ww — nn)(ww — (1 —n)?)(ww — (14 n)?)
+Ew(ww — nn)(ww — (1 —n)?)(ww — (14 n)?)(ww — (2 —n)?)
+etc,

woher diese Gleichungen abgeleitet werden

fo_a

n

S A 4B11-2m)

1-n ’

—f _ 11— . 0.
= A+B-1(1-2m) +C-(1+2n)-2-2n,
Z:fn:A +B-1(1-2n) +C-2(2—2n)-1(3 - 2n)

+D-2(2—-2n)-1(3—2n)-3(1 —2n)

etc.

und daher die folgenden Werte der Koeffizienten
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fon_  —f _ f _ —f
A= B=uany ST ma—wasn P e=watma—n)

_ f
b= 24n(1—n)(14+n)(2—n)(2+n)

etc.;

weil diese Progression hinreichend leicht ist, verdient unsere Reihe fiir den
Wert von y, welchen wir schon wissen, dieser zu sein

fsinwrm
sinnm ’

umso groflere Aufmerksamkeit; und diese ist

sinwn~ w W ww—n | w ww—n ww—(1-mn)?

simnt n n 1(1—-n) n 11-n)  2(1+n)

L w ww—nn ww—(1-n)? ww—(1+n)2+etc
n 1(1—n) 2(1+n) 3(2—n) 7

oder wenn I bestiandig den vorhergehenden Term bezeichnet, wird das Ganze
sein

sinwn_g_n ww —nn ww—(l—n)z_ ww — (14 n)?
sinnt  n 1(1—n) 2(1+n) 3(2—n)
ww — (2 —n)? ww — (2+n)?
-t T et
* 42 +n) 53—n) o€

Wenn daher alle Terme mit dem selben Vorzeichen behaftet verlangt werden;
wird sein



Ta-n) Tw 10w 20+n)
nn—ww.(l—n)z—ww‘(1—|—n)2—wa)

sinwn w  w m-ww w m-ww (1-n)?-ww
n

I 2040 32— n)
m-—ww (1-n?-ww (1+n)?-ww (2-n)?—ww
TR0 2040 32—n)  42+n)
etc.

Diese Reihe scheint umso grofierer Aufmerksamkeit wiirdig, weil sie von der
gewohnten Beschaffenheit von Reihen sehr stark abweicht und in ihr sogar
zwei beliebige Zahlen n und w auftauchen.

KOROLLAR 1

§53 Wenn die Zahl w verschwindet, dass sin wm = w7 wird, wird man nach
Division durch w diese Gleichung haben

T 1 n n(l—n) n(1—n)(1+n)
sinn E+1(1—n) +1-2(1+n) + 1-2-3(2—n)
+n(l—n)(l—kn)(Z—n) Lete,

1-2.3-4(2+n)

woher nach Nehmen von n = 1 wegen sin Z = 1 sein wird

giqgl1:2,1.132 11.3.3.2 1-1-3-3.5.2
- 243 ' 2.4.6-3 2.4.6-85'24-6-8-10-5
oder
g. 1, 13 135 . 1357
2.21.3 "' 2.4.22.5 ' 2.4.6-25-7 " 2-4-6-8-827-9 :
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1 1-3 5 1-3-5-7
+ + etc.;

1-3-
1
+ +2-22-3+2-4-24-5+2-4~6-26~7 2-4-6-8-828.9

weil die zweite dieser Reihen die Hilfte der ersten ist, wird die Summe der
zweiten = 7 sein, deren Begriindung freilich daher offenbar ist, weil gilt

x/

3 — +etc
4.6 7 v

3 1.3 0
+ — =+

L 2
3 24 5

:arcsinx:x+§-

—_
a1

[ A=

N

woher jene Reihe = 21X nach Nehmen von x = 3 und daher 2- Z = Z
wird.

KOROLLAR 2

§54 Wenn die eine Zahl n verschwindet, dass sinnt = nm wird und die
Gleichung mit n multipliziert wird, wird entspringen

sin wm W P -1) P (-1 (w?-1) Wi (w

w9 B N 2 1) (w?—1)(w? —4)
7T 1 1-2-12 1.-2-3.12.2 1.-2.3.4.12.22
W (w? —1)(w? —1)(w? — 4)(w? — 4)

— tc.
1.2.3-4.5.12.22.3 +ete,

welche Reihe durch w dividiert in die zwei folgenden aufgelost wird

sinwm w?(w? —1) n w?(w? —1)*(w? - 4) n w?(w? —1)*(w? — 4)*(w?* - 9) g
wT 1.2.12 1-2.3.4.12.22 1.2.3.4.5.6-12.22.32 )
@ W@? =172 (@ —1)2(w? —4)? @ (w? —12(w? — 42 (w? — 9)? e

Y . _ etc.

1 1.2.3.12.2 1.2.3.4-5-12.22.3 1.2.3.4-5-6-7-12.22.32.4

Wir wollen hier w = % setzen; es wird werden
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2_1_ i1.1.31.1.3-1-.3.5  1-1-3-1-3-5-3-5.7 ot
T 1-1-1-2%5 1-1-1.2.2.2.20 1.1.1.2.2.2.3.3.3.215 :
11 1-1-13.13  1.1-1-3-1-3-3.5-3.5
2 11122326 1-1.1.2.2.2-3.3-4.5.200 &

welche letzte Reihe so dargestellt werden kann
1 1113 1.1.3.3.3.5  1.1.3.3.3.5.5.5.7
2 1-1-2-27 1-1-2-2-2-3-212 1.1-2.2.2-3-3-3-4-2V7 '

KOROLLAR 3

§55 Wenn n = % war, dass sinn = 1 ist, werden die Faktoren, aus denen
die einzelnen Terme der Reihe gebildet werden miissen, sein

27w 1—-4dww 1—-4ww 9—4ww 9—4ww 25—4ww 25—4ww
1 1-2 3-4 3.6 5.8 5.10 7-12

und die Summe der Reihe wird sin w7t sein, es ist natiirlich

etc.

20(1 —4ww) 2w(l —dww)? 2w(l —dww)?(9 — dww)

S =20+ —— o+t 53 T 1-2.3-4-5-6

+etc.,

woher nach Nehmen von w = 1 sein muss

0=2-34+20+ > ¢+ > ¢ T 7 9 9

- 22 " 23.3 26.3 27.3 029.5 210.7  9ol4.7

deren Giiltigkeit dem, der die Rechnung durchfiihrt, bald klar zu tage treten
wird.

+ etc.,
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BEMERKUNG

§55 Fiir diesen Fall verdient auch die oben gefundene Losung aufmerksamer
betrachtet zu werden, die aus §36 wegen

(n — w)rmsin2n7m fsinwm
= . i und y=———,
2nsin(n — w)m - sin(n — w) sinnm

weil ja ist

p=f q=f r=—f s=—f t=f u=f etc,

in dieser Gleichung enthalten ist

7T COS MTT - SIN W7T
wsin(n — w)m - sin(n + w)
1 1 1 1 1

_ _ _ tc.,
m—ww (1—n)—w? (1+n)—w2+(2—n)—w2+(2+n)—w2+ec

welche Reihe in hochsten Mafle von der abweicht, die wir gerade gefunden
haben. Uber diese Reihe bemerke aber ich die folgenden Dinge:

I. Wenn w verschwindet, wird sein

TLTTCOSNTT 1 1 1 1 1 1

innm)? nn (I=n?Z (402 C=nZ C+n? G-np

—etc.;

aber wenn dariiber hinaus n verschwindet, entspriefst der folgende Umstand

Um diesen aber zu beseitigen, wollen wir die Zahl n nur als verschwindend
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ansehen, und weil gilt

1
cosnt=1— Ennmr

und auch

1 1
SINNT = NI — 6”37T3 = n7r<1 — 6nn7r7r>,

wird sein

COS N7t 1—Innnr 1— tnnmm

(sinnm)?  nnmmr(l— innmr) nnr

daher wird diese wahre Gleichung erhalten

111 2.2 2.2 2
a6 nan 14 9716 25 ¢
Es ist namlich
1—1+1—i+i—etc—imr
4 9 16 25 12

II. Wir wollen nun n = 0 setzen und wir werden haben

T 1 1 1 1 1 1

1

wsinwn:_E_1—w2_1—w2+4—w2+4—a)2_9—w2

oder
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o _ 1,2 2 2 2 2
wsinwnt  w? 1—w? 4—w? 9—w? 16—w? 25— w?

— etc.

woher wir diese bemerkenswerte Summation erlangen

1 1 1 1 7 1
1-w? 41— 92 16— T

2wsinwnt 2ww’

deren Giiltigkeit ich anderswo bewiesen habe. Daher wird aber, nachdem w
unendlich klein angenommen worden ist, wegen

1
sSin Wit = wn(l — 6w2n2>
die Summe der Reihe

1—1+1—l+etc
4 9 16 '

wie zuvor berechnet zu

1 _ 1 1
2ww(l — tw?n?) 2ww 12

IIl. Wenn n = } genommen wird, verschwindet wegen cosn7 auch die
Reihe selbst, wihrend sich nattirlich in Wirklichkeit alle Terme gegenseitig
aufheben. Was aber passiert, wenn n unendlich wenig von % abweicht, daftir
werde eine Differentiation nach der Variable n durchgefiihrt, woher wird

_ nasinnmsinwr(1 + cos(n — w) 7 - cos(n + w) ) 2n 2(1—n)

w(sin(n — w)7 - sin(n + w)m)?  (mm—ww)? (1 -n)?2—w?)?
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2(1+n) 2(2—n) 2(2+n)

— — etc.
(@rn2=a?? ' (@=nP =2 (@+nZ-a?f
Nun werde also n = 1 genommen und es wird sein
T sinw 16 16 3-16 3-16

_w(coswn)Z = - (1—4w?)? - (1—4w?)? + (9 — 4?)? + (9 — 4022 — etc.

oder

Trsinwmr 1 _ 3 n 5 B 7 et
Rw(coswm)?  (1—4wd)?2 (9 —4w?)? ' (25— 4w?)? (49 —4w?)2 ' 7

woher nach Nehmen von w = 0 folgt, dass sein wird

o 1 1 1 1

SR C R R T

372: —3 ¥—7 + etc,,

was freilich schon anderswoher bekannt ist.
Aber die im gegenwartigen Problem gefundene Reihe scheint um Vieles
tiefer liegender. Ja sogar der in Korollar 1 entwickelte Fall, auch wenn er im

hochsten Mafse partikuldr ist, ist einer sorgfiltigeren Entwicklung wiirdig, die
ich im folgenden Problem zu erledigen versuchen werde.

PROBLEM 6
§57 Wenn n irgendeine Zahl ist, nach der Summe dieser Reihe zu suchen
1 n n(l—n) n(l—n)(1+n)+n(1—n)(1—|—n)(2—n)

STatiaow 120+ T 12320 1-2-3-4Q2+n)

+etc,,

welche wir freilich schon zuvor [§53] gefunden haben zu sein
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~ sinnm’

LOSUNG

Weil also in dieser Reihe das Fortschreitungsgesetz unterbrochen ist, wird es
passend sein, sie in zwei aufzuteilen. Wir wollen also festlegen

1 n(l—n)
e W )
n(l—-n)(1+n)(2—n) n(l-n)(1+n)(2—n)(2+n)(3—n)
1-2-3-42+n) 12345 6(3+n) +ete,
_n n(1l—n)(1+n) n(1l—n)(1+n)(2—n)(2+n)
Q=ia—m "1 232=n " 1.23:4.5G-n) L
sodass gilt
s=P+Q.

Nun Im Begriff, nach den Summen dieser Reihen zu suchen, nehme ich die
folgenden aus der Lehre der Winkel entnommenen Reihen zur Hilfe

cospp _ 4, A=pw)+p) .o A=) (A+p)B—w)B+p) . 4

<05 =1+ 1.2 sin” ¢ + 1.2.3.2 sin” ¢ + etc,,
sinv | v(2—v)(24+v) . 4 v2—v)2+v)(d—v)d+v) . 5
Cosq)—vsmgo—l— 1.2.3 sin” ¢ + 1.2.3.4°5 sin” ¢ + etc.

und zuerst werde ich jene freilich auf die erste Form P anwenden. Weil also
diese Briiche
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(I—p)(+p) @C—p)B+p) G-—p)OE+pn)
nl—-n) ~ (1+n)(2—n)" (24n)(3—n)

gleich sein miissen, schliefse ich, dass ¢ = 1 — 2n genommen werden muss,
woher sein wird

cos(1—2n)p 14 n(l—n)

(1-=n)(1+n)(2—n)
cos @ 1-2 -3

od 4
1.2.3.4 2% sin™ ¢ +etc.

-ZZSianH—n

Wir wollen auf beiden Seiten mit dg sin®’~! ¢ cos ¢ multiplizieren und inte-
grieren, es wird werden

. 21 B _ 1y n(l-n)
/dgosm ¢ cos(1 Zn)qo—Zn s (P+1.2(n+1) 4

n(l—n)(1+n)(2—n)
1-2-3-4(n+2)

. 23 Sin2n+4

¢ + etc.

Nun werde nach der Integration sin ¢ = 1 oder ¢ = 30" gesetzt und es wird
sein

p =221 /dcp sin® ! @ cos(1 — 2n)¢;

die Reihe Q wird hingegen leicht aus der anderen bekannten abgeleitet, indem
v = 2n genommen wird, woher wird

n(l—mn)(1+n)

sin2n¢ . 3 cind

el S | .2

cos g n-2sing+ T5.3 sin” ¢
n(l—n)(1+n)(2—n)(2+n) 5 .5

+ T 5.3.4.5 2”sin” ¢ + etc.

Es werde mit dgsin >" ¢ cos ¢ multipliziert und integriert; es wird sein



on _ooon g gy (=) (I4n) oy oy
/dq)sm @ sin2ng = 10— sin ¢+ 1.2:32—n) 27 sin @ +etc.

Es werde in gleicher Weise nach durchgefiihrter Integration sin ¢ = } oder
@ = 30" gesetzt und es die Reihe hervorgehen als

Q=242 /d(p sin~?" ¢ sin2ng.

Deshalb wird die Summe der vorgelegten Reihe so ausgedriickt werden, dass
gilt

s =22l /dq) sin®" ! ¢ cos(1 — 2n) @ + 227" /d(p sin~2" ¢ sin2ng,

und weil diese Summe schon anderswoher bekannt ist, wird man haben

T
=4 d 1-2 2 si 2n—1 4/d in?2 7 si 721/1‘
sinnmt / ¢ cos(1—2n)¢ (2sin )™ + ¢ sin2ng (2sin @)
KOROLLAR 1
§58 Wenn 2n = % gesetzt wird, wird 1 —2n = % sein, nach welcher

Festlegung unsere Gleichung gefilliger wird, und es wird sein

T d¢ cos %(p desin %(p 2
1A :4/ . fEm) +4/ . A AT i AT’
sin =7t (2 sing) 2 (2sing) 7 cos o —sin -

nachdem nach der Integration ¢ = 30" gesetzt worden ist.
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KOROLLAR 2

§59 Auf die gleiche Weise wird fiir negativ genommenes A sein

s _4/dq0coslg)‘(p+4/dq)sin1§)‘(l’ _ V2
TS . 1-A . JET At i A
S =TT (251n go) 2 (2311’14)) 2 COST—FSIHT

wo es freilich forderlich sein wird bemerkt zu haben, dass in allen Fillen,
welche sich entwickeln lassen, tatsdchlich derselbe Wert dieser Integralformeln
aufgefunden wird, den wir hier dargeboten haben.
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