UBER DIE BEMERKENSWERTE ZAHL, DIE
BEI DER SUMMATION DER NATURLICHEN
HARMONISCHEN PROGRESSION
AUFTAUCHT"

Leonhard Euler

§1 Nachdem ich einst die Summation der harmonischen Reihe
L
37256 °°

betrachtet hatte, habe ich deren unbestimmte Summe auf folgende Weise
ausgedriickt gefunden, dass fiir
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diese Summe

2. B3 _¢ 2 _
2x2  4x*  6x6  8x8

ist, wo die Buchstaben 2, 9B, ¢ etc die Bernoulli-Zahlen genannt worden sind;
natiirlich ist
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dann aber bezeichnet In x den hyperbolischen Logarithmus der Zahl x, aber
der Buchstabe C, der durch Integration eingegangen ist, ist eine gewisse
bestimmte aus einem speziellen Fall zu bestimmende Zahl, die ich aus dem
Fall x = 10 gefunden habe

C = 0,5772156649015325

zu sein, welche Zahl umso bemerkenswerter scheint, weil es mir bisher auf
keine Weise moglich gewesen ist, diese auf irgendeine bekannte Grofie zu-
riickzufiihren.

§2 Wenn also die Zahl x als unendlich grofd angenommen wird, dann wird

1 1 1 1
1+§+§+1++;—C+lnx
sein, woher sich vermuten lédsst, dass diese Zahl C der hyperbolische Loga-
rithmus einer gewissen bekannten Zahl ist, die wir gleich N setzen wollen,
sodass
C=InN

ist und die Summe jener unendlichen Reihe gleich dem Logarithmus der
Zahl Nx wird; daher wird es der Mithen Wert sein, den Wert dieser Zahl
N zu untersuchen, welchen es freilich gentigen wird, auf fiinf oder sechs
Dezimalstellen bestimmt zu haben, weil ja daher nicht schwer beurteilt werden
kann, ob diese Zahl mit einer bekannten Zahl tibereinstimmt oder nicht. Damit
das also leichter geleistet werden kann, wollen wir eine einfachere Zahl suchen,
deren Logarithmus sich wenig von C unterscheidet; eine solche findet man
aber mit % . g = %, deren Logarithmus natiirlich gleich 0,58778 ist, also ein
wenig grofer als C, woher wir folgern, dass N < % sein wird. Wir wollen also

N = % — w setzen, und weil im Allgemeinen



ist, in welchem Fall a = % sein wird und daher 7 = %w,

wollen, dass w = gz wird; es wird also

wofiir wir z schreiben

In(-w)=In(3)—z—3zz— 12—z —etc=InN=C

sein. Weil daher ln% — C =0,01057 ist, wird

1 15 14
= - - = 1057
z+zzz+3z +4z + etc = 0,0105
sein. Weil daher z < 0,01057 ist, wollen wir z = 0,01000 + y nehmen; es wird
zz = 0,0001 + 0, 02y sein, das reicht fiir unseren Zweck aus. Nachdem aber
diese Werte eingesetzt worden sind, wird

0,01005 +1,01000y = 0,01057

hervorgehen; daher folgert man y = 0,00052 und daher z = 0,01052; daher
also w = 0,01894, als logische Konsequenz die gesuchte Zahl N = 1,78106.
Daher geht die ganze Aufgabe dahin tiber, dass man untersucht, ob vielleicht
diese Zahl N mit einer bekannten Grofse in einem vorgegeben Verhiltnis steht.

§3 Weil ich aber ja jenen Wert des Buchstaben C aus einer Reihe, in der
sich keine bestimmte Ordnung erhilt, deshalb weil die Bernoulli-Zahlen nach
einem hochstgradig merkwiirdigen Gesetz fortschreiten, gefolgert habe, wird
es nicht unniitzlich sein, eine regelmaflige Reihe zu finden, deren Summe
der Zahl C gleich sein wird und die auch sehr schnell konvergiert, dass ihr
Wert auch daher bestimmt werden kann; das scheint umso mehr notwendig,
weil ja die Bernoulli-Zahlen bald derart wachsen, dass sie in eine sehr stark
divergierende Reihe {ibergehen und daher mit Recht Zweifel entstehen kann,
ob der gefundene Wert fiir hinreichend sicher gehalten werden kann oder
nicht.

§4 Weil also die vorgelegte Zahl C in der Tat dieser Formel
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gleich wird, wiahrend x eine unendliche Zahl bezeichnet, durchschaut man
nicht schwer, dass daher die folgende Reihe aufgestellt werden kann:

1 2

—I—1 —ln§
3 2

—i—l —lnil
4

—i—l —ln§
5

—l—1 —ln9
6

—l—1 —lnZ
7 6

+ etc

Es ist ndmlich klar, dass, nachdem all diese Terme zu einer Summe zusam-
mengefasst worden sind, die Formel

1+1+1+1+ —I—l—lnx
2 3 4 x

selbst hervorgeht. Und so werden wir eine unendliche unserer Zahl C gleiche
Reihe haben, deren beliebiger Term im Allgemeinen
1 n

——1
n nn—l

sein wird, welche Formel quasi der allgemeine Term der gefundenen Reihe
sein wird.

§5 Wir wollen also griindlicher diese Formel % —In % untersuchen, und

weil
—ln< " )zlnn_1:1n<l—1>
n—1 n n

ist, wird durch eine unendliche Reihe

n 1 1 1 1 1
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sein und daher

woher fiir das Finden der Zahl C die folgende Reihe entwickelt werden muss
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§6 Es bezeichne fiir uns der Kiirze wegen a die Summe der Reihe der
Reziproken der Quadrate

1 1 1 1
1+?+?+47+?+etc
und auf dhnliche Weise B die Summe der Reihe der Reziproken der Kuben, ¢
die Summe der Reihe der Reziproken der Biquadrate etc, und die numerischen
Wert dieser Buchstaben habe ich schon einst (siehe Instit. Calculi Differentialis

Seite 456) hinreichend genau angegeben; daher wird also

1-C=3@-1D)+1B-D+i(r—-1)+i(6-1)+1(e—1)+etc



sein. Es ist aber

3(a—1) = 0,3224670
1(B—1) =0,0673523
$(y—1) =0,0205808
1(6 —1) = 0,0073856
L(e—1) =0,0028905
1(—1) =0,0011928
% (n —1) = 0,0005097
5(6 —1) = 0,0002232

|~

(t—1) = 0,0000995

—_
e

7 (x — 1) = 0,0000449
5 (A —1) = 0,0000205
& (p—1) = 0,0000094
4 (v — 1) = 0,0000044
(& — 1) = 0,0000020
(0 —1) = 0,0000010

1—C = 0,4227836

woher C = 0,5772164 hervorginge, welcher Wert aber wegen der folgenden
weggelassenen Terme der Reihe auf 0,5772156 gemindert werden muss, wo
man bei der letzten Ziffer nicht einmal um eine Einheit abweicht.

§7 Fiir das genauere Finden desselben Wertes kann eine um Vieles schneller
konvergierende Reihe gefunden werden. Weil ndmlich

at1_2 2 2 2 2
a—1 a 3a3  5dd

1 il
n 7a7  94°

ist, nehme man wegen
n 2n

o =h3 =

a =2n—1und es wird
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sein; wenn davon der Bruch 1 abgezogen wird, wird der allgemeine Term
unserer Reihe als

n 1 1 2 2

1 = |
"1 n  nn—1) 32n—17 T5@n—1p 7n_1y

hervorgehen. Wenn also anstelle von n nacheinander die Zahlen 2, 3, 4, 5, etc
geschrieben werden, wird die folgende Reihe entstehen:

1-C= ! + 2 + 2 + 2
2.3 3.33 5.3 7.3
+ ! + 2 + 2 + 2
3.5 3.5 ' 5.5 7.5
+ ! + 2 + 2 + 2
4.7 ' 3.73 ' 5.75 " 7.77
+ ! + 2 + 2 + 2
5.9 '3.93 ' 5.95 7.97

+ etc

+ + etc

9.3°

+ + etc

2
9.5

+ + etc

2
9.77

+ etc

L2
9.9

wo die erste Spalte wegen

1 2 2
n2n—1) 2n—1 2n

auf diese Reihe
22,2 2,2 2,

3 4 5 6 7 8

zuriickgefiihrt wird, deren Summe natiirlich 2In2 — 1 ist; nach Hintiberbrin-

gen dieser Summe auf die andere Seite wird nun

2 L 2 L 2
3.33 5.3 7.3
+ 2 + 2 + 2 + 2

3.5 5.5 7.57 " 9.59
+ 2 + 2 + 2 + 2

3.72 5.7 7.77 9.7

2 + 2 + 2 +
3.93 5.9 7.97
+ etc

+ + etc

2
2-2In2—-C=
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+ etc

+ etc

+ etc

. 2
9.9

werden. Diese Reihe konvergiert so sehr, dass ihre Summe leicht auf viele
Stellen mehr gefunden werden konnte als vorher. Hier bemerke man aber,



dass die Summe der ersten Reihe In2 — % ist; auf dhnliche Weise wird die
Summe der zweiten Reihe gleich In % — % sein, die Summe der dritten Reihe
aber gleich ln§ — 2, die Summe der folgenden Reihe gleich In2 — %, der
dieser folgenden gleich In & — Z, welche Werte man also getrennt voneinander
berechne. Nachdem also diese Werte, die in solchen Tabellen gefunden werden,
berechnet wurden, ist {ibrig, dass die folgenden Reihen zu einer Summe

zusammengefasst werden:

2/1 1 1 1

+§ <133+153+173+193 +€tC>
2

t5 (135 155 175 195 +etc>
2 (1

t7 <137 157 177 197 +etc>
L2(1
Ty (13 159 179 ST +etc>

+ etc;

das wird durch Vorschriften, die ich einst {iber die Summation solcher Reihen
gegeben habe, nicht schwer geleistet werden kénnen.

§8 Weil wir ja iiber den wahren Wert unserer Zahl C = 0,5772156649015325
schon auf 16 Dezimalstellen sicher sind, wére es tiberfliissig, diese Arbeit er-
neut auf sich zu nehmen; daher wollen wir andere regulédrere Reihen erwégen,
deren Summe dieser Zahl gleich wird; Uns zuerst wird freilich die einfachste
Reihe, die das leistet, aus der anfanglichen Form

1 1 1 1
=14 o=
C +2+3+4+ —|—x Inx



durch diese Auflosung gefolgert:

C=1 - In2
—|—1 — ln§
2 2
~|—1 — 11{1é
3 3
~|—1 - ln§
4 4
_|_ .
4 1 n " +1
n n
Nachdem namlich bis hin zu % spaltenweise summiert wurde, geht die Summe
1 1 1 1

hervor; weil aber In x unendlich angenommen wird, ist In (x + 1) anzusehen
von In x nicht abzuweichen.

§9 Weil also durch eine unendliche Reihe
n+1 1 1 1 1 1 1
In : :1n<1+n> :E_W+@_M+%_etc
ist, wird der allgemeine Term jener Reihe gleich
1 1 1
22 30wt 5w
sein, woher unsere Zahl C durch die folgende Reihe ausgedriickt werden
wird:

+ etc

co 11,11
212 3.13 4.1 5.5 "¢
PSR R D S

2.22 3.23 "g4.08 5.5 &€
L1111
2.3 3.3 " 4.31 5.3 °F
PSS SIS S N S
2.2 3.4 4.48 5.45
PSS S N S
2.52 3.5 ' 4.51 5.5

+ etc



§10 Wenn wir also wie oben die Buchstaben «, , v, J, etc als Summe der
Reihen der Reziproken der Quadrate, der Kuben, der Biquadrate und der
weiteren Potenzen benennen, wird durch diese unsere Zahl C so ausgedriickt
werden:

C=la—31f+1y— 26+ te— 1l +etc
Oben aber haben wir schon diese Reihe, die dieselben Buchstaben involviert
gefunden,

1—C:%(zx—l)—k%(ﬁ—l)—&-%(’y—l)—i—%(é—l)—i—ete;

diese beiden Reihen sind umso bemerkenswerter, weil sie auf verschiedene
Weise durch dieselben Buchstaben «, 8, v, J, etc den Wert von C ausdriicken.

§11 Daher konnen auf verschiedene Arten diese zwei Reihen miteinander
kombiniert werden, woher sich jede Aufmerksamkeit werte Schlussfolgerun-
gen berechnen lassen werden. Und zuerst werden jene Reihen zueinander
addiert die Summation ergeben

PO NS SRS VU S SR DR S SN S N SO
2 3 2 4 5 3 6 7 4 8 9
wo nur die Summen der geraden Potenzen auftauchen, die, wie ich gefunden
habe, durch die Potenzen der Peripherie des Kreises — 7t — ausgedriickt werden
konnen, weil

2 4 6 8 10

T 7T s T T

6 T790 "o TT oaz0" ' 93555
ist. Weil daher die Summe dieser vollig einzigartigen Reihe gleich 1 ist, wird
es der Miithen Wert sein, zumindest die ersten Terme durch Dezimalbriiche

zu entwickeln. Es wird daher

K= etc

a_%_%:ammmm%
%7,_.% —-%r::0,0911616169
%g_.% _.; — 0,0295905445
%_%_%:amw%mm
%“'f% —-i%r::0,0092898241
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sein, die Summe welcher 5 Terme schon gleich
0, 9565509469

ist, sodass die Summe aller tibrigen
0,0434490531

ergeben muss.

§12 Diese Summation ist umso bemerkenswerter, weil noch keine Reihen
solcher Art in der Analysis betrachtet worden sind. Hier ist es aber natiirlich
notig zu bemerken, dass die Terme dieser Reihe so aufgeteilt werden mdissen,
wie sie aus der Kombination der beiden vorhergehenden Reihen entstanden
sind, sodass die einzelnen Terme aus drei Teilen bestehen. Wenn nédmlich eines
Beispiels wegen wir alle negativen Anteile auf die linke Seite hintiberbringen
wollen, wiirde ndmlich diese Gleichung hervorgehen:
e L L L e L ke Ly L e
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 ’
woher sich natiirlich nichts erkennen liefSe, deshalb weil man auf jedem der
beiden Seiten unendliche Grofien hétte; weil ja dort die ersten Terme der
Reihen «, v, €, etc Einheiten sind, entsteht aus diesen allein fiir die rechte Seite

diese Reihe
(U R
2 3 4 5 ’
welche Reihe selbst auf der linken gefunden wird. Aber trotzdem folgt daher
nicht, dass die tibrigen Terme des rechten Glieds gleich 0 sein werden, weil
ja natiirlich die auf der linken Seite gesetzte Reihe doppelt so viele Terme

enthilt, wie auf der rechten auftauchen.

§13 Nun wollen wir auch die beiden fiir C und 1 — C oben in §10 ausge-
legten Reihen voneinander abziehen und es wird die folgende nicht weniger
bemerkenswerte Reihe hervorgehen

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

S5 —4+-—=24, +—+5—3 s+ -—=0

3 3P Tat5 5% Tety7b Tgtg g feto
wo nur die Summen der ungeraden Potenzen auftauchen. Wir wissen aber,
dass

1

2C—1=+=
C +5+
2C — 1 = 0,1544313298

11



ist. Wir wollen also sehen, welche numerischen Werte aus den ersten 5 Termen
entstehen, und weil

3+ 2B =0,031920646
i + é %5 — 0,0352288979
% ; fg — 0,0214240160
é + % 99 — 0,0134425794
% + % - %K — 0,0090010566

ist, ist, weil ja die Summe dieser 5 Terme nur 0,1110586145 ist, diese Reihe
keineswegs als geeignet anzusehen, um den wahren Wert von C zu erforschen,
wenn dieser unbekannt wére.

§14 Auf diese Weise wollen wir auch den in §7 gefundenen Ausdruck entwi-
ckeln, der nach den Spalten auf diese Weise dargestellt werde:

2 1 1 1 1
2—21n2—C:<33—|— —|— 5+ +113—|—etc)

3 53 93

2 /1 1 1 1 1
—|—5<35+55+ +95+115+etc>

2 /1 1 1 1 1
+7<37+57+77+97+117+etc>

2 /1 1 1 1
+9(39+59+79+99+119+etc>
+ etc;

weil dort nur die ungeraden Potenzen der ungeraden Zahlen auftauchen,
driicke man diese Reihen durch die oben angenommenen Buchstaben 8, 4, g,

12



8, etc aus, weil wir ja wissen, dass

1 1 1 1 7
1+ s+ +o5+o5tete=2p

33 5 73 93 8
1+l+l+l+l+etc—§5
35 5 75 9 32
1+i+i+i+i+etc—g
37 57 77 97 128
1—|—i~|—l~l—l~l—l—l—etc—g9
3% 5 79 9 - 512

etc

ist. Nachdem also diese Werte eingesetzt wurden, werden wir diese Reihe
haben
2 7 2 2 31 2 2 127 2 2 511 2

2—211’12—C:§'§ —§+g§(5—g+§m —§+§-mf)—§+etc.

Gerade zuvor haben wir aber gefunden, dass

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2
Wel=_r>_% 4= Sy -_= 4=
C 2+3 35, +4+5 55, +6+7 75, +8+9 99, +etc

ist, welche Reihe zu der gerade gefundenen addiert

1 1 2 2
1-2IN24+C=zc—2— S B4 _ % s4-_-__ %
n2+C=5-37"3 3P 1 5 55T 7 7. TeC

liefert, wo die absoluten Briiche die Reihe

bilden; weil die Summe davon endlich und gleich 1 — In 2 ist, ldsst sich an ihrer
Stelle sicher dieser Wert schreiben und man wird zur folgenden Summation
gelangen

1 1 1 1
1n2—C—3'22[8—1—5‘24(5—1—7'26§—|—9.289+etc,

welche Reihe so sehr konvergiert, dass aus ihr nicht schwer der Wert unserer
Zahl C gefunden werden kann.
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§15 Es wird also der Miihen Wert sein, diese Reihe sorgfiltiger zu entwickeln;
damit das sorgfaltiger geschehen kann, weil alle Buchstaben B, J, {, 6 etc die
Einheit enthalten, liefern die Einheiten getrennt genommen diese Reihe
1 1 1 1
3.22 +5~24 + 7-26  9.28
deren Summe In 3 — 1 ist, nach Einfithrung welches Wertes hier

3 1 1 1 1
1—11'1§—C— ﬁ(ﬁ—l)—f—ﬁ(é—l)‘i‘ﬁ(g—l)+97(9—1)+etC
sein wird. Hier ist fiir die linke Seite

1— ln% = 0,5945348918918356,

+ + etc,

fiir die rechte Seite aber findet man die folgenden Werte der einzelnen Terme:

31—4(,6 —1) = 0,0168380752632995
s (6 —1) = 0,0004615969392921
%(g —1) = 0,0000186367798704
9.1?(9 —1) = 0,0000008716982752
1117.45(1( —1) = 0,0000000438732781
ﬁ( u — 1) = 0,0000000023045626
ﬁ(@ —1) = 0,0000000001244639
ﬁ(n — 1) = 0,0000000000068550
1

19749(0 —1) = 0,0000000000003831

fiir die tibrigen = 0,0000000000000230
Summe = 0,0173192269903029

1-— lng = 0,5945348918918356
C = 0,5772156649015327

welcher Wert, wegen der sehr kleinen nicht zu vermeidenden Fehler als mit
dem einst gefundenen tibereinstimmend anzusehen ist.

14



§16 Aufler diesen Reihen aber, welche wir fiir die Bestimmung der Zahl C
bisher gegeben haben, lassen sich unzéhlige andere finden. Weil ndmlich im
Allgemeinen
1 1 1 1 1
C=14+-+-+-+=-+-+—-1
totgtgtst +x+p n(x+q)

gesetzt werden kann, weil die Zahl x unendlich grofs angenommen werden
muss, wird immer derselbe Wert daher resultieren, welche Zahlen auch immer
anstelle von p und g, sie seien lediglich endlich, angenommen werden. Wenn
wir also gleich der Kiirze wegen

1 1 1 1
1 _ — — —_ =
+2+3—|—4+ —|—p 11

setzen, wird

1 1 1
C=1II . |
+1+p+2+p+3+p+ +x+p n(x+q)
sein. Diese Form kann aber gleich in die folgende Reihe aufgelost werden
IT-Ing+ ! —1nq+1
1+p q

N 1 n 7 +2
2+p g+1
1 n 1 +3
3+p qg+2

1 In 1 +n

+ —In
n+p g+n—1

woher sich also unzdhlige verschiedene unendliche Reihen beschaffen lassen,
deren Summen alle dieselbe ist, ndmlich gleich C.

§17 Damit aber diese Reihe stirker konvergiert, sollte eine solche Relation

zwischen p und g angenommen werden, dass, wann immer In qfﬂl in eine

Reihe aufgelost wird, ihr Term gleich anp selbst wird. Man hat aber haupt-
sdchlich drei Moglichkeiten, diesen Logarithmus in eine Reihe zu verwandeln;
die erste entspringt aus der allgemeinen Reihe

1 1 1
1 — s -3 _ .4
n(l+z)=z 522t 37 — 42 + etc,

15



wo fiir

qg+n
1 =
+z P
der Ausdruck .
SR

wird; in diesem Fall sollte also p = g — 1 genommen werden. Wenn wir aber
diese Auflosung benutzen wollen

22 2 A

In =z+ 5+ 45+ tetc

1—z 2 3 4
wird fir
1 gqg+n
1-z g+n-—1
gesetzt
1
z= ,
q+n

in welchem Fall also p = g genommen werden muss. Die dritte Art wird aber
aus dieser Auflosung

1 2 2
+Z:2z—|—fz3—|—f

Ini— 3* 75

2
z° + §z7 + etc

ausgesucht; es wird also fiir

14z  q+n
1—z g+n-1
gesetzt
- 1
- 2(q+n)—1
sein, in welchem Fall also p = g —  genommen werden muss. In diesem

Fall also, dass p eine ganze Zahl wird, muss fiir q ein Bruch der Form m + }
angenommen werden; dann wird ndmlich p = m werden. Aber wenn g eine
ganze Zahl war, wird p jedenfalls als Bruch gleich g — 3 sein; weil aber der
Wert von IT in diesem Fall nicht klar ist, muss vor allem dieser untersucht
werden.

16



§18 Zu diesem Ziel wollen wir die folgende Reihe mit ihren Indizes betrach-
ten

1 2 3 4 5

L, 143 14343 1+3+3+3 1+3+3+7+3 et
wo dem allgemeinen Index n der Term
1
3
entsprechen wird; wenn dieser gleich N genannt wird, werden die folgenden
Terme, die den Indizes n + 1, n + 2, n + 3 entsprechen, diese sein

1 1 1 1 1 1
N+7n+1' N+7n—|—1+7n—|—2' N+n—|—1+n+2+n—|—3'

wo also keine Schwierigkeit auftaucht, sooft n eine ganze Zahl war. Wir wollen
daher setzen, dass dem Index } der Term z entspricht, auf dessen Fund ja
die gegenwirtige Angelegenheit zuriickgefiihrt wird; wenn diese gefunden
worden ist, werden die folgenden Terme auf diese Weise fortschreiten:

1+1+ +1+ +1
2 4 n

1 1 1 1

27 1 + 27 2 + 27 3 + 2

z, z+%, z+%+%, z+%+%+%
und so wird im Allgemeinen dem Index 1 + 3 der Term

z+g+g+g+~-+ 2
3 5 7 2n+1
entsprechen. Wenn daher die Zahl n unendlich grofs genommen wird, in
welchem Fall die Terme, die den Indizes n und n + 1 entsprechen, sich nicht
weiter voneinander unterscheiden, muss diesen auch der Mittelterm, der dem
Index n + % entspricht, gleich werden und aus diesem Prinzip erzeugt man
die folgende Gleichung
2 2 2 2 2 1
SRR R A P 3
wo auf jeder der beiden Seiten die Anzahl der Terme dieselbe ist; daher wird,
nachdem die einzelnen Terme von der linken auf die rechte Seite gebracht
worden sind und entsprechend interpoliert wurden,
21 2 1 2 1 2 1 2

Z:1—§+§—g+§_§+1—§+g—ﬁ+etC

R
4 n’

1
:1 —
+2+

17



hervorgehen und so wird der Wert von z durch diese unendliche Reihe
ausgedriickt werden, aus welcher, weil

—Z =

ist, nattirlich
1

—z=1-—In2 und daher

2

sein wird.

11,11
2 2 3 4 5

11 1 1 1
S+ ——— el

1
te 7ts 9t 10 11

z=2-2In2

§19 Wenn daher also p ein Bruch der Form n + % war, werden sich die
entsprechenden Werte des Buchstaben IT auf folgende Weise verhalten:

p

IT
2—2In2
2—2In2+ 2

2-2In2+2%+2
2-2In2+32+2%+2

etc
2-2In2+3+3+3+ -+ 52

§20 Wir wollen die zweite Auflosung der Logarithmen benutzen, wo p = g

war und
n+gq 1 1 1
| = tc,
"ndg—1 n+q 2n+q?  BntqpP  dmtqt O
woher wir fiir unsere Zahl C diese Reihe erhalten
1 1 1 1
II—1Ing — — — — —et
Mo T1)?  3(g 1) algr1)f Bgr1p OF
BN S S R SR
2(g+2)2 3(g+2)°% 4(g+2)* 5(g+2)°
BN SR S R SR
2(g+3)2 3(g+3)% 4(g+3)* 5(g+3)°
— etc
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3 4
ist, woher klar ist, dass je grofier die Zahl g angenommen wird, diese Reihe
umso stiarker konvergieren wird.

1 1 1 1
M=1+-+-+-+-+-
2 q

§21 Wenn irgendjemand aber den Wert unserer Konstante C genauer be-
stimmen wollte, wird es nicht einmal nétig sein Logarithmen, die in den
einzelnen Terme auftauchen, in Reihen aufzul6sen. Ja es ist sogar nicht notig,
eine bestimmte Relation zwischen den beiden Zahlen p und g festzusetzen,
sondern es werden sich beide nach Belieben annehmen lassen, sodass, obwohl

der Wert des ersten Gliedes I1 — In g zugédnglich war, wahrend
1 1 1 1

wird, die ganze Aufgabe auf die Summation dieser unendlichen Reihe

1 g+1 1 q+2> ( 1 q+3>
—1 —1 —1 t
<p+1 n q )+(p+2 nq+1 + p+3 1ﬂq+2 +ete

zuriickgefiihrt wird, an deren Stelle wir diese allgemeine zu summierende
Reihe

S:X—FX/—{—XN—FX/”—FXHN—FG’(C

betrachten wollen, wo X eine gewisse Funktion von x war, die folgenden
Terme aber entstehen mogen, wenn anstelle von x nacheinander die Werte
x+1, x+2, x + 3, etc geschrieben werden; fiir dieses Ziel schreibe man x
anstelle des Buchstaben g und weil die Differenz zwischen p und g gegeben

ist, setze man p = x +a — 1, sodass
X — 1 _lnx+1 1 _nx+2
X+a x+a+1 x+1
ist und so weiter. Und so wird, nachdem fiir x eine gewisse Zahl genommen
wurde, der Wert unserer Zahl C

C=II-Ing+S

und X' =

sein oder

1 1 1
C_1+§+§+...+m—lnx+5,

wobei Zahlen x und a unserem Belieben {iberlassen sind; weil nichts im Wege
steht, wird sich in der folgenden Entwicklung die Zahl x wie eine Variable
behandeln lassen.
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§22 Nun wollen wir also x + 1 anstelle von x schreiben und der Wert von S
geht dann tiber in S’, sodass

=X +X"+X"+etc

ist, und es wird S’ — S = —X sein. Aber weil S eine gewisse Funktion von x
ist, wird durch die altbekannte Reduktion
s’—s+§+ dds + d’s + etc
- dx  1-2dx2  1-2-3da3

sein, woher diese Gleichung entsteht

X—i—ﬁ—k dds n d3s L d*s
dx 1-2dx?2  12-3dx3 1-2-3-4dx*
aus deren beiden ersten Gliedern, wenn wir annehmen, dass die folgenden
ununterbrochen wachsen, man folgert, dass beinahe

+etc =0,

dS = —Xdx

sein wird und daher

S:—/de,

welches Integral so genommen werden muss, dass wenn x = co wére, S = 0
werden wiirde, weil ja fiir x = co genommen nattirlich C = I'T — Ing sein wird.

§23 Es wird also — f Xdx der erste Term der neuen Reihe, durch welche uns
vorgelegt ist, den Buchstaben S auszudriicken, sein und aus der Form der
Gleichung sieht man leicht ein, dass

dX ddX d3x  d*X
S = —/de—i—aX%—ﬁg%-’y a2 +5dx3 +€dx4 + etc
gesetzt werden muss, woher

ds _ —X+ zxd—X—l—ﬁddX—l— d3X+5d4X+etc

dx dr P a? TV ad TV dad
dds _ X daX pdX X X ek
dx2 dx = da? P T A
d3s ddx d3X d*x d°X _d°X
- = +0 +etc

dx3 dx? T dx3 +h dxt At dx®
etc

dx®

20



wird, nach Einsetzen welcher Werte und entsprechender Anordnung dieser
man folgende Gleichung erhalten wird:
dX _ddX d3X d*X
1dX addX pBd3X diX
T2dx 2dw T 2dd | 2ddt
1ddX ad®X  pd*X
Ted T 6dd T 6dnd €
1d°X | ad*X
T24dd " 2dddt
1 d*X
120 dx*
woher die folgenden Bestimmungen entstehen

=y Pt Y=gt oy 0= 3 TP T gy

+etc

+etc

+etc

und daher

0(25, 'B:_ﬁ’ ’)’:0, (S:ﬁo, etc

§24 Auf diese Weise aber wird die Bestimmung der Buchstaben «, §, 7, 4,
etc zu lastig; woher wir, damit wir uns die Arbeit erleichtern, die folgende
Reihe betrachten wollen, wo dieselben Koeffizienten auftauchen, und man
schreibe die Ableitungen auf diese Weise:

v =—1+az+ B2+ 428+ oM+ e+etc

1 1 1 1 1 1
Svz = —EZ—FEMZ—FE,BZC’-F 57244— E(SZS—I—etC
1 1 1 1 1
gvzz = — 622+66¥23+ 6’824+ ﬂ/325+etc
1 1 1 1
ﬁvz3 = —ﬂz3+ﬁaz4+ 8725+etc
1 4 1 4 1 5
@vz = mz +@txz +etc

Nachdem also diese Reihen zu einer einzigen Summe zusammengefasst
wurden, wird wegen

1 1
g(x—ﬂ—O, etc

1 1 1 1
D‘_E—O/ IB+§lX_8_OI ’Y+§,B+
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1 Lo, 15 1 4 15 —
v<1—|—22+6z —I—ﬂz +@Z +%z +etc | = —1

entstehen. Weil also
1 1 1
z 1.2 -3 4
e —1+z+2z +6z +—24z + etc

ist, ist klar, dass die Grofie u mit

e —1
z
multipliziert wird, sodass
e —1
v- =-1
z
ist, woher
. —z
ez —1

wird; und so ist nur notig, dass daher der Wert von v in eine Reihe aufgelost
wird, die ja mit der angenommenen Reihe {ibereinstimmen muss, und so
werden sich die Werte der Buchstaben «, 3, -y, etc von selbst sichtbar machen.

§25 Damit wir also daher den Wert von v gut in eine Reihe verwandeln,
wollen wir, weil jene Gleichung uns
v—z

v

e =

liefert, v = u + %z setzen, dass

1
. u—jz_Zu—z

e = =
u+%z 2u+z

hervorgeht; daher wird
z=In(2u —z) —In (2u + 2)

sein und durch Differenzieren

4(zdu — udz)

dz =
duu — zz
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welche Formel also andererseits so integriert werden muss, dass fiir z = 0
gesetzt u = 1 wird. Man setze nun u = sz und fiir z = 0 genommen wird
s = oo werden; dann aber wird

s 4ds
C4ss—1

sein, aus welcher Gleichung schon eine Reihe solcher Art fiir s gesucht werden
muss, dass fiir z = 0 genommen s = oo wird.

§26 Weil wir also daher

4ds
4ss — 1= —
] e

haben, wollen wir fiir s diese Reihe ansetzen

A
25 = ;+BZ+CZB+DZS+EZ7—|—G’[C,

woher od A
2 2 B+ 3Czz+ 5Dz + 7EzS + ete
dz 7z

wird, dann aber

AA
433 :;—|—2AB+2Asz+2ADz4+2ARzé+etc

BBzz+ 2BCz*+2BDz°+etc
+ CCzl+etc

nach Einsetzen welcher Reihen die Gleichung

4ds
4ss —1——=0
] e

diesen Ausdruck liefert
0=2AL1+ 2B— 6Czz— 10Dz*— 14Ez°— 18Fz%—etc
+AAL+2AB+2ACzz+2ADz*+2AEz°+2AFz5 +etc

— 14+ BBzz+ 2BCz*+2BDz°+ 2BEz8+etc
+ CCz°+2CDz8+etc
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Daher also wird aus den ersten Termen A = —2; aus den folgenden schliefst
man weiter:

2B=2AB-1
6C =2AC+ BB
10D = 2AD + 2BC
14E = 2AE +2BD + CC
18F = 2AF +2BE +2CD
22G =2AG+2BF +2CE+ DD

etc
§27 Weil also A = —2 ist, wird man die folgenden Bestimmungen erhalten
1 2BD + CC
== | i
B 6’ 18
BB 2BE +2CD
=0 F=—"%
2BC 2BF +2CE+ DD
b= 147 C= 26

Damit wir also diese Gleichungen leichter angeben, wollen wir
B=2A, C=2B, D=2¢ E=29, etc

setzen; dann werden ndmlich die gefundenen Bestimmungen

1 22D + 2B¢
A= S T
AA 22C +2BD + ¢
B=5 ¥ = 13
o 2B o 2U3 +2BC 42D
7 N 15
29¢ + BB 22& + 2BF + 2¢¢ + DD
@ = —-——————- 57) p—
9 17
etc

geben, welche Werte sich um Vieles leichter bestimmen lassen als die oberen
«, B, 7, 0, etc.
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§28 Nachdem aber die Werte dieser Buchstaben 2, B, €, ©, etc gefunden
wurden, wird zuerst

s:—%+le+%z3+€z5+©z7+€z9+etc

sein, dann aber wird daher u = sz sein und v = u + %z, woher wir fiir v diese
Reihe erhalten haben:

V= —1+%2+lez—l—%z4+(’:z6+©zs+etc,

wo man durchschaut, dass alle ungeraden Potenzen von z aufer der ersten
hier fehlen. Weil wir also

v = —1+ucz+,822+vz3+(5z4+825+Cz(’+etc
gesetzt haben, ist nach der Anstellung eines Vergleiches klar, dass
x=3 pB=2A y=0, 6=B, =0, {=¢ 7n=0 et

sein wird. Nachdem also diese Werte eingefiihrt wurden, wird die allgemeine
oben untersuchte Summe S
1 dX d3X d°X d’x

5:—/de+ix+ma+%dx3 +eS 5D et

werden.

§29 Weil ja hier der negative Wert von 2 gleich — ;5 ist, der folgende Buch-
stabe B aber positiv wird, der darauf folgende ¢ wiederum negativ und
so der Reihe nach abwechselnd, wollen wir, dass wir sofort das Verhaltnis
dieser Bedingung haben und zugleich diese Zahlen auf die, die man pflegt
Bernoulli-Zahlen zu nennen, zuriickfiihren

ZSI—%—AZ+BZ3—CZS—|—DZ7—E29—|—etC

setzen, und, nachdem die Entwicklung ausgefiihrt wurde, findet man

1 2AD +2BC
A= & E ==
B:ﬁ FZZAE+ZBD+CC
107 26
C:& G:2AF+2BE+2CD
14 7 30
D 2AC1;3L BB, etc;
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dann wird aber

1 1 1 1 1
=1+ -z— -Azz+ =Bz — ZCz2°+ =Dz% —
v +2z > zz+zz 2Cz +2 z° —etc
sein; wenn diese Reihe mit der angenommenen vergleichen wird, wird
1 1 1 1
& 2’ IB 2 ;Y OI 7 ;€ 0/ g ZC/ n 0, etc

werden. Nachdem also die diese Buchstaben A, B, C, D eingefiihrt wurden,
wird die allgemeine Summe

1,dX 1, dX 1_d°X
—/Xd+ SX—SAS 4 BS S - 20 et

sein. Wenn wir weiter A = 22, B = 28, C = 2¢ etc setzen, werden sich die
Relationen zwischen diesen Buchstaben so verhalten:

1 223 + 2B¢
=15 ¢= 11
AA 220¢C 4+ 289 + ¢¢
B=75 §= 13
2258 2% + 2B€E + 2¢D
¢c="= B =
7 15
2
9
dann aber wird
dX d3x ED¢
X —X —A— —
/d+ AT+ B — eSS et

sein. Aus diesen Formeln sieht man gleich ein, dass die Zahlen mit jenen
verbunden sind, die in die geraden Reziproken eingehen; es wird ndamlich

gl l g 1 111
T2 6 23 90’ T 25 945
27 94507 29 93555’

sein, welche Zahlen ich schon einst bis hin zur 26. Potenz entwickelt angegeben
habe.

§30 Daher wollen wir also fiir unsere Angelegenheit das folgende allgemeine
Theorem propositionieren:
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THEOREM

Wenn eine ins Unendliche laufende Reihe vorgelegt war,
S — X+XI+X/I+XU/+X//H+etC,

dann wird ihre Summe auf folgende Weise ausgedriickt werden

1 1 dx 1 3% 1 &X
5= _/de+§X_ﬂE+23-9o d®  25-945 do
1 d’X 1 d’°x
+ - + etc,

27.9450 dx7 2993555 dx?

wo sich die folgenden Koeffizienten aus meiner ”Einleitung in die Analysis
des Unendlichen” (Seite 131) entnehmen lassen. Hier aber bemerke man, dass
das Integral [ Xdx so genommen werden muss, dass es fiir x = oo gesetzt
verschwindet.

ANWENDUNG AUF UNSEREN FALL, IN DEM

1 xl

Weil also 1

ist, wird zuerst fiir unsere Integralformel
/dezln(x+a) +xInx—(x+1)In(x+1)+C
sein; weil ja diese Konstante C so genommen werden muss, dass das Integral

fiir x = oo gesetzt verschwindet, wird dieses Integral in diese Form gebracht

x+1 X+a
1
X +nx+1

/de: —xIn +C,

welcher Ausdruck fiir x = oo gesetzt

o0

1+ln1+C:O

/de:—oo-ln

(e8]
wird, wo, weil

lnoo+1:1n<l+1> :l—i—k%—etc

(e®) (e.¢]

27



ist,
oo +1

o0

=1

- Iln

sein wird und daher das Integral C —1 = 0, also die Konstante C =

deswegen ist das erste Glied unseres Ausdrucks

x+1 x+a
Xdx = —xIn—— +1In 1,
/ * i * x+1+
woher wir fiir die beiden ersten Glieder gleich
1 1 x+1 x+a 1
—/de+2X—<x—2>ln . _lnx—|—1+2(x—|—a)_1

erhalten.

§32 Die iibrigen Glieder unseres Ausdrucks bereiten keine Schwierigkeit,

weil man ja durch ununterbrochene Differentiation

dx _ RS S
dx (x+a)? x x+1
3

X (8 1 1
dxd (x+a)* x3 (x+1)3
d°x 5 1 1
-2 _-1.2.3.4(— - _

dx> 3 ((x+a)6+x5 (x—|—1)5>
d’X 7 1 1
S2 _1.0.. _

a7 6( crap ¥ <x+1>7>
d’x 9 1 1
ow—l'z"'8<‘<x+a>w x9_(x—|—1)9>
etc

findet.
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§33 Aus diesen wird also die Summe unserer Reihe S berechnet

1 x+1 xX+a 1
S:<x—2)ln < _lnx—|—1+2(x+a)_1

1 1/1 1 1
_124§2<x_x+1_@+ﬂy>

1 1/1 1
+3-+5'6<ﬁ (x+1)3 _’x+a4>

1 1/1 1
5 @7‘6<ﬁ (x +1)5 _'x+a6>

1 3 /1 1
+78-9do<ﬂ"w+1) (x+a)>

1 51 1 9
9-10-11 6 \x° (x+1)° (x+a)l

L1 01 /1 1 11
11-12-13 210 \x1T  (x+ 1)1 (x+a)i2

_ 1 3B/ 1 1 B 13
13-14-15 2 \x® (x+1)B (x+a)l4
+ etc

zu sein, wo die an zweiter Stelle gesetzten Briiche

111 3 5 61
2 6 6 100 6 2100 °F

die Bernoulli-Zahlen genannt worden sind, die weiter so fortschreiten

35 3617 43867 1122277 854513
27 30" 427 110 ' 6
1181820455 76977927 23749461029
546 ' 2 30
8615841276005  84802531453387
462 ’ 170
90212975042845
5 ,

etc
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§34 Bis hierher haben wir die Zahl x wie eine Variable betrachtet, nun aber
lassen sich, nachdem die Entwicklung gemacht wurde, beide Zahlen x und
a nach Belieben annehmen und daher wird immer derselbe Wert fiir unsere
Zahl C resultieren, welcher ja

1 1 1 1
sein wird, und die Reihe S wird umso schneller konvergieren, je grofiere
Zahlen anstelle von x und 2 genommen werden. Zwischen den beiden Zahlen
x und a aber sollte eine Relation solcher Art angenommen werden, dass die

Formel
1 1 1

x x4+1 (x+a)?

ndherungsweise verschwindet. Wenn z. B. x = 10 war, wird diese Formel

1 1

110 (10 +a)?

sehr klein, wenn entweder a = 0 oder 4 = 1 war; die kleinste aller wird
aber fir a = % genommen entstehen, dann wird ndamlich der Wert ﬁ — ﬁ
werden, woher klar ist, dass es immer niitzlich ist, dass man a = % nimmt.
Wenn deshalb x eine ganze Zahl war, wird das erste Glied

UL S S —
273 "4 x—

1
2

sein, wie der Wert dieser Reihe gefunden werden muss, ist oben [§19] gezeigt
worden; es wird natiirlich

2 2
7_1’_,

2-2In2
nt3ty

+ 2 + 2 +-+ 2

79 2x —1
sein. Auf diese Weise konvergiert also unser Ausdruck sehr stark, und solan-
ge die Zahl x angemessen grofs angenommen wird, werden wenige Terme
ausreichen, um den Wert der Zahl C hinreichend genau zu finden.

§35 Nachdem wir also den Wert unserer Zahl C durch unendliche Reihen
ausgedriickt hatten, wollen wir sehen, ob er nicht auch durch endliche Inte-
gralfomeln beschafft werden kann, woher man sicherer schliefSen kann, zu
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welcher Art an Grofien diese Zahl zu zdhlen ist. Und zuerst entsteht freilich

die unbestimmte Reihe
1

1+1+1+ + +1
2 3 4 n

aus der Entwicklung dieser Integralformel

1—x"
d
1—x X

wenn natiirlich nach der Integration x = 1 gesetzt wird, wo die Zahl n
gebrochen sowie ganz sein kann, und so werden wir

_n
cz/1 Y dx —Inn
1—x

haben, wenn man natiirlich anstelle von 7 eine unendliche Zahl annimmt. Wir
wollen daher also auch eine Integralformel finden, die uns fiir x = 1 gesetzt
unbestimmt In n liefert. Weil aber fiir x = 1 gesetzt

1—x"
1—x
wird, wird
1—x"
In =Inn
1—x

sein; daher ist klar, wenn 7 eine unendliche grofle Zahl bezeichnet, dass dann

1—x" 1—x"
c_/ —dx =l

sein wird, wo natiirlich x = 1 gesetzt wird.

8§36 Es ist aber weiter

=1
ny _
In(1—x )__n/l—x”dx

und
dx

1—x'

nach Einsetzen welcher Werte wir lediglich durch Integralformeln

1—x" -yl dx
C_/ 1—xdx+n/1—x”dx_/1—x

In(l—x)=-—
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haben werden, welcher Ausdruck auf diese Form zuriickgefiihrt wird

AN xnfl
——/1_xdx-|-n/1_xndx

sodass C schon der Differenz dieser zwei Integralformeln gleich wird, wenn
freilich nach der Integration x = 1 gesetzt wird, der Exponent n aber unendlich
grofd genommen wird; daher ist klar, dass diese Formel umso besser den
wahren Wert der Formel C ausdriicken wird, je grofier die Zahl n genommen
wird.

§37 Aber auch diese Formeln werden sich von den unendlich grofien Expo-
nenten befreien lassen, indem man x" = z setzt, und weil ja im Fall x = 1 auch
z = 1 wird, wird in den daher entstehenden Integralformeln z = 1 genommen
werden miissen. Weil daher nx"~1dx = dz ist, dann aber x = zr und daher

werden unsere Formeln in die folgenden tibergehen

1
n d
C:—l/ z ldz—f—/ -
nJ 1—zn 1-

Es ist aber bekannt, dass

Inz = n(z% -1)

ist, wihrend n = oo wird, nach Einsetzen welchen Wertes in den ersten Teil

€= /lnz 1—z

wird, wenn nur nach der Integration z = 1 gesetzt wird, sodass diese Formel
schon voéllig vom Unendlichen befreit worden ist, die durch ein einziges
Integralzeichen so ausgedriickt werden kann

€= /dz <l—z lnz>

und so wird die ganze Frage tiber die Gestalt der Zahl C darauf zuriickgefiihrt,
dass der Wert dieser Integralformel

/dz <1—z lnz>
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von der Grenze z = 0 bis hin zu z = 1 erstreckt wird, welche Form jedenfalls
jede Aufmerksamkeit verdient. Es ist aber klar, dass der erste Teil dieser

Formel,
dz
/1_2 =—In(1-2),

in diesem Fall +co wird. Darauf habe ich sogar gezeigt, dass der andere Teil

liz unendlich Negatives liefert; daraus sieht man ein, dass beide Formeln

verbunden einen bestimmten endlichen Wert erzeugen konnen.

§38 Weil wir oben einige aufierordentliche Eigenschaften, die sich auf die
Zahl C beziehen, entdeckt haben, wird es der Miithe Wert sein, diese hier
gesammelt noch einmal aufgelistet zu haben. Man bemerke also, dass die
Buchstaben «, B, 7, J, etc die Summen der folgenden Reihen bezeichnen

_ 1 1 1 1
a=14 = +32+ +52+etc
1 1 1 1 1
B + = +33+ +53+etc

1 1 1 1
'y—1+24+54+44+54+etc
1 1 1

5=1 !
+ost g5t tas et

etc,

nachdem diese Werte festgesetzt worden sind, sind die folgenden Theoreme
gefunden worden:

L1-C=ja-1)+3B-1)+3(y—1)+306—1) +etc
ML C=ja—3p+17— 30+ ge— 30+ 4 — 5w +etc
W= (- Gr-d- P+ Ge—d =D n-d-D+
V. 20— 1= (}+} - 38 ( (
V.2-2In2-C=(%-% 2.3 3y 4 (2. 12r 2y
VL. 1-2In2+C = ( _ (1—5—5%6)+ (7_%_7227g)+etc
VIL In2—C =358+ 50+ -50 + 5550 + romk + etc

7-2
VIL 1-In3 —C=35(B-1)+55(6—1)+ 50 —1) + 55 (6 — 1) +etc
Hier ist nattirlich tiberall

C = 0,5772156649015325
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oder

E
3
nachdem fiir n eine unendliche Zahl genommen wurde.

1 1 1
C=1+_+ + + -+ —Inn
2 4 n
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