ENTWICKLUNG DER VON DER GRENZE
X =0BISHINZU x = 1
ERSTRECKTEN INTEGRALFORMEL

J ox (11x + loéx)*

Leonhard Euler

§1 Diese Integralformel ist umso bemerkenswerter, weil ich gezeigt habe,
dass ihr Wert mit dem zusammenfillt, den dieser Ausdruck liefert:

1 1
1+ + 2

+1+ —I—l—l n
277371 n 08

wenn die Zahl n unendlich grof§ genommen wird, und welchen ich Appro-
ximation gefunden habe gleich 0,5772156649015325 zu sein, deren Wert ich
auf noch keine Weise auf schon bekannte transzendente Mafle zurtickfiihren
konnte; daher wird es nicht unniitzlich sein, die Auflosung dieser vorgelegten
Formeln auf mehrere Weisen anzugreifen. Und zuerst ist freilich, weil sie ja

aus zwei Teilen
ox ox
/ und
1—x log x

besteht, klar, dass der Wert des ersten Teils — log (1 — x) fiir x = 1 gesetzt —
log 0 sein wird und daher gleich co; dann aber durchschaut man, dass auch

*Originaltitel: , Evolutio formulae integralis [ dx(1/(1—x) +1/(lx)) a termino x =0ad x =
1 extensae”, erstmals publiziert in ,Nova Acta Academiae Scientarum Imperialis Petropolitinae 4,
1789, pp. 3-16”, Nachdruck in ,Opera Omnia: Series 1, Volume 18, pp. 318 - 334", Enestrom-
Nummer E629, tibersetzt von: Alexander Aycock, Textsatz: Artur Diener, im Rahmen des
Projektes , Euler-Kreis Mainz”



der Wert des zweiten Teils unendlich ist, aber mit dem gegenteiligen Zeichen
versehen, so dass man nicht schwer einsieht, dass das Aggregat dieser Teile
einen endlichen Wert hat.

ERSTE GEOMETRISCHE ENTWICKLUNG
§2 Zuerst also wollen wir diese Form durch Quadraturen beschaffen, indem

wir die Kurve betrachten, deren Abszisse x der Ordinate

1 L 1
1—-x logx

y:

entspricht; dann aber wird ihre Fldache f yox, die auf der Abszisse x fufst,

den gesuchten Wert selbst darstellen; deshalb wollen wir die Form dieser

Kurve griindlicher untersuchen. Und zuerst ist freilich klar, dass sich die-

se Kurve keinesfalls in die Region von negativen Abszissen ausdehnt, son-

dern von der Grenze x = 0 beginnt. Fiir x = 0 gesetzt aber wird natiirlich

y =1, wegen logx = oo; aber,

C wihrend x unendlich klein

wird, wird vy = 1+ x + lolx

werden, wo man leicht durch-

schaut, dass das letzte Glied

F dD 1035 - negativ ist und quasi ei-

ne Unendlichkeit grofier als x

ist, so dass y = 1 — ix wird,

wahrend i eine sehr grofse Zahl

wird; daher ist klar, wenn wir

A E bB die Kurve auf die Achse AO

beziehen und in dieser die Ab-

szissen x vom Punkte A nehmen, dass in diesem Punkt selbst die Ordinate

AC = 1 sein wird und die Kurve in C diese Ordinate AC bertihrt, deshalb

weil der Schwund der Ordinate im Unendlichen den Zuwachs der Abszisse

ibersteigt. Die Kurve also wird den Ursprung von diesem Punkt C aus haben

und daher wird sie immer ndher an die Achse herangebogen werden, welche

sie schlie8lich in unendlichen Weiten beriihren wird. Nachdem namlich x = oo
gesetzt wurde, wird

1,
y= [ logoo




sein, wo man bemerke, dass das erste Glied % in Bezug auf das andere
verschwindet, sodass dieser Wert positiv ist, woher klar ist, dass diese Kurve
vom Punkt C aus immer ndher an die Achse herangehen wird.

§3 Wir wollen nun die Abszisse AB = 1 betrachten, wo fiir x = 1 genommen
Y= % + % wird, woher sich natiirlich nichts schlieflen liefSe; deswegen wollen
wir x = 1 — w setzen, sodass y = % + log(%w) wird. Indem man log (1 — w)
in eine Reihe entwickelt, wird

1 1 1+ iw

y_;_w—k%wz—kéaﬁ’—i—etc. 14w+ lw?

werden. Es werde nun w = 0 und es ist klar, dass die Ordinate im Punkt B
gleich BD = % sein wird, weil AC = 1 und AB = 1 ist. Daher ist zugleich klar,
dass fiir sehr klein genommenes w, nattirlich Bb = w, die Ordinate in diesem
Punkt N

a2ty 1 1

1+lo 2712

bd =

sein wird und der Anfang der Kurve Dd unter einem Winkel zur Achse
geneigt ist, dessen Tangens 15 ist, der fast 4° 46’ ist.

§4 Wir wollen nun die Abszisse AE = % nehmen und dieser wird fast die
Ordinate EF = 2 — @ = 0,557 entsprechen und daher ldsst sich schon
ndherungsweise die Flaiche ABCD berechnen. Und wenn namlich CF eine
gerade Linie ware, wiirde die Fliche ACFE = 0, 389 sein; weil sie aber zur
Achse hingebogen ist, wird diese Fldche etwas kleiner sein. Fiir den anderen
Teil, weil FD weniger eingebogen ist, wird die Flache BDFE ein ganz kleines
bisschen kleiner als ungefahr %BE(BD + EF) = 0,264 sein, woher die ganze
Flache ACDB gewiss kleiner sein wird als 0, 653; das stimmt schon geniigend
mit der Wahrheit tiberein, weil ja diese Flache 0,577 sein muss. Aber wenn wir
die Abszisse AB = 1 in mehrere Teile teilen und die Fliachen, die den einzelnen
Teilen entsprechen, untersuchen wollten, wiirde deren Summe umso naher
an den bekannten Wert herangehen, je mehr festgesetzte Teile es gab. Weil
wir aber iiber den wahren Wert dieser Formel schon gewiss sind, wiirde man
eine solche Arbeit vergeblich auf sich nehmen, aber es soll hier geniigen, die
Form dieser vollig einzigartigen Kurve, die ja im Punkt C plotzlich beginnt,
abgewogen zu haben.



ZWEITE ENTWICKLUNG

§5 Wir wollen nun log x in eine Reihe entwickeln, und weil x =1 — (1 — x)
ist, wird

logx = —(1—x) — %(1 _ )P %(1 P 2(1 ~ ) ete.

sein; und weil
1 n 1 logx+1-—x
1-x logx (1—x)logx

Y
ist, wollen wir diese Reihe nur im Zahler anstelle von x schreiben und es wird

—I(1-x)?2—-1(1-x)3—1(1—x)*—etc

(1—x)logx

y =
hervorgehen und daher

_%(1 —x) — %(1 —x)% — %(1 —x)3 —etc.

4

y= log x

daher wird, indem man termweise integriert, der gesuchte Wert

etc.

1 (1—-x)0x 1 [(1—x)%x 1 [(1—x)%%x
/yax = — — = [ ==
2 log x 3 log x 4 log x

sein, welche einzelnen Formeln leicht auf jene allgemeine Formel zugefiihrt
werden, mit der ich gezeigt habe, dass

x™M — x" m+1
ox = log <>
log x n+1

ist. Daher wird namlich sofort

1—x 1
/ logxax B logi

sein und weil (1 — x)> =1 — x — (x — xx) ist, wird

/ (1 —x)%0x

1 2
—log= —log = =log —~
log x %85 983 T %



sein. Auf dhnliche Weise wird leicht klar sein, dass

/ (1—x)%0x 1- 33>
log x
/ (1 —x)*ox o )
log x 24 .4
) dx
0x

(>

(5
/(1 l—ogj <1 310. 55>

(e

= log

QQ

=lo

aQ

25.410. 6
—x)f
/ (1—x) ~log

1-3%.519.7
log x 6.420. 65 )

sein wird.

§6 Aus diesen also wird der Wert unserer Formel [ ydx durch eine véllig
einzigartige logarithmische Reihe auf folgende Weise ausgedriickt werden:

/a EE S 2\ L (24 L (e
Yox =5082T 308\ 1723 T 198\ 1.33) T59%\1.36.5

1 2°5.410.¢6 1 26.420. 6
—I—glog — = +§log — = - | Tetc

1-310.55 1-315.515.7

Dort ist natiirlich zu bemerken, dass alle Logarithmen als hyperbolische
genommen werden miissen; man sieht aber leicht ein, dass immer kleinere
Terme dieser Reihe hervorgehen, diese Reihe aber dennoch nicht so sehr
konvergiert, dass aus ihr der gesuchte Wert angenehm berechnet werden
kann.

DRITTE ENTWICKLUNG

§7 Wir wollen dieselbe Auflosung des Logarithmus von x in eine unendliche
Reihe benutzen und der Kiirze wegen 1 — x = t setzen, sodass
1 1 1

logx = —t — -tt — =t

5 3 1 — etc.

ist, und es wird
1 -1

logx — #(1+ 3t+ 1t + 13+ 11 +etc.)




1
1+ t+ 3t +etc.
rekurrente Reihe verwandeln, welche

sein. Wir wollen gleich den Bruch auf gewohnte Weise in eine

1+ ot 4 Btt + 13 + 5t* + et + 7t + etc.
sei, wo die Koeffizienten «, 8, 7, J, etc. so beschaffen sein werden, dass

0é+%:0 und daher &= —1

2

B+in+1i=0 B=—%
Y+IB+ia+1=0 y=—2k
S+3r+3B+ia+i=0 5= -1

etc.

sein werden, woher sich diese Reihe als bekannt betrachten lisst.

§8 Nach Einsetzen dieses Wertes also wird

1 1
= - —a— Pt —tt —t> —et* —etc.
log x t

sein; daher wird, weil ﬁ = % ist,
y = —a— Bt —ytt — 6t> — et* — etc.

oder
y=—a—B(1—x)—9(1—x)*—5(1—x)—etc

sein. Weil nun im Allgemeinen

1— n+1 1 1— n+1
/ax(l—x)”:C—( x) — _( x)
n+1 n+1 n+1
fur x = 1 gesetzt ist, so wie wir angenommen haben, wird
1
ox(1—x)" =
/ X %) n+1

sein. Daher wird man also, nachdem die einzelnen Integrale genommen
worden sind,

finden, woher durch die vorher entwickelten Werte
/ ax—1+l+l+£+ t
YOX =25 T oq " 72 T oggo T ¢

werden wird, welche Reihe natiirlich zu wenig konvergent ist.



VIERTE ENTWICKLUNG

§9 Weil wir y = % haben, so wie wir zuvor den Teil log x in eine
unendliche Reihe aufgeldst haben, so wollen wir nun umgekehrt die Grofle
selbst in eine durch Logarithmen von x fortschreitende Reihe entwickeln. Weil

namlich x = el°8% ist, wird
x=1+logx+ 3(logx)* + (logx)> + 5 (log x)* + etc.

sein, wo wir anstelle von log x zur Kiirze also u schreiben wollen, und wir
wollen diese Reihe nun in den Zihler einfithren, dass

B —%uu — %u3 — iu"‘ — fﬁug’ — etc.
y= u(l —x)
wird oder
B —%u — %uu — 21—4u3 — ﬁu‘l — etc.
¥y= 1—x
und daher
/ya oxlogx / 9x(log x)* / 9x(log x)° / ox(log x)* et
1—x 6 1—x 24 1—x 120 1—x

§10 Weil nun im Allgemeinen, nachdem nattirlich die Integrale von x = 0
bis x = 1 genommen wurden,

/ax(logx)”:i1-2-3-4-5---n

ist, wo das Zeichen ,,+“ gilt, wann immer 7 eine gerade Zahl ist, das Zeichen
— aber andernfalls, wird

B 1.2.3-4-5.--A
/x” x(logx)* = + e

sein, wo das Zeichen ,+" gilt, wenn A eine gerade Zahl war, das untere
aber, wenn eine ungerade. Daher wollen wir unsere einzelnen Formeln durch
Reihen integrieren, wihrend wir anstelle von 1 - die Reihe

T+x+ x>+ +xt+x° +ete



schreiben, und daher werden wir zuerst

ox1 11 1 1 1
xogx=—1<1+ R A —I—etc)

T—x 2 TRTegTRT g
/axgl‘ig;)z: <1+ +33+ +53+63—|—etc>
/W:—l&ﬁ(l—l— +34+1+54—|—64+etc>
/W:1-2.3-4(1+ +35+ +55+65—|—etc>

etc.

erhalten. Nachdem also diese Reihen eingesetzt worden sind, werden wir

/yax—(1+ +1+1+1+etc>

22 R
1<1+1+1+ + = +etc>
3 33

—1—1(1—1— + —|— it —I—etc)
4 34
1<1~|—1—|—1—|— + = —|—etc>
5 2> 3

finden, den Wert welches Ausdruckes ich schon neulich gezeigt habe jene
bemerkenswerte Zahl 0,5772156649015325 zu sein.

FUNFTE ENTWICKLUNG

§11 Wir wollen hier dieselbe Auflosung in eine Reihe der Zahl x benutzen,
aber diese auf andere Art anwenden. Weil nattirlich fiir log x = u gesetzt

X = 1+u+%uu+%u3+§—4u4+ﬁu5+etc.
ist, wird der erste Teil selbst unsere Formel
1 -1 1 1

T—x  u+ duu+ Lud + Lut + b +ete. w1+ du+ tuu+ Fud + etc.

sein. Diesen Bruch .

1+ Ju+ fuu+ 5u8 + ete.




wollen wir auf gewohnte Weise in eine rekurrente Reihe umwandeln, welche
1 — Au+ Buu — Cu® + Du* — Eu® + etc.

sei und es wird nach Anstellung eines Vergleiches

A:% also A:%
B=1A-1 B=4
=iB—1A+ 4 C=0
=3C— 5B+ 54— g D=—m
=ID-1C+L4B-4A++4 E=0
etc.

sein.

§12 Nachdem also diese Reihe eingefiihrt wurde und anstelle von u wieder

der Wert log x eingesetzt wurde, wird unsere Formel ﬁ + = = y die

logx
folgende Form annehmen:

1 1
y:_;+A—Bu+Cuu—Du3+etc.+a

oder
y = A — Blogx + C(log x)*> — D(log x)® + E(log x)* — etc,

woher, weil im Allgemeinen
/ax(logx)” =%1-2-3-4---n

ist, nachdem natiirlich nach der Ausfithrung der Integration x = 1 gesetzt
worden war, wo das obere Zeichen gilt, wann immer 7 eine gerade Zahl ist,
das untere aber, wenn n eine ungerade, wir, nachdem das bemerkt worden ist,
den gesuchten Wert [ yox auf folgende Weise ausgedriickt erhalten:

/yax:A—|—1-B—|—1-2-C+1-2-3-D—|—1-2-3-4-E+1-2---5-F+etc,

welche Reihe natiirlich wegen der Koeffizienten der Buchstaben A, B, C, D, etc.
zu wenig konvergent ist; aber es ist auch zu erwégen, dass die Werte selbst
dieser Buchstaben immer mehr schrumpfen, weil ja sicher ist, dass der Wert
der Reihe 0,5772156649015325 sein muss; daher wird es der Miithe Wert sein,
die Reihe dieser Buchstaben griindlicher zu entwickeln.



TRANSFORMATION DES BRUCHES
1
1+%u+%uu+21—4u3+11T0u4+etc.

IN DIE REIHE
1— Au + Buu — Cu® + Du* — Eu® + etc.

§13 Es bezeichne der Buchstabe s die Summe dieser Reihe und es wird
s = 1 sein, woher e = *** wird und daher u = log (u +s) — logs, also
wird durch Differentation

_du+ds 0ds  sdu— uds

Ju - =
u+s s s(u+s)

sein; oder man setze sofort s = pu, sodass u = logHTP ist, woher Ju =
—% wird; damit dieser Ausdruck eine geflligere Reihe liefert, wollen wir

p = (q — 3)u setzen, dass schon s = (q — 3) u ist; dann aber wird Ju = q;ﬁql
4
sein, woher man diese Gleichung berechnet:
1 0
9= 5+ £ =0

§14 Aus dieser Gleichung also muss die Reihe gefunden werden, die den
Wert von g beschafft, wo vor allem der Anfang dieser Reihe daher festgesetzt
werden muss, weil fiir u = 0 gesetzt s = 1 werden muss und g = 1 + 1; daher
ist klar, dass der erste Term der fiir g zu findenden Reihe % sein muss; dann
aber durchschaut man leicht, dass in dieser Reihe nur die ungeraden Potenzen
von u angesetzt werden miissen. Man setze deshalb diese Reihe an

1
q= ;+au+bu3+cu5+du7+eu9+etc.
und es wird
1
9= —+ 2a+2bu? +2cut  +2dub +2eu®  +2fu'® + etc.

+aau® + 2abu*+2acu® + 2cda® +2aeu™ + etc.
+bbu® + 2bcuB +2bdu'® + etc.

—|—ccu10 + etc.

1
gZ == +a +3bu? +5cut 4+7dub +9eud +11ful + ete.
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1

die Summe dieser Reihe also muss 3,

mungen folgert

sein, woher man die folgenden Bestim-

311:% also a:%
5b+aa =0 b:—%
7c+2ab=0 C:_217b
9d + 2ac +bb =0 d:_Zac;Lbb
11e 4 2ad + 2bc = 0 e:_%@%gg
13f + 2ae +2bd +cc =0 f:_2ae+i§d+cc
etc.

aus welchen Formeln die numerischen Werte der Buchstaben a, b, ¢, d, etc.
berechnet werden konnen.

§15 Nachdem aber die Buchstaben a, b, ¢, d, etc. bestimmt worden sind,
wird die fiir s gesuchte Reihe

s=1—u+auu+bu* + cu® + du® + eu' + fu'? + gu'* + etc.
sein; daher wird man, weil wir oben
s=1— Au+ Buu — Cu® + Du* — Eu® + Fu® — Gu” + Hu® — etc.

gesetzt haben, die Werte dieser Kleinbuchstaben durch die grofien auf die
folgende Weise bestimmen

A=1,B=4,C=0,D=b E=0,F=C, G=0, H=d, etc.

und so verschwinden die Koeffizienten der ungeraden Potenzen per se. Es ist
aber klar, dass mithilfe der hier gefundenen Formeln die Werte der Buchstaben
um Vieles leichter und schneller angegeben werden konnen als durch die
oben erwihnten Relationen, es wird nattirlich

_ R | _ _ 1 _ _ 1
A=3, B=a=4,C=0,D=—55 E=0, F= etc.

302407

NI—

sein.
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§16 Weil ja auf diese Weise die Berechnung dieser Buchstaben bald auf riesig
grofie Zahlen fiihren wiirde, wollen wir anstelle der Buchstaben 4, b, ¢, d, etc.
andere 2, B, ¢, ©, etc. nehmen, deren Zeichen alternieren mogen und deren
Werte man auf diese in folgender Weise beziehe

2 B ¢ D

a=1p b= T T T

12 122 te,

so dass unsere Reihe gleich

1 Auu  Bu*  cu® Dud
s=1—-zu— —— — —-

- = T jetc
2T T T T g et

ist; und diese neuen Buchstaben 2, 9B, €, ©, etc. werden auf folgende Weise
bestimmt werden

mzll%:?ICZZQ’;‘B’@:ZﬂQ;—‘B‘B’
20D + 2°B¢ 22¢ + 28D + ¢¢
¢ = T, S = 13 , etc.

welche Werte man nun nicht schwer in Zahlen entwickeln wird und man wird
finden:

1382
875875

1 2
Q[—l,%—g,@—*,@—i,@—%,g— , etc.

§17 Wir wollen also diese neuen Buchstaben 2, B, €, ©, etc. in die fiir f yox
in §12 gefundene Reihe einsetzen und es wird

+ etc.

/ax_1+1-Ql_1-2-3-£B+1-2-3-4-5.¢_1.2.3...7.@
YO =T 122 123 17

sein; dass diese Reihe aber nicht hinreichend konvergiert, haben wir schon
oben beobachtet.
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TRANSFORMATION DES BRUCHES
1
1+ 343 tt+ 15+ Ltdtetc.

IN EINE REIHE
1+ at + Btt + 13 + 6t* + et® + {t° + etc.

Auf diese Transformation sind wir schon oben in §7 gefiihrt worden, wo
die Entwicklung der Buchstaben «, B, 7, , etc. bald zu beschwerlich wurde.
Wir wollen es nun also auf dhnliche Weise machen wie vorher und es wird,
nachdem diese Reihe, die wir suchen, gleich s gesetzt wurde,

—t

1
s = ogd—1 tv und daher log(1—t) = -5
sein, also durch Differenzieren
ot 00 00 ot
BE TRt w

welcher wir diese Form zuteilen wollen
Jv

UU—FE(l—t) :O,

aus welcher Gleichung eine geeignete Reihe fiir v gefunden werden muss.

§18 Weil also fiir t = 0 gesetzt s = 1 wird, wird in diesem Fall v = % werden
miissen, deshalb wollen wir diese Reihe ansetzen

1
v:¥+a+bt+ctt+dt3+et4+etc.

welchen Wert man auf folgende Weise einsetze:

0 1
a—? = - +0 +b+2ct +3dtt+ det>  +5ft* +6gt° +etc.
) 1
_ait] = 45 —0—bt  —2ctt—3df —det' —5ft> —etc.
1 2
o= =+ Ta+2b +2ct +2dtt + 20t +2ft* +2gF° tetc.

aa + 2abt-+2actt + 2adt® +2aet* + 2aft>+-etc.
bbtt + 2bct® +-2bdt* 4 2bet’ +etc.
+cctt + 2cdt’ +etc.

13



Daher also entstehen die folgenden Bestimmungen

1+2a=0

3b+aa=0
4c+2ab—b=0

5d +2ac —2c+bb=0

6e + 2ad +2bc —3d =0

7f +2ae+2bd —4e+cc=0

etc,
welche Formeln wegen a = —1 in die folgenden zusammengezogen werden
1 1
3b = ~1 also a=-3
4c =2b b= L
B V)
1
d =3c—bb = ——
5d = 3c c 7
19
6e = 4d — 2bc d——%
3
7f =5e —2bd — cc T
863

8¢ = 6f — 2be — 2ad f:_m

§19 Daher also wird die gesuchte Reihe
s =1+ at + btt + ct> + dt* + etc.
sein, welche oben [§7]
s=1+at+ Btt + > + ot* + etc.

gesetzt worden war; also stimmen die lateinischen und griechischen Buchsta-
ben vollig tiberein und es wird daher

sein und nach Finsetzen der gerade gefundenen Werte

1 1 19

1 3
/yax— 12212 7324 "2.720 " 5.160 &
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§20 Damit aber die Berechnung dieser Buchstaben leichter gemacht wird,
wollen wir

a——é b——E c——E d——B e——£ etc
27 0 4 T8 167 32 '
setzen, dass
/ax—A+B+C+D+E+t
YoOX=1727"2273.8 216 5.32 ' ¢

ist; fiir diese Buchstaben aber werden wir die folgenden Bestimmungen haben

A=1, B=1%1, C=1%, D==5B8 [ 8DHC
— 10E4+2BD+CC — 12F+2BE+2CD
F = G=
7 ’ 8 ’

woher man

berechnet. Diese geniigen also um die oberen Rechnungen erleichtern zu
konnen.
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