KariTEL XVI
UBER DIE DIFFERENTIATION VON
UNERKLARBAREN FUNKTIONEN *

Leonhard Euler

§367 Ich nenne hier Funktionen unerklidrbar, die weder durch bestimmte
Ausdriicke noch durch Wurzeln von Gleichungen erklart werden konnen, so
dass sie nicht nur nicht algebraisch sind, sondern meistens auch ungewiss
ist, auf welches Geschlecht der Transzendenten sie sich beziehen. Eine solche
unerklarbare Funktion ist

I+3+3i+.41
die nattirlich von x abhédngt, aber, wenn x keine ganze Zahl ist, auf keine
Weise erklart werden kann. Auf die gleiche Weise wird dieser Ausdruck

1-2.3-4...-x

eine unerkldrbare Funktion von x sein, weil ja, wenn x irgendeine Zahl ist, ihr
Wert nicht nur nicht algebraisch ist, sondern nicht einmal durch eine gewisse
Art transzendenter Grofien ausgedriickt werden kann. Allgemein kann also
die Kenntnis solcher unerkldarbaren Funktionen aus Reihen berechnet werden.
Es sei ndmlich irgendeine Reihe vorgelegt

1 2 3 4 .. x
A+B+C+D+..+X,
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deren Summe, wenn sie nicht durch eine endliche Formel ausgedriickt
werden kann, eine unerklarbare Funktion von x liefern wird, namlich

S=A+B+C+D+.+X

Auf die gleiche Weise werden ununterbrochene Produkte aus den Termen der
Reihe wie

P=A-B-C-D..- X

unerkldrbare Funktionen von x beschaffen, die aber mit Hilfe von Logarithmen
auf die erste Form zuriickgefiihrt werden konnen; es wird ndamlich

INnP=mA+InB+InC+InD+..+InX

sein.

§368 In diesem Kapitel habe ich beschlossen die Methode zu erkldren, Dif-
ferentiale von unerkliarbaren Funktionen solcher Art zu untersuchen. Dieser
Gegenstand, obwohl er sich auf den ersten Teil dieses Werkes, wo die Vor-
schriften des Differentialkalkiils angegeben worden sind, zu erstrecken scheint,
wollen wir dennoch, weil er ja eine umfangsreichere Erkenntnis der Lehre der
Reihen erfordert, zu welcher sich in diesem anderen Teil gelangen liefs, weil
wir gezwungen sind, die natiirliche Ordnung zu verlassen, an dieser Stelle erst
erwdhnen. Weil aber diese Untersuchung vollig neu ist und noch von keinem
behandelt worden ist, fehlt nur, dass wird diesen Teil des Differentialkalkiils
absolvieren konnen, dass wir eher versuchen, nur seine ersten Elemente zu
skizzieren. Aufierdem mdchte ich aber einige Fragen vorgelegen, deren Erkla-
rung die Differentiation von unerkldrbaren Funktionen dieser Art erfordert,
damit zeitgleich der Nutzen dieser Behandlung, der aber ohne Zweifel in
Zukunft um vieles Grofier sein wird, besser erkannt wird.

8369 Um unerkliarbare Funktionen dieser Art zu differentieren, ist vor allem
notig, dass wir deren Werte untersuchen, die sie annehmen, wenn fiir x x + w
gesetzt wird. Es sei also

1 2 3 4 .. x
S =A+B+C+D+..+X

und man setze X als den Wert von S fest, den es erhilt, wenn fiir x x + w
gesetzt wird, und es sei Z der Term der Reihe, der dem Index x 4 w entspricht.



Nun werden also die Terme, die den Indizes x 41, x + 2, x + 3 etc entsprechen
durch X', X", X" etc angezeigt und der, der dem unendlichen Index x + oo
entspricht, durch X(®). Und auf die gleiche Weise mogen die Terme, die den
Indizes x + w+ 1, x + w + 2, x + w + 3 etc entsprechen durch Z’, Z", 7"
etc angezeigt werden und es sei Z(®) der Term, der dem Index x + w + oo
entspricht. Nachdem diese Dinge festgesetzt worden sind, wird

s =S+X

S// :S+X/+X//

S/// :S—f—X,—f—Xﬁ—i—XW
etc

S®) =G4 X+ X"+ X" 4. 4+ X ()

sein. Wenn auf die gleiche Weise auch X nacheinander um die Terme Z’, Z"
etc vermehrt wird, wird

¥ =247

Z// :Z+Z/+Z//

Z/N :Z+Z/+Z/I+ZI//
etc

2 =y 2/ 4 7" 7 47 )

sein.

§370 Nun ist die Natur der Reihe S, §’, S, S etc zu betrachten, wie sie
sein wird, wenn sie ins Unendliche fortgesetzt wird; wenn diese im Unend-
lichen mit einer arithmetischen Progression vermischt wird, was geschieht,
wenn die Terme der Reihe X, X/, X", X" etc im Unendlichen zur Gleichheit
konvergieren, sodass die Differenzen der Reihe S, S’, S” etc schliefSlich gleich
werden, werden in diesem Fall die Groen S(®), §(+1) G(+2) ot in einer
arithmetischen Progression sein, und weil ¥() = gleotw) jgt wird wegen

() — gpgleotl) 1 (1— w)s(oo)
sein. Aber es ist §(®+1) = §(®) 4 x(*+1) woher
() — gleo) 4 gpx(eo+1)

wird, woraus man diese Gleichung erhalten wird



Y4+ Z 4+ 7'+ 7"+ 47 =54 X+ X+ X"+ 4 X(®) X (o)

aus welcher der gesuchte Wert X erhalten wird, den die Funktion S annimmt,
wahrend in ihr x 4 w anstelle von x eingesetzt wird, und es wird

Y =S+ wX®Y 4 X' + X" + X" +etc ins Unendliche
— 7' —7" —7" —etc ins Unendliche

sein. Daher, wenn die infinitesimalen Terme der Reihe A, B, C, D etc verschwin-
den, verschwindet der Term wX(**1) und kann weggelassen werden.

§371 Der Wert von X wird also durch eine neue unendliche Reihe ausge-
driickt, die beschafft werden kann, wenn man den allgemeinen Term der
Reihe A + B + C + etc hat, aus welchem die Werte der Terme Z', Z",Z" etc
bestimmt werden konnen. Fiir unendlich kleingesetzte w, weil ¥ — S das
Differential der Funktion S ist, wird also dieses Differential dS durch eine
unendliche Reihe ausgedriickt werden. Und wenn nicht einmal die hoheren
Potenzen von w missachtet werden, wird man das vollstandige Differential
dieser unausdriickbaren Funktion S haben; damit dessen Natur deutlicher vor
Augen gefiihrt wird, werden wir diese Aufgabe in den folgenden Beispielen
illustrieren.

Beispiel 1
Das Differential dieser unerklarbaren Funktion zu finden
S=1+3+3+i+..+1

Weil ja der allgemeine Term X dieser Reihe = 1 ist und deshalb

X/: 1 Zl: 1
x+1 x+1+w
X/l: l Z//: 1
x4+ 2 x+24w
1 1
X///: Z///:
x+3 x+3+w
etc etc,
wird wegen
co+1) 1 _
Xt = L =0,



wenn anstelle von x x 4+ w gesetzt wird, die Funktion S in X {ibergehen, dass

1 1
>=S+ —
Jrx+1 +x+2 Jrx+3
B 1 _ 1 _ 1
x+14+4w x4+24+w x+3+4+w

ist, oder durch zusammenfassen je dieser zwei Terme zu einzeln wird

+ etc

—etc

L=S5+ mmnaire) T e T s T et
sein oder weil
1 1 w w? w3
Fltw x+l G2 r1P 1 e
1 1 w w? w3
X+24w  x+2 (x+2)2 * (x+2)3  (x+2)* et
etc

ist, wird nachdem die Reihe nach Potenzen von w geordnet wurden,

(x+11)2+ (x+12)2+ (x+13)2 MRy

le)ﬁ (x+1z)3+ (x+13)3 + (xj4)3

(x+11)4+ (x+1z)4+ (x+13)4+ (x + 4)F

_W4((x—i1)5+ (x+12)5 " (x+13)5 " (x+14)5
etc

T=S+w ( 5 +etc)

N

+w3(

+ etc)

+ etc)

+ etc)

sein. Nachdem also dx fiir w gesetzt wurde, werden wir das vollstandige
Differential der vorgelegten Funktion S erhalten.

1 1 1 1
CES R TN C R R ey
1 1 1 1
CE e ) CE N LI FEry
1 1 1 1
GHDf Gt e )
1 1 1 1
G+1P 28 T x135 T x 19
etc

dS =dx (

5 +etc)

— dx?(

5 +etc)

+ dx3(

; Tetc)

— dx*( z +etc)



Beispiel 2
Das Differential dieser unerklarbaren Funktion zu finden

S=1+3+s+7+..+xm7

Weil der allgemeine Term dieser Reihe X = 2x1_1 ist, wird

1 , 1
S 2x+1 7 2x+1+42w
" o__ 1 " o__ 1
C2x4+37  2x+342w
"no__ 1 "no__ 1
 2x+57 2x+542w
etc etc

sein. Wegen der verschwindenden und gleichen infinitesimalen Termen dieser
Reihe wird der Wert von S, wenn anstelle von x x 4 w gesetzt wird, als
1 1 1

2x +1 +2x+3 +2x+5

1 1 1
S 2x 4142w 2x+3+2w  2x+5+42w

+ etc

T =S+

etc

hervorgehen oder als

_ 2 2
=S5+ ot T mesasan) T et

Aber wenn die einzelnen Terme in Reihen nach Dimensionen von w aufgelost
werden, wird

1 1 1
T=54+2 ¢
20 (e T e T e Y
1 1 1
— 4w t
RN G Rl ooy R P R
+ 8w® ( L 7+ ! 7+ ! g Tetc)
(2x+1)*  (2x+3)*  (2x+5)
1 1 1
— 16w* t
W e 1P T ap sy
etc



sein. Man setze nun dx fiir w und es wird das vollstandige Differential der
vorgelegten Funktion S als

1 1 1

dS =2dx ((Zx 17 + 2x 13 + 2x15) + etc)
_4mg(Qxin?+cxim?+gxia3+”d
+ 8dx” ( (2x —lk 1)4 + (2x —1k 3)4 + (2x j— 5)4 +ete)
_J&M%@inF+Qxi@9+@xi®5+ad
etc
hervorgehen.

Beispiel 3
Das vollstandige Differential dieser unerkldarbaren Funktion von x zu finden
S=1+y+z+gzg++tim

Weil der allgemeine Term dieser Reihe = % ist, werden die infinitesimalen
Terme verschwindend und einander gleich sein. Daher wird wegen
1 1
(x+1)" 7 (x+14+w)"
1 1 Z// ]'

/

(x+2)" 7 (x+2+w)"
1 1
X/// — Z/// —
(x+3)" (x+3+w)"
etc etc

X' _ 7 — nw _n(n+1)w2+n(n+1)(n_|_2)w3_etc
(x+ 1)1 2(x+1)n+2 6(x +1)1+3

X _7" — nw _n(n+1)w2+n(n+1)(n+2)w3 e
<x+2)n+1 2(x+2)n+2 6(x+2)”+3

etc




sein, aus welchem man

1 1 1
L—-S=n w ( + + + efc)
(x_|_1)n+1 (x+2)n+1 (x+3)n+1
n(n+1) ’ 1 1 1
- — t
1.2 w((x+1)n+2+(x+2)n+2+(x+3)n+2+ec)
nn+1)(n+2) 4 1 1 1
t
1.2.3 w((x_|_1)n+3+(x+2)n+3+(x+3)n+3+ec)

etc

findet. Daher wird fiir w = dx gesetzt das gesuchte vollstandige Differential
der Funktion S als

1 1
45 =n DG T r T ey )
n(n+1) » 1 1 1
- d t
1.2 oyt Gyt Erae T
nn+1)(n+2), 4 1 1 1
t
123 (G T o T gy T
etc
hervorgehen.

§372 Aus diesen konnen auch die Summen dieser Reihen interpoliert oder
die Werte der summatorischen Terme beschafft werden, wann immer die
Anzahl der Terme keine ganze Zahl ist. Wenn ndmlich x = 0 gesetzt wird,
wird auch S = 0 sein und X wird die Summe der Terme ausdriicken, wie die
Zahl w Einheiten enthélt, auch wenn diese Zahl w keine ganze Zahl ist. Wenn
so im ersten Beispiel

T=1+14+1+.+1

gesetzt wird, wird

L= i) T 2etw) T 30w T e T et



oder

1 1 1 1

1
33
1
3¢

1 1
+E+§+€tC>

1 1
+4*4+§+€tC>

1
—w(l+ 55+

—Hﬁﬂ+%+
etc
sein, im dritten Beispiel aber wird
S=1+y+z+a++zm
sein. Und der Wert von X, ob w eine ganze oder gebrochene Zahl ist, wird
durch die Reihe auf die folgende Weise ausgedriickt werden.

1 1
Z=n w (2n+1 + 3+l + qnt1 +etc)
n(n+1) 5, 1 1 1
- 1-2 (2n+2 + 3n+2 + gn+2 + etc)
nn+1)(n+2) 5, 1 1 1
1-2.3 w (2n+3 + 3n+3 + 4n+3 +6tc)

etc

§373 Diese selben Ringe kdnnen auch auf die allgemeine Reihe angewandt
werden; weil ndmlich
1 23 4 .. «x
S =A+B+C+D+..+X
ist und fiir x + w anstelle von x gesetzt X in Z und S in X tibergeht, wird

_ wdX w?ddX w3d3X
Z =X+ T o T 1200 T ete

sein, und weil auf die gleiche Weise Z’, Z", Z'""" etc durch X', X", X" etc
ausgedriickt werden, wird

Z — S +wX(oo+1) _ % d (X/+X//+X///+X////+etc)
w2
_ 1 : 2dx2 dd (X/+X//+X///+X/l//+etc)
w3
— 7 .2.3dx3d3 (X’—i—X”—f—XW—l—X”N—i—etc)

etc



sein, und wenn nicht X(®*1) = 0 ist, werde er auf diese Weise ausgedriickt
werden konnen, dass die Betrachtung des Unendlichen weggeschafft wird,

X(oo+1) — X/ + (Xl/ o Xl) + (XI// o X//) + (X//l/ _ Xl//) + etc

und es wird daher

Z:S+wx/+w ((X//_X/)+(X///_X//)+(X////_X///)+etc)
. % d(X/ X X" T etc)
wZ
_ i dd(X/ + X" + X" + XM 4 etc)
w? 3~/ 1" 1" 1"
etc

sein. Wenn also w = dx gesetzt wird, wird das vollstindige Differential von
S=A+B+C+..+X
so ausgedriickt entstehen

ds = X'dx +dx (X"~ X')+(X" — X")+ (X" — X")+etc)

- d X + X" + X" + X" + etc)

— % dd (X' + X" + X" + X" + etc)

- é a3 (X' + X" + X" + X" + etc)
etc

§374 Wir wollen setzen, dass x = 0 ist; es wird
X=A X'=B etc

werden und daher wird X’ + X" + X" + etc die unendliche Reihe sein, der
allgemeine Term = X. Man bildet daraus die Reihe aus diesen allgemeinen

Termen

dX ddX X d*X

T ’ 7 ~A 347 t
dx 2dx2 6dx3 24dx* ere

10



die Summen welcher Reihen ins Unendliche fortgesetzt

ax adx 3X
/X—A, E—B, W—C, W—D,etc

seien; und weil fiir x = 0 gesetzt auch S = 0 wird, wird £ die Summe der
Reihe

A+B+C+D+..+Z

sein, die w Terme enthilt; es ist ndmlich Z der Term des Index w, ob w eine
ganze Zahl oder eine gebrochene ist. Daher wird man

L=wA+w((B—A)+(C—B)+(D—C) +etc)
—wB —w*C —wD  —w'E —efc
haben, wo die erste Reihe weggelassen werden kann, wenn die Terme der

vorgelegten Reihe schliefslich verschwinden.

§375 Wir wollen nun x anstelle von w schreiben und ¥ wird in S tibergehen,
sodass

1 2 3 4 .. x
S =A+B+C+D+..+X

ist und derselbe Wert von S wird nun durch eine unendliche Reihe auf diese
Weise ausgedriickt werden

S=Ax+x((B—A)+ (C—B)+ (D —C) +etc)
— Bx —Cx? —Dx® —Ext — Fx® —etc;

weil deren Wert genauso geordnet ausgedriickt wird, ob x eine ganze oder
gebrochene Zahl ist, konnen die Differentiale von S jeder Ordnung daher

11



leicht beschafft werden:

ds
= =A +(B—-A)+(C—B)+(D—-C)+etc
-B —2Cx —3Dx> —4&x° —etc
% = —-C —3Dx —6EX>  —10Fx® —efc
a3s 2 3
s —D —4Ex —10Fx~ —20Gx> —etc
d*s 2 3

Daher, weil das vollstindige Differential
= dS + 3ddS + 1d3S + Ld*S + etc
ist, wird das vollstindige Differential der vorgelegten Funktion S
dS = Adx+ (B— A)dx+ (C — B)dx + (D — C)dx + etc
— Bdx — C(2xdx + dx*) — D(3x*dx + 3xdx* + dx®)
— E(4x3dx + 6x2dx* + dxdx® + dx*) — etc

sein.

§376 Auf diese Weise also kann das Differential jeder unerklarbaren Funktion
S angegeben werden, wenn die infinitesimalen Terme der Reihe

A+B+C+ D +etc

entweder verschwinden oder einander gleich sind. Wenn daher namlich die
infinitesimalen Terme dieser Reihe nicht = 0 waren, dann wird die Summe
der Reihe B, die aus dem allgemeinen Term ‘% gebildet wird, unendlich
werden, aber mit der Reihe

A+ (B—A)+(C—B)+(D—C)+etc

verbunden eine endliche Summe festlegen. Aber es kann geschehen, dass die
Terme der Reihe A + B + C + D + etc so ins Unendliche vermehrt werden,
dass nicht nur die Summe der Reihe B, sondern auch die Summe der Reihe
C unendlich grof8 wird, in welchem Fall es nicht gentigt, die Reihe A + (B —

12



A) 4+ (C — B) + etc hinzugefiigt zu haben; aber weil ja in diesem Fall die
in §370 betrachteten Terme, namlich §(®), §(®+1) §(®+2) otc nicht weiter in
einer arithmetischen Progression sind, wie wir angenommen hatten, wird
die Art dieser Progression zu beachten sein. So wie wir also angenommen
haben, dass die ersten Differentiale dieser Terme gleich sind, so werden wir
die Methode weiter ausdehnen, wenn wir erst die zweiten oder dritten oder
weiteren Differenzen als konstant festsetzen.

§377 Nachdem also dieselbe Begriindung, die wir in §369 benutzt haben,
beibehalten werde, wollen wir setzen, dass erst die zweiten Differenzen der
erwidhnten Werte konstant sind,

G(e0) gleo+l) g(oo+2)

Erste Differenzen
X(oo-‘rl), X(oo-‘rZ)

Zweite Differenzen
X (0+2) _ 3¢ (co+1)

Daher wird
5(00) — glootw) _ g(e) 4 guxleot) 4 Z‘W( X(e+2) _ xleorD))
_gleo) _ W@ =3) g orr) | WW—1) (o2
5 12 % 12 X

sein. Deswegen werden wir diese Gleichung haben

SAHZ 472N 72" 4 Z)
=S+ X+ X"+ X"+ .+ x(00) _ w(zlu.;C-i)X(oo.y_l) + w(;v;l)X(oo_,_z)/

aus welcher man

YS=S+X + X"+ X"+ X" + etc ins Unendliche
— 7 —=7" 7" 7" _ etc ins Unendliche

w—1)

4 X W(l - (X(42) _ x(eot1)y

13



findet. Diese infinitesimalen Terme konnen aber so dargestellt werden, dass

Z :S +X/+X/I+X///+X////+etc
_ Zl _ Z/l _ Z/l/ _ Zl/l/ _ etC

X/l + X/l/ _|_ Xl/ll + X/l/l/etc

+wX’ +w
_X/ _ X// _ X/// _ X//// _ etC
X" 4+ X" 4+ X' 4 ete
-1
+%Xﬂ w<w — 1> 1 " 1"
w(wfl) X’ + ﬁ =2X" —-2X" -2X — etc
1.2 +X' 4+ X" + X" + etc

ist, woher zugleich das Gesetz klar ist, wie dieser Ausdruck beschaffen sein
wird, wenn die dritten oder vierten oder weiteren Differenzen erst konstant
waren.

§378 Weil also, wie wir oben bewiesen haben,

_ wdX w?ddX widddX
Z =X+ 93y T Tade t 12340 T CfC

ist, wird wenn wir anstelle von Z’,Z",7" etc die daher zu entstehenden
Werte einsetzen, der Wert von S, wenn anstelle von x x + w geschrieben wird,
der folgende sein

X// _|_ Xl/l + X/ll/ _|_ X”N/Etc

Y =S+wX +w
_X/ _ X/I _ X/I/ _ XI/// _ etC
x" + X" + X/ +etc
el D) w(w—1
12 + g X! X! 2" _ otc
_ w(w-1) X/ 1.2
12 +X' 4+ X"+ X" + etc
_ % d(X, +X” + X/l/ +X//N —I—EtC)
wz 2 / 1 " "
~ 5 d*(X 4+ X"+ X" 4+ X" 4 etc)
w3 3 ! 1 " "
etc

14



Wenn also anstelle von w dx gesetzt wird, wird das vollstandige Differential
der vorgelegten unerkldrbaren Funktion S hervorgehen, natiirlich

X// +XI// + X//// +X/////etc

dS = X/dx + dx
X X! XM XM ete
_ X" + X + X! +etc
_X//M dx(l - dx) 1" 1" "
x dx(1—dx) T T 1.2 —2X" —2X" —2X"" — etc
+ X =7 ’
- +X 4+ X"+ X" + etc
r
+X///dx(1—dx)(2—dx) +X//// +X///// + efc
2x" dx(l—lf;lzx';(Z—dx) dX(l — dx) (2 — dx) —_3X" —3X" — etc
/dx(lfdxl).(zzlidx) 1-2-3 +3X" +3X" + etc
X S
{ —X"'— X" —etc

_ d(x/ +X/I +X/I/ +XI/// +X/l/ll +€tc)

1
_ Edd(X/—i—X”—l—XW—l—X/W—i—XWN—i—etC)

_ %d3(Xl ‘I’ X// ‘I’ X/// _|_ X/I// + X///// _J’_ etc)

_ id‘}(x/ _|_ X// _|_ X/// + X//l/ ‘I’ X///// +etc)

etc,

welcher Ausdruck sich sehr weit erstreckt, und, die wie vielten Differenzen
auch immer erst konstant waren, das gesuchte Differential beschafft. Diese
Formel ist ndmlich angepasst auf konstante Differentiale und zugleich ist das
Gesetz klar, wenn es notwendig ist, weiter fortzuschweifen.

§379 Wenn daher also die Reihe A + B + C + D + etc, aus welcher die uner-
klarbare Funktion

1 2 3 4 .. x
S =A+B+C+D+..+X

15




gebildet wird, so beschaffen war, dass ihre infinitesimalen Terme schliefilich
verschwinden, dann, wie wir schon angemerkt haben, wird

dS:_d (X/+X//+X/II+XINI+etC)

1
_Edd (X/—FX//—G—XW—FXW/—{-EtC)

1
_gd?) (X’—I—X”%—X’”—i—X””—i—etc)

1
o ﬂd4(X’—|—X”+X’”+X””—|—etc)
etc

sein. Wenn aber die infinitesimalen Terme jener Reihe nicht = 0 sind, aber
dennoch verschwindende Differenzen haben, dann muss zu diesem Ausdruck
dariiber hinaus

+X" 4+ X" 4 XM 4 XM 4 ete
X X! X" XM — X" ete

dx < X

addiert werden. Aber wenn erst die zweiten Differenzen der infinitesimalen
Terme dieser Reihe A + B + C + D + etc verschwinden, dann muss aufSerdem
+XI// + X//// + X///// + etC

_le/ _ lel/ _ 2xl//l _ etC
X/_|_X//_|_X///+etc

dx(dx —1) +X"
1-2 _x/

hinzugefiigt werden. Und wenn erst die dritten Differenzen dieser erwdhnten
infinitesimalen Terme verschwindend waren, dann muss aufler diesen schon
beschafften Ausdriicken dariiber hinaus

X X X L oo
L X"
dx(dx —1)(dx —2) - _3X" _3X"M _3X" _ ete
1-2-3 / 43X 4+ 3X" +3X" + etc
+X X X" X" _ ete

addiert werden. Und so weiter werden die dariiber hinaus zu addierenden
Ausdriicke beschaffen sein, wenn erst weitere Differenzen der infinitesima-
len Terme der Reihe A + B + C + D + tc verschwinden. Und daher, welche
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Reihe auch immer angenommen wird, solange ihre infinitesimalen Terme
schliefllich auf verschwindende Differenzen fithren, wird das Differential der
unerkldrbaren Funktion, die aus ihr gebildet werde, bestimmt werden konnen.

§380 Wenn x = 0 gesetzt wird, wird X = A, X" = B, X" = C,etc werden.
Daher, wie A + B + C 4 D + etc eine Reihe ist, deren allgemeiner Term X ist,
wenn aus den allgemeinen Termen

dX ddX X d*X
dx’ 2dx2’ 6dx3’ 24dx*’

etc

auf die gleiche Weise unendliche Reihen gebildet werden und deren Summen
respektive durch die Buchstaben B,C, D, £, etc bezeichnet werden, wird die
Summe von w Termen der Reihe

A+B+C+ D +etc

so ausgedriickt werden, dass es egal ist, ob w eine ganze Zahl ist oder nicht.
Wir wollen also x fiir w schreiben, dass

1 2 3 4 .. x
S =A+B+C+D+..+X

ist und wenn die infinitesimalen Terme dieser Reihe verschwinden, wird
S=—Bx—Cx*>—Dx®—Ex* —etc
sein. Aber wenn die infinitesimalen Terme zumindest erste konstante Dif-
ferenzen haben, dann muss in diesem Wert dariiber hinaus dieser addiert
werden
+B+C+ D+ E +etc
—A—-—B—-C—D —etc

Wenn aber erst die zweiten Differenzen jener infinitesimalen Terme verschwin-
den, dann muss auflerdem

+C+ D+ E+ F+etc
—2B —2C — 2D —2E —etc
+A+B+C+ D +etc

x(x—1) | +B
12 )| _4
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addiert werden. Wenn erst die dritten Differenzen verschwindend waren,
dann muss dartiiber hinaus diese unendliche Reihe hinzugefiigt werden

c C+D+E+F+G-+etc
+
x(x —1)(x—2) B —3C —3D —3E — 3F —efc
1-2-3 3B +3C +3D + 3E + etc
+A
—A—-—B—-C—D —etc

etc

§381 Wir wollen diese Dinge auch auf eine andere Art unerklarbarer Funktio-
nen anwenden, die aus einem langeren Produkt einiger Terme der vorgelegten
Reihe A + B + C + D + etc bestehen, und es sei

1234 ..x
S =A-B-C-D-....X

und man suche zuerst den Wert X, in welchen S verwandelt wird, wenn
anstelle von x x 4+ w geschrieben wird; wir wollen aber wie zuvor setzen,
dass Z der Term der Reihe A + B + C 4+ D + etc ist, dessen Index = x + w ist,
wie X dem Index x entspricht. Um also diesen Fall auf den vorhergehenden
zurtickzufiihren, wollen wir Logarithmen nehmen und es wird

In(S) = In(A) +In(B) + In(C) + In(D) + ... + In(X)

sein. Wenn daher die infinitesimalen Terme dieser Reihe verschwinden, wird
unter Verwendung derselben Methode, die wir zuvor benutzt haben,

In(L) =In(S) + n(X") + In(X") + In(X"") + etc
—In(Z") —In(Z") —In(Z"") — etc

sein und daher wird durch Zuriickgehen zu Zahlen

Xl X// X/// X//N

sein; dieser Ausdruck gilt also, wenn die infinitesimalen Terme der Reihe
A, B,C,D,etc der Einheit gleich werden. Wenn aber die Logarithmen der
infinitesimalen Terme dieser Reihe nicht verschwinden, aber dennoch ver-
schwindende Differenzen haben, dann muss zu jener Reihe, die wir fiir In(X)
gefunden haben, dariiber hinaus diese Reihe addiert werden

18



win(X') +w(in(X) + n(%5) + In(%5) + etc)
und so wird man durch Nehmen von Zahlen

/ X! X/] —w X!Mw X//l —w XM X///l —w
Z - S N Xw . 77 : VAl N Vil -etc

haben.

§382 Wenn wir daher also x = 0 setzen, in welchem Fall S = 1 und X' =
A, X" = B, X" = C,etc wird, wird X das Produkt w Terme dieser Reihe
A, B, C, D, etc bezeichnen. Wenn wir also fiir w x schreiben, dass ¥ einen Wert
erhélt, den wir zuvor S selbst zugeteilt hatten, so dass

1234 ..x
S=A-B-C-D-....X

ist, weil nun Z',Z", 7", etc in X', X", X", etc tibergehen, wenn die Logarith-
men der infinitesimalen Terme dieser Reihe A, B,C, D, E, etc verschwinden,
wird S auf diese Weise

s=4-%.5. .8

E
Cxmxm - xm  xom C ete

ausgedriickt werden. Wenn aber erst die Differenzen der Logarithmen dieser
infinitesimalen Terme dieser Reihe A, B, C, D, etc verschwinden, dann wird
diese Funktion S auf die folgende Weise ausgedriickt werden, dass

BxAl—x xBl—x DX 1-x Exlex
S = Ax . X . ¢ X7 : XC;// t X -efc

ist; wenn erst die zweiten Differenzen jener Logarithmen verschwindend
sind, wird aus dem Vorhergehenden leicht zusammengefiigt, Funktionen von
welcher Art dartiber hinaus addiert werden miissen; diesen Fall, weil er kaum
aufzutauchen pflegt, wollen wir hier auslassen. Im Ubrigen werde ich den
Nutzen dieser Ausdriicke bei der Aufgabe der Interpolation im folgenden
Kapitel aufzeigen.

§383 Weil hier hauptsichlich also die Differentiation von unerkldrbaren
Funktionen dieser Art vorgelegt ist, wollen wir das Differential dieser Funktion

S=A-B-C-D-..-X
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untersuchen. Dafiir wollen wir die zuvor gefundene Gleichung

(L) =n(S) + In(X") + n(X") +In(X"") + etc
—In(Z"y —In(Z") —In(Z") — etc

resumieren, und weil [n(Z) aus In(X) entsteht, wenn anstelle von x x + w
gesetzt wird, wird

In(Z) = In(X) + Ldin(X) + 525 ddin(X) + &5 n(X) + etc

sein; nach Einsetzen dieser Werte fiir In(Z'),In(Z"),In(Z""), etc wird man

mE)=m(S)— — d (In(X")+n(X")+In(X") 4+ n(X"") + etc)

_ v
2dx2

3
- 62’7013 (In(X') 4+ In(X") + In(X") + In(X"") + etc)

etc

dd (In(X") + In(X") + In(X"") + In(X"") + etc)

haben. Man setze nun w = dx und es wird In(X) = In(S) + din(S) werden
und daher wird

as _

T = d (In(X') +In(X") +In(X") + n(X"") + etc)

- %dd (In(X") + In(X") + In(X") + In(X"™) + etc)
- %dB (In(X") + In(X") + In(X") + In(X"™) + etc)
etc

sein, welche Formel gilt, wenn die Logarithmen der infinitesimalen Terme der
Reihe A, B, C, D, etc verschwinden; wenn aber selbige nicht verschwinden, aber
dennoch verschwindende Differenzen haben, dann muss zu vorhergehendem
Ausdruck des vollstandigen Differentials dartiber hinaus diese Reihe addiert

werden
dxln(X') + dx(In(%7) + In(57) + In(557) + etc),

damit man das vollstindige Differential erhalt.
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§384 Dasselbe kann auf eine andere Weise geleistet werden. Man setze x = 0,
in welchem Fall /n(S) in 0 tibergeht. Dann bilde man die Reihen, deren
allgemeine Terme

ll’l(X),dln(X) ddin(X) d®In(X)

dx 7 2dx?2 7 6dx3 sete

seien und die Summe dieser unendlichen Reihen seien respektive A, 3,C, D, etc.
Man schreibe x fiir w, dass 2 = S ist, und es wird

In(S) = —Bx — Cx?> — Dx® — Ex* — etc

sein, wenn freilich die Logarithmen der infinitesimalen Terme der Reihe
A, B,C, D, etc, deren allgemeiner Term X ist, verschwinden; aber wenn erst
die Differenzen dieser Logarithmen verschwinden, so wird

In(S) =xIn(A) + x(ln(%) + ln(%) + ln(%) + ln(g) + etc)

— Bx — Cx* —Dx® — Ex* —etc
sein. Und daher wird das Differential von In(S)

is =dxIn(A) + dx(ln(%) + ln(%) + ln(%) + ln(g) + etc)

— Bdx — 2Cxdx — 3Dx?dx — 4Ex3dx — etc

sein. Aber wenn das vollstindige Differential verlangt wird, wird es

as B C D E
5 =dxIn(A) + dx(ln(z) + ln(E) + ZH(E> + ln(ﬁ) + etc)

— Bdx — C(2xdx + dx?) — D(3xxdx + 3xdx* + dx>) — etc

sein. Um den Nutzen dieser Formeln zu zeigen, fiigen wir die folgenden
Beispiele hinzu, die wir auf jede der beiden Art l6sen.

Beispiel 1

Das Differential dieser unerklarbaren Funktion zu finden

Hier ist vor allem zu bemerken, dass die infinitesimalen Terme dieser Faktoren
in die Einheit tibergehen und deren Logarithmus verschwinden. Weil also

X = 2’;;1 ist, wird
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1 2x+1 no_ 2x+3 ! 2x+45
X = 2x+27 X" = 2x+47 X = 2x+67

etc
und allgemein

(n) — 2x+2n—1
X T 2x+2n

sein; daher wird

In(X™M) = In(2x+2n —1) — In(2x +2n)

2dx 2dx
(my_ . 2dx
d In(X") = S on 1 2x + 21
4 x? 4dx?
(n)y
Adin(X™) ==y Ton =12 T ax g an)
2.2 4dx 2.2 4dx

3 (X)) — ~
EInX) =t e —1p @t

2.2-4-6dx* Jr2-2-4~6dx4
(2x+2n—1)* " (2x+2n)*
etc

d*In(X) =—

sein; daher wird das vollstandige Differential

1 1 1
as _ il T s T oms el
g = 2dx

1 1 1
T 2x+2 0 2x+4 T 2x+6 etc

1 1 1

1 1 1
LA { 2 T e T sy Tete }
2

==y cray el praw A

1 1 1
B¢zl vyl prav R

1 1 1
8,3 { 2o T mrar T ey ke }
3

etc

sein. Wenn daher aber nur das erste Differential gesucht wird, wird es

s _
@ = —2dx- ((2x+1)1(2x+2) + (2x+3)1(2x+4) + (2x+5)1(2x+6) + etc)

sein, welches selbe durch die andere in §394 angegebene Methode so gefunden
wird. Weil

In(X) = In(32)
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ist, wird

din(X) 2 1 ddin(X)
dx 2x—1 "~ «x’ 2dx2 T (2x—1)2 +
Pin(X) _ 8 1
6dx? 31 30 Cfe
sein und daher wird
1 3 7
A= In(z)+1In(=)+In(=) +In(s) + etc
2 4 8
2,2 ,2,2,2
B— { T+§+g+7+§+€tc
_2_2_2_2_ 2 _
21 6
oo 4 { %+31—2+52+72+etc
2 1 _ 1 _1_1_
2 T 12
1
D= 8 { 1+3 +53+73+etc
3 1 _ 1 _1_1_
2P
516{ %+314+54+74+etc
4 1 _ 1 _1_1_
207 4
etc
werden oder es wird
2 1 1 1 1
B_+I (1-5 +§ _Z +g —etc)
4 1 1 1 1
8 1 1 1 1
D :+§ (1 23 + 33 E + ? etc)
16 1 1 1 1
etc
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sein. Nach Einsetzen dieser Werte wird
s 1 1 1 1

S -2 dx(l—i +§ 1 +§ — etc)
+4x dx(l—%—i—%—%—i—?—etc)
—8x? dx(l—%—i—%—%—i—%—etc)
+16x3dx(1—%+3i4—%+514—etc)

etc

sein. Wenn also x = 0 ist, in welchem Fall In(S) = 0 und S = 1 wird, wird
dS = —2dxIn(2) sein.
Beispiel 2

Das Differential dieser unerklarbaren Funktion S =1-2-3-4-...- x zu finden.
Die Terme dieser Reihe 1,2,3,4,etc wachsen ins Unendliche so, dass die
Differenzen der Logarithmen verschwinden; es ist namlich

In(co+1) —In(e0) =In(1+L)=21 =0
Weil also X = x ist, wird
X' =x+1, X'"=x+2, X"=x+3, etc
sein; Weiter wird aber wegen In(X) = In(x)

din(X) =%,  ddin(X) = _dxizzl Bln(X) = 2;:133,
2.3dx*

d*n(X) = —24%,  etc
sein; daher, wenn die letzten Logarithmen verschwinden, wire
ds 1 1 1 1
?:—x (T—H +x+2 +x+3 +x+4 + ete)
dx? 1 1 1 1
2 Grr v T et T rrap T
dx3 1 1 1 1
S G T e T g T wrap T
etc

Aber weil erst die Differenzen der Logarithmen verschwinden, muss dartiber
hinaus dieser Ausdruck addiert werden
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dxln(x +1) +dx(In(E3) + In(33) + In(355) + n(353) + etc)
Weil aber
l“§i®:}i1_2ui1y+3uilﬁ_4ui1ﬂ+ﬂc
ln(iii) :xiZ B 2(x~1|—2)2 + 3(xj—2)3 B 4(x—1|—2)4 el
etc
ist, wird das wahre vollstindige Differential
dSS = dxln(x + 1)—%(dx - dxz)((x j 1y - G i 22 + T j 32 + etc)
30BN G g+ G )
0= )+ G g )
500 4) (s + (g Gy )

etc

sein. Wenn wir aber dieses Differential auf andere Art ausdriicken wollen,
weil

In(X) =In(x), X _1 ~dinx)__1 - LX) _ 1

6dx3 3x3

ist, wird man die folgende Reihe haben

A= In(1)+1n(2) +n(3) + In(4) + In(5) + etc)

B=1 (1 45 43 43 +s tew)

C=-3 (0 43 4y +pz +g e

D=2 (1 4y 4y tp e e

E=-7 (0 43 4z tpm o e
etc
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Daher wird wegen In(A) = In(1) = 0 aus §384

In(8) = «x (ln(%) + ln(%) + ln(%) + ln(g) + etc)
- x (1 -1—% -1—% +41L + etc)
+ %x2(1 + % - % + 417 + etc)
- %x3(1 - % + % + 4% + etc)
+ ix4(1 + % + 31—4 + 4l4 + etc)
efc

werden. Die zwei ersten Summen, mit welchen x multipliziert worden ist, auch
wenn jede der beiden Summen unendlich ist, haben dennoch beide zugleich
eine endliche Summe. Wenn namlich n Terme jeder der beiden genommen
werden, wird

ln(n+1)—1—l—1—1—...—%
hervorgehen. Aber oben (§142a) haben wir gefunden, dass
1+3+34+1+.+ L =Konst+in(n)+ £ — 25 + B —etc

ist und diese Konstante geht als = 0,5772156649015325 hervor. Wenn daher
also n = oo gesetzt wird, wird

14+ 343+ 1+..+ = = Konst. + In(c0)

sein, woher der Wert jener zwei ins Unendliche fortgesetzten Reihen = I1(oc0 +
1) — Konst — In(c0) = —Konst sein wird. Daraus wird

In(S) = —x -0,5772156649015325

1 1 1 1
XX(1+2*2+3*2+4*2+5*2+8tC)
1 1 1 1
x3(1+2*3+3*3+4*3+5*3+6tc)
1 1 1 1
x4(1+?+37+47+5j+etc)

_|_

_|_

Bl R WPk N -

etc
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sein, woher man die Differentiale jeder Ordnung leicht findet. Es wird namlich

if:>—dx -0,5772156649015325
Hmu+%+%+%+é+m)
-#ma+%+%+%+é+m)
4#ma+%+%+%+é+m)

etc

sein. Aber wenn diese Reihen zu einer zusammengefasst werden, wird

as _ d d d d
s = —dx-0,5772156649015325 + 1375 + 57575y T 3300 T aary T etC

sein. Daher, wenn x = 0 ist, wird

% = —dx - 0,5772156649015325

werden. Aus deren ersten Ausdruck wird aber in diesem Fall

ds 1 1 1 1
Yo _ = 14 — 4+ — 4+ —
3 2z7lx( +22 +32 +42 + efc)
1 1 1 1
1 1 1 1
—*dX(].—{-?‘{‘g‘{‘E—i-etC)
1 1 1 1

etc

~

sein.

§385 Daher konnen also auch Differentiale unerklarbarer Funktionen solcher
Art in jedem Spezialfall beschafft werden, deshalb weil wir hier vollstandige
Differentiale gefunden haben. Deswegen, wenn solche Funktionen in Aus-
driicke eingehen,, die unbestimmt scheinen, von welcher Art wir welche im
vorhergehenden Kapitel behandelt haben, werden die Werte durch dieselbe
Methode bestimmt werden kénnen, wie man aus den beigefiigten Beispielen
einsehen wird.
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Beispiel 1

Den Wert dieses Ausdruckes

+Hi+3+.4+1 1
x(x—1) (x—1)(x—2)

im Fall zu bestimmen, wann immer x = 1 gesetzt wird.
Wir wollen

1+i+i+.4+41=5
setzen; es wird aus §372
1
32
1
33
1
34

1 1
S:x(l—i—?—i— —|—E—|—etc)

1 1
—x2(1+§+ + 5 teto)

1 1
+0 (1 g + 57 + 47 Teto)

etc

sein, oder weil auch

S=+1 +1 +1 +1 +1 + etc
o 2 3 4 5
1 1 1 1

_1+x_2+x_3+x_4+x_5+x

ist, wird, wenn jeder Term der oberen Reihe mit dem vorhergehenden der
unteren kombiniert wird,

$ =1+ 35w T 30+0) T 1@t T CfC

oder

1 1 1 1
S:1+W(?+?+?+?+EW):1+BZU

1 1 1 1
_wz(?‘f’?‘f’g‘f’?—f—ew): — Cuw?

1 1 1 1
+w3(?+ﬁ+ﬂ+5—4+etc): + Du®

etc etc

werden. Der ganze Ausdruck wird also fiir x = 1+ w gesetzt in diesen
tibergehen
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1+Bw—Cw?+Duwd—etc __ 1
w(l+w) w(142w)

oder

w+Bw+2Bw?—Cw?—etc __ 1+B+2Bw—Cw—etc
w(1+w)(1+2w) - (1+w)(14+2w)

Man setze nun w = 0 und der Wert des vorgelegten Ausdruckes im Fall x =1
wird

=1+B=1+5+3+ 3 +etc

sein; weil diese Reihe = %7‘[2 ist, folgt, dass der gesuchte Wert = %7‘[2 ist.

Beispiel 2
Den Wert dieses Ausdruckes
2x—xx 4o _Amx (2x71)(1+%+%+...+%)
(x—=1)2 " 6(x—1) x(x—1)2

im Fall zu finden, indem x = 1 gesetzt wird. Mansetze 1+ 3+ 1+ ..+ 1 =S
und setze x = 1 + w; es wird, wie wir im vorhergehenden Beispiel gefunden
haben,

S =1+ Bw— Cw?+ Dw?® — etc

werden, wihrend

1111 1
B—?+ﬁ+4—2~l—§+ew—gnﬂ—l
1 1 1

1
1111

etc

C

ist. Fiir x = 1+ w gesetzt wird also der vorgelegte Ausdruck diese Form
annehmen

1—ww + (1+B)(14+w)  (14+2w)(14+Bw—Cw?+Duw—etc)
ww w (1+w)w?

die auf denselben Nenner w?(1 + w) gebracht

1+w+w? —w? +2w? + w3+ Bw (1+2w+ww) —1— Bw+Cw? —Dw® —2w—2Bw? +2Ew? —etc
w?(14w)
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wird, die auf diese Form reduziert wird

w2 +Cw? +Bw? +2Cw’ —Dw’+-etc
w2 (1+w)

Es werde nun w = 0 und es wird 1 + C hervorgehen. Deshalb wird der Wert
des vorgelegten Ausdruckes im Fall x = 1 = 1+ C sein und daher durch diese
Reihe ausgedriickt werden

1+ +5+5+5tet

Weil deren Summe weder durch Logarithmen noch durch Peripherie des
Kreises 7t beschafft werden kann, kann der gesuchte Wert immer noch nicht
auf andere Weise angegeben werden. Aus diesen zwei Beispielen erkennt man
den Nutzen, den die Differentiation von unerkldrbaren Funktionen in der
Lehre der Reihen haben kann, hinreichend deutlich.

§386 Bei der hier angegebenen Methode unerkldarbare Funktionen zu diffe-
renzieren, haben wir angenommen, dass die infinitesimalen Terme der Reihe
A,B,C, D, E,etc entweder = 0 sind oder schlieSlich verschwindende Differen-
zen haben; wenn keines von beiden der Fall ist, wird sich diese Methode nicht
benutzen lassen. Deswegen mdochte ich noch eine andere Methode erldutern,
die durch diese Bedingung nicht eingeschrankt ist und die die allgemeine
Summation von Reihen, die aus dem allgemeinen Term hergeholt und oben
[Kap. V] genauer erkldrt wurde, liefert. Es bezeichnen also die Buchstaben
A,B,C,D, &, etc die in §122 beschafften Bernoulli-Zahlen und es sei diese
unerkldrbare Funktion vorgelegt

1 2 3 4 .. «x
S =A+B+C+D+..+X

und weil wir oben (§130) gezeigt haben, dass

_ 1 AdX B&X Cd5X
S= [ Xdx+3X+ {55 — 155440 T 1254560 — Cic

sein wird, wird es daher leicht sein, das Differential dieser Funktion S zu
beschaffen, es wird namlich

_ 1 AddX _ Bd*X cdtx
dS = Xdx + 3dX + 155 — Tos4d0 T Tasas6m0 — olc

sein.
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§387 Wenn aber die vorgelegte Progression mit der geometrischen verbun-
den ist, in welchem Fall ihre infinitesimalen Terme nunmal auf konstante
Differenzen gefiihrt werden und deshalb die feste Methode keinen Platz findet,
dann wird die in §174 angegebene Methode Aushilfe bringen. Wenn namlich
diese Funktion vorgelegt ist

S = Ap+ Bp? + Cp® + Dp* + ... + Xp*
ist, suche man die Werte der Buchstaben «, B, , J, etc, dass

%:1—i—zxu+ﬁu2+'yu3—|—(5u4—|—eu5—|—etc

ist, nach Finden von welchen, wir wir sie oben in §173 beschafft haben,

_ P wdX | BddX  ydX | sd*X
S=5 r(X=G + 5 — 5 + G —eto)

+Konstante sein wird, die die Summe = 0 werden ldsst, wenn x = 0 ge-
setzt wird, oder die in einem gewissen anderen Fall geniigt. Nachdem also

das Differential genommen wurde, wird diese Konstante aus der Rechnung
herausgehen und es wird

adX . pddX vd3X
dx dx? dx3

is=_"F prdxin(p)(X —

= + etc)

P _addX Bd*X _ vd*X
* p— 1P (dx ix T ae dx3 +et)
oder
ds = " (XdxIn(p) — (aln(p) — 1)dX

p—1
3
+(BlIn(p) — a) 5 — (vin(p) — p) 53 + etc)
sein, was das gesuchte Differential der vorgelegten Funktion S ist.
§388 Wenn aber jene unerkldrbare Funktion aus Faktoren besteht und deren
infinitesimale Logarithmen konstante Differenzen haben oder weniger, dann

wird auch durch diese Methode das Differential der Funktion beschafft werden
konnen. Es sei ndmlich

1234 ..x
S=A-B-C-D-....X

Weil daher
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In(S) = In(A) +In(B) + In(C) + In(D) + ... + In(X)

wird, wird, indem man die Bernoulli-Zahlen zur Hilfe nimmt, durch die obere
Methode

In(S) = [dxIn(X)+ %ln(X) + Af?;;f) — 18-;-33?14(533 + etc

sein, nach Differentiation dieses Ausdruckes wird

s 1 Addin(X)  Bd*In(X)
5 =An(X) +dn(X) + o = T 3 4a
Cd°In(X) B Dd8In(X)
1-2-3-4-5-6dx5 1-2-3-4-5-6-7-8dx’

+ etc

wird. Daher, wenn X = x war, dass
5§5=1-2-3-4-...-x
ist, wird nach der Anwendung
dg:dxln(XH—%—%—k%—%—k%g‘—etc

werden, welche Form, wenn x eine sehr grofse Zahl ist, gefalliger benutzt wird
als die, die wir zuvor gefunden haben.
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