BETRACHTUNG EINER GEWISSEN
PROGRESSION, WELCHE ZUM FINDEN DER
(QUADRATUR DES KREISES GEEIGNET IST"

Leonhard Euler

§1 Nachdem der Tangens eines gewissen Bogens im Kreis, dessen Radius
= 1ist, = t gesetzt worden ist, wird der Bogen selbst

_/ dt
) 14t

sein; wenn nun anstelle der Differentiale dt die freilich endlichen kleinen
Stiicke des Tangens eingesetzt werden, und anstelle der eigentlichen Integrati-
on diese Teilstiicke addiert werden, wird ein umso mehr an den vorgelegten
Bogen herankommender Ausdruck hervorgehen, umso kleiner die Teilstiicke
des Tangens genommen werden. Nachdem also der Tangens in 1 gleiche Teile
geteilt worden ist, von denen jeder beliebige . den Platz des Differentials dt

t 2t

einzunehmen haben wird, werden anstelle von ¢ nacheinander die Werte ., 7',

%, -+« bis hin zu %t gesetzt werden miissen; danach wird der Bogen, dessen
Tangens ¢ ist, dieser Progression gleich werden
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welcher Ausdruck umso weniger vom wahren Wert des Bogens abweichen
wird, umso grofler die Zahl n angenommen wird. Aber immer wird dieser
Ausdruck zu klein sein, wenn nicht fiir n tatsachlich eine unendlich grofse
Zahl genommen wird.

§2 Weil also fiir endliches n dieser Ausdruck

nt nt nt nt
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den Bogen, dessen Tangens t ist, umso ndher ausdriickt, umso grofler die
Zahl n war, aber auf diese Weise immer ein zu kleiner Wert hervorgeht, werde
ich untersuchen, wie sehr dieser Ausdruck in jedwedem Fall von der wahren
Lange des Bogens abweicht. Wenn namlich diese Abweichung bequem und fiir
Rechnungen passend mit einer schnell konvergierenden Reihe ausgedriickt
werden kann, scheint diese Methode die Lange eines gewissen Bogens zu
bestimmen {iberaus leicht und geeignet zu sein.

§3 Um dies zu leisten, 16se ich die einzelnen Terme dieses Ausdrucks auf
die gewohnte Weise wie folgt in eine geometrische Reihe auf:

nt  t £ N t t Loet
n? 4 t2 n n3 n° n’ ete.
nt ot 22 N 24 267 et
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§4 Wir wollen festlegen, dass der Wert erwdhnten Progression
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bereits bestimmt worden ist und er = s ist; und die durchgefiihrte Transfor-
mation wird die folgende Gleichung an die Hand geben
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etc. bis ins Unendliche

§5 Weil ja in diesem Ausdruck die Koeffizienten der Terme %, ;—33, ;—55 etc. die
Summen der Progressionen der geraden Potenzen der natiirlichen Zahlen
sind, sich die Summen aber auf die folgende Weise verhalten:
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setze man diese bestimmten Werte anstelle der unbestimmen ein und es wird
die folgende Gleichung hervorgehen

3 2n  6n?

T S o £
)5 T2 T ae T sont

i‘7 t7 t7 i‘7 i‘7

7 on 22 end  42mb
S
9 2n  3n2 15n%*  9n® 30n8

etc.

deren weiteres Fortschreitungsgesetz von den Koeffizienten der allgemeinen
Formel Reihen zu summieren abhingen wird. Um diese Reihe fortzusetzen,
wird es besonders forderlich sein, die Koeffizienten der letzten Terme in
diesem Ausdruck zu erwdhnen, welche diese Progression bilden
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welche bis zu diesem Punkt fortgesetzt zu haben ausreichen wird.

§6 Man teile die Terme des gefundenen Ausdrucks geméafs den Spalten von
oben nach unten auf und ordne sie nach dem Gesetz, nach welchem die
einzelnen Spalten fortschreiten; danach wird gelten
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all welche Reihen diesem Gesetz folgen, dass die Potenzen % mit dieser
Reihe multipliziert werden miissen

(m+1)(m+2)t3 n (m+4+1)(m+2)(m+3)(m+4)
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§7 Obwohl diese Reihe wegen der positiven ganzen Zahl m ins Unendliche
fortschreitet, wird sie dennoch immer eine endliche Summe haben, die auf die
folgende Weise gefunden werden wird. Man setze unterdessen die Summe
jener Reihe = v; es wird gelten
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Dieser Ausdruck wird aber in den nachstehenden tiberfiihrt

(I4+t/=1)" = (1—ty/—=1)"

2(1 + tt)ymy/—1 '
Aber nachdem die Binome tatsdchlich zur Potenz mit Exponent m erhoben
worden sind, wird mit einer anderen Reihe
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sein, welche fiir unser Unterfangen im hochsten Mafse geeignet ist, weil sie
von selbst abbricht, wannimmer m eine ganze positive Zahl ist.

§8 Also ist die Reihe v, mit welcher der Term % multipliziert werden muss,
nun in diese tiberfiihrt worden

1 ﬁt_m(m—l)(m—Z)t3+etC .
m(1+ )" \ 1 1.2-3 )

deswegen wird man haben
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§9 Weil nun die erste Reihe dieses Ausdrucks

B P
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3 + 577 + etc
den Kreisbogen, dessen Tangens ¢ ist, selbst bezeichnet, den wir zu suchen

unternehmen, sei z dieser Bogen und wihrend
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bleibt, wird man den Bogen z finden als

t3
BTGy
1 tt
S 0 X 3
% 2nn(1 + tt)?
1 tt
(4t — 483
30" Gni i )
+ 1 L(& — 20 + 6t°)
42 6n6(1 + tt)6
+ 1 L(St — 5613 + 561> — 8t7)
30 8nd(1+ tt)8
5 th
+ = (10t — 120£3 + 252> — 1207 4 10¢°)

66 10n10(1 + £)10

691 12
: 12t — 22083 + 792> — 79247 + 220¢° — 12#11
*13.210 12n12(1 —I—tt)12( + * )

7 t14
(14t — 36413 + 20021 — 3432t° 4 2002¢° — 3641 + 14413
t 6 Tani 1 mE + + +1467)

etc.

§10 Dieser Ausdruck wird tiberaus angenehm auf den Fall angewandt wer-
den, in welchem ¢ = 1 ist, weil dann jeder zweite Term der Reihe verschwindet
und dartiber hinaus der Bogen z in den vierten Teil des halben Kreisumfanges
tibergeht; nachdem also der Halbumfang des Kreises = 7t gesetzt worden ist,
sodass z = 7 ist, und eine beliebige positive ganze Zahl fiir n genommen

worden ist, wird
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sein. Daher wird also
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sein, welche Reihe umso mehr konvergiert, je grofser die Zahl n angenommen
wird.

§11 Obwohl aber diese Reihe umso schneller zu konvergieren scheint, umso
grofier die Zahl n ist, konvergiert sie dennoch immer nur bis hin zu einem
gewissen Term, nach welchem die Terme wiederum wachsen; und dieses
Grundes wegen hilft es nicht, die Reihe bis dorthin zu verwenden, bis die Ter-
me zu divergieren beginnen, sondern es wird notwendig sein, die Operation
dort abzubrechen, wo die grofite Konvergenz festgestellt wird. Denn wenn
derjenige der Briiche

6" 30" 42" 30" 66 7

welcher den Index v habe, = X gesetzt wird und der folgende = Y, wird

immer ¥ > 7(]/_12)7((221/_1)
% = 7';—22 werden. Daraus ist es ersichtlich, dass die Terme dieser Reihe un-
unterbrochen wachsen und keine noch so sehr konvergierende geometrische
Progression mit ihr zusammengefiihrt sie konvergent werden lassen kann.
Daher wird jedoch gefolgert, dass in der Reihe des vorherigen Paragraphen

sich nicht mehr Terme nehmen lassen als %, das heifst ungefahr 2n; auch

und fiir ins Unendliche wachsendes v entsprechend

wenn man ndmlich mehr Terme nihme, wiirde man keine an die tatsidchliche
niher herankommende Summe finden.

§12 Daher ergibt sich ein Hilfsmittel, mithilfe der Reihe aus Paragraph 10
den Wert von 7t ndherungsweise zu finden. Wir wollen namlich festlegen, dass
von der Reihe

1 1 1 1 5 1

— e — e 7.7_1:.
6 1n2 42 22376 66 2a.5pi0 o€



schon tatsdchlich y Terme addiert worden sind und der folgende Term = P
ist; anstelle all dessen nehme man den Ausdruck

ntP
it 4 4y

und addiere oder subtrahiere ihn anstelle aller tibrigen, je nachdem ob der
Term P das Vorzeichen + oder — hatte. Es ist aber ndherungsweise =
97,40909, woher man anstelle des Terms P

P

16p*
1+ 363n%

setzen konnen wird. Und auf diese Weise wird man umso ndher an den
wahren Wert von 7t herankommen, umso grofSer die Zahl u war, das heifst, je
mehr Terme tatsdchlich schon addiert worden sind.

§13 Nichtsdestoweniger gibt die im zehnten Paragraphen angegebene Reihe
immer einen zu grofien Wert fiir 7r, was auch immer fiir n eingesetzt wird; sie
kommt aber umso nédher heran, umso grofser die Zahl n angenommen wird.
Denn fiir n = 1 geht
= 3,1646+
hervor, welcher Ausdruck schon an der zweiten Stelle vom wahren Wert
3,1415926535897932 abweicht. Wenn man n = 3 setzt, wird
T = 3,1415927216+

hervorgehen, welcher an der achten Stelle vom wahren Wert abweicht. Aber
wenn n = 5 gesetzt wird, wird man mit derselben Methode finden
T = 3,1415926535900726+,
3,1415926535897932
0,0000000000002794

der Ubertrag welcher Zahl iiber den tatsichlichen Wert erst an der dreizehn-
ten Stelle ausgemacht wird. Und diese Abweichung von der Wahrheit ist
umso bemerkenswerter, umso weniger ihre Ursache in der durchgefiihrten
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Rechnung entdeckt werden kann. Damit es sich zutrdgt, dass diese Formel der
Abweichung zum Trotz bequem zum Finden des Wertes von 7t herangezogen
werden kann, sind nattirlich grofiere Zahlen fiir n einzusetzen.

§14 Aus diesen Beispielen, in denen wir 1, 3 und 5 anstelle von 7 eingesetzt
haben, scheint mit Induktion geschlossen werden konnen, dass der Wert von
7t in Dezimalzahlen auf das Dreifache an Ziffern richtig gefunden werden
kann wie n Einheiten enthélt, wenn freilich 3 als die erste Stelle gerechnet
wird; aber diese Stelle nicht mitgezahlt scheint die Anzahl der richtigen Stellen
= Z%n zu sein. Wenn etwa n = 2 gesetzt wird, findet man

T = 3,141635,

dessen fiinfte Stelle um vier zu grofs ist. Und fiir n = 4 geht

T = 3,14159265374+

hervor, dessen zehnte Stelle um zwei grofer ist als die wahre. Aber fiir n = 6
findet man

T = 3,141592653589793558+,

von welchem Wert erst die sechzehnte Stelle von der Wahrheit abkommt.

§15 Wenn wir nun nach dem Grund der Abweichung dieser Rechnung
von der Wahrheit suchen, konnen wir keinen anderen entdecken als den der
Divergenz der in § 10 erwdhnten Reihe; denn alles Ubrige wird festgestellt,
sich vollig richtig zu verhalten. Wenn ndmlich ¢ die Einheit {iberschreitet,
wird eine umso grofiere Abweichung von der Wahrheit aufgefunden werden,
umso kleiner die Zahl n angenommen wird; das wird sich am deutlichsten
zeigen, wenn f als unendlich grofS festgelegt wird und zugleich n = einer
unendlichen Zahl angenommen wird. Wir wollen ndmlich ¢t = co setzen, in
welchem Fall die Reihe z aus § 9 in den vierten Teil der Peripherie des Kreis
tibergehen und daher z = 7 sein wird. Es sei dariiber hinaus n = pt, wiahrend
p irgendeine ganze oder gebrochene positive Zahl bezeichnet, und deswegen
wirdz =7 =s+ zi sein und alle tibrigen Terme scheinen verworfen werden
zu konnen, was dennoch in den infinitesimalen Termen unrichtig wird, welche
schliefSlich zu einer endlichen Grofse anwachsen konnen.
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§16 Indes verdient es dennoch eine Erwahnung, dass der Fehler hinreichend
klein ist, wenn p keine Zahl kleiner als die Einheit ist, und ein umso groflerer
Wert p zugeteilt wird, umso kleiner wird die Abweichung von der Wahrheit
sein. Weil ndmlich in diesem Fall

p p p p p

s = p2_|_1+p2+4+p2+9+p2+16—|—p2+25+etc.insUnendliche

ist, scheint die Summe dieser Reihe durch die Quadratur des Kreises bestimmt
werden zu konnen, was sich jedoch nicht so verhélt. Durch die letzte Gleichung
wiére namlich

7T 1

2 2p

oder

T 1 1 n 1 n 1 n 1

2p 2pp  pr4+1 p2+4 p24+9  p2+16
die Unrichtigkeit welcher Gleichung sich sofort erhellt, wenn p = 0 ist. Aber
fir p = 1ist

+ etc.,

il il e =221
2 5 10 17 26 2 2

Jedoch findet man die Summe mittels anderer Regeln als
T
=5 0,4941222793,

sodass jene Summe kleiner ist als die erwdhnte und das um den Betrag
0,005877720; wenn aber p = 2 gesetzt wird, wird man diese Reihe haben

! + ! + 1 + 1 + etc
5 8 13 20 )
deren Summe auf diesem fehlerbehafteten Weg als

T 1 7T
_Z_g_Z_O’HS

hervorgeht, obwohl bekannt ist, dass die tatsdchliche Summe

_ % — 0,124994522076
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ist, sodass jene Abweichung lediglich = 0,000005477924 ist. Der Fehler wird
aber noch kleiner sein, wenn grofiere Zahlen fiir p angenommen werden; so
wird, wenn p = 3 ist, erst an der neunten Stelle eine Abweichung auftreten,
und welche Zahl auch immer fiir p genommen wird, die Summe wird bis auf
3p Stellen richtig hervorgehen.

§17 Aus diesen Erlduterungen ist schon hinreichend ersichtlich, wie sorgsam
man bei der Summation von divergenten Reihen verfahren muss, besonders
wenn unendliche divergente Reihen von solcher Art wie hier auftreten. Es
scheint ratsam hierfiir noch ein Beispiel vorzustellen, aus welchem die Not-
wendigkeit der hochsten Umsicht deutlicher zutage treten wird. Es sei eine
beliebige Reihe

1 2 3 45 6 7 8
a+b+c+d+e+f +g+h + etc

vorgelegt, von welcher bekannt ist, dass der Term zum Index x

:a—i—x_l(b—a)—i—(x_?(;_z)(c—ﬂ)—a)

1
(x—1)(x—2)(x—23)
1-2-3
sein wird. Aus dieser Form bestimme man alle zu linker Seite hin unendlich

vielen vorausgehenden Terme und es wird sich verhalten wie folgt

+ (d—3c+3b—a) +etc.

Term mitIndex O0=a+ (a—b)+ (a—2b+c)+ (a—3b+3c—d)+ etc

Term mit Index —1=a+2(a—b) + 3(a—2b+c) + 4(a—3b+3c—d) + etc.

Term mit Index —2=a+3(a—b) + 6(a—2b+c) + 10(a —3b+ 3c — d) + etc.

Term mit Index —3 =a +4(a—b) +10(a —2b+c) + 20(a —3b+ 3c — d) + etc.
etc.

§18 Man sammle all diese unendlich vielen vorhergehenden Terme und man
wird die Summe aller als
a a—Db a—2b+c a—3b+3c—d

“ioatacye ooy Y acy

+ etc.
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finden, welche in unzihlige gemaf} den Buchstaben 4, b, c, d, e etc. aufgelost
in diese Form tibergehen wird:

+a 1 + ! + ! + ! + etc
1—1 (1-1)2  (1-1)3 (1-1)* '
2 3 4

—b 1_1 1_1)3+<1_1>4+(1_1)5+etc.

|

( 3 6 10 )
+C( + + + etc.)
(« |

1—1 Tacp At aos
4 02
1—1)*

—d + etc.

Tass T a—e

etc.

(1-1)°

§19 Diese einzelnen Reihen lassen aber eine Summation zu, und nachdem
anstelle derer ihre Summen eingesetzt worden sind, wird das Aggregat aller
bis ins Unendliche zur linken Seite hin vorausgehenden Terme sich wie folgt
verhalten

b =
e oy
-

etc.

Daher scheint es, dass die Summe aller vorgehenden Terme

=—a—b—c—d—etc

sein wird. Wenn also eine beliebige unendliche Reihe

a+b+c+d+ e+ etc
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auch zur linken Seite hin ins Unendliche fortgesetzt werden wiirde, wiirde
die Summe der ganzen zu beiden Seiten hin ins Unendliche laufenden Reihe
immer = 0 sein; wenn diese Begriindung freilich richtig ware.

§20 Aber diese Rechnung ist in der Tat nicht immer unwahr, sondern wird
in unendlich vielen Fallen mit der Wahrheit vertraglich entdeckt. Denn zuerst
erfreuen sich alle geometrischen Progression dieser Eigenschaft, dass sie zu
beiden Seiten hin ins Unendliche fortschreitend eine Summe = 0 haben.
Natiirlich ist die Summe der Reihe

n+n?+nd+n* + et

bekanntlich "

1

aber die Summe der vorherigen Summanden

1 1 1
1+*+72+73+€tC.
n n n

ist
_oon
Cn—1’
welche mit jener zusammengebracht Null ergibt. Bei anderen unendlichen

Reihen kommt diese Rechnung sehr von der Wahrheit ab; eine Reihe von
dieser Art ist

1+1—|—i+etc
9 25 7

welche riickwirts fortgesetzt sich selbst dhnlich und gleich ist, natiirlich

1+1+i—|—i—|—etc
9 25 49 7

deren ganze Summe daher nicht 0 ist, sondern das Doppelte der vorgelegten.
Diese Dinge vorgestellt zu haben halte ich dennoch fiir nicht weniger niitzlich
als die mit hochster Strenge bewiesene Wahrheiten.
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