EIN ANDERES BEISPIEL DER NEUEN
METHODE TRANSZENDENTE GROSSEN
MITEINANDER ZU VERGLEICHEN - UBER
DEN VERGLEICH VON ELLIPSENBOGEN *

Leonhard Euler

§1 Das erste Beispiel dieser Methode, welches ich neulich dargeboten habe,
bestand im Vergleich von Kreisbogen und denen der konischen Parabel; auch
wenn dieser Vergleich fiir sich betrachtet nicht neu ist, weil er schon vor lan-
ger Zeit mit gewohnlichen Methoden erledigt worden ist, schien es dennoch
ratsam, von da aus zu beginnen, damit das Vermogen dieser neuen Methode,
welche ich skizziert habe, besser erkannt wird; dies fiihrt freilich nicht nur zu
denselben Wahrheiten, die mit den iiblichen Methoden gefunden zu werden
pflegen, sondern ertffnet auch einen weit leichteren und bequemeren Weg,
dasselbe zu leisten. Denn die tibliche Methode erfordert miihevolle Integra-
tionen und ist so beschaffen, dass, wenn die Bogen dieser Kurven, welche
miteinander zu vergleichen sind, nicht auf bekannte Quadraturen des Kreises
und der Hyperbel zuriickgefiihrt werden gekonnt hitten, sie auf keine Weise
zur Hilfe genommen werden gekonnt hitten.

§2 Wie viel also diese neue Methode leisten kann, wird deutlicher aus
dem Vergleich von Ellipsen- und Hyperbelbogen erkannt werden; weil die
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Rektifikation dieser Kurven auf keine Weise weder auf die Quadratur des
Kreis noch auf Logarithmen reduziert werden kann, kommt den gew6hnlichen
Methoden nicht weiter ein Stellenwert zu und auch tritt durch sie nicht
die Art zu tage, die verschiedenen Bogen dieser Kurven miteinander zu
vergleichen. Deshalb, weil ich zeigen werde, dass mit Hilfe dieser neuen
Methode der Vergleich von Ellipsen- und Hyperbelbogen mit dem gleichen
Erfolg durchgefiihrt werden kann wie der der Parabelbogen, weil ja die
gewohnlichen Methoden dafiir vollkommen ungeeignet sind, wird sich der
riesige Nutzen dieser Methode daraus erhellen.

§3 Ich habe aber herausgefunden, dass mit dieser Methode so Ellipsen-
wie Hyperbelbogen auf die gleiche Weise miteinander verglichen werden
konnen wie Parabelbogen und es kein Hindernis ist, dass die Rektifikation
dieser Kurven die Krifte der Analysis vollkommen zu iibersteigen scheint.
Ja dieser Vergleich kann sogar unter denselben Bedingungen wie bei der
Parabel durchgefiihrt werden, so dass, nachdem entweder auf der Ellipse
oder der Hyperbel irgendein Bogen vorgelegt worden ist, von jedem anderen
Punkt derselben Kurve ein Bogen abgetrennt werden kann, der von jenem
um eine geometrisch angebbare Grofie abweicht. Aber auf die gleiche Weise
wird von jedem Punkt aus ein Bogen dargeboten werden konnen, der sich
vom vorgelegten Bogen entweder zweimal oder dreimal oder beliebig oft
genommen um eine geometrische Grofie unterscheidet.

§4 Weiter kann es aber bewirkt werden, dass diese Differenz géanzlich ins
Nichts tibergeht und der gefundene Bogen dem vorgelegten Bogen selbst oder
sogar einem Vielfachen desselben gleich wird, genauso wie es bei der Parabel
geschehen zu kénnen bekannt ist. Gleichermafien passiert es, dass keine zwei
gleichen Bogen dargeboten werden konnen, die nicht einander gleich sind;
aber es wird diese noch um vieles bemerkenswerter sein, dass so bei Ellipse
wie bei der Hyperbel nach Vorlegen irgendeines Bogens immer ein anderer
Bogen angegeben werden kann, der dem Doppelten oder dem Dreifachen
oder irgendeinem Vielfachen von jenem gleich ist.

§5 Wie also in Bezug auf den Vergleich der verschiedenen Bogen die Ellipse
und die Hyperbel der Beschaffenheit der Parabel folgen, so wird die Lemniska-
te dem Kreis dhnlich entdeckt. Denn wenn bei dieser Kurve genauso wie beim
Kreis irgendein Bogen vorgelegt war, ist es moglich, von jeglichem gegebenen



Punkt aus einen Bogen abzutrennen, der dem vorgelegten entweder gleich
oder doppelt oder dreimal oder beliebig mal so grofs war wie dieser. Denn
bei dieser Kurve sind genauso wie bei beim Kreis keine Bogen solcher Art
gegeben, deren Differenz geometrisch angegeben werden kann.

§6 Was ich aber hier anfiihren werde, erstreckt sich um vieles weiter als auf
die erwdhnten Kurven, sprich die Ellipse, die Hyperbel und die Lemniskate,
die natiirlich quasi nur die leichtesten Formeln der Fille festlegen, welche
diese Methode an die Hand gibt. Nachdem diese Formeln ndmlich entwickelt
worden sind, wird es moglich sein, einen dhnlichen Vergleich bei unendlich
vielen anderen Geschlechtern von Kurven anzustellen. Wie aber das erste
Beispiel auf die Entwicklung dieser Gleichung gestiitzt war

0=a+2B(x+y)+y(xx+yy)+ 20xy,

so muss hier eine sich weiter erstreckende Gleichung als Fundament ange-
nommen werden, aus welcher dennoch jede der beiden Variablen mit Hilfe
der Extraktion der Quadratwurzel bestimmt werden kann. Es sei also diese
kanonische Gleichung vorgelegt

DIE KANONISCHE GLEICHUNG
0 = a +y(xx +yy) + 20xy + Jxxyy

§7 Wenn wir daher aus dieser Gleichung so den Wert von x wie von y
einzeln extrahieren, werden wir erhalten

_ —0x++/66xx — (a+ yxx)(y + Txx)
y= v+ xx

o 0y 4 /8oy — (a+vyy) (v + yy)
v+ Cyy

7

4

wo wir den Wurzelzeichen verschiedene Vorzeichen zugeteilt haben, weil sie
ja von unserem Belieben abhédngen, solange ihnen im Folgenden Rechnung
getragen wird.

§8 Wir wollen, um fiir Kiirze zu sorgen, diese surdischen Formeln festlegen



\/Mxx — (a4 yxx)(y+lxx) =X

und

\/ 66yy — (a+yyy) (v + Cyy) =Y,

dass wir haben

y= m oder X =y +dx+ {xxy,
—oy+Y

x=—>—— oder —-Y =9x+4dx+ {xyy.
T+ vy ! o

§9 Nun werde die kanonische Gleichung auch differenziert und es wird sein

0 = dx(yx + oy + Cxyy) + dy(yy + ox + {xxy),

woher wir erschlieflen, dass sein wird

_ dy dx _
0= —Ydx + Xdy oder Y_Y_O'

Weil also X eine Funktion von x und Y eine von y ist, wird durch Integrieren

sein
dy dx
/7—/Y—K0nst.

§10 Umgekehrt wissen wir also, wenn diese Integralgleichung vorgelegt war

dy dx
/7 _/Y = Konst.,

in welcher X und Y irrationale Funktionen von x und y solcher Art bezeichnen,
dass gilt

X = \/55xx — (& + yxx)(y + xx)



und

Y = \/66yy — (a+1yy) (v + yy),

dass dieser Gleichung dann die durch die kanonische Gleichung bestimmte
Relation zwischen x und y Geniige leistet.

§11 Wie wir aber die Glelchung v — 7 = 0 gefunden haben, so wollen wir
nun diese sich weiter erstreckende Gleichung betrachten

Qdy  Pdx

Y X
und wollen untersuchen, Funktionen von x und y von welcher Art P und Q
sein konnen, dass dV eine Integration zuldsst und daher die Differenz der
Integralformeln

=dVv

/ Qdy P7dx = Konst. +V

algebraisch dargeboten werden kann.

§13 Damit diese Untersuchung leichter durchgefiihrt werden kann, wollen

wir xy = u setzen und wegen xdy + ydx = du werden wir dy = d—” yde

haben, welcher Wert anstelle von dy in der Differentialgleichung emgesetzt
geben wird

d
0 =dx(yx+dy + {xyy) + 7“(')/}/ + 6x + Cxxy) — dx(,yyy + 0y + éxyy)

oder durch Multiplizieren mit x

0 = dx(yxx — yyy) +du(yy + dx + Jxxy)

oder

0 = ydx(xx — yy) + Xdu.



. . qod . . d
§14 Es wird also dyx = . gein, und weil 7y = dyx ist, wird auch 7y =

— (yy—un)
5 (yjﬁxx) sein, woher wir haben werden
dv = w
7(yy — xx)
Zuerst tritt es also klar zu tage, wenn Q = yy und P = xx ist, dass sein wird
du u xy
dV=— und V=—=—.
i T

Daher wird unter der Annahme der kanonischen Gleichung sein

yydy / xxdx xy
/ % e —Konst.+’y.

§15 Aber die gleiche Integration der Grofse V' gelingt auch, wenn fiir P und
Q gewisse Potenzen von geraden Dimensionen von x und y angenommen
werden. Damit dies klar wird, wollen wir xx + yy = t setzen und wegen
xy = u geht die kanonische Gleichung in diese Form tiber

0=wa-+9t+20u+ Juu,

—a—20u—_uu

woher t = wird.

§16 Wir wollen nun P = x* und Q = y* setzen; es wird sein

du tdu —du
dV = —(xx + = — unddaher dV = ——(a +20u + Cuu);
p (xx +yy) p e ( Quu)

daher wird durch Integrieren

_ 3 _
qv =4 _ oun _ Cu oder V=-_
Yy vy 37Y 37y

(B + 3dxy + Cyyxx).

Oder man wird wegen {xxyy = —a — y(xx + yy) — 26xy haben

v=_

20 — y(xx + + oxy).
3y (20— (X yy) + Oxy)



§17 Daher wird unsere kanonische Gleichung auch dieser Integralgleichung
Gentige leisten
y4dy / xtdx Y

= Konst. — —— (3a + 3dxy + {xxyy).
37 Y + Gxxyy)

Und durch Sammeln dieser drei Félle wird die kanonische Gleichung dieser
sich weiter erstreckenden Differentialgleichung Gentige leisten

/ dy(2A + Byy + ¢y?) / dx (A + Bxx + ¢x?)
Vs — (atayy) (v +lyy) V66— (at yxx) (v + {xx)
= Konst. + By &x y(3u¢+35xy+§xxyy)

37y

§18 Wenn wir weiter fortschreiten wollen, miissen wir P = x® und Q = y°
setzen und es wird werden

av = d(y“(y4 + xxyy +x*) = d{yu(tt —uu);

nachdem also der fiir t gefundene Wert eingesetzt worden ist, wird sein
av = i’;(aa + 4adu + (406 + 208 — yy)uu + 46¢u® 4 ¢qu?)
und daher durch Integrieren
V= % <owc + 200u + %(455 200 — )+ OCu® + ;ggu‘*).
Daher wird durch die kanonische Gleichung sein

/ yody / x®dx

= Konst. + Sz (15aa +30adxy +5(468 + 207 — ) xxyy + 1560x3y> + 307 x*y*).



§19 Nun wollen wir aber unseren irrationalen Formeln X und Y Formeln
solcher Art zuschreiben, die leichter an bestimmte Fille angepasst werden
konnen, und es sei

X:\/p(A+Cxx+Ex4) und Y:\/p(A+ny+Ey4);

es ist also notwendig, dass gilt

Ap=—ay, Ep= -7, Cp=203—yy—ag,

woher wird

—Ap —Ep AEpp
0= —", =—— und 6= +Cp+ ——.
Y ¢ Y \/’y’y P YY

§20 Esseinunyy = A und p = kk und es werde y = —VA genommen und
es wird werden

x =kkvVA, v=—VA, g:Ekk und 6 = /A + Ckk + Ek*

N

und so wird sein

X=kVA+Cax+Ex und Y =ky/A+Cyy+Ey

und unsere kanonische Gleichung wird hervorgehen als

0= Akk — A(xx +yy) +2xy\/A(A + Ckk + EKY) + Ekkxxyy.

§21 Nach dieser Gleichung hingen aber die Variablen x und y so voneinan-
der ab, dass gilt

Ekk
X = —yVA+xVA+ Ckk + EK* + ——xxv,
y JA Y

Y= xVA-yVA+Ckk+ Ek* — ]\E/kzlfxyy,

woher wird



_ x\/A(A+ Ckk + EK*) — k\/A(A + Cxx + Ex*)

y= A — Ekkxx ’
y/A(A + Ckk + Ek*) + k\/A(A + Cyy + Ey*)
X = .
A — Ekkyy

§22 Diese Werte werden also dieser sich sehr weit erstreckenden aus § 17 ab-
geleiteten Integralgleichung Gentige leisten, wahrend sie mit —k multipliziert
wird,

“dx(A+ Bax +ext) / dy (A + Byy + y?)
VA + Cxx + Dx* VA+ Cyy + Ey*

Bkxy  Ckxy
= Konst. + + 3Akk + 3xy+/ A(A + Ckk + Ek*) + Ekkxx
Tt g v/ A )+ Ekkxxyy)
Bkxy  Ckxy
= Konst. + + 3Akk +3A(xx + — Ekkxxyy).
72 Tea \/Z( (xx +yy) yy)

§23 Wenn daher also eine gewisse Kurve so beschaffen war, dass der Abszis-
se x dieser Bogen entspricht

B / dx(A + Bxx + Cxt)
VA + Cxx + Ex*
und er mit I1. x und der jener Abszisse y entsprechenden in derselben Kurve

/ dy(A + Byy + Cy*)

VA +Cyy+ Ey*
mit I'. y bezeichnet wird, wird zwischen diesen zwei Bogen diese Relation
Geltung haben

Bkxy n Ckxy
VA 6AVA

wenn freilich die Abszissen x und y so voneinander abhdngen, dass ist

1. x — IT. y = Konst. + (3Akk + 3A(xx +yy) — Ekkxxyy),

_ y/A(A+ Ckk+ Ek*) + k\/A(A + Cyy + Ey*)

* A — Ekkyy




und

_ x\/A(A+ Ckk + EK*) — k\/A(A + Cxx + Ex*)
y= A — Ekkxx

§24 Um aber diese Konstante, welche die Integralgleichung enthilt, zu
bestimmen, werde der Fall betrachtet, in welchem y = 0 und in dem x = k
wird; wenn daher nun auch der der verschwindenden Abszisse zukommende
Bogen verschwindet, wird fiir diesen Fall I1. k =Konst., nach Einsetzten
welches Wertes man haben wird

Bkxy  Ckxy(kk+xx+yy) CEKx%)3

VA 2VA 6AVA
Auf diese Weise sind aber drei Bogen auf dieser Kurve gegeben, von denen
einer die Summe der zwei iibrigen um eine geometrisch angebbare Grofse-
tiberschreitet.

ILx—-ILy—ILk=

§25 Dabher tritt es schon im Allgemeinen klar zu tage, wenn die Kurve so
beschaffen war, dass der der Abszisse x entsprechende Bogen dieser ist

Adx

VA + Cxx + Ex*

und daher B = 0 und ¢ = 0 ist, dass die Differenz jener Bogen dann ins
Nichts tibergeht. Und in diesem Fall wird daher bei dieser Kurve der Vergleich
der Bogen genauso durchgefiihrt werden konnen wie beim Kreis. Wenn aber
im Zzhler der Term Bx2 oder €x* oder jeder der beiden vorhanden ist, dann
ist die Differenz jener drei Bogen geometrisch angebbar und daher wird der
Vergleich der Bogen genauso gelingen wie bei der Parabel. Der Vergleich wird
aber auf dieselbe Weise angestellt werden, welche ich im ersten Beispiel fiir
den Kreis und die Parabel dargestellt habe.

II. x =

§26 Weil ja drei Bogen in die Rechnung eingehen, deren Abszissen x, y und
k sind, tritt es klar zu tage, dass, so wie y von x und k abhéngt, auf dieselbe
Weise k von x und y anhidngt, woher, nachdem zwei gegeben worden sind,
der dritte aus diesen Gleichungen bestimmt werden wird

_ y/A(A+ Ckk + Ek*) + k\/A(A + Cyy + Ey*)

* A — Ekkyy ’
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_ y/A(A+ Ckk+ Ek*) — k\/A(A + Cxx + Ex*)

Y A — Ekkxx ’

xv/A(A+ Cyy + Ey*) —y/A(A + Cxx + Ex*)

k = .
A — Ekkyy

§27 Wenn daher eine von jeder Irrationlitét freie Gleichung gebildet wird,
wird hervorgehen

EEK*x*y* = AA(2kkxx + 2kkyy + 2xxyy — k* — x* — y*)

+4ACkkxxyy + 2AEkkxxyy(kk + xx + yy).
Weil in dieser die drei Abszissen k, x, y auf die gleiche Weise vermischt
worden sind, werden deren Quadrate kk, xx, yy als Wurzeln einer kubischen
Gleichung betrachtet werden konnen
73 —pZZ+qZ —r=0,

und weil gilt

p = kk + xx +yy,
q = kkxx + kkyy + xxyy,
r = kkxxyy,

wird sein

EErr = AA(4q — pp) +4ACr +2AEpr

oder
(Ap — Er)? = 4AAq + 4ACr.

§28 Wenn also, nachdem diese Relation zwischen den Koeffizienten p, 4 und
r festgelegt worden ist, fiir kk, xx und yy die drei Wurzeln dieser kubischen
Gleichung genommen werden

7% —pZZ +qZ —r =0,

wird fiir den Vergleich der Bogen der Kurve, welche wir (§ 23) betrachtet
haben, sein

11



Mx—TLy—TLk— 2Y SPVr_ CEryr
VA  2VA  6AVA

§29 Es seien die mit ihren Vorzeichen +x, —y, —k behafteten Abszissen die
Waurzeln dieser kubischen Gleichung
P 4szz4tz—u=0;

es wird sein

Vr=u, g=tt+2su und p=ss—2t

sowie

(Ass — 2At — Euu)? = 4AAtt +8AAsu + 4ACuu

oder

[ Ass — Euu  2Asu + Cuu
4A Ass — Euu
Aber die Wurzeln dieser Gleichung werden mit Hilfe der Dreiteilung des
Winkels aufgefunden werden, dass nach Nehmen von ¢ = % ss — 3t und des
Winkels ®, dessen Kosinus natiirlich dieser ist

27u + 9st — 283
2(ss — 3t)y/ss — 3t

die Wurzeln selbst diese sein werden

cosd =

1 1 o 1 1
x—vcosgcb—gs, y—vcos<60 +3<I>)—3s,

1 1
- °— P ) — =s.
k = vcos <60 3 ) 35

§30 Aber nachdem wir diese Dinge nun hinter uns gelassen haben, wel-
che die Wurzel betreffen, wollen wir den Gebrauch der gefundenen Formel
genauer betrachten und zuerst taucht freilich diese hochst bemerkenswerte
Differentialgleichung auf

12



dx B dy
VA4 Cxx+Dx* JA+Cyy+ Ey*

von welcher wir natiirlich wissen, dass ihr diese Integralgleichung entspricht

Y/ A(A + Ckk + Ek*) + k\/A(A+ Cyy + Ey*)_

N A — Ekkyy ’

weil diese die neue von unserem Belieben abhdngende Konstante k involviert,
wird sie tatsachlich die vollstdndige Integralgleichung sein.

X

§31 Wenn wir fiir diesen Fall festlegen

dx
VA + Cxx + Ex*

weil fiir y = 0 gesetzt x = k wird, wird II. x = II. k +IL. y sein. Daher, wenn
k =y wird, dass gilt

=1II x,

2y\/A(A + Cyy + Ey*)
X = ,
A — Ey*
wird IL. x = 2I1. y sein und daher gentigt dieser Wert von x dieser Differenti-
algleichung

dx 2dy

VA+Cxx+Ex*  J/A+Cyy+ Ey*

weil dieser aber keine neue Konstante umfasst, wird er nur ein unvollstandiges
Integral sein.

§32 Dennoch wird indes auch das vollstandige Integral dieser Differential-
gleichung dargeboten werden konnen. Es werde namlich festgelegt
dy - dz
VA+Cyy+Ey* A+ Czz+EZ

und es wird sein

_ z\/A(A+ Ckk + EK*) + k\/A(A + Czz + Ez*)
y= A — Ekkzz ’
welcher Wert anstelle von y in dieser Formel eingesetzt werde
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2y\/A(A+ Cyy + Ey*)
X = ,
A — Ey*
und so wird x durch z und die neue beliebige Konstante k ausgedriickt
werden, welcher Wert das vollstandige Integral dieser Differentialgleichung
sein wird

dx - 2dz
VA+Cxx+ Ex* A+ Czz+EZ*

§33 Wir wollen I1. k = nIl. y setzen und annehmen, dass der Wert von k
schon gefunden worden ist und erschlieffen dann aus dem Vorhergehenden,
wenn genommen wird

Yy A(A+ Ckk + Ek*) + k\/A(A + Cyy + Ey*)
a A — Ekkyy ’

dass IT. x = (n + 1)I1. y sein wird. Weil also im Fall n = 1 k = y ist, wird der
daher fiir x gefundene Wert den Wert von k fiir den Fall n = 2 geben, woher
ein x aufgefunden wird, dass I1. x = 3I1. y ist. Dieser Wert wird weiter fiir k
genommen den Wert von x liefern, dass I1. x = 4I1. y wird, und so ldsst sich
beliebig weit fortschreiten.

X

§34 Nachdem aber der Wert von x gefunden worden ist, dass I'l. x = nIlL. y
ist, wird er ein partikuldres Integral dieser Differentialgleichung sein

dx ndy

VA+Cxx+Ex* A+ Cyy+ Ey*’

dann werde aber genommen

. x+/A + Ckk + Ek*) + k/A(A + Cxx + Ex*%)
N A — Ekkxx

und so wird der Wert des vollstindigen Integrals von z fiir diese Differential-
gleichung erhalten werden

dz B ndy '
VA+Czz+EZ*  /A+Cyy+ Ey¥
es wird ndmlich I1. z = ITk + I1. x = IL. k 4 nI1. y sein.

14



§35 Wir wollen nun auch Im Allgemeinen eine sich weiter erstreckende
Formel betrachten und wollen die auf sie gekriimmte Linie akfgpqrst (Fig. 1)
tibertragen, deren natiirliche Beschaffenheit diese sei, dass, nachdem irgend-
eine Abszisse AK = x gesetzt worden ist, der selbiger entsprechende Bogen
dieser ist

dx (204 Brr + )

VA + Cxx+ Ex*’
welchen wir mit diesem Zeichen I1. x anzeigen wollen.

ak =

kfg

1N

A KFG P QR S T

F1G. 1

Es ist aber offenbar, dass, so wie diese Relation zwischen dem Bogen ak und
seiner Abszisse AK festgelegt worden ist, dieselbe auch zwischen Bogen und
Ordinate oder Strang oder einer anderen Gerade, auf welche sich der Bogen
beziehen lasst, festgelegt werden kdnnte. Daher, auch wenn hier x die dem
Bogen ak entsprechende Abszisse bezeichnet, wird es dennoch auch jegliche
sich auf den Bogen beziehende Gerade bezeichnen kdnnen, solange sie nur
verschwindet, wiahrend der Bogen selbst verschwindet.

§36 Wir wollen nun drei Abszissen betrachten, welche AK =k, AF = f und
AG = g seien, die so voneinander abhdngen, dass ist

g = fA/A(A + Ckk + EK*) + k\/A(A + Cff + Ef%)

A — EEkkff '

fe ¢\/A(A + Ckk + Ek*) — k\/A(A + Cgg + Eg*)
B A — EEkkgg ’
p — 8VAA+CFf+Ef*) — f\/A(A+Cgg + Eg?)
A — EEkkgg ’

15



und so wird zwischen den Bogen Ak =I1. k, af =II. f und ag = I1. g diese
Relation Geltung haben, dass ist

Il. g —IL f —IL k = Arc. ag — Arc. af — Arc. ak = Arc. fg — Arc. ak

_ Bkfg  Ckfg(kk+ ff+gg) CERf
VA 2VA 6AVA

§37 Nachdem also irgendein Kurvenbogen ak mit Anfang a gegeben worden
ist, wird von jedem Punkt f aus ein Bogen fg abgetrennt werden kénnen,
so dass die Differenz der Bogen fg und ak geometrisch angegeben werden
kann. Denn wegen der gegebenen Punkte k und f werden Abszissen k und
f gegeben sein, aus denen durch die erste Formel die Abszisse g bestimmt
wird. Oder es wird auch, wenn die Punkte k und g gegeben sind, indem von
g aus riickwarts gegangen wird, ein Bogen gf abgetrennt werden konnen,
welcher sich vom Bogen ak um eine geometrische Grofse unterscheidet. Oder
es wird schliefilich, nachdem irgendein Bogen fg gegeben worden ist, von
Kurvenanfang a aus der Bogen ak abgetrennt werden koénnen, der von jenem
um eine geometrische Grofie abweicht.

§38 Hier verdient dieser Fall entwickelt zu werden, in welchem f = k ist;
wenn also die Abszisse AG = ¢ (Fig. 2) so angenommen wird, dass ist

B 2k\/A(A + Ckk + Ek*)
B A — Ek* ’
wihrend AK = k ist,
k 8
a
h
H A K G
Fic. 2

wird sein
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6 3
Arc. ag — 2Arc. ak — 2KK8 | Ckkg(2kk+gg)  CEK'g

VA 2VA 6AVA
Wenn daher nun Ek* > A war, wird der Wert von g negativ hervorgehen,
welcher also riickwérts genommen AH = h wird, so dass ¢ = —h und
I1. ¢ = —IL hist, wobei gilt

B 2k\/A(A + Ckk + Ek*)
o Ekt— A !
und es wird nach Verdndern der Vorzeichen sein

h

Bkkh  Ckkh(2kk + hh) _ CEK°R3

Arc. ah 4 2Arc. ak = +
VA 2V A 6AVA

§39 Daher wird eingesehen, dass die Abszisse k einen Wert solcher Art
erhalten kann, dass h = k wird; daher, wenn die Kurve vom Punkt a2 aus in
dhnlichen und gleichen Zweigen nach beiden Seiten hin erstreckt wird und
AH = AK war, wird auch Arc. ah = Arc. ak sein; daher, wenn h = k ist oder

EK* — A =2,/ A(A + Ckk + EKY)

oder auch

EEK® — 6 AEK* —4ACkk —3AA =0,
wird sein
BE3 N 2¢k°  CEK
VA 2VA 6AVA’

also wird der dieser Abszisse AK = k entsprechende Bogen uneingeschrankt
rektifizierbar sein, weil gilt

3Arc. ak =

B3 N ¢k CEK
3VA 2VA  18AVA

Arc. ak =
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§40 Aber jene Gleichung, auch wenn die achten Grades ist, kann angenehm
aufgelost werden; nachdem namlich ihre Faktoren wie folgt festgelegt worden
sind

(k* + akk + B) (k* — akk + ) =0,

wird aufgefunden

4AC 3AA

6A
pry=oan—p oEE

E v
woher entspringt
s 12A n 36AA _ 16AACC _12AA

T TE YT TEE aaE*  EE

und daher

4A i/ 16AACC — 64A3E
ax = — +

E E4

und wegen
_oaw % B 2AC

YT TE T aEE
wird sein

1 2AC 3A 1

=0\ T F 2™

oder auch

1 —2AC 3A 1
kk——ocj:\/leE —|—f—1(xa.

§41 Aber dass der negativen Abszisse derselbe Bogen negativ genommen
entspricht, hat bei diesen Kurven immer Geltung. Denn weil gilt

[ dx(A4 Bxx + Cxt)
VA+ Cxx + Ex* '
wird, wenn die Abszisse x negativ genommen wird, sein

I1. x

_ 4
I, (—x) = dx (A + Bxx + €x*) _ Iax
VA+ Cxx + Ex*
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Es scheint also so zu sein, dass, sooft der im vorhergehenden Paragraphen
definierten Abszisse k ein reeller Bogen entspricht, die Lange desselben Bogens
dann geometrisch angegeben werden kann.

§42 Ich habe es aber nicht zu versichern gewagt, dass diese Schlussweise, mit
der ich einen uneingeschréankt rektifizierbaren Bogen gefunden habe, immer
fehlerfrei verwendet werden kann; es scheinen namlich Fille zu existieren,
in welchen dies unrichtig ist. Wenn ndmlich 8 = 0 und ¢ = 0 ist und daher
auch

Adx
VA + Cxx + Dx*

ginge in § 39 natiirlich 3Arc. ak = 0 hervor, obwohl dennoch aus der dort
dargebotenen Gleichung achten Grades die Abszisse k nicht = 0 wird. Aber
es ist zu bedenken, dass diese Gleichung aus dieser entspringt

II. x =

_ 2k\/A(A+ Ckk + Ek*)

B Ek*— A '

weil diese sofort die Wurzel k = 0 liefert, wird diese die einzige sein, die in
diesem Fall dem Gefragten Gentige leistet, wiahrend alle tibrigen ungeeignet
sind.

k

§43 Und dennoch ist die Schlussweise in diesen Féllen nicht als ganz und gar
falsch anzusehen, auch wenn fiir k irgendeine andere Wurzel angenommen
wird, sondern es ist eher so zu verstehen, dass derselben Abszisse mehrere
Bogen entsprechen, von welchen nur einer und zwar der negative gentigt;
und in diesem Fall, obgleich in § 38 I = k gesetzt wird, folgt es also dennoch
nicht, dass Arc. ah = Arc. ak und daher Arc. ah + 2Arc. ak = 3Arc. ak ist, weil
derselben Abszisse i = k auch andere Bogen aufier Arc. ak zukommen, unter
welchen einer ist, der Arc. ah + 2Arc. ak = 0 ergibt.

§44 Damit dies besser erkannt wird, wollen wir A =1,C =2und E =1
setzen, wihrend 8 = 0 und ¢ = 0 ist, und es wird I1. x = 2 arctanx und
Arc. ak = 2 arctan k sowie Arc. ah = 2l arctanh sein; also wird nach Setzen
von

_ 2kvV14-2kk+ Kkt 2k

h — -
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2arctan i + 22 arctank = 0 sein. Wenn daher nun h = k gesetzt wird, wird
kk = 3 und k = /3 werden und 2 (arctan \/3 + 2arctan \/5) = 0 aufgefunden
werden.Obgleich aber arctan /3 = Arc. 60° ist, folgt daher dennoch nicht
32Arc. 60° = 0, was natiirlich falsch wire; aber weil ja dem Tangens von /3
auch der Bogen von —120° zukommt, wird dieser Wert an der ersten Stelle
fiir arctan v/3 geschrieben die Wahrheit liefern, natiirlich

2A(—Arc. 120° + 2Arc. 60°) = 0.

§45 Diese Zweideutigkeit, nach welcher derselben Grofse k, welche wir hier
als Abszisse annehmen, mehrere Werte Arc. ak entsprechen konnen, ist also
daftir verantwortlich, dass, auch wenn in § 38 i = k gesetzt wird, sich dennoch
fur Arc. ah + 2Arc. ak nicht 3Arc. ak schreiben ldsst. Dennoch wird indes
nichtsdestoweniger in diesem Fall auch sein

Bk N 3¢k CEK
VA  2/A 6AVA’

denn der Abszisse h, auch wenn sie = k ist, wird dennoch aufler dem Bogen
ak auch ein anderer Bogen zukommen, welcher anstelle von Arc. ah eingesetzt
der Gleichung geniigt. Diese Zweideutigkeit muss also sorgfaltig beachtet
werden, damit wir keine Fehler begehen.

Arc. ah + 2Arc. ak =

§46 Sooft aber eine Mehrdeutigkeit von dieser Art nicht auftritt, sodass
derselben Abszisse ein einziger Bogen entspricht, dann wird sich ohne zu
zogern, nachdem die Abszisse h = k gesetzt worden ist, fiir Arc. ah auch
Arc. ak und 3Arc. ak dann auch Arc. ah 4+ 2Arc. ak schreiben lassen und daher
auch kein Fehler zu befiirchten sein, welche Wurzel der in § 39 gefundenen
Gleichung achten Grades auch immer fiir k genommen wird. Dies wird in
dem Fall offensichtlich sein, in welchem 2 = A, 98 = 2C und ¢ = 3E ist, in
welchem natiirlich wird

H.x:x\/A+Cxx—|—Ex4

und daher eine algebraische Grofie wird und genauso ist auch

2Ckfg 3Ekfg(kk+ ff +gg) EEKf3¢°
I1. o —1I. f —TI1. k = -+ — .
g-1L.f A 2VA 2AVA
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§47 Wenn daher nun f = k gesetzt wird, wird sein

_ 2k\/A(A + Ckk + Ek*)
B A —Ek*
und daher
A(gg — 2kk) + Ek*
\/A(A+ng+Eg4) _ Alsg 2k3< gg).
und
A(gg — 2kk) + Ek*
\/A(A+ng+Eg4) _ Alsg 2klz 88
Es sei nun ¢ = —k oder

EK* — A = 2,/ A(A + Ckk + EKY);

es wird sein

—A+ Ek*
daher ist IT. ¢ = —I1. k und auch
_ 3 5 4 5
g TR 9ER Lo i - K(AACKk+9AEK — EEKS)
Aber es ist

EEK® = 6AEK* + 4ACkk + 3AA,
was wegen I1. k = v/ A 4 Ckk + Ek* mit der Wahrheit vertraglich ist.

§48 Obwohl aber diese Kurve per se rektifizierbar ist, zeigt es dennoch klar
ersichtlich das, was wir wollen, natiirlich, dass in unseren Formeln auch
nicht rektifizierbare Kurven enthalten sind, in welchen sich auf die gerade
dargestellte Weise ein uneingeschrénkt rektifizierbarer Bogen angeben lésst.
Nachdem aber ein einziger rektifizierbarer Bogen wie beispielsweise ak ge-
funden worden ist, werden aus ihm sofort unendlich viele andere derselben
Gestalt dargeboten werden konnen; weil ndmlich von jedem Punkt f aus ein
Bogen fg abgetrennt werden kann, dessen Differenz von jenem geometrisch
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ist, wird auch dieser Bogen rektifizierbar sein. Zusatzlich werden aber aus
demselben Bogen auf die folgende Weise, welche wir im Allgemeinen darstel-
len wollen, noch unendlich viele andere gleichermafien rektifizierbare Bogen
aufgefunden werden.

§49 Um aber unsere Formeln zu vereinfachen, wollen wir der Kiirze wegen
festlegen

VA(A+CKk+ER) =K, JA(A+CFf+Ef*) =F, /A(A+Cgg+Eg") =G,
dass durch § 36 gilt

_ fKAKE o gKKG . gF—fG
§ T A—Ekkff /T A—Ekkgg’ © A—Effsg

Wenn daher nun war

[ dx(A+ Bxx + Cx?)

H.X— ’
VA + Cxx + Ex*

wird sein

_ Bkfg | Ckfg(kk+ff+gg) CERf
VA 2V/A 6AVA

§50 Es werden nun auf die gleiche Weise aufier der Abszisse AK = k die
zwei anderen Abszissen AP = p, AQ = g genommen und es wird, nachdem
in gleicher Weise

\/A(A+Cpp—|—Ep4) =P und \/A(A—I—qu+EE/4) =Q

gesetzt und nachstehende Relation festgelegt worden ist

1= A — Ekkpp’ P= A —Ekkqs” =~ A—Eppqq’

fiir dieselbe Kurve sein

pK + kP gK —kQ r qgP — pQ

Bkpq , Ckpq(kk +pp +4q) CERp*q?

Arc. — Arc. ak = .
P JA A 6AVA
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§51 Nachdem also jene Gleichung von dieser subtrahiert worden ist, wird
diese zurtickbleiben

Arc. pq — Arc. fg

_ Bk(pq — fg) | Ckpq(kk+pp +qq) — Ckfgkk + ff +gg) _ CER(p’q’ — f7¢)
VA 2VA 6AVA

wo die Abszissen f, g, p und g so voneinander abhdngen, dass ist

F—fG _ qP—pQ = . 1 _ SEHfG _ qP+pQ

= = oder - = = /

A—Effsg  A—Eppqq ko A(gg—ff)  Algq—pp)
woher zugleich die Abszisse k eliminiert und die Relation zwischen f, g, p, g
definiert werden konnen wird.

§52 Um diese Elimination leichter durchzufiihren, ist es anzumerken, dass
auch gilt

x - AUS 88 —kk) — Ekkffgg _ Alpp +qq — kk) — Ekkppqq
2f8 2pq

woher wird

e — APa(ff+88) — Afg(pp+4qq) _ (gF—fG)* _ (4P —pQ)?

(pq— fg)(A—Efgpq) (A—Effgg)* (A—Eppqq)*

Es wird also sein

pq(kk+pp +qq) — fg(kk+ ff +g8) = pa(pp +qq9) — f8(ff + 88)

Apq(ff +88) — Afg(pp +4qq)

_|_
A—Efgpq

und daher wird erhalten

Bk(pg — f8) N Ck(pq — f&)(ff +88+pp+4q)
VA 2VA

_ CEk(pq — f8)*(pa(ff +88) — f8(pp +qq))
6(A —Efgpq)vVA

Arc. pg — Arc. fg =
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§53 Weil also gilt

e = Apalff +88) — fepp +4q))
(pq — f&)(A—Efgpq)

und die die Abszissen f, g, p, q so voneinander abhdngen, dass ist

§E+fG _ qP+pQ

sg—ff aa—pr’
tritt es klar zu tage, dass, nachdem irgendein Bogen fg vorgelegt worden ist,
auf der angenommenen Kurve immer von einem anderen gegebenen Punkt
p aus ein Bogen pg abgetrennt werden kann, der von jenem Bogen um eine
algebraisch angebbare Grofie abweicht.

§54 Wenn daher weiter, indem vom Punkt a weiter fortgeschritten wird, der
Punkt r genommen wird, so dass, nachdem die Abszisse AR = r gesetzt
worden ist, ist

SF+/G _rQ+4gR
gg—ff rr—aq

oder

pq(ff+88) — fepp+4q9) _ qr(ff+88) — fglaq+rr) _ qr(pp+4qq) — pq(qq +rr)

(pqa— f8)(A—Efgpq) (qr — fg)(A — Efgqr) (qr — pq)(A — Epqqr) '

wird auch Arc gr — Arc. fg = einer algebraischen Grofie sein, welche Differenz
zu ersten addiert geben wird

Arc. pr — 2Arc. fg = algebr. Grofe,

und es kann von einem gegebenen Punkt p aus der Bogen pr abgetrennt
werden, welcher den doppelten vorgelegten Bogen fg um eine algebraische
Grofie tiberragt.

§55 Auf die gleiche Weise, wenn weiter die Abszissen AS = s, AT =t etc.
so genommen werden, dass ist

gF+fG sR+7rS tS+sT
gg—ff  ss—rr  tt—ss

etc,,
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wird der Bogen ps das Dreifache des Bogens fg, der Bogen pt das Vierfache
des Bogens fg etc. um eine geometrisch angebbare Grofie {iberragen. Umge-
kehrt wird aber, nachdem entweder der Bogen pr oder ps oder pt etc. gegeben
worden ist, von jedem gegeben Punkt f aus der Bogen fg abgetrennt werden
konnen, der von der Héltfe oder dem Drittel oder dem Viertel von jenem um
eine geometrisch angebbare Grofie abweicht.

§56 Es konnte auch geschehen, dass, obwohl die Grofien 8 und € nicht dem
Nichts gleich sind, diese geometrisch angebbaren Differenzen verschwinden;
denn eine der Abszissen kann sogar so bestimmt werden, dass diese Diffe-
renz tatsdchlich ins Nichts iibergeht. In diesen Féllen werden also auf der
vorgelegten Kurve zwei Bogen solcher Art angegeben werden konnen, welche
entweder einander gleich sein werden oder ein gegebenes Zahlenverhiltnis
zueinander haben werden.

§57 Weil diese Dinge sich sehr weit erstrecken und auf alle Kurven ange-
wendet werden konnen, deren Bogen fiir die Abszisse oder irgendeine andere
variable Gerade x so ausgedriickt wird, dass er ist

B / dx(A + Bxx + Cxt)
VA + Cxx+Ex* '

wird es passend sein, dass diese Beschaffenheiten fiir einige bestimmte Kurven
entwickelt werden, damit der Nutzen dieser Methode besser erkannt wird. Es
scheint also ratsam, diesen Vergleich zuerst hauptsédchlich anhand der Ellipse
darzustellen.

UBER DEN VERGLEICH VON BOGEN BEI DER ELLIPSE

§58 Es sei also der elliptische Quadrant ABa (Fig. 3) vorgelegt, dessen Zen-
trum in A sei; die eine Halbachse, iiber welcher die Abszissen genommen
werden, werde AB = g, die andere hingegen Aa = na gesetzt. Nachdem also
irgendeine Abszisse AP = x gesetzt worden ist, wird die Ordinate diese sein

PM = n+/aa — xx

und ihr Differential dieses

25



nxdx
Vaa — xx’

woher der dieser Abszisse entsprechende Bogen wird

/ \/aa—i— nn—l
am =
a— xx

T
ab—~_ M
kK[ oS
| g
N, I
AUKPF G B

F1G. 3

Es werde 1 — nn = m gesetzt, dass ist

|aa — mxx
aM = / dx
aa — xx
Weil es nichts zur Sache tut, welche der beiden Achsen grofier oder kleiner ist,
wollen wir annehmen, dass AB kleiner ist; und daher ist n < 1 und m eine

positive Zahl grofer als die Einheit ist, und weil der Fokus auf der Halbachse
AB liegt, wird sein Abstand vom Zentrum A sein

=V aa —nnaa = a\/ni,

daher wird der Wert der Zahl m leichter verstanden.
Wenn daher also der irgendeiner Abszisse AP = x entsprechende Bogen
am = I1. x genannt wird, wird er sein

aa — mxx
Il x = / dxy| ———
aa — xx
welcher Ausdruck auf unsere allgemeine Form reduziert in diese iibergehen
wird
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/ dx(aa — mxx)
IT. x =
Vat — (m + 1)aaxx + mx*)

Und so werden wir fiir diesen Fall diese Werte haben

A=a", C=—-(m+1)aa, E=a, A=aa, B=-m und €=0.

Nachdem also die drei Abszissen k, x, y genommen worden sind, denen die
Bogen I1. k, IT. x, I1. y entsprechen, so dass ist

_aay+/a* — (m + 1)aakk + mk* + aak+\/a* — (m + 1)aayy + my*
B a* — mkkyy ’

y— aax\/a* — (m +1 aakk+mk4—aak\/a4 (m + 1)aaxx + mx*

a* — mkkxx

r = aax\/a* — (m + 1)aayy + my* + aay/a* — (m + 1)aaxx + mx*
B a* — mxxyy

7

werden diese drei Bogen so voneinander abhidngen, dass ist

mkxy
aa

Nachdem diese Dinge vorausgeschickt worden sind, wollen wir also die
folgenden Probleme auflosen.

ILx—-ILy—-ILk=—

PROBLEM 1

§59 Nachdem irgendein Ellipsenbogen ak (Fig. 3) vorgelegt worden ist, von
einem anderen Punkt f den Bogen fg abzutrennen, so dass die Differenz der
Bogen ak und fg geometrisch angegeben werden kann.

LOSUNG

Nachdem von den Punkten k, f, ¢ aus die Ordinaten kK, fF, gG gezogen
worden sind, werden die Abszissen AK =k, AF = f, AG = g genannt, von
denen jene gegeben sind, diese hingegen gesucht wird, und die Bogen werden
diese sein
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ak =11.k, af =11 f, ag=1IILg.

Es werde weiter der Kiirze wegen nach § 49 Folgendes festgelegt

aa\/a4 — (m + 1)aakk + mk* =K,

aa\/a4 —(m+1)aaff +mf*=F,
aa\/a4 — (m+1)aagg + mg* = G

und diese Relation zwischen den drei Abszissen festgelegt

_ fK+kF _ 8K—kG _ gF—-fG
g_a4—mkkff oder f_a4—mkkgg oder k_a4—mffgg’

wonach man haben wird

H.g—H.f—H.k:Arc.fg—Arc.ak:—n%.

Nachdem also der Punkt g so genommen worden ist, dass ist
fK+KkF
a* —mkkff’

wird die Differenz der Bogen ak und fg geometrisch angegeben werden
konnen. Es wird ndmlich sein

Arc. ak — Arc. fg = 77155]:3‘.

Q.E. L

KOROLLAR 1

§60 Dieselbe Losung wird Geltung haben, wenn nach Vorlegen des Bogens
ak der Punkt g gegeben ist, von welchem aus durch Riickwértsgehen zu a der
Bogen gf abgetrennt werden muss, dessen Differenz von jenem geometrisch
sein muss; dann werden ndmlich die Abszissen k und g gegeben sein, aus
welchen der Wert der dritten f aufgefunden werden konnen wird.
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KOROLLAR 2

§61 Nachdem auch irgendein Bogen fg auf der Ellipse gegeben worden ist,
wird vom Scheitel a aus der Bogen ak abgetrennt werden konnen, so dass die
Differenz der Bogen ak und fg geometrisch wird. So wird die Rektifikation
eines jeden Bogens fg von der Rektifikation eines gewissen Bogens ak, also
mit dem Ellipsenscheitel a als Grenze, abhidngen.

KOROLLAR 3

§62 Die Relation zwischen den drei Abszissen k, f, ¢ kann auch so dargebo-
ten werden, dass ist

_ KRS ey o D8 o o T 88— )
FK—kF

gK+ kG gF+fG

aus welchen mit den vorhergehenden verglichen gefunden wird

K = TUSL 88— HO) —MKKFFSS oy [aa — k) (aa — mikk),

213
a* —ff)—m
p— tEESS I 2RSS g, flaa— g aa — i),
G —wUr+sg gkl}k) +mkkffsg _ aa\/(aa — g8)(aa — mgg);

dann wird man aber auch haben

fe(gg — ff)K—kg(gg —kk)F —kf(ff —kk)G = 0.

KOROLLAR 4

§63 Wenn die Differenz zwischen den Bogen ak und fg vollkommen ver-
schwinden muss, tritt es klar zu tage, dass es nur geschehen kann, wenn
entweder k = 0 oder f = 0 oder g = 0 ist. Im ersten Fall verschwindet der
Bogen ak selbst genauso wie der Bogen fg, in den zwei tibrigen Fallen fallt
aber die eine der beiden Grenzen der Bogen fg auf den Punkt a und der
Bogen fg wird dem Bogen ak nicht nur gleich, sondern auch dhnlich.
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KOROLLAR 5

§64 Damit diese Relation der Abszissen leichter fiir die Praxis verwendet
werden kann, wird es forderlich sein angemerkt zu haben, dass im Allgemei-
nen, wenn zum Punkt M die Normale MN gezogen wird und zu ihr von A
aus das Lot AV gefillt wird, welches der Tangente MT parallel sein wird, und
AP = x gesetzt wird, dass sein wird

PM = n+/aa —xx, PN =nnx, AN =mx, MN = nvaa— mxx,

AV = mx-y/aa — xx NV = mmnxx MV — aa

Vaa — mxx Vaa — mxx’ Vaa — mxx’
x\/aa — mxx naa

MT = ———, AT =—— und AV -MT = mxx.
Vvaa — xx Vvaa — xx
KOROLLAR 6

§65 Nachdem also g fiir x gesetzt worden ist, werden diese Werte fiir den
Punkt g aufgefunden

_ a’k\/(aa — ff)(aa —mff) + aaf/(aa — kk)(aa — mkk)

§ a* — mkkff ’
_a®/(aa —kk)(aa — ff) — akfsqrt(aa — mkk)(aa — mff
varT 88 = o — mkkff ’
_a®\/(aa — mkk)(aa — mff) — makf+/(aa — kk)(aa — ff)
v ar T mes = a* — mkkff

und

/(aa — gg) (aa — mgg)

_ akf(2maa(kk + ff) — (m +1)(a* + mkkff)) + aa(aa(a* + mkkf f)\/(aa — mkk)(aa — ff)(aa — mff)
(a® — mkkff)? '

woher weiter gefunden wird

aa/aa —mgg + mkf./aa — gg = a\/(aa — mkk)(aa — mff),
aay/aa — gg +kf/aa —mgg = a\/(uu — kk)(aa — ff).
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FALL 1

§66 Nachdem der Ellipsenbogen ak (Fig. 4) mit dem einen Scheitel a als
Grenze vorgelegt worden ist, von dem anderen Scheitel B aus den Bogen Bf
abzutrennen, so dass die Differenz der Bogen ak und Bf geometrisch ist.

Das Problem wird also auf diesen Fall {ibergragen, wenn der Punkt ¢ im
Scheitel B festgelegt wird oder ¢ = a wird, und es muss der Punkt f oder die
Abszisse AF = f gesucht werden. Aber wegen ¢ = 2 wird G = 0 sein und
daher wird man haben

= aK B aa — kk
_a4—maakk_a\/ aa — mkk

oder es muss, nachdem zum Punkt k hin die Normale kN gezogen worden
ist, genommen werden

AB - Kk
AF = f = S22
“ k
\
e

A N K E F B
FiG. 4

Nachdem dieser Punkt aber so genommen worden ist, wird die Differenz der
Bogen sein

Arc. ak — Arc. Bf = makf — mk a‘;ﬂ_—nfllzk _ AI\II\]-kKk'

KOROLLAR

§67 Es kann also gesehen, dass die Punkte k und f in einem Punkt e zusam-
menlaufen und der Quadrant aeB so in zwei Teile geschnitten wird, deren
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Differenz geometrisch ist. Dafiir werde k = f = AE = e gesetzt und es wird

sein
aa — ee
e=ay ———— oder a*—2aaee+ me* =0,
aa — mee

_aaxaay/1-m  aa(l£n)

m m

woher wird

- wegen m = 1 — nn. Daher wird also sein

a

Vitn
a

e =

Aber weil e < a sein muss, wird sein

e —=

—_
_|_
N

oder
2
AE = AB und Ee = na n’
AB2+ AB - Aa Vv1i+n
so dass ist

AE :Ee =1:n\/n = ABVAB : AaV Aa.

Und in diesem Fall wird sein
Arc. ae — Arc. Be = a(1 —n) = AB — Aa.

FALL 2

§68 Nachdem der Bogen ak (Fig. 5) mit dem Scheitel a als Grenze vorgelegt
worden ist, von seiner anderen Grenze k aus den Bogen kg abzutrennen, so
dass die Differenz der Bogen ak und kg rektifizierbar ist.
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A K G B
F1G. 5

In diesem Fall fillt also der Punkt f auf k und es wird f = k und daher
auch F = K sein; daher wird aufgefunden

2kK 2aak+/(aa — kk) (aa — mkk)
A = = = .
=8 a* — mk* a* — mk*
Nachdem also die Abszisse AG genommen worden ist, wird der Wert dieser
sein

mkkg  2mk>+/(aa — kk)(aa — mkk)

Arc. ak — Arc. kg = e pra—

KOROLLAR 1

§69 Umgekehrt wird also irgendein im Scheitel a begrenzter Bogen ag so in
zwei Teile geschnitten werden konnen, dass die Differenz der Teile ak — kg
rektifizierbar wird. Denn wegen der bekannten Abszisse AG = ¢ muss die
gesuchte Abszisse AK = k aus dieser Gleichung bestimmt werden

gg(a* — mk*)? = 4a*kk(aa — kk)(aa — mkk),

welche in diese achten Grades tibergeht

mmggk® — 4ma*k® — 2ma*ggk* + 4(m + 1)ak* — 4a®kk + a®gg = 0.

KOROLLAR 2

§70 Aber wenn die Faktoren dieser Gleichung wie folgt festgelegt werden
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(mgk* — Akk + a*q)(mgk* — Bkk + a*g) = 0,
wird aufgefunden

4
A+B= 4;1 und  AB = 4(m +1)a® — dma*gg,

woher dann wird

A—B:4;a a* — (m+1)aagg + mg*,

so dass gilt

A 2a* + 2aa/(aa — gg)(aa — mgg)
8

und

B— 2a* — 2aa+\/(aa — gg)(aa — mgg)
g :

Als logische Konsequenz ist

_ 2a*kk & 2aakk+/(aa — gg)(aa — mgg) — a'gg

k4
mgg
und
° a* + aa\/(aa — gg)(aa — mgg) + a \/Zaa — (m+1)gg +2+/(aa — gg)(aa — mgyg)
N mgg
KOROLLAR 3

§71 Also sind die vier Wurzeln von kk

L k= a* +aa\/(aa — gg)(aa — mgg) + a’/aa — gg + a°\/aa — mgg

mgg

T a* +aav/(aa — gg)(aa — mgg) — a®\/aa — gg — a>\/aa — mgg

mgs
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0 ke — a* — aav/(aa — gg)(aa — mgg) + a®\/aa — gg — a°\/aa — mgg

mgg
V. ke— a* —aa\/(aa — gg)(aa — mgg) — a®\/aa — gg + a°/aa — mgg
S mgg ’

welche unter Verwendung der Zweideutigkeit auf diese Weise zusammenge-
fasst dargestellt werden kénnen

(a+ \/aa—gg)(a+ \/aa —mgg).

aa

kk =
mgg

KOROLLAR 4

8§72 Die Werte von k selbst werden daher diese sein

() (4 ),

welche alle zusammen an der Zahl acht sind, vier positive und ebenso viele
negative und jenen gleiche; es ist aber offenbar, dass hier nur die positiven
und die Geltung haben, die k < g liefern. Hier ist aber gewiss

i () (5555

Denn es ist

a+g a—g \/u+g_\/a—g

\/ 2 +\/ R L 2 V8
\/a+§\/%+\/a—§\/ﬁ>ﬁ, \/a+§2;\/ﬁ_\/a—§\/ﬁ> .

KOROLLAR 5

§73 Wenn Folgendes festgelegt wird

& = cosy und g\a/ﬁ = cos ¥,
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wird wegen m < 1 6 > 7 sein und unsere fiir die Wurzeln von k gefundene
Form wird in diese Form tiibergehen

a 1 1 1 1
k = icos@ <cos S +sin 217> (cos 59 +sin 20)

oder man wird wegen

1 1
cos § = cos? 59 — sin? 59

haben

- j:aicos%nisin%;y

1 - 1p°
Cos 59 j:smie

Oder die acht Werte werden diese sein

ko g, S ZR) o sin (85 )
cos (45° — 36) cos (45° — 36)
45° — 5 in (45° — 3
k:j:a-—cc.)s(S fﬁ), k:j:a-—s%n( %17)
sin (45° — 36) sin (45° — 36)
KOROLLAR 6

§74 Von diesen Werten leistet der zweite

sin (45° — 177) sin (45° — 177)
. =q-

cos (45° — 16) sin (45° + 16)
immer geniige; es wird namlich, wie es offenbar ist, nicht nur k > a, sondern
auch k < g oder k < acos7. Aus dem ersten Wert

sin (45° + 17)
cos (45° — %9)

wird freilich wegen # < § immer k < a; aber damit k < g ist, muss sein

sin (45° + 377)

i ° 1 o 1 ° 1
m < cosy = sin(90° — 1) = 2sin (45 - 2’7) cos <45 + 17>

2
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und daher

1 < 2sin <45° — ;17> sin (45O + ;9)
oder
1 1
1 < cos 5(9 + 1) — cos (90O + 5(0 — 17)>

oder

1< cos%(@—kn) —i—sin%(é) —1).

PROBLEM 2

§75 Nachdem irgendein Ellipsenbogen fg (Fig. 6) vorgelegt worden ist,
von gegebenem Punkt p einen anderen Bogen pq abzutrennen, so dass die
Differenz dieser Bogen, fg — pg, geometrisch wird.

—

I
\S ;

A KF GP Q R S T U V B
Fi1G. 6

LOSUNG

Nachdem die Ordinaten fF, gG, pP, qQ gezogen worden sind, seien die
Abszissen AF = f, AG = g, AP = p und AQ = g, dann werde aber vom
Scheitel a aus der Bogen ak genommen, welcher den gegebenen Bogen fg um
eine geometrische Grofie tiberragt; und nachdem die Abszisse AK = k und
der Kiirze wegen Folgendes festgelegt worden ist
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K= aa\/(aa — kk)(aa — mkk),

F= aa\/(aa—ff)(aa —mff), G= aa\/(aa —g9)(aa —mgg),

P = aa\/(aa —pp)(aa —mpp) und Q= aa\/(aa —qq)(aa —mqq)

wird zuerst sein

_ 8§F—fG _ a*(gg—ff).
at—mffgg  gF+fG '

daher wird k aufgefunden, so dass gilt

Arc. ak — Arc. fg = nffg.

Dann werde aber die Abszisse g durch das vorhergehende Problem so be-
stimmt, dass ist

pK+kP  a*(pp — kk)
a* — mkkpp ~ pK—kP ’

und es wird sein

Arc. ak — Arc. pg = M,

aa
von welcher Gleichung jene subtrahiert werde; es wird zurtickbleiben

mk
Arc. fg — Are. pq = —~(pq — fg)-
QE.L

KOROLLAR 1

§76 Weil k von den Abszissen p und g auf die gleiche Weise abhéngt wie
von f und g, wird sein

p_ aP—fG _ a(qq—pp)
at —mppqq  qP+pQ
und daher muss die Abszisse q aus den gegebenen f, ¢ und p mit dieser
Gleichung bestimmt werden
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sF—fG _ gP—-pQ
—mffgg a*—mppqq

oder auch aus dieser

88— ff _ qaa—vrp.
¢F+fG  qP+pQ’

und daher wird gefunden

g = Fgp(pp —88) + Gfp(pp — ff) — Pfe(88 — ff)
Ff(pp —88) + Gg(pp — ff) — Pp(gg — ff)

KOROLLAR 2

§77 Diese Abszissen p und g hdngen auch so von der Abszisse k ab, dass ist

aa\/aa —mqq + mkp+/aa — qq —a\/ aa — mkk)(aa — mpp),

aa\/aa —qq + kp\/W—a\/ aa — kk)(aa — pp),

= N
aa\/aa—pp — kp\/aa—mpp=a/
aav/aa — mkk — mpq\/aa — kk —a\/ aa — mpp)(aa — mqq),
aavaa —kk  — pqvaa — mkk —a\/ aa — pp)(aa — qq).

aa — mkk)(aa — mqq),

aa — kk)(aa — qq),

(
(
(
(
(
(

KOROLLAR 3

§78 Wenn die Differenz der Bogen fg und pg verschwinden muss, ist es
notwendig, dass entweder k = 0 oder pg = fg ist. Aber wenn k = 0 ist,
verschwindet wegen

§F +fG 9P+ pQ
so der Bogen fg wie der Bogen pg. Wenn aber pf = fg ist, wird wegen

T8 = ff) _a*(q9—pp)
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aav/aa — mkk — mpqvaa —kk = a\/(aa — mpp)(aa — mqq),
aav/aa — mkk — mfgvaa —kk = a\/(aa —mff)(aa —mqq)

sein

(aa —mpp)(aa —mqq) = (aa —mff)(aa —mgg)

und wegen

aav/aa — kk — pg\/aa — mkk = a\/(aa —pp)(aa —qq),
aav/aa — kk — fg/aa — mkk = a\/(aa — ff)(aa — qq)

wird sein

(aa —pp)(aa —qq) = (aa — ff)(aa - gg),
woher es klar zu tage tritt, dass entweder g = g und p = f oder g = f und
p = g ist; in jedem der beiden Fille wird der Bogen pq dem Bogen fg nicht
nur gleich, sondern dem Bogen fg auch dhnlich.

KOROLLAR 4

§79 Wenn es geschehen konnte, dass der Bogen pg verschwinde, wahrend
der Bogen fg endlich bleibt, wire dieser Bogen rektifizierbar. Aber, wahrend
der Bogen pq verschwindet, entspringt wegen q = p k = 0 und daher f = g;
daher verschwindet auch der Bogen fg.

KOROLLAR 5

§80 Wenn der Bogen pg an dem einen Scheitel B begrenzt sein muss, dass
q = a ist, werden wir diese Gleichung haben

Y g \/(M — mkk) (aa — mpp)

oder

& ok _ _ aa(aa — pp)
a* — aakk — aapp + mkkpp =0 und kk = aa—mpp

40



Dieser Wert liefert in der Gleichung eingesetzt

aavaa — kk — fgaa — mkk = a\/(aa — ff)(aa — gg)
diese Gleichung

0=a’+2(m—1)a’fgp —a*(ff + g5+ pp)
+maa(ffgg+ ffrp +ggpp) —mffegpp;

dieser Fall geht namlich auf den Fall des ersten Problems zuriick, wenn nur
die Scheitel 2 und B miteinander vertauscht und anstelle der Abszissen die
Ordinaten eingesetzt werden.

KOROLLAR 6

§81 Es verdient auch der Fall bemerkt zu werden, in welchem der Punkt p
im Punkt g selbst angenommen wird, so dass der Bogen pg dem Bogen fg
benachbart wird und ist

mk
Arc. fg — Arc. gq = Tag(q —f)
- wegen p = g. Weil also auch P = G ist, wird sein
SF+fG _ 9G+gQ
gg—ff a-gg’
woher die Abszisse q bestimmt wird. Oder es wird nach Nehmen von

_ 8§F—fG _ a*(gg—ff)
at—mffgg  gF+fG

sein
_ gK+kG  at(gg —kk)
q_a4—mkkgg_ gK—kG -~

Daher wird aber aufgefunden

_ g8 a*(gs—ff)? a* — mg?

1= f 2FGfg+a*(a*(ff +gg) —2(m +1)aaffgg — mg*(gg —3ff))

oder
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_ 2FGg(a* — mg*) —a*f((a* + mg*)? — 2(m + 1)aagg(a* + mg*) + 4ma*g*)
! at((a* —mg)? —dmffgg(an — gg)(an —mgg))

oder

_ 2FGg(a* — mg*) — a*(mg* — 2aagg + a*)(mg* — 2maagg + a*)
N at(at —mgh)? — dmaffgg(an — gg)(aa —mgg) '

PROBLEM 3

§82 Nachdem irgendein Ellipsenbogen fg vorgelegt worden ist, von einem
gegeben Punkt p aus einen Bogen pgr abzutrennen, der von Doppelten jenes
Bogens fg um eine geometrisch angebbare Grofie abweicht.

LOSUNG

Aus den Abszissen der Punkte f und g, AF = f, AG = g und deren derivier-
ten Groflen F und G werde zuerst diese Abszisse gesucht

_ . 8F—fG _ a*(gg—ff)
AR i ey~ sFrfG

dass man hat

Arc. ak — Arc. = M
aa

Darauf werde zum Punkt p die Abszisse AP = p die Abszisse AQ = g
gesucht, dass ist

pK+kP  a*(pp — kk)
a* —mkkpp ~ pK—KP ’
wihrend die Grof$buchstaben K und P immer Funktionen der Kleinbuchstaben

k und p solcher Art bezeichnen, dass, wenn der Kleinbuchstabe x war, der
Wert des entsprechenden Grofbuchstabens dieser sein wird

X = \/(aa — xx)(aa — mxx);

und es wird sein
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Arc. ak — Arc. pq = M,

aa
woher wir erhalten

mk
Arc. fg — Arc. pg = - —(pq = fg)-

Auf die gleiche Weise, wenn der Punkt g nun als gegeben angesehen wird
und aus ihm der Punkt 7 gesucht wird, dass seine Abszisse diese ist

gK+jQ  a*(qq — kk)

AR:r:a‘l—mkqu_ gK —kQ ’

werden wir haben

mk
Arc. fg— Arc. qr = E(qr—fg).

Daher werden wir durch Addieren dieser Formeln finden

mk
2Arc. fg — Arc. pqr = E(pq—f—qr —2fg)

und so haben wir vom gegebenen Punkt p aus den Bogen pr abgetrennt, der
vom Doppelten des Bogens fg um eine algebraische Grofie abweicht. Q. E. L.

KOROLLAR 1

§83 Weil gilt

und auf die gleiche Weise auch

_at(rr —qq)
- rQ+gR "’

werden wir diese Gleichungen haben

§E+fG _qP+pQ rQ+4qR

gg—ff aq—pp rr—aq’
woher aus den gegebenen Abszissen f, ¢ und p die zwei tibrigen zwei Abszis-
sen g und r bestimmt werden.
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KOROLLAR 2

§84 Wenn der Bogen fg beim Scheitel a selbst beginnt, dass f = 0 ist, wird
k = g sein, woher dann folgt

pG+gP _a‘(pp—gg) . . _ 4G+gQ _ a'(q9—g3)
4 - - 4 —_— .
a* —mggpp pG —gP a* —mggaqq q9G —¢Q

Und wenn zusitzlich der Punkt p im anderen Scheitel A gegeben ist, dass
p =aund P = 0 ist, wird sein

_ G _ay/(aa—gg)(aa—mgg)
1= 5= magg aa — mgg ’
daher ist
n— o — 9388(1 —m)(aa —mgg) _ (1—m)aagg
7 (aa —mgg)? aa — mgg
und

a*(1—m)(aa —mgg) (1 —m)a* ) _ —(1—m)a’g
aa —maqq = (a0 — mgg)? = wa—mgg’ woher gilt Q = “ea—mgg

weil die Ordinate auf den unteren Teil Fall muss, und es wird sein

a(a* —2aagg + mg*)
r=— :
a* — 2maagg + mg*

KOROLLAR 3

§85 In diesem Fall, nachdem r (Fig. 7) im oberen Quadranten genommen
worden ist, dass, nachdem die Abszisse AG = g gesetzt worden ist, ist

a(a* —2aagg + mg*)

AR =r=
T 2maagg + mg*
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A G R B

F1G. 7

oder
— 1) g3
BR=a—-r= 2(1 = m)a’gg ,

a* — 2maagg + mg*

wird sein
2Arc. ag — Arc. Br = algebr. Gr. = %(aq +rq) = %(a +7)

und daher

2mg(aa — gg)+/(aa — gg) (aa — mgg)
a* —2maagg + mg*

2Arc. ag — Arc. Br =

KOROLLAR 4

§86 Wenn die Punkte ¢ und r zu einem verschmelzen miissen, dass r = g
ist, muss der Wert der gemeinsamen Abszisse AG = AR = r aus dieser
Gleichung flinften Grades bestimmt werden

mg5 - mag4 — 2maag3 + 2a3gg + a4g —a°=0.

So wird man, wenn m = % und a = 1 ist, haben

¢ —g¢t—2¢°+4g¢+2¢-2=0.

o 4 . _ a .
Wenn m = 3103 War ginge g = -5 hervor und es wire

2Arc. ag — Arc. Bg = a 23—:_2\\/§
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PROBLEM 4

§87 Nachdem irgendein Ellipsenbogen fg (Fig. 6) vorgelegt worden ist, den
Bogen pgr zu finden, welcher genau doppelt so grof3 ist.

LOSUNG

Bei der Losung des vorhergehenden Problems ist es also zu bewirken, dass ist

pq+aqr—2fg =0,
und es wird dann 2Arc. fg = Arc. pgr sein. Hier sind aber wegen des
gegebenen Bogens fg in der Ellipse aufser den Halbachsen AB = a und
Aa = ay/1—m die Abszissen AF = f und AG = g mit den derivierten
Werten F und G gegeben, woher man suche

a*(ge — ff).

-~ gF+fG 7
und zugleich wird sein derivierter Wert dieser sein

« — Uff + 88— kk) — mikffgg
2fg

und ebenso wird aus g und r sein

K- a*(qq + rr — kk) — mkkqqrr
N 2qr '

Aber aus der Gleichung pg + qt = 2fg ist ¢ = %, woher wir dieser zwei
Gleichungen erhalten werden

« — (pp —kK)(p +1)* + 4a’ ffgg — 4mffgkkpp
4fgg(p+r) ’

K — a*(rr —kk)(p +7r)?> + 4a*ffgg — 4mf fggkkrr
afgr(p+r) ’

aus denen die beiden Abszissen p und r, die den gesuchten Bogen pr bestim-
men, bestimmt werden konnen werden. Daher finden wir also zuerst durch
Eliminieren von K und durch Dividieren durch p —r
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a*pq(p+r)* +akk(p +r)* — 4a*ffgg — 4mf fggkkpr = 0.

Darauf werden wir durch Addieren jener Gleichungen haben

o — pr(p+1)° —a'kk(p + 1)’ + 4a' ffgg(p + 1) — 4mffggkkpr(p +4)
Afgpr(p+q) '

Aus jener ist aber

4 o 4ffgg(a* + mkkpq)
a(p+a)° = pr+ kk ¢

welcher Wert in dieser eingesetzt liefert

4ffeg(pr — kk)(a* + mkkpr)

oKk +4a’ffgg — 4mffggkkpr

8Kfgpr =
oder

2Kpr(pr + kk)
f8

daher wird Folgendes gefunden

= 2a4pr — 2mk4pr;

(@t k) fg — KKk fgg(2a* — mKt) — a*Kk(fF + 55— kK)
e K B a*(ff + g8 — kk) — mffggkk

und

4 —

Also

p iy = V2S5 —kk) + mffgghk)

Weiter

V2(a8(gg — ff)? — aPk* + 2matffggkt — mm fig*k?)
aa\/a*(ff + gg — kk) — mf fggkk

r—p=
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oder

V2(a%(88 — ff)? — K (a* — mffgg)*)

S aa~/a*(ff + gg — kk) — mffggkk
88 88
Weil aber ist
F—fG
a*(gg — ff) = k(gF + fG) und a*—mffgg="2 kf ,
wird sein
_,_ 2% [FG
g aaV K’
woher wegen
2(a*(ff + kk) + mf f ggkk)
r+p:\/( (ff ggaa ) +mffgg \/ng+mfgkk)

jede der beiden Abszissen p und r bekannt wird. Q. E. L

KOROLLAR 1
§88 Weil gilt

_ 8gF—fG
~at—mffgg

und

g = (@' +mffgg)FG —afg(Imaa(ff +gg) — (m +1)(a* + mffgg))
(a* —mffgg)? ’

wird sein
\/ f8FG —ma*ffge(ff +g8g) + (m+1)atffgg
t—mffgg '
. 2(gF - fG) \/ FG
= aa (a* +mffgg)(FG + (m+1)abfg) —2madfg(ff +gg)
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KOROLLAR 2

§89 Wenn der gegebene Bogen fg im Scheitel a begrenzt wird, dass f = 0
und F = a*ist, geht p+r = 0 und r — p = 2g hervor, woher p = —gundr = ¢
ist; also wird der doppelte Bogen von a aus zu beiden Seiten in gleicher Weise
erstreckt und hat dabei zwei dem Bogen fg¢ oder ag gleiche und dhnliche
Halften. Dasselbe passiert, wenn der gegebene Bogen im anderen Scheitel B
begrenzt wird, dass ¢ = 4 und G = 0 ist; dann wird ndmlich r — p = 0 und
r+p=2f und daherr = p = f.

KOROLLAR 3

§90 So wie in diesen Féllen, wo der vorgelegte Bogen fg in dem anderen
Scheitel begrenzt wird, sein doppelter Bogen per se offenbar ist, so ist, wenn
der vorgelegte Bogen in keinem der beiden Scheitel begrenzt wird, die An-
gabe eines doppelten Bogens hochst schwierig; natiirlich kann dieser Bogen
geometrisch nicht einmal zweigeteilt werden.

KOROLLAR 4

§91 Dabher tritt es auch klar zu tage, wenn umgekehrt ein Bogen pg gegeben
ist, dass der Bogen fg gefunden werden kann, der exakt dessen Halfte sein
wird; aber dies wird nur mit aufwendigsten Berechnungen geleistet werden
konnen. Aber wenn der doppelte Bogen pqr dem Ellipsenquadranten gleich
oder p = 0 und r = a ist, wird ohne Miihe ein seiner Hélfte gleicher Bogen
angegeben werden. Zuerst wird namlich sein

1—-vV1—m

g=k k=a -

und so wird so k wie K bekannt, denn es ist

K= a4\/1;m(1 —V1—m).

Weiter ist

Kk KA
2fg=ak und ff+gg=—3 +kk+ .

Aber es ist
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4
m= Lak; 4 und daher ff+ g9 = Lk 1— BW,-
daher ist
1
g+ f= 5\/2kk+3aa—|—4ak
und
1
g—f= E\/Zkk—k?)aa — dak
und daher

f= i\/?)aa + 4ak + 2kk — i\/?)aa — 4ak + 2kk,

g = %\/sza + 4ak + 2kk + %\/36161 — 4dak + 2kk.

KOROLLAR 5

§92 Wenn die eine Halbachse Aa = b gesetzt wird, wihrend die andere
AB = a ist, dass m = % ist, wird fiir diesen Fall k = a,/ ﬁ sein, nach
Einsetzen welches Wertes man haben wird

a [5a-+3b a
gif_Z\/a—Fb +4 a+b’

daher wird

f_g 5a — 3b — \/9aa + 14ab + 9bb
2 2(a+0) ’
_a 5a — 3b + \/9aa + 14ab + 9bb

8§72 2(a +b)

und so werden die Abszissen fiir jeden der beiden Grenzen des Bogens fg
aufgefunden, welcher die Halfte der ganzen Quadrantenbogens ist.
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KOROLLAR 6

§93 In diesem Fall wird also sein

_aa(5a+3b) aa(a —D)

fr+sg= 4(a+0) =t 4(a+0)

und auch
aa a a

f8= g\ avp W A=

wenn eines Beispiels wegen a = 25 und b = 119 ist, wird aufgefunden werden
o 25 un _ 125
3v2 STan
BEMERKUNG

§94 Daher haben wir also eine Losung dieses nicht uneleganten Problems
erlangt:

Nachdem der Ellipsenquadrant BAa (Fig. 8) vorgelegt worden ist, in ihm
geometrisch einen Bogen fg abzutrennen, der der Halfte des ganzen Qua-
drantenbogens afgB exakt gleich ist.

“f

—_—

A F G B
F1G. 8

Nachdem néamlich die Halbachsen AB = a und Aa = b gesetzt worden sind,
werden die Abszissen fiir die gesuchten Punkte f und g diese sein
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AF =

5a 4+ 3b — \/9aa + 14ab + 9bb
2(a+0D) ’

NS

a |5a+ 3b -+ +\/9aa + 14ab + 9bb
AG = = ,
2 2(a+b)

woher fiir dieselben Punkte diese Ordinaten gefunden werden

N

Ff b 3a + 5b + \/9aa + 14ab + 9bb
B 2(a+10) ’

G b 3a + 5b — \/9aa + 14ab + 9bb
§73 2(a+b) '

PROBLEM 5

§95 Den gegebenen Ellispenbogen pr (Fig. 6) in die zwei Teile pg und qr zu
schneiden, so dass die Differenz dieser Teile pg — gqr geometrisch anggebar ist.

LOSUNG

Nachdem wie im vorhergehenden Problem AP = p, AQ = qund AR =r
gesetzt worden ist, wahrend die Halbachsen AB = 2 und Aa = a+/1 — m sind,
werde vom Scheitel a aus der Bogen ak gesucht, dass, nachdem seine Abszisse
AK = k gesetzt worden ist, ist

p_ aP—prQ _ a(qq—pp)
at —mppqq  qP+pQ '

und es wird sein

mkpq

Arc. ak — Arc. pq = p

Daher sei aber auch

- rQ —gR :a4(rr—qq)‘
a* — mqqrr rQ+gR "’
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es wird auch sein

mkgqr
aa

Arc. ak — Arc. qr =
und daher

Arc. pq — Arc. qr = nzl—];q(r —p).

Weil also die Abszissen p und r mit ihren derivierten Werten P und R gege-
ben sind, wird die Abszisse des gesuchten Punktes g aus dieser Gleichung
bestimmt werden miissen

qP+pQ _ rQ+4gR
99 —pp rr—qq

oder

Pq(rr —qq) — Rq(qq —pp) = Q(p +r)(aq — p1),
welche Gleichung quadriert und dann durch (gq — pp)(rr — qq) dividiert gibt

a*((p +r)* —29q) — 2(m + 1)aaprqq + mqq(qq(p + r)*> — 2pprr) = 2qqPR : a*

oder

. qu(i—f + mpprr + (m + V)aapr + a*) — a*(p +r)?
B m(p+7)2

aus welcher Gleichung der Wert der Abszisse g bestimmt werden konnen

wird. Q. E. L.

q

4

KOROLLAR 1

§96 Wenn der ganze Quadrant in zwei Teile, deren Differenz geometrisch
sein soll, geteilt werden muss, muss p = 0 und r = a gesetzt werden; daher
wird P = 4* und R = 0 und deshalb

— 4 — _ — _
4:2aaq21 o qq:aa(l m\/l m) und q=a 1 \/ml m

welches dieselbe Bestimmung ist, welche wir schon oben im Korollar von Fall
1 von Problem 1 gefunden haben.
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KOROLLAR 2

§97 Wenn die eine der Abszissen p und g negativ und der anderen gleich
oder p + r = 0 ist, wird man sofort entweder g = 0 haben oder auch

Prr+ Rpp

PR und daher P+ R =0.

Prr —Pgqg—Rqq+ Rp =0 oder qq=
Es ist aber offenbar, wenn jede der beiden Ordinaten Pp und Rr positiv war,
dass R = P sein wird und dann q = 0 gilt.

PROBLEM 9

§98 Wenn die Ellipse ADBFA (Fig. 9) von irgendeinem Durchmesser ECF
zweigeteilt worden ist, den halben Umfang EBF so im Punkt M zu schneiden,
dass die Differenz der Teile EM und FM geometrisch angebbar ist.

LOSUNG

Auch wenn dieses Problem im vorhergehenden enthalten ist, kann dennoch
die Losung daraus nicht abgeleitet werden, deshalb weil so p +r = 0 wie
P + R = 0 ist; die Losung muss also auf eine eigene Weise ausfindig gemacht
werden.

FiG. 9

Nachdem also die Halbachsen CA = a und CD = b = ay/1 —m gesetzt
worden sind, sei fiir die eine Grenze E die Abszisse des vorgelegten Bogens
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CP = p; die Ordinate PE wird = % aa — pp sein, welche Koordinaten sich
negativ genommen zur anderen Grenze F hin erstrecken; diese seien aber
r und g aa —rr, so dass r = —p und v/aa — rr = —,/aa — pp ist. Weil nun,
nachdem eine gewisse neue Abszisse k genommen und sie gesuchte CQ = g
gesetzt worden ist, aus Korollar 2 von Problem 2 gilt

aavaa — kk — pgvaa — mkk = a\/(aa —pp)(aa —qq),
aav/aa — kk — qrv/aa — mkk = a\/(aa —qq)(aa —rr),

geht diese letzte Gleichung wegen

r=—p und +“aa—rr=—\/aa— pp

in diese tiber

aav/aa — kk + pgvaa — mkk = —a\/(aa —p)(aa —qq),

welche zur ersten addiert

2aavaa —kk =0 und daher k =g

dieser Wert gibt in der anderen eingesetzt

—pgV1l—m= \/(aa — pp)(aa —qq)

und daher

—q  _ aa—pp
aa—qq  py1—m’

als logische Konsequenz

_a\Jaa—pp
1=~ Jaa— mpp’
wo das negative Zeichen anzeigt, dass g im negativen Teil der Abszissen
genommen werden muss. Es werde zu E die Normale zur Kurve EN gezogen;
es wird sein
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PE _ Jar=pp
EN  Jaa—mpp’

Also ist CQ = ”EI;\}E Es sei weiter GH der konjugierte Durchmesser, welchen

die Normale EN in V schneide; es wird gelten

PE CV _ CQ

EN CN cCI’
nachdem CG bis zum Schittpunkt mit der Ordinate QM in I verldangert
worden ist. Daher geht wegen CQ = ”'CCIQ CI = a = CA hervor. Daher folgt
diese leichte Konstruktion: Der konjugierte Durchmesser GH werde iiber G
hinaus bis hin zu I fortgesetzt, dass CI = CA wird; von I aus werde nun
zur Achse AB das Lot IQ gefillt, welches die Ellipse im gesuchten Punkt M
schneiden wird. Aber wegen k = a wird sein

_ 2mpq 2mp-PE 2CN-CV
Arc. EM — Arc. FM = . - N - oN 2CV

-wegen CN = mp. Q. E. L

KOROLLAR 1

§99 Wenn aus denselben zwei Gleichungen durch Eliminieren von k das vor-
hergehende Problem allgemein aufgelost wird, wird die folgende Gleichung
erhalten werden

mq*(r\/aa — pp — pv/aa — rr)* — 2aaqq(aa -+ mpr)(aa — pr — \/(aa —pp)(aa —rr))

+a°(\/aa — pp — /aa —rr)* =0,

woher wir durch Auflosung diese Gleichungen erlangen

09 = aa(aa — pr — /(aa — pp)(aa — rr))(aa + mpr + \/(aa — mpp) (aa — mrr))
m(r /i —pp — pv/aa — 1) ’

a<\/a+r)ga—p) _\/a—r)(za—&-p))(\/a—&-p\/ﬁ%y(:—&-r\/ﬁ) i\/a—pﬁ%y(:—rﬂ))

ry/aa — pp — p\/aa —rr

q:
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KOROLLAR 2

§100 Obwohl diese Losung in der Sache von der Losung des vorhergehenden
Problems abweicht, gibt sie dennoch sofort eine Losung des vorhergehenden
an die Hand. Wenn wir namlich festlegen

r=—p und +Vaa—rr=—\/aa—pp,

geht die erste Gleichung des vorhergehenden Korollars in diese Form {iiber

—2aaqq(aa — mpp) - 2aa + a®(2\/aa — pp)* =0

oder
_ aa(aa — pp)
M= "ga— mpp
KOROLLAR 3

§101 Wenn wir aus den ersten zwei Gleichungen g eliminieren, werden wir
erhalten

aa(y/aa —pp — \/aa —rr)v/aa — kk

(r/aa — pp — pv/aa — rr)\/aa — mkk

und
— a(r—p)Vaa—kk
VT = Jaa—pp — paa—rr
daher wird

a*(aa — kk)(\/aa — pp — /aa — rr)* + a*(aa — kk)(aa — mkk)(r — p)?

= aa(aa — mkk)(r\/aa — pp — p\/aa —rr)?

oder

mk*(r — p) = 2kk(aa — mpr)(aa — pr — \/(aa —pp)(aa —rr))

—aa(aa — pr — \/(aa — pp)(aa —rr))?,
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woher wird

K — (aa — pr — /(aa — pp)(aa — rr))(aa — mpr — \/(aa — mpp) (aa — mrr))
B m(r —p)?

4

und daher wird erschlossen

<\/ inep) _ .,/ (a—r>2<a+p>> ( e f (a-rm§$+pﬁ>)

r—p

k=

KOROLLAR 4

§102 Daher wird sein

kg = aa(aa — pr — +/(aa — pp)(aa — rr))(\/aa — mpp — \/aa — mrr)

m(r — p)(ry/aa—pp — p/aa —rr

mkq

aa

Daher, weil die Differenz der Bogen pg und gr =
allgemein haben

(r — p) ist, werden wir

(aa — pr — \/(aa— pp)(aa— 17))(/aa = mpp — /aa —mrr)
ry/an—pp— pyaa—rr '

wenn freilich der Punkt p aus Korollar 1 bestimmt wird. Es wird also sein

Arc. pg — Arc. qr =

(y/aa = pp — v/aa —rr)(/aa = mpp — /aa = mirr)

Arc. pg — Arc. qr = rp

und

( \/ (w4r)fatp) _ \/ <a—r)2<a—p)> ( \/ (atp/matrim) _ \/ (a—p@)nga—rﬁ)>

p+r

q:
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PROBLEM 7

§103 Nachdem irgendein Ellipsenbogen fg (Fig. 6) vorgelegt worden ist, vom
gegebenen Punkt p aus den Bogen pgrs abzutrennen, der vom Dreifachen
jenes Bogens fg um eine geometrisch angebbare Grofse abweicht.

LOSUNG

Es seien wie bisher die Abszissen der gegebenen Punkte f, ¢ und p AF = f,
AG = g, AP = p und es werde zuerst der Bogen ak gesucht, dessen Abszisse
diese sei

_,_ 8F—fG _ a*(pp—ff)
AR i ey~ sF i fG

dass gilt

Arc. ak — Arc. fg = nic[j;g'

Dann werde ein Punkt g gesucht, dass gilt

pK+kP  a*(pp — kk)

AQ:q:a4—mkkpp_ pK — kP

und daher

0- a*(qq — pp) — kk(a* — mppqq) _ pqa(qq — pp)K — kq(qq — kk)P

2kp kp(pp — k) ’

und es wird sein

mk
Arc. fg — Are. pq = ——(pq — fg)-
Auf die gleiche Weise werde weiter der Punkt r gesucht, dass ist

gK+kQ _ a*(qq —kk)

AR:r:aa—mkqu_ gK — kQ

und

a*(rr — qq) — kk(a4 —mqqrr)  qr(rr —qq)K —kr(rr — kk)Q
R P— P— ’
2kq kq(qq — kk)
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und weil gilt

mk
Arc. fg — Arc. gr = E(qr - f9),

wird sein

mk
2Arc. fg — Arc. pgr = E(pq+qr—2fg).

Daher wollen wir auf die gleiche Weise einen Punkt s bestimmen, dass die
Abszisse diese ist

. a*(ss —rr) — kk(a* — mrrss) _ rs(ss —rr)K — ks(ss — kk)R
N 2kr N kr(rr — kk) ’

und weil gelten wird

Arc. fg — Arc. rs = Zf(rs - f3),

wird man haben

3Arc. fg — Arc. pqrs = T—:(pq—i—qr—i—rs —3f9).
Q.E. L

KOROLLAR 1

§104 Es ist offenbar, dass, indem auf die gleiche Weise weiter fortgeschritten
wird, von einem gegebenen Punkt p aus ein Bogen pt bestimmt werden kann,
der vom Vierfachen des gegebenen Bogens fg um eine algebraische Grofie
abweicht, und dass die Operation auf diese Weise beliebig weit fortgesetzt
werden kann.

KOROLLAR 2

§105 Wenn der gegebene Bogen fg dem ganzen Quadranten gleich wird,
dass f = 0 und ¢ = a und daher F = a* und G = 0 ist, wird k = a und K = 0
sein. Daher wird aufgefunden

P aa — pp
q = = a
a(aa — mpp) \/ aa — mpp
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und auch

o= “1@1-aa),  —(aa—gq)PP _a’(aa —qq).

p(pp — aa) ap(aa—, pp)(aa — pp) p
aber es ist

o a(l=m)pp . _ —(1-m)a’p

a0 —qq=——— mpp ,qoher wird Q = prp—
Weiter
_ Q _
= a(aa —mqq) P

und

R= —aa\/(aa — pp)(aa — mpp) = —P.
Schlieflich wird gelten

_ _ g5
e N O ) R S Y o )
a(aa — mpp) aa — mpp aa — mpp

und es wird werden

_ =g = mp, | 2E—PP
3Arc. fg — Arc. pqrs = _pq=mp aa—mpp’

KOROLLAR 3

§106 Der Punkt p wird auch so bestimmt werden konnen, dass wird

pq+qr+rs =3fg,

in welchem Fall der Bogen pgrs dem Dreifachen des gegebenen Bogens fg
exakt gleich wird. Und so wird weiter ein Bogen gefunden werden konnen, der
zum gegebenen Bogen fg¢ in einem bestimmten anderen vielfachen Verhiltnis
steht.

61



BEMERKUNG

§107 All diese Probleme, welche ich hier fiir die Ellipse behandelt habe,
werden auf die gleiche Weise fiir die Hyperbel aufgelost werden kénnen;
so wird auch, nachdem irgendein Hyperbelbogen gegeben worden ist, von
jeglichem gegebenen Punkt derselben Hyperbel aus ein Bogen abgetrennt
werden konnen, der entweder von jenem Bogen selbst oder von seinem Dop-
pelten oder seinem Dreifachen oder von jeglichem anderen Vielfachen um
eine geometrisch angebbare Grofie abweicht. Des Weiteren wird sich dieser
Punkt auch so annehmen lassen, dass die Differenz gianzlich ins Nichts tiber-
geht, in welchem Fall, nachdem irgendein Hyperbelbogen gegeben worden
ist, ein anderer Bogen abgegeben werden kénnen wird, der entweder seinem
Doppelten oder Dreifachen oder jeglichem anderen Vielfachen exakt gleich ist.
Dabher ist es klar, wenn, nachdem ein Bogen vorgelegt worden ist, ein anderer
Bogen gefunden worden ist, der zu jenem in einem Verhiltnis von y zu 1
stehe, und auf auf die gleiche Weise ein anderer Bogen gesucht wird, der zu
demselben in einem Verhiltnis von n zu 1 stehe, dass man dann auf diese
Weise zwei Hyperbelbogen hat, die in einem Verhiltnis von y zu v zueinander
stehen, und so werden auf unendlich viele Weisen zwei Bogen dargeboten
werden konnen, die in einem beliebigen Zahlenverhiltnis zueinander stehen.
Und daher werden Probleme von dieser Art nicht nur fiir die Hyperbel aufge-
16st werden konnen, sondern fiir ganz und gar alle anderen Kurven, die so
beschaffen sind, dass der Bogen, der der Abszisse oder irgendeiner anderen
variablen geraden Linie x entspricht, in dieser Formel enthalten ist

dx(A + Bxx + €xt)
VA+ Cxx + Ex* '

welche auch durch die anfangs angegeben Regeln so weiter ausgedehnt
werden kann, dass sie auf diese Form zuriickgefiihrt wird

/ dx(A + Bxx + Cx* + Dx® + ExB +ete.)
VA + Cxx + Ex* ’

aber ich glaube, dass sich im Augenblick weder mit der Hyperbel noch mit
anderen Kurven dieses Geschlechts langer aufzuhalten ist.

62



