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11 fW:—}(fdx\/g+(fk gh)x hfd \/f+ ghkyfk

(h+ kzz)% 1 —hxx y
fir x = 1 und y = B gesetzt.
Vh+kzz Vh+kzz
. fdz@ fd \/k+ (gh — fk)x yy \/h+ (fk— gh)yy
(f +g22)? I=fxx " f —8yy
fir x = 1 und y = B gesetzt.
VF+gz VF+sezz

dz _1 l-gxx 1 [k —gyy
f(f+gzz) Vh+kzz ffdx\/hﬂfk—gh)xx fk—ghfdy fyy—nh

" h + g
fir x = \/jTgZZ gesetzt.

[ dz — kxx _ 1 [ dy g —kyy
(h+kez)i/Frgez f+ gh—fk)xx gh— fk hyy — f
fur x = m und y = 1/ f + g gesetzt.
zzdz 1 fxx 1 fyy—h
VIL — L (dx _ p
f(f+gzz)%m gf \/k+(gh fl)xx fk—ghf y\/k—gyy

1 k
firx = ———=und y = = gesetzt.

Vf+gzz Y f+gzz

zzdz 1 1 — hxx 1 hyy — f
VIIL =—— [dx = d
f(h—l—kzz)%«/f—i—gzz K \/g+(fk—gh)xx gh—fkf N\ s —kyy
o 1 _ |f+gz
fur x = Vitie und y = [y gesetzt



THEOREME

[f+gzz 1 [fk—gh+ gxx
L[ h+kzz_kfdx xx —h
fiir x = Vh + kzz gesetzt.
|f+8zz _ _ |f+gzz hxx — f
L Jdz h+kzz N h+kez Jdx g —kxx

f+gzz
h—+ kzz

fir x =

gesetzt.

ML [dzy/L 8% . f+gzz+gh;fkfdx\/g+1_gxx

h+kzz "\ h+kzz (fk — gh)xx
firx =~ gesetzt.
\/f+gzzg
|f+gzz g [h+kzz  fk—gh 1—gxx
V. [z h+kaz k- ergzz+ k J dx h+ (fk —gh)xx
fur x = \/% gesetzt.
Qzz

|f+gzz g [htkz f k —gxx
V. Jdz htkzz k- f+gzz+kfdx fxx—h
fur x = ”;I;Z gesetzt.
|f+gzz _ f h+kzz gh— fk xx —h
VI [ dz h—l—kzz_hfdz f—i—gzz+ hk J dx fk—gh+ gxx

fiir x = Vh + kzz gesetzt.




[f+8zz _f h+kzz gh— fk xx—h
VIL [ dz h—l—kzz_hfdZ f+gzz+ hk J dx fk—gh+gxx

fir x = v/ h + kzz gesetzt.

f+gzz f+gzz
VL /dz\/ iz Nz TP

_8h—fk g+ (fk—gh)xx _ fk—gh f+(gh— fl)yy
b= gk fdx\/ 1 — hxx - gh fdy\/ 1 —kyy

1 z
fiir x = ——— und y = —————— gesetzt
ir x mun y mgesez
und
—f(fk—gh) 1 — kxx f 8§ —kyy
Q=180 ry L4
gh / f =+ (gh— flk)xx gfy kyy — f
. z | ftgzz
fir x = Ny und y = 4/ T k2 gesetzt.
|f+8zz _ fk_[f+gzz
X /dz h+kzz_ghz h+kzz+P+Q'
mit

_ 8h—fk xx—f _gh—fk yy —h
P=" fdx\/gh—fk+kxx— kN e ot gy
fir x = \/f 4+ gzz und y = Vh + kzz gesetzt

und



f(gh fk) — kxx _f g —kyy
0= J dx \/f+ (gh— fl)xx fy hyy — f

fir x = \/m =4 / Y + k gesetzt
X / [f+gzz gh fk [f+gzz f/ h+kzz
h+kzz h+ kzz f+gz

_8gh—fk g+ (fk—gh)xx fk gh f+(gh— fk)yy
P_gkfdx\/ fd\/ ey

1— hxx Y
fur x = # und vy = 2 esetzt
_\/h—i—kzz y_\/h—i—kzzg ’

|f+gzz _ f_ |[htkzz
/dz h+kz h- f+gzz+P+Q’
_ gh—fk xx—f _gh—fk yy —h
e Ty ey =iy e LY ey ey

fir x = \/f + gzzund y = Vh + kzz gesetzt

_ f(fk—gh) I—fxx  _ —f | fyy —h
Q= gh fdx\/k+(gh—fk)xx N 7fdy k—gyy

h+kzz

1
—_— d pu—
Vf+gzz ey f+8zz

|f+8zz g [h+kzz
/dz h+kzz k” f—l—gzz+

und

fir x = gesetzt.




P:f(gh—fk)fdx\/kﬂgh—fk)x Lt Ly \/h+(fk gh)yy

ghk 1— fxx gyy
fir x = 1 u gesetzt
Vf +8zz b4
und
f(fk—gh) 1— fxx —f fyy—h
_JVETSN g — L ra
Q gh fax k+ (gh — fk)xx h Jdy k — gyy
fir x = # und y = bt kzz esetzt
- JfFgzz 7= f+gZZg '

f+gzz gh—fk |h+kzz f/ h+kzz
XIIL. /dz,/thkzz_ A Frge ) Frgn TP

mit

_ f(gh— fk) k+ (gh — fk)x fk gh h+ (fk—gh)y
ST fdx\/ 1— fxx /4 \/ —8yy

1 Z
firx = ———und y = , | ——— gesetzt.
Vf+gzz Y \ \/f+gzzg

EIN EINZIGARTIGES THEOREM

/dz [f+gzz —gxz / [ f+gxx
h+kzz h+ kxx’

wo p eine beliebige Konstante bezeichnet, nachdem zwischen x und z die Relation

Es gilt

gkxxzz — pxx — pzz — 2xz\/(p + fk)(p+gh)+ fh=0

oder



_ —z/(p+ fk)(p + gh) + /p(f + gzz) (h + kzz)

* p — gkzz

festgesetzt worden ist.

ANNAHME

Das Zeichen Tlx[a] bezeichne den vom Scheitel aus genommenen Bogen, dem auf
der transversalen Halbachse die Abszisse = x zukommt, des Kegelschnitts, dessen
Halbparameter = 1 und transversale Halbachse = a ist.

KOROLLAR

Wenn a eine positive Grof3e ist, wird auf diese Weise ein Ellipsenbogen be-
zeichnet, wenn sie aber negativ ist, ein Hyperbelbogen, wenn freilich x eine
positive Grofie und kleiner als 2a war.

INTEGRATIONEN DER FORMEL [ dz /4782 EINGETEILT IN 12 FALLE

FallI [ dz {:‘%Z

Das Integral ist unmittelbar

fk+gh_ fk k fk
N TR <1_Z\/;> bﬂgk}

oder auch nach Theorem I

C+

f ka+gh 1_\/h—kzz [kargh}
V fk+gh fk Vh fk '

Fall 11 [ dzy/{=52 mit fk > gh

Das Integral ist unmittelbar

- fzf\;%hnfkf_kgh <1_Z\/§> [fk]j{gh}




oder auch nach Theorem I

f fk—gh (. Vh—kzz\ [fk—gh
R/ = TR (1 Vi )[ |

Fall III [ dz\/ =82 mit fk < gh

Das Integral ist unmittelbar
gh—fk_ fk \/E [ —fk ]
C+ IT =—1 .
Kk sh—fk \*Vh ol — fk

Fall IV [ dz\/ 4282 mit fk < gh

Das Integral ist nach Theorem I

f th—fk<\/h+kzz_1 [—gh+fk}
veh—fk fk vh fe b

C+

Fall V [ dzy/ 152

Das Integral ist nach Theorem III

coo [ Trs=  f [ fkveh( JikTgh {fk%—gh]
h+kz  \/fk+gh  fk §(h+kzz) fk

oder nach Theorem 11

[—f+gzz  fk+gh fk k(—f + gzz) fk
C+z h+ kzz * k\/fk ka+gh (1_ g(h + kzz) ) [fk+hg]'

Fall VI [ dz\/ =782 mit fk > gh

Das Integral ist nach Theorem III



coo S  f L fk—eh( J/FKk—gh [fk—gh]
—h+kzz  \/fk—gh fk g(—h+kzz) fk

oder auch nach Theorem II

—f+gzz _fk—gh_ fk k(—f +g22) fk
C+Z\/ﬁ+ k\/fk ka—gh (1_ g(—h+kzz)> [fk—gh]'

Fall VII [ dzy/ =82 mit fk < gh

Das Integral ist nach Theorem III

gz [h—kzz gh— fk fk f(h—kzz) —fk
C+ k \/f—gzz k\/fk th—fk( h(f — gzz) 1) [gh—fk]'

Fall VIII [ dzy/ 5482 mit fk < gh

Das Integral ist nach Theorem II

CogfHezzm_ f  pgh—fk( Veh—fk | [—gh+fk]
h—kz  \Jgh—fk  fk g(h —kzz) fk

oder auch nach Theorem V

c_ 8 h —kzz N f I_Igh—fk z\/gh — fk 1 [—gh—kfk}
e T S W e = )

Fall IX [ dz\/ 152 mit fk > gh

Das Integral ist durch Theorem X

c_ k—ghz [frgz fk—gh fk( zvk {fk}
gh h+kz  k\/fk gh Vh+kzz | | gh



+

f ka—gh<\/f+gzz_1 [—fk+gh]
VFk—gh gh f gh

oder auch nach Theorem XIII

C_(fk—gh)z /h+kzz+fk—ghnﬁ 1 Vf [fk]
hk f+8zz  k\/fk gh Vf+gzz ) Lgh
f o fk—gh («/f—l—gzz_l [—fk+gh]
Vfe—gh — gh v gh |

+

Fall X [ dz\/ £82 mit fk > gh

Das Integral ist nach Theorem IX

fkz | f—gzz  fk—gh fk (. k(f—gzz)\ [ fk

T A (1 NI ) M

B f ka—gh z\/fk—gh 1 [—fk—l—gh}
V fk—gh gh f(—h+ kzz) gh

oder auch nach Theorem XI

_fz |—h+tkz  fk—gh fk [ k(f —gzz) fk
“ f—gzz+k\/ﬂngh<1 JW)[]

gh

f ka—gh( Vfk—gh _1> [—fk+gh]

T f—gh o gh k(f — g22) gh

Fall XI [ dz\/ L2

Das Integral ist nach Theorem XI

c_Jfz [“htkz  f ka—I—gh(l_ VFk+ gh >[fk+gh}

n\ frgzz fk+gh  gh k(f + g22) gh
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KK gh\ /Fk+gh gh

oder auch nach Theorem XII

C+gz ~hikz  f ka+gh<1_ \/fk+gh>[fk+gh]

+fk+ghnfk< k(f +g22) _1> [—fk]

f+gzz fk+gh gh VE(f + gz2) gh
+fk+ghnfk v 1 [—fk]
ky/fk gh \ \/f+gzz gh |’

Fall XII [ dz/ /82

Das Integral ist nach Theorem XIII

C—(fk+gh)z h+kzz+ f ka—i—gh 1 Vf—8zz [fkvtgh}
hk f—82z  \/fk+gh  gh vV gh

+fk+thfk<\/jf H k}

k/fk gh \ \/f—gzz gh
Daher konnen also alle Fille der Formel
/ g, | ® + ,Bzz’
v+ dzz

wie auch immer die Buchstaben «, 8, v, § beschaffen waren, mithilfe von Bogen
von Kegelschnitten integriert werden.

Daher lassen nicht nur die anfangs erwdhnten Formeln eine Integration
mit Kreisbogen zu, sondern auch unzdhlige andere, die es erlauben per
Substitution auf die Form

/dz a + Bxx
v+ oxx

zuriickgefiihrt zu werden, von welcher Art die folgenden sind
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ft+gzz frxx+g 1 fyy — fk+gh
h+kzz J dx hxx +k hfdy yy —k

Virthzz oesetzt,

firx=1undy=

dz __1 XX —g :_1 yy —k
fzz\/(f—l—gzz)(h+kzz) N ffdx\/m hfdy\/ fyy — fk+gh

RVee i +gzz und y = Y= gegetzt,

fir x =

dz _k |f+g8zz g | h+kzz
/\/(f—|—gzz)(h—|—kzz)_fk—gh/dz h+kzz fk—gh/dz f—l—gZZ’

die Reduktion welcher Formel auch so durchgefiihrt wird

dz k— gxx fyy—h
f\/(f—i—gzz)(h—i—kzz fk— Shf \ fyy —h fk 8hfd | k—gxx

h+kzz
f+gzz

fur x = gesetzt

oder auch so

dz B — gxx — fyy
f\/(f—l—gzz)(h—i—kzz = Jdx \/h+ (fk—gh)x -J y\/k+ (gh— fk)yy

z _ 1

W= und y = = gesetzt.

Wir wollen zz = v setzen und werden die folgenden Formeln erhalten, welche
gleichermafien durch Bogen von Kegelschnitten konstruiert werden kénnen
werden

fiur x =

12




fdv\/f-l-gv > | do\/f +gv
v(h + ko) "~ o/o(h + ko)
v\ v
[ dvy/v 4 [ d
V(f +80)(h + ko) Volf +8v) (Il + ko)
I dv\/f +gv 6. | dv
(h+ko)2\/o - oy/o(f 4 g0)(h + ko)
I do 5. | dv\f
(f 4+ gv)2\/v(h + ko) U (f+go)? \/h—i—kv
denn diese werden umgekehrt fiir v = zz gesetzt auf die vorhergehenden
Formen zurtickgefiihrt.

Daher ist klar, dass diese sich ziemlich weit erstreckende Formel auf Bogen
von Kegelschnitten reduziert werden kann

/ (A + Bu)du

V(o + Bu)(y +ou)(e+ qu)’

welche es verdient besonders bemerkt zu werden. Denn man setze « + fu = v,
dass u = % ist, und diese Formel wird in diese iiberfiihrt werden

/ dv(AB — Ba + Bo)

BV/o(By — ad — dv)(Be — af + (o)

welche auf die zwei unten Nummer 3. und 4. erwdhnten Formeln zuriickge-
tithrt wird. Wenn also

a + Bx + yxx + 6x°

drei reelle Faktoren hat, wird diese Formel

/ dx(A + Bx)

Va+ Bx + yxx + 6x3

auf die dargelegte Weise integriert werden konnen; sie wird aber immer
zumindest einen reellen Faktor haben. Wenn aber zwei imaginar sind, kann

die Formel a + Bx + yxx + 6x° so darstellt werden y(pp + 2npqy + qqyy) mit
nn < 1, dass das Integral dieser Formeln zu bestimmen ist

13



Cdy Ddy./y
/ +f -
Vy(pp +2npgy + q9yy) VpPp +2npqy + qqyy

Man setze

Vpp +2npqy +qqyy = p + qyz

2p(z—n)
g(1—zz)

die konstruierbare
CV2 / dz
VPG ) \(z—n)(1—z)(1+2)

tibergeht, die zweite hingegen in diese

ZDf/dz zZ—n

und es wird y = werden, mit welcher Substitution die erste Formel in

3 I

1—zz 2

weil aber

/dz\/z—n z z—n / zdz
(1—22)2 Vi-zz Viz—n)(1—-2)(1+z)

ist, kann auch diese durch die obigen konstruiert werden. Und so hat man im
Allgemeinen die Konstruktion dieser Formel

/ dx(A + Bx)
Vet Bx 4 yxx + 6x3

PROBLEM 1
Die Integration dieser Formel
dx
Va4 bx + cxx + dx3 + ex?

mithilfe von Bogen von Kegelschnitten durchzufiihren.
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LOSUNG

Die Grole a + bx + cxx + dx> + ex* lasst sich immer in zwei einfache trinomiale
auflosen, welche (« + 2Bx + yxx) und (6 + 2ex + {xx) seien, sodass man diese
Formel zu integrieren hat

dx
/ V(& +2Bx + yxx) (6 + 2ex + {xx)

Man setze

0+ 2ex + fxx = (a +2Bx + yxx)y,

dass diese Formel vorgelegt ist

dx
/ (& +2Bx + yxx) /Yy

Aber die angenommene Gleichung liefert durch Ziehen der Wurzel

e+0x— By —yxy =/pyy+qy+r

fur

p=PBB—way, g=af—2Be+5 und r=ee— ol

Dann gibt aber dieselbe differenziert

1
dx(e -+ {x — By —yxy) = Hdy(a+ 2By +93)

oder

dx B %dy
a+2Bx+yxx e+ lx— By —yxy’
Wenn wir also fiir diesen letzten Nenner den gerade gefundenen irrationalen
Wert einsetzen, geht die vorgelegte Formel tiber in diese

/ ydy
Vy(pyy +qy +7)

deren Integration mittels Bogen von Kegelschnitten oben gezeigt worden ist.
Hier ergibt sich also die Frage, was tiber diese Formel zu bemerken ist

15



dx(A + Bx + Cxx)

Va4 bx + cxx + dx3 4 ext
Es ist ndmlich ersichtlich, dass es nicht notwendig ist, dass dem Zihler
hohere Potenzen von x zugeteilt werden; der hoch geehrte D” ALEMBERT
sogar zugegeben, dass er sie im Allgemeinen nicht auf die Rektifikation von
Kegelschnitten zurtiickfiihren kann. Er betrachtet zwar in Band IV der Mem.
Acad. R. Berol. auf Seite 254 den Fall, in dem A = 0, C = 0 und a = 0 ist,
sodass die Formel

dx+/x
Vb + cx + dx? + ex®

ist, und versucht zu zeigen (S. 257), dass ihre Integration im Fall dd = 4ce
mittels Bogen von Kegelschnitten durchgefiihrt werden kann; aber die Metho-
de, die er gebraucht, scheint die Aufgabe keineswegs zu erledigen, wie dem
aufmerksamen Leser bald klar werden wird. In der Tat geben die Transfor-
mationen, welche er darauf folgend angibt, auf diese Weise nie handhabbare
Fille an die Hand. Deshalb ist diese Untersuchung, wie sie hochst schwierig
ist, mit Recht der ganzen Aufmerksamkeit wiirdig anzusehen, woher es auch
forderlich sein wird, meine Versuche zu dieser Frage vorgelegt zu haben.

PROBLEM 2

Die Bedingungen zu finden, unter denen sich die Integration dieser Formel

/ dy(P + Qy + Ryy)
VAYE 4+ 2By5 + Cyy + 2Dy + €

auf diese einfachere

dx(P + Qx + Rxx)
VAx*+Cxx+E

zuriickfiihren lisst.

LOSUNG

Man lege zwischen den zwei Variablen x und y eine solche Relation fest

16



axxyy + 2xy(Bx + yy) + oxx + eyy + 2{xy + 2yx + 20y + 3 = 0,

deren Koeffizienten man so bestimme, dass gilt

Bl —an—76=0, (0—yx—en=0,
vy —ae =2, vl —at — Be =B,
nn —dx = €, iy — P —00 =2

und

CC+2yn — o — e —4P0 = €,

und daher wird fiir den Nenner der transformierten Form

A=PB—nad, E=00—ex

und

C=C00+2B0 —asx—de—4vyy
sein. Weil man aber die neun Buchstaben «, 3, 7, 6, ¢, {, 17, 8, 5« hat, wird diesen
sieben vorgeschriebenen Bedingungen in jedem Fall Geniige geleistet werden
konnen und es wir immer noch eine nach unserem Belieben zu bestimmende
tibrig bleiben. Wenn wir nun der Kiirze wegen

Ayt +2BY° + €2 +20y+ ¢ =Y und Ax*+Cxx+E=X

setzen, liefert die Auflosung der angenommenen Gleichung

axyy + 2Bxy + 6x + yyy + {y + 1 = VY,
axxy + 2yxy + ey + Bxx + {x + 0 = VX
und ihre Differenzierung fiihrt zu dieser Gleichung

dy ax
VY VX

Wir wollen also

17



/ dy(P + Qv + Ryy) _v_ dx(P + Qx + Rxx)
VAYE+2By8 + €y + 2Dy + € VAx*+Cx*+E

setzen und V sei eine solche algebraische Funktion

1 1
V =mx +ny + pxy + Sqxx + STy -+ txyy.

Daher wird man nach Nehmen der Differentiale und jeweiligem Gleichsetzen
der homogenen Terme die folgenden Bestimmungen finden

%/ n:%l P:%, q:O, r=0 und tIO,
zusitzlich kommt aber diese Bestimmung hinzu, dass 2AQ = B ist. Weiter
wird

m =

P:‘B+W, Q=0 und R:Ag.

Also werden nach Bestimmen der Koeffizienten «, B, v, J, €, {, 17, 8, », aus
denen die Relation zwischen x und y besteht, aus ihnen die Grofien A, C, E
bekannt, nach Finden von welchen, wenn 29 = BR war,

dy (P + Qy + Ryy)
VAR +2By% + €2 + 2Dy + €
06— R
_/dx<‘43+(ﬁ J”) _1_%)%)
VAx*+Cx2+E

R

= Konst. + — (ﬂx + vy + axy)

sein wird. Solange also Q = 2 war, ist die Integration der vorlegten Formel
auf diese einfachere zurﬁckgefuhrt worden

dx(P + Rxx)
VA +C2+E

KOROLLAR 1

Die Bestimmung der Koeffizienten «, B, v etc. wird am angenehmsten auf
diese Weise unternommen werden. Zuerst suche man den Wert von s aus
dieser Gleichung

18



¢ _ BB — DDss n 22D — 2B ¢Es

A — Ess B—-Ds
weil welche eine kubische ist, wird sie gewiss ein reellen Wert fiir s geben;
nach Finden von diesem und nach beliebiger Auswahl der Grofle ¢ sei der

Kiirze wegen -5 = u, dann werden sich aber die Werte aller 9 Koeffizienten

so verhalten

[—u AB — 3ADs + 3BEss — DEs?
N s(s —uu)(B — Ds) ’

&
Tt 2t(s — uu)’
N N
T=2u 0= 2st(s — uu)’
1 1 3

1 1
€= 5t(421u —3Bs +Dss), »x= Et(4€su + 9B — 39s).

KOROLLAR 2

Dasselbe kann auf eine andere Weise geleistet werden. Natiirlich wird nach
Extraktion des Wertes s aus dieser Gleichung

¢ BB — DDss +29l©—2‘3€5
A — Ess B—-—Ds

und nachdem der Kiirze wegen %7_%3 = u gesetzt und t nach Belieben
genommen worden ist, gelten

1 B 1 [s(B+Ds) 1
atu’ p=0 7_5 u ! 5_4stu'

e =t(42u —Bs —Dss), (= u(%:—@s), U:%,/%ZSQS,

0 =2tu(B —Ds), »x=1t(B+Ds—4Csu).

19



KOROLLAR 3

Wenn 2 : € = BB : DD war, ist die kubische Gleichung ungeeignet fiir das
Definieren des Wertes s. Dieser Umstand wird aber leicht beseitigt, indem
man die Differentialformel vermoge der Festlegung y = y & a transformiert;
dadurch wird ndmlich die Form des Zihlers nicht verandert.

SCHOLION

Nach Setzen von R = n2 und Q = 7B kann die Integration dieser Formel

/ dy (R + nBy + nAyy)
VY +2By° 4+ €2 + 20y + €

immer auf die Integration einer solchen

dx(P + Rxx)
VAx* +Cxx +E

zuriickgefiihrt werden, die, wenn der Nenner Ax* + Cxx + E es erlaubt in
zwei reelle Faktoren von dieser Art (f + gxx)(h + kxx) aufgeldst zu werden,
mithilfe der Rektifikation von Kegelschnitten erledigt wird; aber wenn eine
solche Auflosung nicht gelingt, wird die Aufgabe mit folgendem Kunstgriff
gelost werden konnen.

PROBLEM 3

Wenn in der Formel

dx(P + Rxx)
VAx*+Cx2+E
die Grifle Ax* + Cx? + E nicht in zwei reelle Faktoren von dieser Art (f + gxx)(h +

kxx) aufgelost werden kann, sie in eine andere zu iiberfiihren, die sicher mithilfe von
Bogen von Kegelschnitten integriert werden kann.

LOSUNG

Man fiihre eine andere Variable z ein, deren Relation zu x mit dieser Gleichung
ausgedriickt werde
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4Exxz* — 4xxzzV/ AE —4Ezz + 2V AE—C =0,

wo VAE eine reelle Grofle sein wird, wenn Ax* 4+ Cxx + E keine reellen
binomialen Faktoren hat. Daher wird aber

dx(P + Rxx) = Konst. + Rx 2R\/Exzz
VAx*+ Cx? + VA A
RVE | 2ER
5 / dz (P VA + zz)
\J4Ez4 — (C— 6V/AE)zz 424 — ©/4

werden, in welcher neuen Formel die im Nenner enthaltene Grofle gewiss in
zwei reelle binomiale Faktoren auflosbar ist, weil

(c - 6@)2 > 16E <2A - Q\?)

ist, deshalb weil daraus

CC +4CV AE +4AE = (C+2VAE)* > 0
folgt.

ANDERS

Die neue Variable z habe zu x eine solche Relation

2Exxz* — Cxxzz + %xx —2Ezz =20
und es wird
dx(P+Rxx) _ CR . ZR\/EXZZ
\/Ax4+Cxx+E 2A\F A

—|— 2ERZZ)

) /
\/41524 2Czz 4 CCHAE

sein, deren Nenner gleichermafien sicher in zwei reelle binomiale Faktoren
aufldsbar ist.
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ZUSAMMENFASSUNG

Nachdem all dies bewiesen worden ist, ist es offenkundig, dass diese Formel

/ dy (P + nBy + nAyy)

VRAyt+ 2818 4+ €2 4+ 20y + €

immer mithilfe von Bogen von Kegelschnitten konstruiert werden kann. Weil
also der Nenner immer in zwei reelle trinomiale Faktoren aufgelost werden
kann, kann diese Formel so dargestellt werden

/ dy (P + n(ae + o)y + nadyy)
V(ayy +2By +7)(yy +2ey +0)
von welcher also dieselbe Konstruktion gegeben ist. Weiter kann durch Ver-

mehren oder Vermindern von y um eine Konstante Grofse unsere Formel auch
so dargestellt werden

/ dy(M + Nyy)
VA 4+ Cyy +2Dy +E
In diesen scheinen aber fast alle Fille, welche sich freilich mithilfe der Rektifi-

kation von Kegelschnitten integrieren lassen, enthalten zu sein. Wir wollen
aber noch eine andere Reduktion prasentieren.

PROBLEM 4

Bedingungen zu finden, unter denen die Integration dieser Formel

/ dy (P + nBy + nAyy)
VRAy+2By8 4+ €2 4+ 20y + €

sich auf diese einfachere

dx(P 4 Qx + Rxx)
V2Bx3 4+ Cx2 + 2Dx

zuriickfiihren lisst.
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LOSUNG

Man setze zwischen den Variablen x und y eine solche Relation fest

axxyy + 2xy(Bx + yy) + oxx + eyy + 20xy + 2yx + 20y + 2 = 0,

deren Koeffizienten man so bestimme, dass

BB—ad =0, yy—wae=A g —ab—Px="3,

00 —ex =0, np—0x=¢, (n—Px—00=29
und

CC+2yn —ax—de—4p0 =C
ist, zu welchem Zweck man zuerst p aus dieser kubischen Gleichung bestimme
3 1 1
p°— §¢pp — (A€ —BD)p+ E(CQIC% —ADD — BBE) = 0.

Nachdem weiter die Zahl m nach Belieben genommen worden ist, bestimme
man ¢ aus dieser quadratischen Gleichung

q9 — q(®m —B) + (m€ — p)(mp —A) =0,

wonach, wenn erneut eine beliebige Zahl n genommen wird,

:B_ n(m@—p) 9 — mP—Q[
V2mp — A —mme&’ ny/2mp — A — mme’
N = nq = q
V2mp — A —mme&’ ny/2mp — A — mme&’
n(mé€ —p)? __ (mp—up

B q+/2mp — A — mm¢€’ °T ng./2mp — A — mm¢’

m./pp — A€ Vpp — A€

- 2mp — A — mmeE’ = 2mp — A — mmeE’
4 p

04

und
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_ D(mp—2A) —B(me&—p)
V (pp — AE) 2mp — A — mme)

sein. Nach Finden von diesen wird

B=pl—an—v5, D=70—yx—mxy

und

C=0C+2B0 —ax—0dsx—4vyy

sein wird. Nun setze man

/ - AP +nBY +1AYY)  _ gonst 4 mx + ny + pay

v+ 2By + €2 + 20y + €

[ dx(P+ Qx + Rxx)
V/2Bx3 + Cx2 + 2Dx
und man findet wie zuvor
_pR ] _ R
m—m, n—% und p—m,

weiter

p:m+(ﬁ9—%’ﬂ7)ﬂ%l Q:% und R — 0.

Es ist aber notwendig, dass in der vorgelegten Form A = B ist, und daher
gibt diese Reduktion keine neuen Félle an die Hand. Aber nach Setzen von
x = zz geht die transformierte Formel in diese tiber

dz(P + Qzz)
V2Bz* + Cz2 + 2D’
welche Reduktion oft leichter gelingt als die vorhergehende.
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