UBER DIE RUCKFUHRUNG VON
INTEGRALFORMELN AUF DIE
REKTIFIKATION DER ELLIPSE UND DER
HYPERBEL *

Leonhard Euler

Es sind vor allem die Dinge herausragend, welche die im hochsten Mafle
scharfsinnigen Geometer MACLAURIN und D’ALEMBERT {iber die Redukti-
on von Integralformeln auf die Rektifikation der Ellipse und der Hyperbel
mitgeteilt haben, weil in diesen nicht nur das iiberragende Vermogen ihres
Geistes erkannt wird, sondern auch die nicht geringe Hoffnung erstrahlt,
diese Rektifikation in der Analysis gleichermafien geféllig zu gebrauchen wie
wir es bis jetzt nur bei den Kreisbégen und Logarithmen zu tun pflegen. Es
besteht freilich kein Zweifel, dass diese von den grofiten Geometern mit so
gliicklichem Ausgang unternommene Untersuchung sich sehr weit erstreckt
und irgendwann noch iiberaus reife Friichte tragen wird; denn obgleich bei
dieser Aufgabe schon sehr viel vollbracht worden ist, ist dennoch der ganze
Gestand noch nicht als erschopft anzusehen. Denn nachdem ich auf ganz
anderem Wege dorthin gelangt war, dass ich so bei der Ellipse wie bei der
Hyperbel verschiedene Bogen, deren Differenz sich geometrisch angeben
lassen soll, bestimmen konnte, scheinen die oben gelobten Méanner freilich
noch daran zu zweifeln, ob sich daraus ein leichter Zugang zur Behandlung
dieses Gegenstandes ergeben kann. Besonders scheint hier aber eine geeignete
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Bezeichnungsweise vermisst zu werden, mit deren Hilfe die Ellipsenbogen
genauso bequem in der Rechnung ausgedriickt werden konnen wie schon die
Logarithmen und die Kreisbogen mit grofien Nutzen fiir die Analysis durch
geeignete Bezeichnungen in das Kalkiil eingefiihrt worden sind. Solche neuen
Bezeichnungen werden eine neue Gattung des Kalkiils an die Hand geben,
dessen gleichsam erste Elemente ich hier darzulegen beschlossen habe.

Wie aber alle Kreisbogen auf den Kreis, dessen Radius der Einheit gleich
festgesetzt wird, bezogen zu werden pflegen, so wird es auch fiir alle Ke-
gelschnitte, welche wir in das Kalkiil einbeziehen wollen, gefillig sein, ein
gewisses festes durch die Einheit auszudriickendes Maf§ anzunehmen, wel-
ches sich gleichermaflen auf alle Gattungen bezieht. Es ist aber ersichtlich,
dass dieses Mafs nicht der transversalen Achse zukommen kann, weil diese
bei der Parabel notwendigerweise unendlich grofs wird, bei der Hyperbel
aber einen negativen Wert annimmt; genauso wenig ist die konjugierte Achse
fiir diesen Zweck geeignet, welche ja bei der Parabel auch unendlich wird
und bei der Hyperbel sogar einen imagindren Wert erhilt. Daher verbleibt
der Parameter, welchem nichtdestoweniger immer ein fester Wert zugeteilt
werden kann, bei welchem nichts entgegen steht, dass selbigem dauerhaft
ein fester Wert zugeteilt wird; und weil ja fiir den Kreis der Parameter in
den Durchmesser tibergeht und dessen Halfte mit der Einheit ausgedriickt zu
werden pflegt, werde ich im Folgenden durchgehend den Parameter mit zwei
anzeigen, sodass seine Halfte mit der Einheit ausgedriickt wird.

HYPOTHESE 1

§1 Fiir mich soll also durchgehend die Einheit den Halbparameter oder die rechte
Halbseite eines Kegelschnittes ausdriicken.

KOROLLAR 1

§2 Wenn also a die transversale Halbachse bezeichnet, auf welcher man die
Abszissen x vom Scheitel aus nehme und zu welchen man die Ordinaten y
orthogonal festlege, wird man diese Gleichung haben:

xx
yy =2x — e



KOROLLAR 2

§3 Solange a eine positive Grofie bezeichnet, wird die Gleichung eine fiir
eine Ellipse sein, welche freilich, sofern a = 1 ist, in den Kreis tibergeht; aber
fiir a = co wird man eine Parabel haben. Negative Werte von a hingegen
erstrecken sich zur Hyperbel.

KOROLLAR 3
Aus dieser Gleichung wird
_ dx(a—x)
a(2ax — xx)

und daher der der Abszisse x entsprechende Bogen

_/dx\/aa—Za 1—a)x+(1—a)xx oder :/dx\/ a +11—1
Va(2ax — xx) 2ax — xx a

tir die Ellipse, wenn a eine positive Zahl war.

KOROLLAR 4

§5 Fiir a = 1 wird fiir den Kreis der der Abszisse x, welche die des Sinus

_1
2x—xx’

a = oo geht der der Abszisse x entsprechende Bogen der Parabel als =

Jdxy/ % + 1 hervor.

versus ist, entsprechende Bogen = f dx wie bekannt ist, und fiir

KOROLLAR 5
§6 Wenn schliefllich a einen negativen Wert hat, sprich a = —c, wird der der
Abszisse x entsprechende Hyperbelbogen = [ dx /5= + @ sein.

HYPOTHESE 2

§7 Bei einem Kegelschnitt, dessen Halbparameter = 1 und die transversale Halb-
achse = a ist und die Abszissen auf der transversalen Achse vom transversale aus
genommen werden, werde ich den der Abszisse x entsprechenden Bogen mit dem
Schriftzeichen T1x[a] anzeigen.



KOROLLAR 1

§8 Hinter dem Zeichen I schreibe man also die auf der transversalen Achse
vom Scheitel aus berechnete Abszisse, welchem man die transversale Halb-
achse innerhalb der Klammern || ausgedriickt nachstelle.

KOROLLAR 2

§9 Daher bezeichnet dieser Ausdruck ITx[a] einen Ellipsenbogen, wenn a
eine positive Grofe ist, und einen Kreisbogen, wenn a = 1 ist, der Sinus versus
welches Bogens = x ist. Aber wenn a = oo ist, driickt er den Parabelbogen
aus, und schliefilich, wenn a eine negative Grofse ist, einen Hyperbelbogen.

KOROLLAR 3

§10 Ein Ausdruck Ilx[a] dieser Art hat also einen bestimmten Wert und
durch ihn wird nicht nur ein Kegelschnitt definiert, sondern auch sein Bogen
wird durch jenen Ausdruck angezeigt.

KOROLLAR 4

§11 Esist aber offenkundig, damit der Wert dieses Ausdrucks reell wird, dass
die Abszisse x nicht nur reell, sondern sogar positiv sein muss. Aber zusétzlich,
wenn 4 eine positive Grofie ist, ist es notwendig, dass die Abszisse x den
Grenzwert 2a nicht tiberschreitet. Die Grofse 2 muss aber notwendigerweise
reell sein.

KOROLLAR 5

§12 Also wird dieser Ausdruck ITx[a] imaginér sein, wenn entweder 1) die
Zahl a imaginédr war oder 2) x eine imagindre Grofle war oder 3) eine negative
Grofie war oder 4) zwar eine positive Grofie war, aber dennoch grofer als 24,
wenn freilich a eine positive Grof3e ist.

KOROLLAR 6

§13 Man bemerke auch, dass diese Formel ITx[a] eine Funktion von x solcher
Art darbietet, welche mit verschiedenem x auch verschwindet, sodass I'10[a] =
0- Wenn aber x eine unendlich kleine Grofle = w war, wird IMw[a] = V2w
sein und wird daher nicht von a abhdngen.



THEOREM 1

. . . 71 . . .
§14 Wenn diese Differentialform dx T + = so integriert wird, dass das

2ax—xx
Integral fiir x = 0 verschwindet, so wird

a a—1
/dx\/2ax—xx+ a = x4

sein.

BEWEIS

Jeder der beiden Ausdriicke bezieht sich auf den Kegelschnitt, dessen Halbpa-
rameter = 1 und des transversale Achse = g ist, und bezeichnet seinen vom
Scheitel aus genommenen Bogen, welcher der Abszisse x entspricht, wobei die
Abszisse auf der transversalen Achse genommen wurde und gleichermafen
vom Scheitel aus genommen worden ist.

KOROLLAR 1

§15 Wenn wir fiir a —a schreiben, wird man haben

a a+1
d — TIx[—
/x\/2ax+xx+ a x[—a],

in welchem Fall, wenn die Grofle in Klammern negativ ist, ein Hyperbelbogen
angezeigt wird.

KOROLLAR 2

§16 Wenn a = oo ist, in welchem Fall die Rektifikation der Parabel hervorgeht,

wird
/dx,/l +1 = Tx[od]
2x N

sein, dessen Wert, wie bekannt ist, mithilfe von Logarithmen dargeboten
werden kann.



KOROLLAR 3

§17 Aber wenn a = 1 ist, dass man

/ B

V2x — xx

hat, wird mit diesem Ausdruck der Bogen des Kreises, dessen Radius = 1 ist,
ausgedriickt, der Sinus versus welches Bogens zudem = x ist; sein Kosinus
wird also = 1 — x und sein Sinus = /2x — xx sein.

KOROLLAR 4

§18 Weil derselben Abszisse x zwei Bogen entsprechen, der eine positiv,
der andere negativ, wird der Ausdruck Ilx[a] per se zwei Werte darbieten,
genauso wie die Quadratwurzel; er wird also eine biforme Funktion sein, so
einen negativen wie einen positiven Wert enthaltend.

SCHOLION

§19 Sooft sich aber der Ausdruck ITx[a] auf die Ellipse bezieht, umfasst er
nicht nur zwei, sondern sogar unendlich viele Werte, genauso wie im Kreis
unendlich viele demselben Sinus versus zukommende Bogen gegeben sind.
Wir wollen also die Natur einer infinitiformen Funktion dieser Art fiir die
Ellipsen genauer betrachten.

PROBLEM 1

Alle derselben Abszisse x entsprechenden Ellipsenbogen zu finden oder alle der Formel
[1x[a] zukommenden Werte zu bestimmen.

LOSUNG

Es sei z der kleinste der Abszisse x entsprechende Bogen in der Ellipse, deren
transversale Halbachse = a ist; man setze den Halbumfang der Ellipse = A,
dass der ganze Umfang = 2A ist, und ist ist offenkundig, dass derselben
Abszisse x auch die Bogen 2A —z, 2A +2z,4A —z,4A +2,6A — z, 6A + z etc.
entsprechen, welche alle mit ihren Negativen in der Formel Ilx[a] enthalten
sind, sodass ihr Wert im Allgemeinen £2nA + =+ ist, wahrend n irgendeine
ganze Zahl bezeichnet.



KOROLLAR 1

§21 Weil JA der vierte Teil des Umfangs der Ellipse ist und diesem die
Abszisse x = a zukommt, wird %A = Ila[a] sein, aber dem Halbumfang A
kommt die Abszisse 2a zu, woher A = I12a[a| = 2I1ala], also I12a[a] = 2I1a|a]
ist.

KOROLLAR 2
§22 Wenn die Abszisse = 2a — x genommen ist, wird der ihr zukommende
Bogen = A — Ilx[a] sein, woher man diese Gleichheit ableitet
IIx[a] + I1(2a — x)[a] = 2I1ala],

wo die Klammern (), welche die Abszisse einschliefSen, von den Klammern
[|, welche die transversale Achse beinhalten, sorgfaltig unterschieden werden
miissen.

KOROLLAR 3

§23 Dieselbe Gleichheit kann aus dem Integral abgeleitet werden; denn fiir
2a — x anstelle von x gesetzt wird gelten:

a a—1
I1(2a — x)[a] = — /dx\/2ax =T = —ITx[a] + Konst..

Die Konstante muss hingegen aus einem bestimmten Fall erschlossen werden.
Wenn x = 0 gesetzt wird, wird Konst. = I124[a]; oder wenn x = a gesetzt
wird, geht hervor:

Konst. = ITafa] + I[a]a = 2I1a[a].

SCHOLION

§24 Ellipsenbogen haben aber aufierdem diese Eigenschaft, dass, wenn die
transversale Achse 2a kleiner war als der Parameter, was natiirlich passiert,
wenn die kleine Achse als die transversale genommen wird, dieselben Bogen
in einer anderen Ellipse genommen werden konnen, deren Achse grofser ist
als der Parameter. Diese Reduktion fuft also auf der Ahnlichkeit der Ellipsen,
deren Halachsen a4 und % sind, wihrend der Parameter = 2 derselbe bleibt.



PROBLEM 2

§25 Den Ellipsenbogen I1x[a], wenn a < 1 war, auf eine andere Ellipse zu zuriick-
zufiihren, deren Halbachse kleiner als die Einheit ist.

LOSUNG
Weil

a 1
[xla] = /dx\/Zax — XX +1- a

V2ax — xx = a — aay

ist, setze man

und es wird

2ax — xx = aa(1 — 2ay + aayy) und daher a—x = a\/2ay — aayy

sein; daher wird

—aady(1 — ay)

V2ay —aayy

Nach dieser Substitution werden wir

dx =

/—aadyl—ay) 1 +1_1
V2ay —aayy \/ a(1—ay)? a

oder

1+ (a—1)(1—ay)?
Hxla] = —ava- /d \/ 2ay — aayy

erhalten, welcher Ausdruck auf dieser Form reduziert wird

Wir wollen in der Integralformel a = % setzen, dass b = % ist; und es wird
werden




b 1
/dy\/Zby—yy +1-— 7= ITy[b] + Konst.

Nachdem der Buchstabe a eingesetzt worden ist, wird man wegen y =
a—+/2ax—xx
aa

I[Tx[a] = Konst. — ay/a- 112 =

2ax — XX [1]

aa a

erhalten, wo aus dem Fall x = 0 die Konstante als = a+/a - H% [ﬂ bestimmt
wird, so dass

1 2ax —xx |1
a v

Ix|[a] :a\/E-H% [} —ay/a - T12 -

a

und so ist der Bogen der Ellipse, deren Halbachse a ist, auf den Bogen der
Ellipse zuriickgefithrt worden, deren Halbachse = 1 ist.

KOROLLAR 1

§26 Wenn x = a gesetzt wird, wird

@ =0 wund daher [Ila[a] = a\/ﬁ'né [jl] -

aa
Nattirlich verhalt sich der Umfang der ersten Ellipse, deren Halbachse = 4 ist,
zum Umfang der zweiten, deren Halbachse = % ist, wie ay/a zu 1 oder ai zu
1.
ad
KOROLLAR 2

§27 Weil aber der der Abszisse “~Y22~XX entgprechende Bogen fiir x =

aa

0 gesetzt = I12 [1] wird, von da aus fiir wachsendes x schrumpft, bis er

schliefflich fiir x = a verschwindet, verlangt das Gesetz der Fortsetzung, dass
fiir x > a dieser Bogen einen negativen Wert annimmt.

KOROLLAR 3

§28 Also wird fiir x = 2a



IT

=l

aa

sein, nach Bemerkung wovon in diesem Fall x = 2a

[12a[a] = 211a[a] = Za\/EH% m

werden wird, was mit Korollar 1 tibereinstimmt.

SCHOLION

§29 Unter Verwendung der Substitution \/2ax — xx = a — aay haben wir
die Integralformel in eine andere ihr dhnliche umgewandelt, deren Wert
vermoge eines Bogens einer anderen Ellipse dargeboten werden konnte. Wenn
wir aber andere Substitutionen gebrauchen, erhalten wir Integralformeln,
deren Integration vermoge Kegelschnitte erledigt werden kann; weil aber a
so einen positiven wie einen negativen Wert erhalten kann, konnen dieselben
Substitutionen so auf die Ellipsen wie auf die Hyperbeln ausgedehnt werden.

PROBLEM 3

§30 Die Integralformel

/W“H_l
2ax — xx a

mittels geeigneter Substitutionen in andere gefilligere Formeln zu iiberfiihren, deren
Wert immer = Ilx[a] sein wird.

LOSUNG

Die erste Substitution geschieht durch Setzen von x = a — naz, wonach die
Integralformel diese Form annimmt

/ s \/W—nna 61—1) _Hg(l—]’lZ)[a];

1 —nnzz

man multipliziere diese mit m, dass

10



/ \/m n*aa +m’n*a(a —1)zz _ mIla(1 — nz)]al

1—nnzz

ist, welcher Ausdruck sich nun auf diese geféllige und gleichermaflen allge-

meine Form reduzieren lasst
| f+8zz
d f ;
/ z h+kzz

m*na’h = f, mna(l—a)h—g, —nnh =k,

woher wegen nnh = —k und n = %f

hier muss natiirlich gelten

—mmaak = f, mma(l —a)kk = gh

werden wird, und daher

_&§h _fk
p _f und a_fk—gh'

_ 1 /=f fk—gh |—f
m-a p oder m = Fr -

aus welchen Werten erschlossen wird, dass

/ vfiiﬁi — ghFkafkgh (1_2 _hk> [fkjjcgh]

sein wird. Dieses Integral wird also, wenn es keine imaginadre Form ist, durch
die Integration der Ellipse gelost, sofern % eine positive Grofle ist; wenn

sie aber negativ ist, zeigt die Integration einen Hyperbelbogen an.

Weiter ist

KOROLLAR 1

§31 Damit diese Form also frei von imagindren Groflen ist, ist es notwendig,
dass so _Tf wie ’Tk eine positive Grofle ist. Wenn eine der beiden oder beide

11



negativ waren, wird der Ausdruck von imagindren Grofien verwickelt; nichts-
destoweniger wird sein Wert reell sein, wenn nur das Differential selbst reell
ist.

KOROLLAR 2

§32 Weil aber die Differentialformel als reell festgelegt wird, lasst sich an-
nehmen, dass so f + gzz wie h + kzz positive Grofien sind; wenn namlich
beide negativ wiren, konnten sie nach Andern der Vorzeichen auf positive
zuriickgefiihrt werden. So wollen wir festlegen, dass

f+g8zz>0 und h+kzz>0.

KOROLLAR 3

§33 Damit unsere gefundene Integralformel einen reellen Bogen eines Ke-
gelschnitts ausdriickt, gentigt es nicht, dass %f und _Tk reelle Grofien sind,
sondern es wird zusétzlich verlangt, dass die Abszisse positiv ist; dort miissen
zwei Fille betrachtet werden, je nachdem, ob der Kegelschnitt eine Ellipse
oder eine Hyperbel war.

KOROLLAR 4
§34 Zuerst sei also der Kegelschnitt eine Ellipse oder % eine positive

Grofie und es ist notwendig, dass 1 — z\/_Tk > 0 oder 1 > —* ist, woher
hﬂzﬂ > 0 wird. Aber per Annahme ist & + kzz > 0. Daher wird in dem Fall,

in dem % > 0 ist, fiir die Realitdt dartiber hinaus verlangt, dass & eine
positive Grofe ist.

KOROLLAR 5

§35 Fiir die Hyperbel, oder wenn % eine negative Grofle war, muss
unsere Integration so dargesetellt werden

- [Frgez . gh—fk [—f. fk “k fk
/dz\/h+kzz_c+ 7k ngh—fk<Z h_1> [gh—fk}’

12



sodass % schon eine positive Grofde ist. Aber es ist notwendig, dass

| —k h+kzz
z 7>1 oder A <0,

woher wegen h + kzz > 0 der Hyperbelbogen nur reell sein wird, wenn & eine
negative Grofle ist.

KOROLLAR 6

§36 Also fiir die Ellipse, oder wenn fkf_ikgh > 0 ist, wird unser Ausdruck
einen reellen Ausdruck enthalten, sofern

1. h>0, 2. k<0 und 3. f>0.
Aber fiir die Hyperbel, oder wenn % > 0 ist, wird der Bogen reell sein,
sofern

1. h>0, 2. k>0 und 3. f <O.

SCHOLION 1

§37 Daher kdonnen wir mithilfe der gefundenen Formel nur einige Fille des

vorlegten Integrals
[f+8zz
/ dz h+kzz

erledigen. Denn weil im Allgemeinen die Buchstaben f, g, h und k entwe-
der positive oder negative Grofien bedeuten, werden wir, wenn wir bei der
Betrachtung der Fille sie nur als positiv annehmen, die folgenden reellen
Integrationen erlangen:

13



f+gzz _fk+gh\/7 fk B \/? fk
Lo = Vit U3V [reren)
f—g8zz _ _fk—gh\/7 fk _\/? fk .
= T il Vo W e
aber in diesem Fall wird verlangt, dass fk > gh.

[—f+gzz _ . gh—fk [f . fk k —fk .
L [dz m—C+ i \/;th—fk(Z h_1> [gh—fk]'

in diesem Fall wird aber verlangt, dass gh > fk.

Weil also in diesem dritten Fall die Beschaffenheit der Buchstaben f, /1, k schon
bestimmt ist, sich fiir g aber keine negative Grofse annehmen ldsst, ist es nur
moglich, diese drei vermoge unseres Problems zu erledigen. Die iibrigen Fille
sind hingegen alle ausgeschlossen, weil sie zu imagindren Bogen fithren. Weil
sie dennoch manchmal gewiss reelle Werte haben, werden wir im Folgenden
untersuchen, wie diese Félle durch anderen reelle Bogen ausgedriickt werden
konnen.

SCHOLION 2

§38 Bevor wir aber diese Aufgabe in Angriff nehmen, wird es helfen, alle
Fille fiir die Variabilitdt der Vorzeichen, mit welchen die Buchstaben f, g, h, k
behaftet sein konnen, aufzuzdhlen, wo es auch passieren kann, dass bestimmte
wegen einer anderen Bedingung in zwei unterteilt werden miissen, wie es sich
oben im zweiten und dritten Fall zugetragen hat. Nach Hinzufligung dieser
Bedingung werden wir die folgenden 12 haben, wo freilich die Buchstaben
f,8 h, k angenommen werden nur positive Werte zu haben.

14



II.

II1.

Iv.

VL

VIIL

VIII.

IX.

X.

XI.

XII.

[f+gzz
fdz h+kzz’
[f+gzz
f dz h+kzz’

e
o155
fo
=
o) 5=
fdz,/_fh__i_g;;;
fdz,/_hf;Lk‘zz

—f+gzz

fdz\/ h—kzz
|—f +gzz
J dz —h+kzz’
—f +gzz
fdz\/ —h+kzz’

wenn fk > gh war.

wenn gh > fk war.

ohne Einschrankung.

ohne Einschrankung.

ohne Einschrankung.

wenn fk > gh war.

wenn fk < gh war.

hier ist notwendigerweise fk > gh.

ohne Einschrankung.

hier ist notwendigerweise fk < gh.

wenn fk > gh war.

wenn fk < gh war.

Und von diesen zwolf Féllen lassen sich bis jetzt nur drei behandeln, nimlich
III, VI und XII, deren Integrale durch einfache Bogen von Kegelschnitten
ausgedriickt werden.
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SCHOLION 3

§39 Obwohl wir aber in diesen drei Féllen die Integrale entweder durch
Ellipsen- oder Hyperbelbogen ausgedriickt haben, sind dennoch bestimmte
Beziehungen zwischen den Buchstaben f, g, h und k gegeben, durch welche
unser Ausdruck mit so grofien Unannehmlichkeiten einhergeht, dass der
wahre Wert daher nicht gefunden werden kann, auch wenn er per se mehr als
leicht zu ermitteln ist. Und zuerst wird freilich im Allgemeinen, wenn in der

Formel
[ f+gzz
/ az h+kzz

fk = gh war, der Wert des Integrals so von verschwindenden und unendlichen
Grofsen verwickelt, dass seine wahre Grofie daraus nicht erkannt werden kann,
obwohl er dennoch per se vollkommen offenkundig ist; denn fiir k = f ! wird

/dzﬂij_ijﬁz/dq/m:/dZ\/i:C—i—Z\/z

sein, sodass in Wahrheit wegen gh = fk

-5 fk\/>nfk fk( ﬁ) {fkjj{fk}zz i

ist, obgleich die Begriindung fiir diese Gleichheit schwer erkannt wird, weil
diese Formel eher den einer unendlichen Abszisse entsprechenden Parabelbo-
gen, welcher aber mit einem verschwindendem Faktor multipliziert worden
ist, anzuzeigen scheint. Wenn wir indes betrachten, dass der Parabelbogen,
der der unendlichen Abszisse entspricht, zur Abszisse das Verhiltnis der
Gleichheit hat, wird

ey (1 ‘ﬁ> R R (1 o _hk>

sein, welcher Bogen mit dem Faktor

—(fk—fk) |—f
I \/7

multipliziert das endliche Produkt
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liefert, welcher Wert hervorragend mit der Wahrheit iibereinstimmt. Die {ibri-
gen Schwierigkeiten wollen wir beim Durchgehen partikulédrer Fille einzeln
einer Untersuchung unterwerfen.

INTEGRATION VON FALL III
/ [f+gzz fk+gh\/7n k(i Z\/? fk
h—kzz k™ fk+gh h ) | fk+gh

§40 Wenn f, g, I,k positive Grofien bedeuten, wird der Ellipsenbogen fiir
das Integral leicht angegeben; und auch der Fall, in dem g = 0 ist, bereitet
keine Schwierigkeiten; denn dieser wird durch den Kreisbogen erledigt und

es wird
dz\/f f k
7\/@ —C—\/;H (1—2\/2) 1]

sein. Weiter kann & nicht verschwinden, weil zugleich die Differentialformel
selbst imagindr wird. Aber wenn f oder k verschwindet, von welchen im
ersten Fall das Integral algebraisch ist, in zweiten hingegen durch Logarithmen
angegeben werden kann, bezieht sich unsere Formel auf eine verschwindende
Ellipse und daraus lédsst sich nichts schliefSen; bald werden wir aber fiir
denselben Fall eine andere Form des Integrals darbieten, woraus die wahre
Grofie des Integrals leichter gefunden werden konnen wird.

INTEGRATION VON FALL VI
/ [f—gzz fk gh fH fk 1_2\/? fk
h—kzz fk—gh h) | fk—gh

WENN fk > gh WAR

§41 Hier taucht wiederum keine Schwierigkeit auf, welche Werte auch immer
den Buchstaben f, g, h und k zugeteilt werden, solange nur fk > gh gilt; denn
das Integral wird immer durch einen Ellipsenbogen ausgedriickt und es auch
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der Fall ¢ = 0 stellt keine Herausforderung dar, in welchem wie zuvor ein
Kreisbogen bezeichnet wird. Aber wenn k = 0 ist, und auch f und & nicht
verschwinden, kann die Bedingung fk > gh nicht weiter erfiillt werden und
so kann hier kein Umstand auftreten, aufSer der, wenn fk = gh ist, was wir
aber schon zuvor im Allgemeinen erledigt haben.

INTEGRATION VON FALL XII
—f+gzz gh—fk\/? fk k- —fk
/dz\/ Thrkzz ST T Ve g \ Ve Y (=R

WENN gh > fk WAR

§42 In diesem Fall wird das Integral durch einen Hyperbelbogen definiert,
wo weder g noch k negativ werden konnen. Wenn f = 0 war, in welchem
Fall das Integral algebraisch wird, verschwindet die Achse der Hyperbel und
daher wird der Wert des Integrals nicht erkannt. Aber wenn h = 0 ist, wird
die notwendige Bedingung gh > fh verletzt, die Schwierigkeit besteht also
einzig im Fall f = 0, welche aber in anderen fiir diesen selben Fall unten
anzugebenden Formeln beseitigt werden wird.

PROBLEM 4

[ f+gzz
/dz h+kzz

durch Substitution in eine andere ihr dhnliche zu iiberfiihren.

§43 Die Integralformel

LOSUNG

x + Bx
v+ dxx
werden, dass x = V'h + kzz genommen werden muss; daher wird

versucht, wird klar

Dem, der eine Substitution der Form z =

xx —h xdx fk—gh+ gxx
, dz=———= und fH+gzz=""5""—"5—
k k(xx ) fts k

18



und daher

/f+gzz_l/ | fk — gh+ gxx
/dz h+kzz  k dax xx—h '

welche Geltung hat, sofern k eine positive Grofie ist, weil ja dann xx — h = kzz
eine positive Grofle ist. Wenn aber k eine negative Grofse war und daher h — xx
positiv, ist die Transformation so darzustellen

/f+gzz_1/ |gh — fk — gxx
/dz h+kzz k dx h—xx

KOROLLAR 1

§44 Die Formel

/ fk—gh+ gxx
dx

xx —h
mit der anfangs allgemein integrierten

[ f+gzz
/dz h+kzz

vergleichend werden wir z = x, f = fk—gh, ¢ = g, h = —h, k = 1 haben,

woher fk — gh = fk ist und das Integral
fk — gh 1_X\F fk — gh
fk h fk |

§45 Nach Einsetzen dieses Wertes, weil x = v/h + kzz ist, wird

/d fk—gh+gxx _

xx —h

—fk+gh

KOROLLAR 2

/dz frez _ . f sh-fk (x/thkzz _1> [—thrfk}
h+ kzz sh — fk fk Vh fk

sein; damit dieser Bogen reell ist, ist es notwendig, dass zuerst gh — fk > 0

ist, dann aber zusatzlich i > 0. Er wird sich also auf die Hyperbel beziehen,

wenn fk eine positive Grofie und k positiv ist; er kann aber nicht fiir eine

Ellipse sein, wenn k keine negative Grofle ist, f aber positiv, weil in diesem

Fall fk eine negative Grofie sein muss.
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KOROLLAR 3

§46 In gleicher Weise gibt die andere Form [ dx gh_hf_w mit der kanoni-

XX

schen [ dzy\/I5Z verglichenz = x, f = gh — fk, g = —g, h = hund k = —1;

daher wird fk — gh = fk und

e N axi et L (1 _\/D =0

KOROLLAR 4

§47 Nachdem also fiir x der Wert \/h + kzz eingesetzt worden ist, wird wie
Zuvor

/dz f+gzz_C+ f th—fk 1_\/h—i—kzz [gh—fk]
h+kzz ~  \Jgh—fk —fk Vh —fk
sein, welche nur Geltung haben kann, wenn gh — fk und h eine positive Grofie
ist. Sie wird fiir die Ellipse sein, wenn k eine negative und f eine positive
Grof3e ist, anderenfalls aber fiir die Hyperbel, wenn k und g positiv sind, so

wie sie schon zuvor definiert haben, sodass es nicht vonnoten war, diese zwei
Fille zu unterscheiden.

KOROLLAR 5

§48 Nach einem Vergleich dieser beiden allgemeinen Integralformeln der

Form f dz iiiz miteinander werden wir

. (1_2 —k>[ fk } —fk\ﬁ fr - gh( \/h+kzz> [fk—gh]
fk—gh fk—gh]  (fk—gn):  fk Vh fk

haben, welche Gleichheit, wenn man der Kiirze wegen

fk]jcghzrr’: und zw/_hk:t

setzt, in diese Form {tibergeht
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o [ = S (- visn) [

KOROLLAR 6

§49 Also wird ein gewisser der Abszisse = 1 — t entsprechende Ellipsen-
bogen, wobei die Halbachse = 7' ist, auf den Bogen einer anderen Ellipse
zuriickgefiihrt, deren Halbachse = /. und Abszisse = 1 — /1 — tt ist, und

das, indem man diesen Bogen mit % multipliziert, der Grund fiir welche

Gleichheit die Ahnlichkeit der zwei Ellipsen ist. Aber der Hyperbelbogen
kann nicht in gleicher Weise auf einen anderen zuriickgefiihrt werden, weil
wegen des negativen # natiirlich /™ imaginir wird.

SCHOLION

§50 Daher erhalten wir neue reell ausgedriickte Integrationen; die erste, den
Hyperbelbogen involvierende, gibt § 45 an die Hand, wo diese Bedingungen
erfullt sein miissen

1. h>0, 2. k>0, 3. f>0 und 4. gh> fk,

woher wegen i > 0 auch g > 0 sein wird; und in diesen ist auch Fall II
von den in § 38 aufgezdhlten enthalten. Weiter wird der Ellipsenbogen die
Aufgabe unter diesen Bedingungen 16sen

1. k<0, 2. h>0, 3. gh—fk>0 und 4. f>0 wegen— fk >0,

woher ¢ nun sogar positiv und negativ genommen werden kann. Wenn es
positiv genommen wird, geht III hervor, wenn negativ, Fall IV, welche schon
oben gelost worden sind. Es ist aber im Allgemeinen zu bemerken, dass
vermoge des vorhergehenden Paragraphen alle Ellipsenbogen in zweifacher
Weise ausgedriickt werden konnen. Daher werden sich die Integrale dieser
drei Félle so verhalten.

INTEGRATION VON FALL II

f+gzz f gh—fk (Vh+kz —gh+ fk
e N s ( Vi 1>[ i
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WENN gh > fk WAR

§51 Wegen der Bedingung gh > fk konnen weder g noch h verschwinden.
Wenn f verschwindet, geht die Hyperbel in die Parabel tiber, deren der
unendlichen Abszisse entsprechende Bogen hier angezeigt wird, welcher also
der Abszisse gleich anzusehen ist; daher wird man fiir den Fall f = 0 dieses
Integral haben

h
/dz 822 _ 4 V&h [ Vh+kzz 1) —ca g(h—l—kzz),
h+kzz k Vh k

was vollkommen mit der Wahrheit vertraglich ist.

SCHOLION

§52 Der andere die Aufgabe losende Fall ist der, in dem k = 0 ist und die
Hyperbel wiederum in die Parabel {ibergeht. Aber wegen k = 0 wird

kzz kzz
Vit =%

sein; daher wird die Integration mithilfe eines Parabelbogens ausgefiihrt, und
zwar auf diese Weise

/ f—f—gZz C+hngzzfz[ ’

welche mit derselben gewohnten Operation gefunden wird. Wenn dariiber
hinaus ¢ = 0 wére, wére wegen

2f f

/dZ\/Zz c+z\/{.

INTEGRATION VON FALL III

f+gzz f gh+fk (. Vh—kzz\ [gh+ fk
[ Ty N S AT <1 N )[ fk ]

8% _, [8

(§ 13)
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OHNE JEGLICHE EINSCHRANKUNG

§53 Daher wird der Fall & = 0 von selbst ausgeschlossen; deswegen bleiben
drei singuldre tibrig. Wenn zuerst k = 0 ist, geht die Ellipse in die Parabel
tiber und wegen

kzz  kzz
I=\i=9 =%
hat man wie zuvor
f—l—gzz 8%
C+— S Io0]:
[ N

wenn darauf f = 0 ist, geht erneut die Parabel und der der unendlichen
Abszisse entsprechende und daher als selbiger gleich anzusehende Bogen
hervor, woher

gzz Vh—kzz\ g(h —kzz)
/ 2 =c+ Y& (1 = >_C—k

wird; wenn drittens g = 0 ist, geht die Ellipse in den Kreis iiber und es wird

f f Vh —kzz _
/dZVh—kzz_C+\/kan<l_\/E>[1]'

und so haben wir die oben in § 40 erwdhnten schwierigeren Fille erledigt.

INTEGRATION VON FALL VI

—gzz f fk—gh (. Vh—kzz\ [fk—gh
R e = (l Vi )[ 2l

WENN NUR fk > gh WAR

§54 In diesem Fall bleibt genauso wie oben in § 41, wo derselbe behandelt
worden ist, keine Schwierigkeit zurtick, weil wegen fk > ¢h weder f noch k
verschwinden konnen, und auch / kann nicht verschwinden, weil der Nenner
h — kzz sonst negativ wird. Aber wenn g = 0 ist, taucht keine Schwierigkeit
auf, weil die Integration auf den Kreisbogen zuriickgefiihrt wird.
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SCHOLION

§55 Deshalb haben wir mit dieser Reduktion das gewonnen, dass wir nun
aufler den zuvor entwickelten Féllen III, VI und XII auch Fall II erledigt haben.
Aber die tibrigen acht Fille konnen auf keine Weise mithilfe von einfachen
reellen Bogen integriert werden, sondern enthalten zuséatzlich einen algebrai-
schen Teil; Ja einige umfassen sogar aufler diesem algebraischen Teil zwei
Bogen, der eine elliptisch, der andere hyperbolisch. Um aber diese Integrale
zu untersuchen, ist es notwendig, dass wir andere affine aufSer der Variable

z die zwei Wurzeln /f + ¢zz und v/'h + kzz involvierende Integralformeln

a+pxx

T orx zurickfithrbar sind.

betrachten, welche auf die Form f dx

PROBLEM 5

§56 Andere aufSer der Variable z die beiden Wurzeln

Vf+g8zz und h+kzz

enthaltenden Integralformeln zu finden, deren Integration auf die Form
/ v o+ Bxx
v+ oxx

LOSUNG

zuriickgefiihrt werden kann.

Dies geschieht vermoge von Substitutionen, von welchen wir die wesentlichen
hier durchgehen wollen.

1. Esseix=leswirdz=1, \/f+gzz= szgund\/h—l—kzz:ivh’;x”‘

z/ x’
sein. Daher wird wegen dx = _dz

i |fxx+g  dz [f+gzz
hxx+k  zz\ h+kzz
[ TR, [T
zz\ h+kzz Vax +

24
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. dz
2. Mansetze x = / zz; es wird dx = —82 z =
f + 822 \/f-i-gzz'
h—fk+k )
\/ % sein, woraus man

gx xx — f B gzzdz
gh— fk+kex — /(F + g22)(h + k=2)

gh— fk+kxx h+kzz
dx,| BTy gdz o (wegzulassen)

konstruiert wird, weshalb
/ zzdz 1 / gx xx — f
V(f+gzz)(h+kzz) & gh — fk+ kxx

3. Wenn x = +/h + kzz gesetzt wird, wird in gleicher Weise

/ zzdz —1/dx xx —h
Vf +g22)(h+kzz)  k fk—gh+ gxx’

. . 1 . . _ —gzdz — m 1
4. Seisei x = 7\/JT’ es wird dx 7(f+gzz)% , Z \/jngz

und vVh + kzz = L ggx; k)x sein, woher

h+kzz =

und

sein wird.

i \/ 1— fxx —gzzdz
k+ (gh — fk)xx (f—l—gzz)%\/h—i—kzz

und

p \/k+ (gh — fk)xx  —gdzv/h + kzz
x 3
o (g

wird und daher

/ zzdz / 1— fxx
(f + gz2)? h—i—kzz k+ (gh — gk)x
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und

/dz h+kzz__/d k+ (gh — fk)xx
(f + gzz)2 1—fxx
5. Wenn in gleicher Weise x = \/hlﬂ gesetzt wird, findet man
/ zzdz / 1— hxx
(h+ kzz)? f+gzz k g+ (fk—gh)x

/ f+gzz_ / \/g+ (fk—gh)x
(h+ kzz)2 k 1— hxx

6. Man setze x = Z__:es wird dx = féz sein, dann z = /f ,
‘ NG (f+522)? Visg
Vf+8zz= \/L und Vh + kzz = fka:)xx woher man konstruiert

i \/ 1—gxx fdz
I+ (fle—ghxx — (f 4 gzz)dv/h 1 kez
dx\/h + (fk—gh)xx _ fdzv/h +kzz‘
1— g (f +g22)°

Daher

/ dz / \/ 1—gxx
(f + gz2)3 Vh + kzz T f h+ (fk—gh)xx
/dz it kez 1/ \/h+ (fk — gh)x
(f +g22):  f 1 —gxx

7. Indem man in gleicher Weise x =

\/ﬁ setzt, findet man

/ dz / \/ 1 — kxx
(h+kzz)2/f + g2z T h f+(gh— fk)xx

/ f+gzz / f+(§h— fk)x
(h+kzz “h 1 — kxx
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8. Man setze x = - f jgzz ; es wird dx = ___—fe sein, dann z = \[{ ,
2z(+/ f+g22) xx—g

\/f—l—gzz:\/\é%und\/h—l—kzz: %,woher
hxx+ fk—gh  —fdzvh+kzz

d =
* xx—g zz\/f + gzz
und
XX —g B —fdz

hxx + fk—gh — zz./(f + gzz) (h + kzz)

wird, woraus man ableitet
h+kzz 1/ hxx + fk — gh
=—— [dxy| ————=—,
f+gzz f XX —g
/ dz B _1/ XX —g
zz+/(f + g2z) (h + kz2) f hxx + fk — gh’

h+kzz
z

9. In gleicher Weise wird man durch Setzen von x =

f+gzz /d /fxx—fk+gh
h+kzz T h xx —k

xx —
/zz\/ f+gzz)(h+kzz B fxx—fk+gh
finden.
10. Man setze x = JZHZ, es wird dx = M sein, dann z =
(h+kzz)2/ f+gzz
hxx—f

woher man schlieft

/ zzdz / hxx —

(h+ kzz)? Vf+gzz gh fk 8~ kxx

/ / kxx
(h+ kzz)% Vf+gzz gh fk hxx -

g—kxx’
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h+kzz
f+gzz

/ zzdz 1 / fxx—h
= = dx ,

(f +g22)iVh+kzz  fk—gh k—gxx
/ dz 1 /dx k— gxx
(f +g22)2Vh + kzz  fk—gh fxx—h

KOROLLAR 1

11. Indem man in gleicher Weise x = setzt, findet man

§57 Die Formeln ordnend, weil jede von ihnen in zweifacher Weise auf eine
geféllige Form zuriickgefiihrt wird, werden wir zuerst

dz [f+gzz iy fxx+g__1/d fyy — fk+ gh
zz\ h+kzz Viex+k ~ wl) Y yy —k

haben, wobei

1 vVh+ kzz
x=—-— und y=———
z z
ist; dann

dz |h+kzz hxx +k 1 hyy + fk — gh
ds [ _ Ly, [l S
zz |\ f+g8zz fxx+g  f yy—38

z z

KOROLLAR 2

§58 Betrachte diese zweite Form
/ zzdz / XX — _ yw-—-h
V (f + gzz) (h + kzz) gh — fk+kxx fk+kxx y fk—gh+gyy
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=+f+gzz und y=+Vh+kzz,

welche durch Vertauschen der Formeln /f + gzz und v/h + kzz nicht veran-
dert wird.

KOROLLAR 3

8§59 Die dritte Form stelle man so dar

f+gzz g+ (fk—gh)x f+(gh— fk)yy
/(h+kzz N k/d\/ 1— hxx h/ \/ 1—kyy

mit

Z

1
= ———— und =,
vVh+kzz Y vVh+ kzz

dz h—i—kzz__i k+ (gh — fk)x h+ (fk—gh)y
/(f+gzz /d\/ 1— fxx f/ \/ 1—gyy

mit
Vf+gzz Y Vftgzz
KOROLLAR 4

§60 Als vierte Form setze man diese fest

dz __1 XX —g __1 yy —k
/zz\/(f+gzz)(h+kzz)_ f/dx\/hxx—i—fk—gh_ h/dy Fyy — fk + gh

_ Vf+8zz und v — Vh+kzz

z z
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KOROLLAR 5

§61 Die fiinfte Form wird eine doppelte sein, ndmlich

/ dz / \/ 1—gxx / k—gyy
(f 4+ gz2)3 Vh + kzz T f e+ (fk—gh)xx ~ fk— gh \/f]/y h

mit

z h+kzz

= — d — ,
ez 0 VT Frez

1 —kxx 1 g —kyy
/(h-l-kzz)g Vf+gzz h/ \/f+ (gh — fk)x gh—fk/dy\/hyy—f

mit
z f+gzz
X=——— und = .
Vi kzz Sy
KOROLLAR 6

§62 Schliefllich wird die sechste Form sein:

zzdz 1— fxx 1 fyy—k
/(f+gzz) h+kzz / \/k+ (gh — fk)x fk—gh/dy\/g

mit

1 h+kzz

X=——— und = ,
Vf +8zz 4 f+gzz

/ zzdz / 1— hxx 1 /d hyy — f
(h +kzz)? f+gzz k g+ (fk—ghxx — gh—fk ] Y\ g —kyy

mit
1 f+gzz
= — d = .
g hikez Y h + kzz
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PROBLEM 6

§63  Fiille zu finden, in denen der Ausdruck [ dz {ig; gleich der algebraischen

Grifie az {i‘}éj zusammen mit dem Bogen eines Kegelschnitt ist.

LOSUNG

Man setze [ dz {iiﬁ =z {i‘ﬁ; + Z und durch Differenzieren wird

dz((1 —a) fh+ (fk+ (1 —2a)gh)zz + (1 — a)gkz*)

(h+ kzz)3 \/f + g2z

sein, wo der Zahler weder durch f + gzz noch durch h + kzz teilbar gemacht
werden kann, dass zugleich fk = gh wird; Z wird aber auf die letzte Form in
§ 62 zuriickgefiihrt werden, indem man « = 1 gesetzt wird, und es wird

az =

zzdz

(h+ kzz)2 \/f + g2z

= (fk—gh)/

sein. Daher werden wir entweder

/ [f+8zz /f+gzz gh fk/d 1— hxx
h+kzz h+kzz g+ (fk—gh)xx

mit
- 1
B vVh+kzz
oder auch
/ s f+gzz f+gzz / hyy — f
h+kzz  “V h+kzz g — kyy
mit
f+gzz
y h+kzz
haben.
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KOROLLAR 1

§64 Sooft also entweder die Formel [ dx T (;kh’;’}‘l = oder diese [ dy /Zyykyy

auf einen der schon behandelten Fille zurtickgefiihrt werden kann, wird auch

die Formel [ dz,/ {i‘;ﬁ; teils eine algebraischen Grofse und teils dem Bogen

eines Kegelschnitts gleich werden.

KOROLLAR 2

§65 Weil x = \/thrW ist, wird 1 — hxx = kxxzz sein; wenn also k keine
positive Grofie ist, kann die erste Formel nicht so, wie wir es getan haben,

dargestellt werden. Natiirlich muss sie, wenn k eine negative Grof3e ist, so

geschrieben werden
/ Jx hxx —1
(8h — fl)xx — g’

KOROLLAR 3
§66 In der anderen Formel [ dy ky§ mit y = J;HZ , weil ja hyy — f =
(gZ +{2‘ZZ, w1rd ¢h > fk angenommen. Daher, wenn gh < fk war, muss

[dyy/ < g +kyy geschrieben werden. Die erste Schreibweise hat Geltung, wenn
gh — fk > 0 ist, die andere hingegen, wenn fk — gh > 0 ist.

BEISPIEL 1
. . 1— hxx
§67 Man reduziere die Form [ dx auf Fall III und es muss
g+ (fk—gh)xx

k>0,h<0,¢g>0und fk — gh < 0 sein, woher f < 0 ist, und man wird

/dz [—f+gzz /—f+gzz fk gh/d 14 hxx
—h+kzz —h+kzz — (fk — gh)xx

haben, wo fk > gh sein muss. Nun wird nach § 40

N 1+ hxx B fk fk—gh o fk—gh\ [ fk—gh
/d\/ (fk — gh)xx =¢ (fk—gh)%n fk (1 Vs H fk
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sein oder nach § 53

1+ hxx 1 fk Vg — (fk—gh)x fk
/ \/ (fk—gh)x C+\/finfk gh <1 V8 )[fk—gh}’

R o _ vkgzz—f)
Y= und \/g (fk—gh)xx = V—h+kzz

ist; und so wird Fall XI konstruiert.
INTEGRATION VON FALL XI
|—f 4+ gzz
/ 4z —h+ kzz
e f  fk—gh(,_/fk—gh =
—h+kzz .\ /fk—gh fk ¢(—h+kzz) fk

|—f+gzz
/dz —h+ kzz
_ —f+gzz | fk—gh [k k(—f +gz2) fk
=AY Tk gk k- gh (1_ o(—h + kz2) ) [fk—gh]

§68 Daher besteht dieses Integral aus einem algebraischen Teil und einem
Ellipsenbogen, und weil fk > gh sein muss, kann es nicht = 0 sein; wenn aber
h = 0 ist, geht die Ellipse in einen Kreis tiber und man wird

/fW:C+W_£H<1—£) [1]

=C+z

oder

[V e[ i (1

haben, wie man leicht durch Integration findet.
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BEISPIEL 2

§69 Man reduziere die Formel [ dx % auf Fall VI und es wird
h>0,g>0,gh— fk > 0undk > 0 sein; weil aber in diesem Fall gh — fk > gh
sein muss, kann f nicht negativ genommen werden, dass fiir x = \/hiﬂ

gesetzt

/dz /—f+gzz /—f+gzz gh—i—fk/d 1 — hxx
h+ kzz h+ kzz — (fk+gh)xx

ist. Aber aus § 41 hat man

1— hxx fk fk+gh (o [fk+gh [fk+gh
/d\/ (Frtgime © Fergni Ik (1 Ve )[ fk

womit Fall IX erledigt ist.

INTEGRATION VON FALL IX

—f+gzz
=
—f+gzz f ka+gh 1_ Vfk+gh [fk—kgh}
h+kzz Vfk+gh fk g(h+ kzz) fk

§70 Das Integral dieses Fall besteht also teils aus einem algebraischen Teil
und einem Ellipsenbogen, der wie immer noch auf eine andere Weise ausge-
driickt werden konnte; aber es ist jene Ellipse vorzuziehen, deren Achse den
Parameter iiberragt, damit sie nicht in bestimmten Fillen verschwinden kann.
Im Ubrigen hétten wieder diesen Fall aus dem vorhergehenden XI ableiten
konnen, indem wir & als negativ festlegen, und wenn wir in der letzten Form
gh > fk setzen, werden wir die andere Integration von Fall XII haben.

=C+z

INTEGRATION VON FALL XII

|—f +gzz
/dz —h+kzz

B —f+gzz gh—fk . fk k(—f+822) _ —fk
_C“\/ﬁ k\/Tngh—fk<\/W 1) [gh—fk]
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§71 Sieh also die andere Integration des schon oben in § 42 behandelten
Falles, welche aufier dem Hyperbelbogen einen algebraischen Teil enthlt,
wihrend die erste allein durch den Hyperbelbogen ausgedriickt wird. Die
Gleichheit dieser zwei Ausdriicke verdient es also betrachtet zu werden; damit

dies auf angenehmere Weise geschieht, wollen wir ghf £ K= 0 7 und z\/% =t
setzen und es wird

Hﬂ(t—l) —-m —|—HT (m +n)tt —m 1) | ="

n n n (m+mn)(tt —1) n
(m+n)tt —m

m(tt—1)
sein, woher nach entsprechender Bestimmung der Konstante verschiedene
Hyperbogen miteinander verglichen werden konnen. Nachdem die Halbachse
I — n gesetzt worden und die zwei Variablen t und u genommen worden

n
sind, wird

= C+ 2
n

1)tt — (@ +1)tt—a
Pita(r— ol + 110 (DS ) g | e[S
R R (e v R ) B e e
BEISPIEL 3

§72 Wir wollen f und k negativ festlegen und der zweite Ausdruck gibt

f+gzz \/—f—i—gzz_/ f+hyy
/dz\/h kzz h —kzz ay g+ kyy

mit gh > fk. Aus dem in §52 behandelten Fall haben wir

f+hyy f gh—fk (Vg+kyy —gh+ fk
/dy g+kyy_c+mn fk ( NG 1)[ fk }

Weil also
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_ [ ftgzz Vgh —
y= P ist, wird /g +ky —m

sein, womit Fall X erledigt ist.

INTEGRATION VON FALL X

—f+gzz
—Frg=  f th—fk(W _1> {—gh+fk}
h—kz  \Jgh—fk  fk g(h —kzz) fk

§73 Daher besteht das Integral dieses Falles X aus einem algebraischen Teil
und einem Hyperbelbogen. Wenn aber k negativ genommen wird, entspringt
das schon zuvor in § 70 dargebotene Integral von Fall IX, aus welchem dieser
Fall hitte abgeleitet werden kénnen.

=C+z

BEISPIEL 4

§74 Man nehme g und k negativ, dass y = = —2= ist, und es wird

/dz f-gzz _ |f-gz / hyy —
h—kzz h —kzz kyy — g

sein. Wenn also die Form [ dy/ Z%: g auf diese Weise dargestellt wird, muss

wegen der negativ genommenen ¢ und k fk — gh > 0 sein; dann ist sie aber
. . . . —h

nicht in Fall XII enthalten, sondern verlangt auf diese Weise f dy./ é_k%

dargestellt gh > fk, welche Bedingung Fall VI, worauf sie zu beziehen wiére,
widerspricht.

SCHOLION

§75 Mithilfe des vorhergehenden Problems haben wir also die Falle IX,X
und XI erledigt, zudem haben wir vorher schon sowohl die Falle III, VI und
XII also auch Fall II mithilfe einfacher Bogen behandelt. Es verbleiben also
fiinf noch nicht aufgeloste Félle, von welchen wir einige so behandeln kénnen
werden, dass das Integral aus einem Kegelschnitt und einer algebraischen

Grofle der Form z ?igﬁi besteht.
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PROBLEM 7

§76 Fiille zu finden, in welchen der Ausdruck [ dz ﬁﬁj einer algebraischen

Grifle az J@igﬁ zusammen mit dem Bogen eines Kegelschnitts gleich wird.

LOSUNG

/dzﬂf—’—gzzz(xz h+kZZ+Z;
h+kzz f+gzz
durch Differenzieren wird

Ly d2(ff — afh+ 2f(g — ak)zz + g(g — ak)z?)
(f + g22)3Vh + kzz
sein, wo zu bemerken ist, dass der Zahler nicht durch f + gzz teilbar gemacht
werden kann, dass zugleich a verschwindet. Aber wenn wir die Form auf

eine der obigen Formeln zuriickfithren wollen, muss « = § gesetzt werden,
wonach

Man setze

k (f 4 gz2)3 Vh + kzz
entspringt, deren Integration nach § 61 bekannt ist. Daher werden wir entwe-
der

f+gzz g [h+kzz fk—gh/ 1—gxx
/dz\/h+kzz_c+kz Frezz Tk ) VR (g
t

z

Niga=
[f+gzz g [h+kzz f/ k—gyy
/dz h+kzz_c+kZ f+gzz+k 4y fyy —k
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h+ kzz
f+gzz
haben.
KOROLLAR 1
T .
§77 Weil x = 7\/@ ist, wird
fxx
1—gxx =12
§Xx ="
sein; wenn also f eine positive Grofse war, wird die Formel richtig auf diese
Weise
1—gxx
/dx\/h + (fk — gh)xx

ausgedriickt; wenn aber f < 0 ist, muss sie so dargestellt werden

gxx—1
/dx\/ (gh— fk)xx —h

KOROLLAR 2
§78 Weil y = ’}igﬁi ist, wird
(fk —gh)zz
_p = METE)E=
fyy Figz

sein, woher, wenn die Integralformel so dargeboten wird

k—gyy
d ,
/ y\/fyy—h

es notwendig ist, dass fk — gh > 0 ist; wenn sie aber so ausgedriickt wird

—k+ gyy
/dy\/ h—fyy '

muss gh — fk > 0 sein.
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BEISPIEL 1

§79 Man beziehe die Form

1—gxx
d
/ x\/h + (fk — gh)xx
auf Fall III, und weil f > 0 ist, muss g < 0, h > 0 und k < 0 genommen
werden, woher man

[l o d [t A [ [ L

erhélt; aber aus Fall (§ 40) ist

14 gxx —fk 1 fk—gh fk—gh\ [fk—gh
f & \/ (F—ghyxx ~ fr—gh\| fk—gh = f (“xv h )[ f ]

wo, weil fk > gh ist, wiederum Fall VI auftaucht.

INTEGRATION VON FALL VI

| f —gzz
/dz h—kzz

_ g |h—kzz f fk—gh (. zfk—gh fk—gh
_C+kz Fgzz ﬁk—gkn I (1 h(f—gzz))[ fk]

§80 Wenn wir die Ellipse in eine andere ihr dhnliche tiberfiihren, wird

[ f —gzz
/dz h—kzz
B g h—kzz  fk—gh fk B f(h—kzz) fk
A gzz+k\/7knfk—gh<1 h(f—w))[fk—gh}

sein, welches Integral mit dem obigen in § 41 verglichen eine auflergewohnli-
che Relation von Ellipsenbogen. Die Halbachse aber sei
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fkjjcgh:a und Z\/izt oder zz:@‘

es wird

h—kzz _ [b a(l—tt)
f—gzz foa—(a—1)t

sein — wegen gh = 1 fk —, woher

I1a(1 — t)[a] + Ia (1— m> [a] + (a— 1)t mzc

wird. Nach Nehmen der zwei Variablen t und u wird man also

+ITa(1 — t)[a] + Ia (1— %) [a] ) —(a—1)t M
a(l—uu) a(1—uu)
+11a(1 — u)[a] + Ia (1 - u—(a—l)uu) [a] +(a—1)u a—(a—Dun

haben, woher leicht von mir schon vor einiger Zeit bewiesene Vergleiche von
Ellipsenbogen abgeleitet werden.
Wenn hier ¢ negativ genommen wird, entspringt Fall III und dann wére die

Formel
1—gxx
/ dx\/ (fk+ gh)xx

auf Fall VI zu beziehen, weshalb es nicht notwendig ist, diesen Fall zu entwi-
ckeln.

BEISPIEL 2

§81 Wenn diese Form nicht iberfiihrt wird, kann

gxx —1
/dx\/ (gh— fk)xx —h
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nicht auf Fall XII zuriickgefiihrt werden, wo f < 0 sein muss; wir werden aber

/dz /—f+gzz_ h+ kzz fk+gh/ gxx —1
h+kz —f +gzz (fk+gh)xx —h

haben, aber nun wird sie auf Fall XI bezogen und daher werden wir den
schon oben gefundenen Fall IX erhalten.

BEISPIEL 3

§82 Wir wollen aber die Formel

1—gxx
/dx\/h + (fk — gh)xx
auf Fall II zurtiickfiihren, was durch Nehmen von ¢ < 0 passiert, wiahrend
f>0und

2
f—gzz

X =

ist, dass man

/dz /f—gzz_c_g h+kzz fk—l—gh/d 1+ gxx
h+kzz k™\ f—gzz h+ (fk+ gh)xx

hat, wiahrend

4

V=

X =

ist, und aus § 51 wird

/d 1+ gxx _ 1 fK \/h+(gh—fk)xx_1 [ —fk}
h+(gh—fk)xx  \/fk gh— fk Vh gh — fk

f(h—kzz)

\/h+(gh—fk)xx: e

sein, womit Fall VI erledigt wird.
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INTEGRATION VON FALL VII

[F—gz=
/dz I — kaz
B g [h—kzz gh—fk fk f(h—kzz) —fk
ST g kAR gh— ( W — g22) 1) EEa

MIT gh > fk

§83 Dieses Integral besteht also aus einem algebraischen Teil und einem
Hyperbelbogen und dieser Fall kommt neu zu den schon erledigten hinzu.

SCHOLION

§84 Bisher haben wir also acht Félle mit reellen Werten integriert, ndmlich
II, 11T, VI, VII, IX, X, XI und XII, und die tibrigen vier sind so beschaffen,
dass sie auf keine Weise durch dhnliche Formen integriert werden kénnen.
Sie verlangen namlich neben einem algebraischen Teil zwei Bogen, der eine
elliptisch, der andere hyperbolisch, und der algebraische Teil kann entweder

ftgzz h+kzz
h+kzz f+gzz

kann; daher wird es gefillig sein, noch zwei Probleme zu entwickeln.

von dieser Form z oder von dieser z

angenommen werden

PROBLEM 8

§85  Fille zu finden, in welchen der Ausdruck [ dz ﬁﬁ; der algebraischen Grifien

f+gzz . . : : :
az\/ 504, zusammen mit zwei Bogen von Kegelschnitten gleich wird.

LOSUNG

f+gzz f+gzz
/dz\/ nikez N nrkez 4

wird durch Differenzieren

Nach Setzen von

dz((1—a) fh+ (fk+ (1 —2a)gh)zz + (1 — a)gkz*)

(h + kzz) 1/ + g2z

az =
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sein, welche in die zwei in den Formeln von Problem 5 enthaltenen Teil aufge-
16st werde.

1. Man setze

Z—p/ dz +q/ zzdz
(h+kzz)2\/f + g2z (h+kzz)2\/f + g2z

und es muss

1—a)fh=p, fk+(1—-2a)gh=1 (1—a)gk=0

sein, woher wegen a = 1 auch p entgegen der Annahme verschwinde.

2. Man setze

f+gzz

2=rf el vy
p h+kzz% f+gzz (h + kzz)?

und es muss

(1—a)fh=p+qf, fk+(1—-2a)gh=g¢ und (1—a)gk=0

werden, woher

a=1,

_fk=gh o, ZfUfk=gh)
g g

[f+8zz
/dz h+ kzz
_c+ f+gzz f/y 8~ kyy _ fk- gh/ g+ (fk—gh)xx
h+kzz hyy — 1—hxx

und daher

ist, mit
f+gzz 1
und x = ——.
h+kzz Vh+kzz
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3. Man setze

Z—/ / zzdz
P (h + kzz) %\/f+gzz V (f + gzz) (h + kzz)

und notwendigerweise ist

(1—a)fh=p, fk+(1—2a)gh=gqgh, (1—a)gk=qgk,

woher man

fko_gh—fk _ f(gh—fk)
e T 8

ableitet. Daher werden wir
[ f+gzz
/ dz h+ kzz
_C+f— f+gzz f/ g— kyy gh fk/d xx — f
gh V h+kzz hyy — gh — fk + kxx

mit

+ 9zz
i—i—izz und x =+/f+gzz
haben.

4. Man setze

7 _ / dz / h+kzz
(h+ kzz %\/ergzz f+8zz

und es muss

(1—a)fh=p+qhh, fk+ (1—2a)gh =2qhk, (1—a)gk = gkk

sein, woher man fk — gh = 0 abgeleitet wird, was absurd ist.
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4. Man setze

—p/ zzdz / f+gzz
(h—l—kzz)%\/fjtgzz (h + kzz)? /

es wird

(1—a)fh=9qf, fk+(1—-20)gh=p+qg und (1—wa)gk=0

werden, woher sich wegen g = 0 nicht ableiten ldsst.

6. Man setze

—p/ zzdz —|—q/dz h+ kzz
(h+ kzz)2 \/f + g2z f+gzz

(1—wa)fh=gqhh, fk+(1—-2a)gh=p-+2qhk, (1—a)gk=qkk

und es wird

werden, woher in gleicher Weise nichts abgeleitet werden kann.

7. Man setze

7 — /dz\/ergzz s h+kzz

(h+kz)i f+gz

und es wird

(1—wa)fh=pf+qhh, fk+ (1—2a)gh=pq+2qhk, (1—a)gk = qkk

sein, woher man

_ gh—gk p_fk—gh

7

gh g

=~

findet. Daher wird
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[f+8zz

/dz h+ kzz

+gh—fk f+gzz f/ h+ kzz fk gh/ f—(fk—gh)yy
h+kzz f+gzz 1 —kyy

gh

z
Y= Vh+kzz
sein. Mehr geeignete Kombinationen lassen sich nicht konstruieren
KOROLLAR 1

§86 Aus der letzten Annahme folgt unmittelbar die Integration von Fall I, in

welchem fk > gh ist; denn aus Fall II ist

/dz h+kzz _ h ka—gh Vf+8zz _1 {—fk—kgh]
ftgzz Jfk—gh  gh Vf gh |’

darauf ist aus Fall VI (§ 41)
[ay \/f (fk—gh)yy _ —gh fnfk(l B [ﬁﬂ

1—kyy fk
und daher erschlief3t man
INTEGRATION VON FALL I
[ f+gzz
/ dz h+kzz
fk—ghZ f—kgzz+ f ka—gh \/f%—gzz_1 {—fk%—gh]
gh h+kzz fk—gh gh Vf gh

_fk_ghnﬁ 1— zvk [fk}
kyV/fk gh Vitkz ) Lgh]

—C—
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KOROLLAR 2

§87 Aus Annahme Nummer 3 scheint Fall V abgeleitet werden zu kénnen,
woraus

it =i o e e

mit

_  [f—8= _
Y=\ e und x =./f —gzz

wird; aber diese letzte Formel kann aus Fall VI nicht konstruiert werden und
das auch nicht aus Annahme Nummer 2.

KOROLLAR 3

§88 Wir wollen Form VIII betrachten, wo g und h negativ sind, fk > gh, und
durch Ubertragung von Hypothese Nummer 3 hierauf werden wir

/dz | f—gzz /f Qzz f/ y g+ kyy gh fk/d f—axx
—h+kz —h+kzz f—l—hyy fk—gh—kxx

mit

haben; nun ist aber aus Fall 11

/ stky _ g ka—gh<\/f+hyy_1> {—fk+gh]
frhyy  /fk—gh gh VF gh

———  z\/fk—gh
frhy _\/ h+ kzz'

darauf aus Fall VI
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o et e = et () [

woher folgt:

INTEGRATION VON FALL VIII

e
fk [f-gzz  f ka—gh( z/fk—gh _1>[—fk+gq

=C+—z
f(—=h+kzz) gh

gh V —h+kzz \/fk—gh gh

+ﬂ—ﬂnﬂ<y_k0—%@>Vﬂ
ky/fk  gh Vik—gh ) Lgh

SCHOLION

§89 So haben wir also zwei neue Fille, I und VIII, erlangt, sodass nur IV
und V {ibrig sind, welche sich mithilfe des folgenden Problems behandeln
lassen werden.

PROBLEM 9

§90 Fille zu finden, in denen der Ausdruck [ dz {I}:Z der algebraischen GrofSe

h+kzz

Frgss Zusammen mit zwei Bogen von Kegelschnitten gleich wird.

194

LOSUNG

/dz f—i—g.zz:[xZ h+kzz+z
V I+ kzz f+8zz
wird durch Differenzieren

47 — dz(ff — afh+2f (g — ak)zz + g(g — ak)z*)
(f +g22) Vi + kzz

Nach Setzen von
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sein, deren Auflosung in zwei geeignete Teile auf folgende Weise in Angriff
genommen werde.

1. Man setze

7 _ / zzdz e dzv/h + kzz
(f+gzz)%\/h+kzz (f+gzz)%

und es wird

f(f - “h) = qh, 2f<g — zxk) =p+qk, g(g_ Dék) =0

werden, woher man

& o fUk—gh) (k= gh

k N hk ’ N h

berechnet und deshalb
[ f+gzz
/ dz h+kzz
gz h+kzz fyy—nh fk gh h+ (fk —gh)xx
_C+ / /
f+gzz k— gyy 1—gxx

mit

h+kzz z
X =

und —_—
f+8zz Vf+gzz

2. Man setze

7 _ P/ zzdz / zzdz
(f+gzz)%\/h+kzz V (f + gzz) (h + kzz)

und es wird

f(f —ah) =0, 2f(g—ak)=p+qf, g(g—ak)=4qg

werden, und daher
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(L3 R 1313

daher wird man

/dz [f+g8zz h+ kzz f/ fyy—h gh fk/d xx — f
h+kzz f+8zz k — gyy gh — fk+kxx

mit

ht kzz und x =/f+gzz

f+gzz

haben.

3. Man setze

Z—p/ zzdz —|—q/dz h+ kzz
(f + g22)3Vh + kzz f+gzz

und es wird

f(f —ah) =qfh, 2f(g—ak)=p+q(fk+gh), g(g—ak)=qgk

werden, woher sich nichts schliefSen l4sst.

4. Man setze

/ dz / zzdz
(f + g22)2 VI + kzz V (f +gzz)(h + kzz)

Z =

und es wird

f(f—ah)=p, 2f(g—ak)=qf, g(g—ak)=qg

werden, woher sich nichts schliefSen l4sst.
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5. Man setze

7 _ / dz/h + kzz / zzdz
P (f + g22)? V(f +g2z) (h + kzz)

und es wird

f(f —ah) =ph, 2f(g—ak)=pk+qf, g(g—ak)=qg

werden, woher sich nichts ableiten 14sst.

6. Man setze

7 _ /dz\/h+kzz / h+kzz
i (f + gzz)2 f+gzz

f(f —ah) =ph+qfh, 2f(g—ak)=pk+q(fk+gh), g(g—ak)=qgk

sein, woher man

€S muss

und q:i

_gh—fk o fUfk—gh)
7

hk 7 hk

[f+8zz

/dz h+ kzz
gh—fk |h+kzz fk gh/ h+ (fk—ghyy  f h+kzz
nk f+gzz 4y 1—gyy o dz f+gzz

ableitet und daher

=C+

mit
z

V=i
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KOROLLAR 1

§91 Daher konnen alle vier schwierigeren Fille abgeleitet werden. Denn der
erste wird direkt aus Annahme Nummer 6 abgeleitet; denn wegen fk > gh
wird aus Fall III

h+ (fk—ghyy  fk gh
/\/ T-gyy g\/sh fk(1 y\@[fk]

Z

Ve

sein, dann aber aus Fall II

/dz h+kzz  h ka—gh<\/Jngz 1)[—fk+gh}

f+gzz  \/fk—gh gh VT gh

und daher

INTEGRATION VON FALL I

ftsz _ . fk—gh h+kzz_f(fk—gh)ngh<1 - z2y8 th}

h+kzz hk f+gzz  ghysh  fk Vftgzz) Lfk
L f g fkesh (x/f%—gzz_l) [—fk+gh]
Vik—gh  gh Vf gh
KOROLLAR 2

§92 Hier geht das mittlere Glied durch ﬂberfﬁhrung der Ellipse in

feghfk (T 2
ky/fk gh Vf+gzz) Lgh
tiber, woher, wenn g negativ genommen wird, fiir Fall V offenkundig fiir die

Hyperbel wird. Aber fiir negativ genommenes ¢ wird das letzte Glied aus
Fall 11T
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[ Ak S oy (1 B [

h__ fk+gh <1_ \/f—gz7~> {fk+gh]
Vik+gh gh Vf

sein, woher man ableitet:

=+

INTEGRATION VON FALL V

/f—gzz_ fk+gh h+kzz  fk+gh_ fk Vf —fk
/dz h+kzz hk f—gzz+ ky/fk th <\/W 1) [gh]
L f fksh (1_ \/f—gZZ> [fk+gh]

V fk+gh gh Vf gh

KOROLLAR 3

§93 Nach Annahme Nummer 2 wird Fall IV konstruiert wird, in welchem h
negativ genommen wird. Es wird namlich

| f+8zz
/dz —h + kzz
oo fz —h + kzz f/ h+ fyy fk+gh —f +xx
ftgzz k — gyy —fk — gh + kxx

—h+k
:”f—:—gzzzz und x=./f+gzz
sein. Nun ist aber
/ h+fyy _ fk+gh gh (1 y\/§>[ gh ]
k—gqyy g fk+gh k) | fk+gh
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_ .k ka+gh<1_\/k—gyy>[fk+gh}

Vfk+gh  gh vk gh
mit
Vfk+gh
x/k—gyy=u
Vf+8zz
und

/ ax - —fg \ / fk [ f ]
fk h+kxx k gl’l fk + gh gh ’
woher man ableitet

INTEGRATION VON FALL IV

ftgzz

_c_/Jz _h+kzz+ f o qftsh (- Vfk+gh [fk%—gh}
W\ ftgzz  fk+gh  gh K(frgzz)) | gh

| fktgh f <k<f+gzz>_1> [—fk]

KJFE gh\ JfkTgh gh

KOROLLAR 4

§94 Wenn wir hier dariiber hinaus ¢ negativ nehmen, geht hervor:

INTEGRATION VON FALL VIII

| f—8zz
/dz —h+ kzz
o fz “htkez f ka—gh( Vfk—gh _1> [—fkﬁ—gh}

f—gzz fk—gh gh k(f — gzz) gh

+ﬂ—ﬂnﬂ<y_k0—%@>vq
kVfE  gh V=g ) Lgh

und auf diese Weise haben wir alle 12 Félle vollkommen erledigt.
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ZUSAMMENFASSUNG

§95 Wir sehen also ein, dass die zwolf oben aufgezahlten Fille der Formel

J \/J;E’Z in drei Klassen aufgeteilt werden, von welchen jede vier Fille
umfasst. Die erste Klasse wird natiirlich die Félle enthalten, deren Integration
mit einem einfachen Bogen eines Kegelschnitts durchgefiihrt wird, die zweite
hingegen die, welche dariiber hinaus einen algebraischen Teil annehmen, aber
die dritte Klasse verlangt aufier dem algebraischen Teil zwei Bogen, der eine
elliptisch, der andere hyperbolisch. Obwohl wir also in der Aufzdhlung der
Fille dieser Ordnung noch keine Rechnung getragen haben, scheinen sie nun
so darzustellen zu sein.

Klasse die Integrale werden ausgedriickt mit einem
I
Ellipsenbogen
VI
1.
II
Hyperbelbogen
XII
XI
} algebraischen Teil und Ellipsenbogen
IX
2.
algebraischen Teil und Hypebelbogen
vl
’ 3
I
I\Y
3. algebraischen Teil und zwei Bogen, einer elliptisch, einer hyperbolisch
\Y
VIII
W
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