BEMERKUNG UBER DIE WUNDERBARE
RELATION ZWISCHEN DER REIHE DER
DIREKTEN UND REZIPROKEN POTENZEN

(E352)*

Leonhard Euler

§1 Die Relation, die ich hier darstellen mochte, betrifft die Summen dieser
zwei allgemeinen Reihen:

@=1"-2"43" 4" 5" 6"+ 7" 8"+ ...
1 1 1 1 1 1 1 1
T TR TR TR TR TR
Die erste enthilt alle positiven Potenzen der natiirlichen Zahlen, mit Potenz
m, die andere hingegen die negativen Potenzen aller natiirlichen Zahlen,
hoch n genommen, wihrend jede der beiden Summen mit alternierenden
Vorzeichen behaftet ist. Mein Hauptanliegen ist es darzulegen, obgleich diese
zwei Reihen vollkommen verschieden sind, dass deren Summen dennoch
in einer wunderschonen Beziehung zueinander stehen. Sofern wir also die
Summe einer dieser Reihen kennen, so werden wir die Summe der anderen
daraus ableiten konnen. Ich werde darlegen, dass, wenn man die Summe
der ersten Reihe kennt, also fiir die Variable m, wir dann nahezu immer
die Summe der anderen Reihe fiir n = m + 1 bestimmen konnen. Es sollte
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angemerkt werden, dass, obgleich ich diese Relation nur fiir spezielle Félle
beweisen kann, mein Argument von solch einer Sicherheit begleitet ist, dass
der Leser es fiir einen strengen Beweis halten wird.

§2 Fir die Reihe erster Gestalt, da ja die Terme unaufhorlich anwachsen,
ist es freilich der Wahrheit vertraglich, dass wir deren Summe nicht angeben
konnen, wenn wir unter einer Summe den Wert verstehen, zu welchem wir
umso ndher gelangen, desdo mehr Terme der Reihe wir tatsdchlich addieren.
Daher, wenn die Summe dieser Reihe 1 -2 +3 -4 +5 —6... gesagt wird
1 zu sein, mag es widerspriichlich erscheinen. Denn durch das Addieren
von 100 Terme der Reihe erhalten wir —50, fiir 101 Terme hingegen +51,
was im hochsten Mafie von % verschieden ist und auch noch groéfier wird,
wenn die Anzahl der Terme erhoht wird. Jedoch habe ich bereits vor einiger
Zeit bemerkt, dass es von Noten ist, dem Wort Summe eine Bedeutung
im weiteren Sinne zuzuschreiben. Wir wollen unter einer Summe namlich
den Zahlenwert verstehen, oder den analytischen Ausdruck, zu welchem
gemadfs der Prinzipien der Analysis gelangt wird, welcher dieselbe Reihe
hervorbringt, deren Summe wir suchen. Nachdem diese Auffassung also
vorausgeschickt worden ist, so besteht kein weiterer Zweifel, dass die Summe
der Reihe 1 —2+3—4+5—6... in der Tat } ist; denn sie entspringt aus
der Entwicklung der Formel ﬁ, deren Wert unbestreitbar % ist. Diese
Anschauung wird besser erkannt, indem diese allgemeine Reihe betrachtet
wird:
1—2x +3x% —4x> +5x* —6x° + ...

die entspringt, indem der Ausdruck (14:7}()2 entwickelt wird, welche in der Tat

der obigen Reihe fiir x = 1 gleich ist.

§3 Es ist nun leicht, das Differentialkalkiil zu gebrauchen, um die Sum-
men der obigen Reihen zu finden, wodurch wir die folgenden Summationen



erhalten:

1—x+x2—x3+...:(1_|1_x),
1—2x+3%—4ﬂ+.”:(1jwy
1_fx+§ﬁ_¥ﬁ+“':ﬂ;:ﬁ’
1—?x+§ﬂ—@ﬁ+.”:16f:;{
— 43
12yt i g = 112‘111961;9( ©
L—fx+3%@—4%@+.”::1_2&Wi$ﬁz;2m@+x{
1 26¢ 1362 _ 463 4 — 1—57x+302x(3;110)%x3+57x4—x5

Wir erlangen die Reihen der ersten Gestalt, indem wir x = 1 setzen, und
erhalten die folgenden Summen:

1—f+§—@+ﬁ—@+m:%
1—T+61—¥+5P—&+”.=i
1-22432 4245 -6 +...=0
1—f+6?—@+5&—@+“.:_%;
1-24 43—t y5t 6t ... =0
1_25”5_45*55‘65*“-:*5
1-2043°—4°45°—6°+...=0
1—27+37—47+57—67+...:—%
1-2243°—4%45°—6°+...=0
1—29+39—49+59—69+...:+%



§4 Was die Reihen des anderen Geschlechts () betrifft, so kennen wir bereits
die Summe fiir den Fall n = 1, welche diese ist

1 1 1 1 1 1

1 273 3T5 6t

deren Summe In2 ist. Weiter habe ich zuerst die Summen der reziproken
Reihe der Quadrate entdeckt, dann aber auch die Summe fiir alle geraden
Potenzen. Ich habe gezeigt, dass all diese Reihen von 7t abhdngen, wobei dies
die Peripherie des Kreises mit Durchmesser = 1 meint.

Ich habe die folgenden Summen fiir diese Reihen gefunden

Lts+s+tat... =An® |A=1,

L+Lt+i+L+... =Brt |B=324%

L+k+L+L+... =cn® | C=1iA4B,

s+ %k+%+4%+... =Dn® | D=3}AC+ 2B,
ottt +... =En® | E=%AD+ £BC,

woraus ich die Summen unserer Reihen des zweiten Types, also mit alternie-
renden Vorzeichen, berechnet habe

1 1 1 1 1 2—-1, ,
l"pta gt gt =247

1 1 1 1 1 -1, 4
atmata T Et Ty T

1 1 1 1 1 22-1_ ¢
xts mtm et T 7

1 1 1 1 1 27 -1 ¢
Ity ptE et Ty U

1 1 1 1 1 -1 4
'm0t a0 g a0 T gute = T BT
1 1 1 1 1 o1,
It gt = g 7

Jedenfalls habe ich in den Féllen, in denen 7 eine ungerade Zahl ist, deren
Summe vergebens zu finden versucht. Dennoch ist es gewiss, dass sie nicht



in gleicher Weise von den Potenzen von 7 abhidngen. Vielleicht werden die
folgenden Bemerkungen ein wenig Licht darauf werfen.

§5 Weil die Zahlen A, B,C, D, ... von grofiter Bedeutung bei diesem Unter-
fangen sind, so mochte ich sie zuerst so weit auflisten, wie ich sie errechnet
habe.

_ 299 _ 221 _ 2%
A= 1237 B = 12537 C= 12737
— _2%3 — 285 _ 219691
D = 13555 = 12113 F = 535105
__ 21235 _ 2143617 __ 21643867
G= 1-2--15-17 H= 12--17-15” I= 1-2---19-21”
K — 218.1222277 I — 220.854513 M = 222.1181820455
— 122155~ — 122337 — 1225273 /
N = 22476977927 0= 2%6.23749461029 P = 278.8615841276005
- 12271 / - 122915 - 1.2---31.231  /
Q= 230.84802531453387 R — 232.90219075042845
- 1.2---33-85 ’ - 12353

§6 Die Summation der Reihen der ersten Gattung beinhaltet in den Fallen,
in denen die Variable m eine ungerade Zahl ist, ebenfalls dieselben Zahlen
A,B,C,D,.... Wir rufen uns in Erinnerung, dass , sofern diese Variable eine
gerade Zahl ist, die Summe gleich Null wird. So sollten wir eine Methode
gebrauchen, die diese schone Abhdngigkeit aufzeigt. Um also zu diesem
Beweis zu gelangen, ist die allgemeine Methode zu gebrauchen, die ich einst
mitgeteilt habe, und die dazu dient, die Summen aus dem allgemeinen Term
zu bestimmen. Es sei X eine Funktion von x und werde mit X = f : x
dargestellt. Wir wollen nun diese unendliche Reihe betrachten

frx+f(x+a)+fo(x+20)+f:(x+3a)+f:(x+4a)+...,

wo also die folgenden Terme Funktionen von (x + ), (x 4+ 2a), (x + 3a), ...
sind. Wir wollen die Summe dieser Reihe S nennen, die also auch eine Funkti-
on von x ist. Setzen wir (x + «) anstelle von x, so wird daraus

adS  «?ddS w3d3S atd*S

S
+1dx+1-2dxz+1-2-3dx3+1-2-3-4dx4+

Dieser Ausdruck ist also die Summe der Reihe

frolx+a)+f:(x+2a)+f:(x+3a)+f: (x+4a)+...



und ist S — f : x = S — X gleich, so dass gilt

v adS N «2dds N a3d3s N a*d*s N
o 1ldx o 1-2dx2 0 1-2-3dx3 0 1-2-3-4dx*

Daraus habe ich dann freilich diese Formel deriviert

343 545
S:_i/de%—lX—“AdX a3BdPX  w’Cd”X

22T odx T Bad T Bav

wo A, B,C, ... die oben aufgelisteten Zahlen sind. Damit sind wir bei der ver-
langten Summe S angelangt, indem wir das Integral f Xdx und die Ableitung
jeder Ordnung der Funktion X zu Hilfe genommen haben.

§7 Um nun die alternierenden Vorzeichen zu erlangen, wollen wir 2« anstelle
von « schreiben, damit erhalten wir die Summation:

frox+fo(x+20)+f:(x+4a)+...
1 1 aAdX  «PBd*X  aSCdPX
N _ﬂ/XdeLiX_ dx + dx®  dxd +

und indem das Doppelte dieser von der vorhergehenden abgezogen wird,
bekommen wir

frx—fi(x4+a)+f:(x+20)—f:(x+3a)+f:(x+4a)—...
1, (22-1)aAdX (2 -1)a’BPX (2°-1)’Cd°X

2 2dx 23dx3 25dx5 R

wo der Term, der das Integral f Xdx enthilt, verschwunden ist. Wir wollen
nun zu unserem Ziel voranschreiten und setzen f : x = X = x”, und erhalten
die folgende Summe der Reihe:

A= (x4 a)"+ (x4 20)" — (x+30)" + (x +4a)" — ...

1, (22=1)maAx"t (24 —=1)m(m—1)(m —2)a®Bx™3
2t 2 i 23
C(2°=1)m(m —1)(m —2)(m —3)(m — 4)aCx"
25
N (28 = 1) m(m —1)(m — 2)(m — 3)(m — 4)(m — 5)(m — 6)a’ Dx"~7

27



welche nur eine endliche Anzahl von Terme umfasst, wenn die Variable m

eine positive Zahl ist. Deshalb ergibt sich fiir # = 1 in unserer Reihe der ersten
Gestalt

M=+ )"+ (x+2)" = (x+3)"+ (x+4)" = (x+5)"+...
1 m

m m— m(m—l)(m—Z) m—
= Sam = 2 (@2 1) Ayt DS (0t q) e
m(m—1)(m—2)(m—23)(m—4) —
T2 2 2 2 7 (@ -1)Cm
m(@m—1)(m—2)(m—3)(m—4)(m—>5)(m—6) m—
2 2 2 2 2 2 5 (@1 Dx"

§8 Nun haben wir bloff x = 1 zu setzen, um die allgemeine Summe all
unserer Reihen der ersten Gattung zu erlangen. Es ist jedoch leichter, die
Summe zu finden, wenn x = 0 gesetzt wird, wobei wir erhalten.

0" — 1M 42" 3" 4" 5" 6" 7"+ ..,
welches gerade das Negative der Reihe ist, die wir suchen. Indem x = 0
gesetzt wird, verschwinden alle Zahlen, aufier einer einzigen, namlich die,
wo die Potenz von x Null ist. Dies tritt auf, immer wenn m eine ungerade
Zahl ist, denn wenn es gerade ist, verschwinden alle Glieder und die Summe

dieser Reihe vereinfacht sicht zu Null. Deshalb finden wir durch Nehmen des
Negativen dieser Summen folgendes



1 41 -1 +1 -1 +
2 43 -4 +5 —6 +
—22 432 42 452 6% +
—2% 3% 43 45 -6 +
04 434 g4 g5t gk oo
435 45 45 65 4. —+1.2...55 ¢,
+
+
+
+
+

I

a1
g S S G Wy

N

[6;]

>
m=6 26 436 45 156 b —0,

— Y 4y 4 45 —1.2...7%Up
m = —28 438 48 458 68 =0,

—9 20 43 g 45 6 — 129U
= 10 010 4310 410 4510 _gl0 —0,

Nachdem all diese Summen berechnet worden sind, findet man, dass sie
dieselben Werte haben wie die, die ich oben aufgelistet habe, aber nun sehen
wir deren Verbindung zu den Werten A, B, C, .. ..

§9 Wir wollen nun jede dieser Reihen des ersten Geschlechts durch diejenige
Reihe der zweiten Gattung dividieren, welche dieselbe der Zahlen A, B,C, ...



enthélt, um die folgenden Gleichungen zu erhalten

1-2+3-4+5-6+... __+1@1—U
Eiriogriogr. @D
1-22432 -4 +52-62+...
1 1,1 141 1.4 =0,
13 23 33 43 53 63
1-2843-4455-6"+... 1.2:3(2*-1)
H—mtm—mta—E+.. (28 —-1)m* 7
1-2043 -4 45" —6'4...
1 _ 1,1 1,1 1 =0,
15 25 35 15 55 65
1—f+§—f+§—é+”._+rznﬂ%—m
I -1 1 L+I-LZ+.. @ 1)
1—-264+36—-46455—604 ...
111 111 =0,
17 27 37 47 57 6/ .
1-2743 -4 +5-6+... 1:2...7(2°-1)
I I ri—E+&—&+... -1
1-284+38 48458 684 ...
i 1,1 141 1. =0,
19 29 39 49 59 62
1-2243 -4 +5 -6 +... _+1Q-~9@w—n
e R T B SO CEDE LN

Aber die Gleichung, die diesen vorausgeht, ist

1-141-14+1-1+... 1
T

deren Verbindung zu den folgenden vollig im Verborgenen liegt.

§10 Die Betrachtung dieser Gleichung hat mich zu dieser allgemeinen Formel
gefiihrt:

1—2W4+3W4—4W4+5wl—€“1+”__N 1-2:3---(n—1)(2" = 1)

1,1 _ 1,1 _1 -1 ‘




wo wir nun dazu voranschreiten miissen, den Koeffizienten N genau zu
bestimmen und zwar in Abhdngigkeit von der Variable n. Um dies zu errei-
chen, wollen wir die Werte des Koeffizienten N betrachten, die der Variable n
entsprechen, fiir die gerade betrachteten Félle finden wir:

n‘ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N‘\+1 0 -1 0 +1 0 -1 0 +1

Weil ja N stets verschwinden muss, wann immer n eine ungerade Zahl ist,
und fiir den Fall n = 4i + 2, notwendigerweise N = +1 ist, fiir den Fall n = 4i
hingegen N = —1 wird, so ist es offenbar, dass wir diesen Bedingungen
Gentiige leisten, indem wir N = — cos (%4*) nehmen. Dieses Grundes wegen
wage ich es, die folgende Vermutung auszusprechen, dass fiir jede Variable 1,
die folgende Gleichung stets gilt:

1_271—1 _|_3n—1_4n—1 +5n—1 _671—1_’_”_
1 1 1 1 1
1_7—'—37_47—’_57_67—'—“'
-1-2:3--(n—1)(2" - 1) na
- @2 1-1) 'OSC?>

Diese Vermutung mag freilich gewagt erscheinen, aber da sie fiir den Fall,
wo n eine ganze Zahl grofier als die Einheit ist, gezeigt worden ist, wahr zu
sein, so mochte ich diese Relation fiir den Fall # = 1 und dann fiirn = 0
nachweisen. Danach mochte ich zeigen, dass, wenn diese Vermutung fiir die
Falle, wo n eine positive ganze Zahl ist, gezeigt worden ist, sie auch wahr ist,
wenn 7 eine ganze negative Zahl ist. SchliefSlich werde ich einige Fille dartun,
wo wir n einen gebrochenen Wert zuteilen.

§11 Sei also n = 1 und wir erhalten den Ausdruck

1-14+1-14+1-1+...
R . B I

dessen Wert zfﬁ ist. Jedenfalls enthilt die vermutete Relation fiir diesen Fall
den Ausdruck 1-2-3---(n—1) =1 und 7" = 7, wihrend die zwei anderen
Ausdriicke cos (%) und (2”_1 — 1) beide Null sind, wihrend der eine den
anderen teilt. Daher schreibe den Ausdruck, den unsere Vermutung gibt, in

diesem Fall als:
1 cos (%)

T (21 —1)

10



cos (%)
(2;1—1,1)
wenn Zihler sowie Nenner Null ist. Wir wollen dafiir die Variable n als
Variable behandeln, und da das Differential des Zihlers —%’l” sin (%) und
das des Nenners 2" 'dnIn?2 ist, wird unser Bruch fiir diesen Fall dasselbe
%(132). Fiir n = 1 reduziert sich das zu — 575, so dass der Wert,
den wir zu finden wiinschen, dieser sein wird:

1 cos (%) 1

TR 1) 22

Also ist unsere Vermutung auch im Fall n = 1 mit der Wahrheit vertraglich,
welcher Fall Anfangs vollkommen von der Regel fiir die tibrigen Fille abzu-
weichen schien. Dies ist schon eine Art von Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit
dieser Vermutung, da es ziemlich unwahrscheinlich scheint, dass eine falsche
Annahme dieser Probe standhalt. Wir diirfen unsere Vermutung also bereits
als sehr bestitigt ansehen. Dennoch mochte ich noch mehr iiberzeugende
Argumente anfiihren.

wo die Frage nun darin besteht, den Wert des Bruches zu bestimmen,

sein wie —

§12 Sei n = 0, und wir werden nun diesen Ausdruck zu betrachten haben
1-1+i—1+i-14 .
1—-14+1—-1+1-1+...

dessen Wert offenbar gleich 2In2 ist. Unsere Vermutung gibt uns freilich die

Ausdriicke cos (%) =1und " =1, sowie2-1-2-3---(n—1) (2" — 1). Der

Faktor 1-2-3---(n — 1) ist unendlich und der andere Ausdruck (2" —1) ist

Null, woraus wir erkennen, dass dies unsere Vermutung auch in diesem Fall

nicht widerspricht. Aber, um zu dem Beweis voranzuschreiten, bemerke ich,

dass gilt:

1
1-2-3---(n—1)25-1-2{%---71

und im Fall n = 0 haben wir 1-2---n = 1. Daher ist in diesem Fall 1 -
2---(n—1) = %, und der Wert aus unserer Vermutung ist dann 2(2’;_1), WO
wir, da Zahler sowie Nenner fiir n = 0 verschwinden, nur deren Differentiale
einzusehen haben. Daher haben wir den anderen Bruch % =2-2"In2,
der dem fiir den Fall n = 0 gleichwertig ist. Dies gibt uns nun denselben Wert
21In2, den die Natur der Reihe erfordert. Dies ist also eine weitere Bestatigung,
die mit der vorhergehenden verbunden uns einen vollstindigeren Beweis
unserer Vermutung geben wird. Dennoch haben wir keinen direkten Beweis

gegeben, der auf einmal alle moglichen Fille in sich umfasst.

11



§13 Da unsere Vermutung nun fiir alle Fille bewiesen worden ist, in denen n
eine positive ganze Zahl ist, so mochte ich nun zeigen, dass sie ebenso wahr ist,
wenn wir fiir n eine beliebige negative ganze Zahl nehmen. In diesen Féllen ist
der Wert des Ausdrucks 1:2-3---(n — 1) unendlich, und dies scheint freilich
meiner Vermutung zu widersprechen; dennoch ldsst sich dieser Umstand mit
einer Rechnung, die ich einst durchgefiihrt habe, entgegnen. Man gebrauche
die Notation [A], um das Produkt 1-2-3---A darzustellen. Ich habe einst
gezeigt, dass stets [A] - [-A] = AL gilt. Fiirn—1= —m oder n = —m + 1
erhalten wir also den Ausdruck:

1—-27"M4-37Mm _4=Mm L 57Mm =" |
1 _mel _|_3m71 _4m71 _|_5m71 —6’”71 + ...
—1-2-3-++(—m) (27" —1) <(1—m)7r>
= cos| ——— ),

(zfm _ 1) a—m+l 2
woher, dajal1-2-3---(—m) = [-m] und [m] - [-m] = I gilt, wir haben
werden
1-2-3---(—m) = mn i

1-2:3---msinmm  1-2-3--(m—1)sinmmn

Da nun cos (W) = sin (%) ist, nimmt der Ausdruck unserer Vermutung
nach diesen Einsetzungen die folgende Form an:

2(2m 1 —1) o™ . /mm
T @ —1)1-2-3-- (m—1)sinmrx (T)
(2m71 _ 1) "

1-2-3---(m—1) (2" —1)cos 1’

wo wir die Gleichung sinmm = 2sin (%%) cos (%F) gebraucht haben. Nun
haben wir die gefundene Gleichung nur zu invertieren, indem wir den Nenner
nach oben und den Zihler nach unten schreiben, und wir werden diese
Gleichung erhalten:

1_2m—1 +3m—1_4m—1 +5m—1_6m—1+”‘
1—2my3m_4-mp5m_gmy
1.2.3..-(m—-1)(2" 1) mr

- @2m1—1) rm s

wie vermutet worden war. Nun sieht man also deutlich, dass, wenn der
vermutete Ausdruck im Fall richtig ist, wo n eine positive Zahl ist, er auch
wahr sein wird, wenn 1 eine negative Zahl ist, daja m = —n + 1 ist.

12



§14 Man findet einen bemerkenswerten Fall, wenn man n = % setzt, der zu
diesem Bruch fiihrt

1 1 1 1 1
l 1 1 1 1

weil dessen Zdhler und Nenner gleich sind, ergibt er den Wert 1. Wir haben
also den Wert des Ausdrucks zu finden, welchem die Vermutung andeutet,
diesem gleich zu sein:

123 (B (V21w V2 1 [

(5-1)ve AT VR Vi VR

Ich habe aber bereits an anderer Stelle gezeigt, als ich hypergeometrische
Progression1,1-2,1-2-3,1-2-3-4, ... untersucht habe, deren allgemeiner
Term also 1-2-3---n = [n] ist, dass wir [%] = @ fiirn = % haben , und da
ja [3] = 2 [-1] gilt, ist es ersichtlich, dass [—3] = @ gilt (muss [—1] = /7
sein), was unseren Ausdruck in der Tat gleich werden lésst. Es sollte also kein
weiterer Zweifel an unserer Vermutung aufkommen, da sie nun nicht nur
fiir alle Félle bestétigt ist, in denen die Variable n eine ganze Zahl ist, sei sie
positiv oder negativ, oder sogar n = 1. Fiir die anderen Fille, die gebrochene
Zahlen enthalten, die wir anstelle von n einzusetzen wiinschen, konnen wir
keinen eigenen Beweis angeben, da ja bis jetzt niemand eine Methode erdacht
hat, die Summe der Reihe 1 — 2" + 3" — 4" + 5" — ... zu bestimmen, wenn n
ein Bruch ist. In diesen Fillen miissen wir mit Approximationen zufrieden
sein: Wir werden sehen, dass unsere Vermutung richtig bleibt.

§15 Um dies zu erproben sein=3 Weil1-2-3---(n—1)=[}] = @ gilt,

sowie cos 3f = ——, muss dieser Bruch

\/7/
1-V2+V3-vVa+v6-V6+...
1 1 4 1 1,11
Vi s WATEE s T
dieser Grofie gleich sein

2V2—-1 3442
2(2—\@)71_ 21v/2

= 0,4967738.

13



Berechnet man aber die ersten neun Terme der Reihe im Zihler, finden wir

1-V2+V3—V4+V5—-vV6+V7—V8+V9 =1,9217396662,

von welchem wir also folgende Summe V10— VI1+ V12— V13 4+ V14— . ...
bis ins Unendliche subtrahieren miissen. Nach §7 ist dies

lm_l(zz—l) A +1-1-3(24—1) B
2 4 V10 43 1024/10
1-1.3.5.7(2°-1) C +1-1-3-5-7-9.11(28—1) D
4° 103/10 47 104/10
:\/ﬁ<1_1-3A+1-1-3-153_1-1-3-5-7-63C+1-1-3-5-7-9-11
2 2 10 25 108 29 10° 213
und mit den WertenA:%,B:%,C:;@,D:ﬁ,E:ﬁerrechnen

wir fiir den Ausdruck 0,48750774577 - /10, was ungefdhr 1,541610 (muss
1,541634853 sein) ist und fiir die Reihe im Zahler gibt 1 — v/2 + /3 — V4 +
V5 — 6+ -+ = 0,380129 (muss 0,380104812 sein). Fiir die untere Reihe
geben die ersten 9 Terme 0,7821470744 (muss 0,782135824 sein), wovon die
Summe von allen folgenden Werten zu subrahieren ist

1 < 3-3A 3-5-7-15 B 3-5-7-9-11-63 C >
1 — — — — ... ],
2010

210 » 18 2 105
was ca. 0,01698880 gibt, womit die Summe der unendlichen Reihe 0,765158
(muss 0,765147024 sein) sein wird. Nun wollen wir sehen, ob diese Reihe durch
jene dividiert, also der Bruch gﬁggﬁg, gleich 0,4967738 ist (muss % =
0,496773561 sein). Der Unterschied ist derart gering, lediglich 2 Hundert-
Tausendstel der Einheit (muss 2 Zehn-Millionstel sein), dass keiner an der

Giiltigkeit in diesem Fall zweifeln kann.

§16 Weil unsere Vermutung bis zu einem sehr hohen Grad an Sicherheit
nachgewiesen worden ist, dass an ihrer Giiltigkeit kein Zweifel mehr besteht,
wenn 7 ein Bruch ist, wollen wir unser Ergebnis fiir den Fall auflisten, in dem

14
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n ein Bruch der Form 2’;1 ist

1 VaeVEo VA 1(22-1)

1—F+#—F 21(2 \ﬁ)n
1-2V2+3vV3—4vA+... _ 1 3(4\7—1)
l-nstss—aat (4 ﬁ)
1-22V2432/3-2V4+... 1'3'5(8\@—1>
1_231/§+331/§_431/1+"' o 23(8—\5)7'(3 ’
|- P A #VEr...  1:3:5:7(16v2-1)
|23t EoE..,  1:3:5:7-9(32v2-1)
|25\ a4E_45As . 1:3:5:7.9-11 (642 1)
. L (64— v2)me
|26\ 3 4363 40yA4 . 1:3:5:7.9.11.13(128v2—1)
ratEaorato 7 (128 - v2) w0 |

Es sei angemerkt, dass 2v2-1 5uf diesen Ausdruck zuriickgefiihrt werden

2—\2
20 A
kann % Deshalb finden wir fiir jedes Reihenpaar, sofern wir die

Summe fiir eine gefunden haben, aus dieser die Summe der anderen tiber
eine Relation von 7.

§17 Die Summe der reziproken Potenzen

1 1 1 1 1
ate wte et
betreffend, habe ich bereits bemerkt, dass ihre Summen nur gefunden worden
sind, wenn 7 eine gerade ganze Zahl ist, und fiir ungerade Zahlen n waren alle

15



meine Bemiihungen vergebens. Nachdem also die Summen dieser reziproken
in Beziehung zu den direkten gesetzt worden sind, und da wir die Summe
von

1— 21’1—1 + 31’1—1 . 41’1—1 + 5}’1—1 . 61’1—1 4.

im Allgemeinen kennen, konnten wir erwarten einen Weg zu finden unser
Ziel zu erreichen, aber ungliicklicherweise ist die direkte Summe fiir ungerade
Zahlen n stets 0. Daher konnen wir nichts schlieSen, denn fiir n = 2A + 1
finden wir nach unserer Vermutung

1 1 1 1
1- 22A+1 T 32A+1  42A+1 + A1
(22A_1) 7.C2/\+1 1 _22A_|_32/\_42/\ _|_52/\_.H
T 123 2A (2o cos 2 1 .

In diesem letzten Ausdruck sind der Wert sowohl des Zihlers 12} — 224 4
324 — 422 4 52 _ | so wie des Nenners cos %7‘[ = —sin Am beide Null,
wenn A eine ganze Zahl ist. Es ist freilich richtig, dass wir leicht den Wert eines
solchen Bruchs finden konnen, indem wir anstelle von Zahler und Nenner die
jeweiligen Differentiale einsetzen; aber ungliicklicherweise ist diese Methode
hier nicht erfolgreich, wie ich zeigen werde.

§18 Um dies aufzuzeigen, berechnen wir es konkret. Wir finden das Diffe-
rential des Zihlers als

24\ (lZAlnl — 22 02 43 In3 — 4 In4d + . )

und den des Nenners als —7tdA cos Ar. Wir finden fiir unseren Fall die Summe
in dieser Form ausgedriickt

1 1 1 1
© 92A+1 + 32AHT 42441 T 52A+1

B 2(22)\_1) 7-[2)\
C1:2-3---20(22M1 — 1) cos ATt

1

: <12/\ln1—22)‘1n2+32/\ln3—...>.
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Setzen wir fiir A die Zahlen 1,2, 3, ... ein, erhalten wir die folgenden Summa-
tionen:

L1 1 _2:3-71*(1In1—-22In2+43%In3 —4’In4 +...)
TETE T 1-2.7

N N S _+2-15-7T4(1ln1—24ln2+341n3—441n4_+...)
2503 4T 1-2-3-4-31

TP IE 2:63-7°(1In1—2°In2+43°In3 — 4°In4 +...)
27 3 & 1.2-3---6-127

LI S _+2-255-7t8(1ln1—281n2+381n3—481n4+...)
223 1-2-3-.-8-511

T S S S 2-1023- 1'% (1In1—2"YIn2+3%In3 —...)
211 7 314t 1-2-3---10-2047

Dabher ist es notwendig, dass wir die Summen der Reihen dieser Form finden:
1'In1-2"In2+3"In3 - 4" In4+ ...

Aber diese Reihenauswertung ist vielleicht sogar schwieriger als die, die wir
zu finden suchen, und ich erkenne keine Methode, die uns zu diesem Ziel
fithren konnte.

§19 Diese Gleichungen werden ein wenig leichter, wenn man betrachtet, dass
die Reihe 1+ 3 + = + ok + g + .. . dieser gleich ist

[ S ORI N T U
2(2m1-1) om Tgm o gm T Em )

Die vorhergehenden Methoden gebrauchend, finden wir die allgemeine Sum-
me

1 1 1 1
32A+1 + 52A+1 + 72A+1 + 92/\+1 RIEER
2A
7T

= 24 1n2 — 3% 422 In4 — 521
1-2-3-~2/\C05/\7t< n 37 In3+ n 5% In5+ )

1+
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und zdhlen nun die speziellen Félle auf:

1+l+l+l+m:+n2(221n2—37~1n3+421n4—...)
3 5 7 1-2

1+l+l+l+ :+7T4(241n2—341n3—|—441n4—...)
3% 5 AT 1-2-3-4

LI :+7‘c6(26ln2—36ln3—|—461n4—...)
37 5 7 1-2-3-4-5-6

1+l+l+l+m:+7r8(281n2—381n3+481n4—...)
3 5 7 1-2.3-4-5-6-7-8

Hier sollte aber bemerkt werden, dass die allgemeine Summe in diesen zwei
letzten Paragraphen nur giiltig wird, wenn die Variable A eine positive ganze
Zahl ist, weil sie darauf beruht, dass die Summe der Reihe: 1 — 22} 4 324 —
42} + . Null ist. Diese Summe ist im Fall A = 0 nicht mehr Null, daher
konnen wir fiir A nur die Zahlen 1,2,3,4,5,... verwenden. Ich bemerke,
dass die Reihe In2 —In3 +1n4 — In5 + ... die Summe %ln % hat, was uns
Veranlassung gibt, auf einen Erfolg beim Finden der Summe der Reihe, die
uns hierher gefiihrt hat, zu hoffen.

§20 In gleicher Weise konnen wir die Summen dieser zwei Reihen verglei-
chen

~1 ~1 ~1 1,1 1 1
und gelangen so zur dhnlichen Vermutung

1-3mtgppn-t el 0 1.2.3...(n—1)-2" | nn
= sm-—,
1—3 451 _7-n4 T 2

wann immer 7 eine gerade positive Zahl ist, verschwindet der Zahler der
Reihe, und in diesen Fillen wird auch der Sinus des Winkels Null. Also haben
wir fiir n = 2A:

L1 1 a1 (34 In3 — 524 1 In5 + 724" 1In7 — ...
324 524 72A B 1-2-3--- (21 —1)224-1cos At '
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Ist n eine positive ganze Zahl, berechnen wir die folgenden Summen:

1_l+l_l+ _+7T(31n3—51n5+71n7—...)
32 52 720 T 1-21
1,1 1 7 (3 In3—-5In5+7°In7 —...)
l— g tag =gt =
3¢ 5% 7 1.2.3.23
1,1 1 m° (3°In3—-5In5+7In7 —...)
1_76+76_76+:+
36 50 7 1-2:3-4.5.25
S S n’ (37In3 -5 In5+7"In7 —...)
38 58 78T 1-2-3-4-5:6-7-27
11 1 n (3°In3 -5 In5+7’In7—...)
30 ' 510 7 1-2:3.-:9.29

Diese letzte Vermutung enthélt einen leichteren Ausdruck als die vorherge-
hende, deshalb existiert die Hoffnung, dass weitere Entwicklung Erfolg mit
sich bringen wird. Einen Beweis zu finden, wird nicht wenig an Erkenntnis
fiir eine grofie Anzahl anderer Probleme dieser Art mit sich bringen.
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