ANALYTISCHE BETRACHTUNGEN"

Leonhard Euler

Nachdem ich neulich entdeckt hatte, dass das Integral dieser Differential-
(x¢—xP)dx

form Togx

, wenn es so genommen wird, dass es fiir x = 0 verschwindet,

dann aber x = 1 gesetzt wird, diesem Wert log g—ﬂ gleich wird, schien mir

diese Integration umso mehr der Aufmerksamkeit wiirdig, weil ihre Giiltigkeit
mit keiner bis jetzt gebrauchlichen Methode gezeigt werden konnte. Deswegen
besteht namlich iiberhaupt kein Zweifel, dass selbige noch viel mehr verbirgt
und zu vielen anderen wunderbaren Sachen in der Analysis zu fithren vermag.
Ich glaube also nicht, dass es den Geometern unangenehm sein wird, wenn
ich einige Betrachtungen, welche sich mir aufgezeigt haben, erklare.

§1 Weil diese Integration sich auf gédnzlich alle fiir die Buchstaben « und B
angenommenen Werte erstreckt und sogar imagindre Werte nicht ausgeschlos-
sen werden, wollen wir

x=nv—-1 und B=-nv-1
setzen und es wird

% — X‘B — xn\/fl _ xfn\/fl

sein; weil diese Formel auf diese Form e" logxy/=1 _ p=nlogxy/=1 zuriickgefiihrt
wird, ist es bekannt, dass der Wert = 21/—1 - sinnlog x ist, nach Einsetzen
welches Wertes
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2/ 1. / dxsinnlogx _ log1+n\/_1
log x 1—ny—1

hervorgeht. Es ist aber bekannt, dass der Wert dieser Formel log {1~ Lin % auch

2y/—1-arctann ist, weil ja die Differentiation nach n

1+nyv-—1 2dn\/—1

1—nv— 1+nn

gibt, deren Integral offenbar 21/—1 - arctan n ist; daher erhalten wir also das
folgende Theorem:

d.log

THEOREM 1

Diese Integralformel

/ dxsinnlog x

log x
von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt driickt den Kreisbogen aus,
dessen Tangens = n ist; daher wird fiir n =1

/dxsinnlogx o
logx 4’

wihrend 7t den halben Umfang des Kreises ist, des Radius = 1 ist.

§2 Obwohl aber diese Integration aus unserer allgemeinen Form heraus,
welche mit anderen Methoden unzugénglich erscheint, abgeleitet worden ist,
kann ihre Giiltigkeit mit gebrdauchlichen Auflésungen auf die folgende Weise
gezeigt werden und wird so wird aus diesem Fall die allgemeine Integration
ein umso stdrkeres Fundament erhalten. Weil ndmlich mit einer unendlichen
Reihe

nlogx n®(log x)* n n°(log x)°

. 1 — - .
sinnlogx 1 1.2.3 1-2.3.4.5 etc
ist, wird
5 4
/dxsmnlogx /d ( _ n’(log x)? + (log x) —etc.>
Tog x 1.2.3 1-2.3.4.5



sein; es ist aber bekannt, dass

/dx(logx)2 = x(logx)* — Z/dx log x = x(logx)* — 2xlogx +2- 1x

ist, welcher Ausdruck fiir x = 1 gesetzt auf 2 - 1 reduziert wird; in gleicher
Weise wird

/dx(logx)4 = x(log x)* —4/dx(logx)3 = x(log x)* —4x(logx)3—|—4-3/dx(logx)2

werden, welche fiir x = 1 gesetzt wegen log1 = 0 entsprechend 4-3-2-1
liefert; und auf dieselbe Weise wird [ dx(logx)® =6-5-4-3-2-1. Nachdem
also diese einzelnen Integralwerte eingefiihrt worden sind, wird

/dxsinnlogx_n_2-1713+4-3-2-1n5_6---1717+etC
logx ~ 1-2.3 1-2-3-4.5 1---7 ‘
n® n o
:n—?+€—7+etc.

sein, die Summe welcher Reihe natiirlich arctan n ist.

§3 Dieser Fall liefert uns einen Ansatzpunkt, auch diese Integralformel

S dx“l’s% ausfindig zu machen, welche freilich nicht unmittelbar in unserer

allgemeinen Form enthalten ist; und weil

nn(log x)? n n*(log x)* n®(log x)°

1-2 1.2.3.4 1.2.3.4.56 °%

cosnlogx =1—

ist, entspringt aus dem ersten Term | ; (‘fgx, deren Wert ich freilich gezeigt

habe unendlich zu sein. Fiir die folgenden Terme wird aber

/dxlogx = xlogx—x = —1 und /dx(logx)3 =—-1-2-3 und /dx(logx)5 =—-1---5 etc

sein, nach Finden welcher Werte wir

/dxcosnlogx_ dx nn nt n® nd

logx logx+7_z+€_§+etc'



erhalten werden, welcher Ausdruck natiirlich auf diesen zurtickgefiihrt wird

dx 1
/ Tog x +5 log(1+ nn).

Weil aber der erste Term diese Summe unendlich macht, wollen wir davon
eine andere dhnliche abziehen

dxcosmlogx dx 1
/ log x ~J logx + 2 log(1 + mm)

und wir werden

dx(cosnlogx —cosmlogx) 1
/ = —log
log x 2 1+mm
haben und diese Integration scheint nicht weniger bemerkenswert als die
vorhergehende.

1+nn

§4 Weil aber im Allgemeinen cosa — cosb = 2sin b# sin b%“ ist, wird
. m4+n
cosnlogx — cosmlogx = 2sin

.om—n
log x sin 5 log x
sein, sodass

/dxsin "7 logxsin "7 logx 1
log x —1°

1+nn
1+ mm

ist; wenn wir also m = p + g und n = p — g setzen, werden wir das folgende
hochst bemerkenswerte Theorem haben:

THEOREM 2
Diese Integralformel

/ dx sin p log x sin g log x
log x plog g log
ist

1, 1+(p—9g)?
“log A
1811 (p+g)p



wenn natiirlich die Integration von der Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt wird.

Diese Integration ist umso bemerkenswerter, weil in ihr kein Kreisbogen
auftritt, auch wenn sie die erste in sich zu umfassen scheint, was sich aber
nicht so verhilt, weil sin glog x nicht auf die Einheit reduziert werden kann,
dass zugleich die GrofSe g variabel gemacht wird.

§8 Es wird also der Miithe Wert sein ausfindig zu machen, wie auch das
Integral dieses Theorems aus unserer allgemeinen Form abgeleitet werden
kann. Fiir dieses Ziel wollen wir diese Integralformel betrachten

welche in diese zwei aufgeldst wird

dx
log x

dx

Oty _ xPtYy
(x ) log x

(x“+5——xﬁ+5L

x+y+1
B+vy+17

der zweiten hingegen log gigﬁ

der Wert der ersten von welchen log
ist, sodass wir

_ (Dc+7+1)(,3+(5—|—1)
BTyt (atot1)

haben. Nun wollen wir also

xa=pV/-1 und B=—pv-1

setzen, weiter

Yy=qv—-1 und 6= —qv-1,

dass

x* —xP =2v/~1-sinplogx und x7—x°=2y/—1 singlogx

wird; so wird ndmlich unsere Integralformel diese Form annehmen

_4/ dx
log x

sin plog x singlog x.



Fiir ihren Wert finden wir aber

dty+1=1+(p+q)vV—1 und B+6+1=1—(p+q)v—T1,
ﬁ+7+1:1+(q—p)\/jl und 0&+5+1:1+(p_‘7)\/jl’

nach Einsetzen welcher Werte der Wert des Integrals als

Le(pta)® g 1+ (p—a”
1+ (p—q) 1+ (p+4q)?

hervorgeht, woher natiirlich die Integration des letzten Theorems folgt
/ dx
log x

§6 Dabher ergreifen wir die Moglichkeit, diese allgemeine Form zu entwickeln

. . 1o 14+ (p—9q)?
sin plog xsinglog x = 4log1+ CETE

dx BY( vy 5
logx(x xP)(x7 4 x%),
deren Wert
at+y+1 a+o+1 (a+y+1)(a+6+1)
= 1 =1
8 1 81 BB )it

sein wird. Nun wollen wir wiederum

a=pv/—-1 und B=-pv—-1

setzen, dann aber

Yy=gv—-1 und 6= —qv-1

und es wird

x* —xP =2y/~1-sinplogx und x?+x° =2cosqlogx

werden, sodass die Integralformel

dx .
4\/—1-/logxsmplogxcosqlogx

entspringt. Fiir den Integralwert werden wir aber



a+y+1=1+(p+q)V-1 B+r+1=1+(-p)V-1L
a+5+1=1+(p—q)v—-1 B+é+1=1—(p+q)V—-1,

haben, woher der Wert des Integrals als

1+ (p+gvV=1 1+(p—qv-1 1+(p+gv-1

log = log

hervorgeht. Es ist aber

og LH POV
ST (prqv1

und auf dieselbe Weise

1 =2v/—1-arctan(p +q)

1+ (p—qv-1_ ' B
1—(P—q)m_2\/jl arctan(p — q),

nach Einsetzen welcher Werte diese Integration resultiert

/ dx
log x
a+b

Weil also im Allgemeinen arctana + arctanb = arctan ;= ist, wird die

log

. 1 1
sin plog x cos g log x = 5 arctan(p +q) + 3 arctan(p — q).

gerade gefundene Summe der Bogen = arctan 17;5 77 und der Wert des
Integrals

1arctan 27’9
2 I—pp+aq

sein; daher das folgende

THEOREM 3

Diese Integralformel

/ dx sin plog x cos g log x
log x plog qlog

1= (p+ V= 1= (p—q)v=1  P1—(p+q/—1  °1—(p—q/—1



von der Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt ist diesem Wert

1arc:tan 27’9
2 I—pp+aq

gleich.

§7 Wenn wir also g = p nehmen, wird wegen sin p log x cosglog x = 1 sin2plog x
wird diese Integration hervorgehen

1/ dx in2pl x—lartan2
2 logxS piog — A Pr

was vollkommen mit dem ersten Theorem iibereinstimmt; aber sie kann
tatsdchlich auch im Allgemeinen auf das erste Theorem zuriickgefiihrt werden.
Weil namlich

1 1
sinacosb = 5 sin(a +b) + 5 sin(a — b)

ist, wird unsere Formel in diese zwei Teile geteilt

1/ dx sin(p +q) lo x+l/ dx sin(p — q) log x
2/ logx PTa)ogxT 5 log x P48

Also wird der Wert des ersten Teils aus dem Theorem

1
=5 arctan(p + q),

das des zweiten Teils hingegen

1
=5 arctan(p — q)
sein, welche Form nattirlich auf die zurtickgefithrt wird, welche wir hier
gegeben haben.
§8 Nun wollen wir aber unsere allgemeine Integration

dx
log x

a+1
g+1

ein wenig allgemeiner auf Winkel zuriickfiihren, indem wir

(x* — xP) =1log



x=m+nv—-1, p=m-nyv-1
setzen, dass
x* —xP = xm(x”ﬁ = x*”ﬁ) =2v—1-x"sinnlogx

wird; dann wird aber

a+1 _ 14+m+ny—1
B+1 1+4+m—ny—1
1+kv/—1

sein, welcher Bruch fiir n = k(m + 1) gesetzt auf diesen /1 reduziert

wird. Es ist aber

1+ kv—1 n
log————— =2+/—1-arctank = 2+/—1 - arctan
81 _kv—1 m+1

und so erlangen wir das folgende Theorem:

THEOREM 4

Diese Integralformel

/ dx x" sinnlog x
log x

von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt wird immer diesem Wert

arctan

n
+1
gleich sein.
Diese Theorem wir fiir m = 0 auf das erste zuriickgefiihrt; hier tritt das

besonders bemerkenswerte Phinomen auf, dass, sooft mil denselben Wert
hat, auch die Integralformeln einander gleich werden.




§9 Aber auch dieses Theorem kann im Allgemeinen auf das erste zuriickge-
fiihrt werden. Wenn man namlich x" ! = y setzt, wird

_dy

+1
sein; nach Einsetzen dieser Wert wird

/ ay sin— 1o
logy m+1 8y

logy
m+1

x"dx = und logx =

sein; weil diese dem ersten Theorem &dhnlich ist, ist sein Wert natiirlich =
arctan " ist; weil wir ja aber hier x"*1 = y gesetzt haben, werden die
Integrationsgrenzen hier auch y = 0 und y = 1 sein.

§10 Nach diesem Theorem, weil

arc’can1 + arctan1 — arctan1 = i
2 3 4

ist, wird fiir den ersten Summanden n = 1 und m = 1, fiir den zweiten
hingegen n = 1 und m = 2 sein; daher wird man also diese Integration haben

/ dx (x + xx) sinl x=2
log x SIes =y

sein. Weiter, weil tiber eine unendliche Reihe

7T 1 1 1 1 1
Z = arctan E + arctan § + arctan 1—8 -+ arctan 3—2 -+ arctan % + etc.

ist, werden wir diese ziemlich bemerkenswerte Integration haben

d
/ Z (2 4+ 28+ x84 1 4 etc)sinlogx = .,
xlog x 4

welche umso bemerkenswerter ist, weil diese unendliche Reihe x2 + x® + x18 +
x32 + etc. in keiner Weise auf eine endliche Summe zuriickgefiihrt werden
kann.

10



§11 Aber wir wollen zu unserer anfdanglichen Integration zuriickkehren,
nach welcher

dx
log x

x+1
g+1
ist, deren Giiltigkeit sich auch auf diese Weise zeigen lasst. Weil x* = %108~

ist, wihrend e die Zahl bezeichnet, deren hyperbolischer Logarithmus = 1 ist,
wird mit einer unendlichen Reihe

(x* — xP) =log

alogx an(logx)? a*(logx)® a*(logx)*
1 1-2 1-2-3 1-2-3-4
sein, und daher berechnet man, dass

Xt =1+ + etc.

2 3
X —xf = (a— ﬁ)b% + (e — BB) Oig 2) + (a2 — B°) (;o%xé + etc.

sein wird, welche Reihe mit 10”% multipliziert und integriert wegen

/dx(logx)” ==+1-2---n

(wo das obere Vorzeichen gilt, wenn 7 eine gerade Zahl ist, das untere, wenn
eine ungerade) fiir x = 1 die folgende Reihe liefert

welche Reihe offenkundig

a+1
g+1

log(1+a) —log(1+ B) = log

ergibt.

§12 Damit aber der Wert dieser Formel knapper ausgedriickt wird, wollen
wir « —1 und B — 1 anstelle von & und $ schreiben, dass wir

ax w1 po1y _ dx o gy _ o
logx(x * )_/xlogx(x * )_lOgB

haben. Wenn wir also & = ¢ und B = ¢" nehmen, werden wir die folgende
ziemlich gefillige Integration erlangen

11



/ dx (xem B xen) — -

xlogx

§13 Wir wollen nun das Integral dieser Differentialformel

dx x* — xP

xlogx' 1+ x"

ausfindig machen, und weil

1
1+ xn
ist, berechnet man daraus das gesuchte Integral

=1—x" 4+ 22" — 3" 4+ ¥ — etc.

o a+n o+ 2n a+3n

ﬁ_logﬁ+n+logﬁ+2n_logﬁ+3n

woraus wir das folgende Theorem erhalten:

log

+ etc.,

THEOREM 5

Diese Integralformel

/ dx  x%—xP

xlogx 14 x"

von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt wird immer dieser
logarithmischen Formel gleich werden

x B+n a+2n B+3n a+4n

B a+n B+2n a+3n p+4n e

log

§14 Weil ich also anderenorts bewiesen habe, dass der Wert dieses unendli-
chen Produkts

a c+b a+k c+b+k a+2k c+b+2k
b c+a b+k c+a+k b+2k c+a+2k
diesem Ausdruck

etc.

12



[zt ldz(1 - )
[z 1dz(1 - k)T

gleich wird, wird nach entsprechender Anpassung an unseren Fall

a=wa, b=pB, c=n k=2n
und daher der Wert unseres unendlichen Produkts

B—2n
2n

2 ldz(1 - 22
[zt 1dz(1 — 227) 2"

sein, welche beiden Integralformeln von der Grenze z = 0 bis hin zur Grenze
z = 1 zu erstrecken sind; und daher erschlieflen wir das folgende Theorem:

THEOREM 6

Diese Integralformel

/ dx  x*—xP
xlogx 1+ x"
von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt ist diesem Wert gleich

log L
QI

wobei

a—2n

P= /z”’ldz(l —22”)% und Q= /z”’ldz(l — z2") "

ist, withrend natiirlich diese beiden letzten Integralformeln von der Grenze z = 0 bis
hin zur Grenze z = 1 erstreckt werden.

§15 Wir wollen also n = 1 nehmen, dass unsere Integralformel

/ dx  x*—xP
xlogx 1+x

wird, und dann wird

13



P = /dz(l —zz)¥ und Q= /dz(l —zz)ﬂz;2
sein, woher wir fiir « und B die folgenden Félle entwickeln wollen. Es sei
zuerst a=2und B =1; es wird P = arcsinz = 7 und Q = z = 1 und daher
@ 7 sein, woher wir berechnen, dass

dx x—1 o T
logx x+1 82
sein wird.
16 Wir wollennuna =3 und B =1 nehmen dass =2 — x(x -1 wird,
1+

und daher wird unsere Integralformel f Tog ¥ (x — 1) sein, deren Wert wir
wissen = log 2 zu sein; aber aus unserer allgemeinen Formel wird

Pzg und Q= /dzm—/

zzdz

M/m

sein. Aber nach bekannten Reduktionen gilt

zzdz

V1—2zz 2 \/1—zz

und so wird
o-lf & 1
2) J1—2zz 2 2
sein, woher 5 = 2 wird, welcher Wert vollkommen mit dem zuvor angegebe-
nen iibereinstimmt.

§17 Weil ja in der Grofie P der Exponent a nicht auftaucht, aber in der
anderen nur Q auftaucht, wird sich das obere Theorem in zwei Teile aufteilen
lassen, dass

dx  x*1

log x T C- log/z”*ldz(l - 22”)‘53”

und
dx _x.B*1 . s
logx'1+xn =C- 10%/ laz(1— 22 =

14



ist, wo C eine gewisse Konstante bezeichnet, welche aber in der Differenz von
zwei Integralformeln von dieser Art aus der Rechnung herausgeht.

§18 Wir konnen auch unsere grundlegende Integralformel

dx N By _ 3
/xlogx(x * )—logﬁ

so transformieren, dass in ihr unendliche Exponenten auftauchen, welche

deswegen der Aufmerksamkeit nicht unwiirdig scheint. Es bezeichne also
i eine unendlich grofie Zahl, und weil sich log x so ausdriicken ldsst, dass

o1 ) . .
log x = i(x7 — 1) ist, wird unsere Formel diese Form annehmen

/dx(xa O
ix(

1
xi —1) p
. iy 1
Nun wollen wir also, um den gebrochenen Exponenten zu beseitigen, x7 = z
setzen, dass x = z' und daher %" = “%Z ist; aber dann x* = z% und xf = 2P,

und weil man immer noch dieselben Integrationsgrenzen z = 0 und z = 1 hat,
resultiert das folgende Theorem:

THEOREM 7

Wiihrend i eine unendlich groffe Zahl bezeichnet, ist diese Integralformel

(g% _ i
=

von der Grenze z = 0 bis hin zur Grenze z = 1 erstreckt immer diesem Wert gleich

o
log B
§19 Weil
zz_ail 29T 2T 2 2 et
ist, wird
- iy 1 1 . .
/Z(Z_l) a1 +¢xi—2+oci—3+0ci—4+etc'+c

15



sein und auf dieselbe Weise wird

/zﬁidz_1+1+1+1
z(z—1) Bpi—1 Bi—2 PBi—3 Pi—4
sein, woher klar ist, dass die Differenz dieser zwei Reihen log % ist; wenn also
« =2 und B = 1 war, wird diese Integration hervorgehen

+etc. + C

/dz(zzl'—zf) 1 N 1 N 1 N 1 N +1
z(z—1)  2i—1 2i—2 2i—-3 2i—4 i’

weil ja die folgenden Terme durch die zweite Reihe aufgehoben werden. Es
ist aber bekannt, dass die Summe dieser Reihe log 2 ist.

§20 Es konnten noch viele andere Folgerungen aus dieser merkwiirdigen
Integration abgeleitet werden, mit welchen ich mich aber hier nicht weiter
aufhalten werde, sondern ich mochte lieber die Analysis selbst, welche zu
dieser Integration gefiihrt hat, genauer beleuchten. Ich habe natiirlich die
Potenz x# betrachtet, deren Exponent u nach Belieben entweder konstant oder
variabel angesehen werden kann, und weil

/x”dx_x”
X u

ist, und wenn nach der Integration x = 1 genommen wird, wird f %xx?‘ = %
sein; diese Formel bilde also das Fundament, von welchem aus wir alles
Folgende ableiten werden.

§21 Wir wollen nun die Formel mit du multipliziert fiir konstant angesehenes
x integrieren, und weil die Summe f xtdu = g‘gﬂ - ist, dann aber bekannt ist,
dass diese Integration von der anderen, wo x variabel wahr, nicht gestort wird,

werden wir nun diese Integration haben

dx
F=1 A
/xlogxx gt A,

wo A eine durch Integration eingehende Konstante bezeichnet, welche also
aus der Betrachtung herausgeht, wenn wir zwei Formen von dieser Art
voneinander abziehen; daher, wenn wir zuerst u = &, dann aber u =
nehmen und das zweite Integral vom ersten abziehen, wird unsere eingangs
erwihnte grundlegende Form

16



dx . 8 o
— xB) = 1log =
/ xlog x (x* = x7) = log B
hervorgehen.
§22 In gleicher Weise wollen wir von der Integralformel [ xl‘i’é ~xt =logu +

A weiter voranschreiten, nach Multiplizieren von welcher mit du und Integrie-
ren allein nach u wir wegen [ x*du = lé‘g -~ wie zuvor zu dieser Integration
gelangen

dax
/x(logx)zx /du ogu+ A+ ulogu —u+ Au+B,

wo also drei spezielle Formeln miteinander kombiniert werden miissen, damit
die beiden Konstanten A und B aus der Rechnung herausgeworfen werden;
weil sich aber A + 1 anstelle von A schreiben ladsst, wird

dx
——x =ul + Au+
/ a )2x ulogu u+B

sein.
§23 Wenn wir nun erneut mit du multiplizieren und integrieren, werden wir

nach Andern der konstanten Buchstaben, damit die Formel gefélliger gemacht
wird,

dx 1
R T
/ a )3x uulogu + Auu+ Bu +C

und auf dieselbe Weise weiter

dx v 13
— " = —u’1 Au® + B D
/x(logx)4x 6” ogu + Au’ + Buu +Cu + D,

dx 1, \ ,
/x(logx)5xu:24ulogu+Au + Bu® 4+ Cuu + Du + E

etc.

finden. Daher sieht man ein, dass immer mehr spezielle Félle miteinander
kombiniert werden miissen, damit alle Konstanten A, B, C, D etc. aus der
Rechnung herausgeworfen werden.

17



§24 Auf diese Weise wollen wir also die in § 22 gefundene Formel entwickeln
und wollen u diese drei Werte «, B und 7 zuteilen, dass wir diese drei Formeln
erhalten

dx K
I'/x(logx)zx = wloga + Aax + B,
i /dxxﬁ—ﬁlo B+ Ap+B
") x(logx)?2™ & ’

dx
Im. | ———=x7" =+«1 A B
/x(logx)zx viogy + AY+ 5

woher wir durch Eliminieren von B diese zwei Gleichungen erhalten

I-II=waloga—pBlogB+A(x—p) und II-III = BlogB—ylogy+A(B—1),

(I-10)(B—7) — (I —TII)(a — B)
= (B—1)aloga — (B—7)Blogp — (« — B)Blog B+ (« — B)ylog,

welche auf diese zurtickgefiihrt wird

I(B—) +1(y—a)+(a —pB) = (B—7)aloga+ (v —a)Blog B+ (a« — B)7log 1.

§25 Daher werden wir fiir zu dieser Art zu zdhlenden Formeln das folgende
grundlegende Theorem formulieren kdnnen:

THEOREM 8

Diese Integralformel

[ S (B + (7 =2 + (3= ")

von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt ist immer diesem Wert
gleich

(B —v)aloga + (v —a)Blogp + (« — p)ylog .

18



§26 Uber diese Form wird es besonders forderlich sein bemerkt zu haben,
dass die Formel

(B—7)x" + (v — a)xP + (a — B)x”
nicht nur immer durch x — 1, sondern sogar durch (x — 1)2 teilbar ist; ersteres
ist daher klar, dass fiir x = 1 gesetzt § — v + v — a +a — B = 0 ist, letzteres
aber daher, dass auch ihr Differential a(f —v) + (7 —a) + y(a — ) fir x =1
gesetzt = 0 wird, was die Natur der Sache erfordert, weil im Nenner (log x)2
fiir x = 1 ein Quadrat einer verschwindenden Grofde enthalten ist.

§27 Damit das Ausmafs dieser allgemeinen Integration deutlicher erkannt
wird, wird es der Miithe Wert sein, den Fall entwickelt zu haben, in welchem
x=n+2,p=n+1und vy = n ist, weil man ja diese Integration erhalten
wird

(n +2)" 2"

" dx(x—1)2 _
/— = (n+2)log(n+2)—2(n+1)log(n+1)+nlogn = log CESECIE

(log x)?

Wir wollen auf dieselbe Weise die Integralformel dritten Grades behandeln, in
welcher (log x)3 auftritt, indem wir dem Exponenten u die vier Werte «, 3, 7,
6 zuteilen, woher die folgenden Gleichung entspringen

dx 1
L. /x(logx)3x = sztxlogzx + Aax + Ba + C,

II. /x(k‘fgx)gxﬁ - %ﬁﬁlogﬁ + ABB + BB +C,

I /dxx“V = 1'yfylog'y + Ayy+ By +C
x(log x)3 2 ’

Iv. /dxx‘S _ Lss10g5 + A5 +Bs +C.
x(log x)3 2

Und daher wird zuerst

[-1I= %mxlogzx - %ﬁﬁlogﬁ—kA(mx—ﬁﬁ) + B(a — B)

sein, woher

[-1I  aaloga — BBlogp
=B 2= p) +A(e+pB)+B

19



wird. Und auf dieselbe Weise wird

OI—-1II  BBlogp — yylogy
By = 2(6=7) +A(B+a)+B

sein, die Differenz welcher Formeln

I—II_II—III_zxoclogoc—ﬁﬁlogﬁ_,Bﬁlogﬁ—'y'ylog’y _
«F F-v  2@-p 26—y AT

nach Teilen von welcher durch a — 7y

(@=p)a=7) B-7)=—7)  2@a—p)(a—7) 2(B =) (x—7)

hervorgeht; und auf dieselbe Weise wird

I-1I II—1III (xoclogoc—,B,Blog,B_ﬁﬁlogﬁ—'y'ylog’y+A

II—1III I —1v _ BBlogp —yrlogy yylogy —ddlogd A

B=7)(B—6) (v—=8)(B—-0)  2(B=—7)(p—9) 2(y = 9)(p—9)
sein, welche letzte von der oberen abgezogen
I-1I B II—1II B II—1II nr—-1v
@—Bla—7 B-na-1 B-1F-09  G-0F—0)

_ anloga — pplogp  pplogp—yylogy pPlogp—yylogy  yylogy —ddlogd

2a—Pla—n)  2B-1—1)  2B-1B—0) | 201—)(B-0)
zuriickldsst; und so sind nun alle drei Konstanten A, B, C hinausgestofien
worden.

§29 Wenn also nun die einzelnen Terme dieser Gleichung entwickelt werden
und so gemifd der Zahlen I, II, III, IV wie der Formeln axloga, BBlog B,
v log 7y, 60 log é angeordnet werden, wird man die folgende Gleichung erhal-
ten

I N I(a — &) N I (x — 4) N IV(a — )
(@=p)a—7) B-a)B-1EF-0) (r—a)(y=B(r=0) (-a)0-p)(6—-7)
anlog (a« —6)BPBlog B (o —&)yylogy (o —6)dd1logd

T2 pila—1)  2B-0B-7E-0)  2Ar-a)r-p)r-0)  26-a)0- P61
werden, welche Gleichung durch a — § geteilt eine wunderschone Gleich-
formigkeit aufweist; auf diese Weise haben wir das folgende an diesen Fall
angepasste Theorem erhalten:
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THEOREM 9

Diese Integralformel

x? xB
[ GRG0 T - F=9)
x(log x)3 N X7 N 0
(Y =a)(y =f)(r=9) (6 =a)(6—=p)(6—7)
wird von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = 1 erstreckt der folgenden Formel
gleich

aaloga n BBlog B
2(a—p)(a—v)(a=0)  2(p—a)(B—7)(B—«)
7ylogy 68logé

- + :
20y =)y =B)(r=9) 206 -a)(6=B)(6—7)
Aus dieser Form erkennt man, wie sich leicht zu hoher zusammengesetzten
Fallen fortschreiten lésst.

§30 Es wird forderlich sein, auch die vorhergehenden Félle auf diese Weise
darzustellen. So werden wir fiir den Teiler log x die folgende Integralform

haben
/ dx <x'x N xP >:loga+logﬁ‘
xlogx \a =B  pB—u x—p PB—u

Weiter stelle man das in § 24 erwdhnte Problem so dar

dx x® xP x7
/xaogx)Z <(«x—[5)(w—v) DI (7—&)(7—@)

_ xloga N Blog B vlogy
(@=p)a=7)  (B-a)B-7) (r—a)(r—p)

und jene folgt jener Form, welcher wir im letzten Theorem angegeben haben.
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§31 Nun werden wir also diese Aufgabe im Allgemeinen fiir irgendeine
Potenz von log x erledigen konnen, welche im Nenner der Integralformel
auftritt, deren Exponent = n — 1 sei, dass die Anzahl der Glieder = n wird;
aber dann nehme man nach Belieben die Zahlen «, 8, 7, J etc. an, deren
Anzahl = n sei, und man suche daraus die folgenden Werte

A= (a—pB)(a—7)(x—0)(a—e)etc.,

B=(B—a)(B—7)(B—06)(p—¢)etc,

C=(r=P)r—B)(r—208)(r—¢etc,

D=00—a)(6—PB)(6—7)(—e)etc.
etc,,

dann setze man aber auch der Kiirze wegen dieses Produkt

1-2:3:4.5---(n—2) =N,

und man wird die folgende sehr allgemeine Integralformel erhalten

d O . n-21 n-2] 2] "2
/x(x(x ERE ):"‘ ogn | 7 "logp 7" “logy , 0T "logd .\

b 44 et
gy~ \% T "¢ T T N3 NB NE ND

wo zu bemerken ist, dass im Fall n = 2 auch N = 1 sein wird.

§32 Um diese Ausfithrungen weiter zu illustrieren, wird es forderlich sein
sich dessen zu erinnern, dass ich schon vor einiger Zeit ein aufierordentliches
arithmetisches Theorem tiber Briiche von dieser Art % + % + % + etc. bewiesen
habe, deren Anzahl wie zuvor = n sei, wo ich gezeigt habe, dass alle folgenden
Formeln zu Null werden:
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Il+l+l+l+t—0
0 B c D etc. =0,
« B 0% )

II. — — — — tc. =0,
Ql+€B+€+©+eC 0
aw BB yy | 90

IIL. — — — + = tc. =0,
m+%+¢+®+ec 0
o ﬁ?) 73 53

IV. — — — 4+ — tc. =0,
Ql+%+€+©+ec

etc.,

bis man schliefdlich zur Potenz des Exponenten n — 2 gelangt; aber, wenn der
Exponent = n — 1 genommen worden ist, haben wir bewiesen, dass immer

anfl N ﬁnfl ,),nfl 5n71

=1
A %+¢+©+etc

sein wird.
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