DIE ALLGEMEINE SPHARISCHE
TRIGONOMETRIE UNMITTELBAR AUS
ERSTEN PRINZIPIEN ABGELEITET"

Leonhard Euler

§1 Es sei ein beliebiges Kugeldreieck (Fig. 1)* vorgelegt,
& & & geleg

dessen Winkel mit den Grofbuchstaben A, B, C, die Seiten aber mit den
Kleinbuchstaben g, b, c wie in der Figur zu sehen bezeichnet werden, sodass
denselben Grofibuchstaben dieselben Kleinbuchstaben gegentiber liegen. Nun
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zeichne man aus dem Mittelpunkt der Kugel, dem wir den Buchstaben O
zuteilen wollen, durch die einzelnen Ecken hindurch die Geraden OC, Oa,
Ob, welche im Mittelpunkt O den Raumwinkel bilden, dessen ebene Winkel
die Seiten des Dreiecks messen werden, aber deren gegenseitige Neigung die
Winkel des Dreiecks.

§2 Nachdem diese Dinge vorausgeschickt worden sind, nehme man (Fig. 2)*
OC dem Kugelradius = 1, woher man zu OC in jeder der beiden Ebenen COa
und COb normal die Geraden Ca und Cb festlege;

aber dann fille man von b zu Ca das Lot bp, was zugleich zur Ebene COua
normal sein wird; aufSerdem zeichne man von p aus zu Oa die Normale pg
und so, nach Zeichnen von bg, wird sie auch zu Oa normal sein. Auf diese
Weise wird die ganze Figur, die wir brauchen, konstruiert sein.

§3 Weil nun der Winkel COa der Seite b gleich ist, wird

Ca=tanb und Oa =secbh =

cosb
sein. In gleicher Weise, wegen des Winkels COb = a, wird

Cbhb=tana und OB =seca = L
cosa

*Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



sein. Aber weiter, weil der Winkel 20b = ¢ und Ob = Ols - ist, wird

sinc cosc
bg = d =
q cos a un Oq

cosa
sein. Daher wird fiir das Ausdriicken der iibrigen Linien der Figur, wegen des

Winkels aCb = C,
bp = CbsinC = tanasinC

und

Cp =CbcosC = tanacosC

sein, woher weiter

ap = Ca — Cp =tanb — tanacos C

berechnet wird, und weil der Winkel CaO = 90° — b ist, wird man

pq = apcosb = sinb — tana cos bcos C

und

ag =a sinb—sjnzb
q=apr ~ cosb

gefunden haben, wird

—tanasinbcos C

cosc

haben. Daher, weil wir Og = cosa

1 cosc sin®b .
Oa = = + —tanasinbcos C
cosb cosa cosb

werden und so wird

cos ¢ .
= cosb + tanasinbcos C
cosa
oder
cosc = cosacosb +sinasinbcosC
sein.



§4 Weil nun der Winkel bgp die Neigung der Ebene aOb zu aOC liefert, wird
dieser Winkel bgp = A sein, woher man aus dem Dreieck bpg zuerst
bp  sinasinC sinC  sinA

sinA=-"-=———— oder —— =—
bg sinc sinc  sina

haben; daher folgt nun, dass die Sinus der Winkel unseres Dreiecks den
Sinus der gegeniiberliegenden Seiten proportional sind. Darauf umfasst die
Gleichung

pq  cosasinb — sinacosbcos C
COsA ="—= .
b sinc

mit den zwei vorhergehenden kombiniert die ganze Lehre der Kugelgeometrie,
was aber eine umfassendere Erklarung verlangt, woher wir diese einzelnen
drei Gleichungen mehr entwickeln wollen.

ENTWICKLUNG DER ERSTEN FORMEL

sin C sin A

sinc sina

§5 Weil so die Grofsbuchstaben A, B, C wie die Kleinbuchstaben a, b, ¢ sich
untereinander vertauschen lassen, wenn nur den GrofSbuchstaben dieselben
entsprechenden Kleinbuchstaben gegeniiberstehen, wird auch $hC — sinb
sein, und so wird diese Gleichung hervorgehen:

sin A sin B sin C
sina sinb sinc

Weiter wird es forderlich sein die folgenden Gleichungen bemerkt zu haben:

sin Asinb = sin Bsina,
sin Asinc = sinCsina,

sin Bsinc = sin Csin b.

ENTWICKLUNG DER FORMEL

cos Asinc = cosasinb — sinacosb cos C



§6 Weil sin A sinc = sin Csina ist, teile man die linke Seite dieser Gleichung
durch sin A sin¢, die rechte hingegen durch sin Csina, und man wird

cosasinb — sinacosb cos C

cotA = - :
sina sin C

erhalten, woher nun aus den gegebenen zweiten Seiten 2 und b, zusammen mit
dem eingeschlossenen Winkel C, der Winkel A gefunden werden kann; und
in gleicher Weise wird der Winkel B durch diese aus jener derivierten Formel
erschlossen werden, indem die Buchstaben A, B, a, b vertauscht werden:

cosbsina — cosasinb cos C

cotB =
sinbsinC

§7 Wenn wir weiter den ersten Term derselben Formel, die wir hier betrach-

:p sinC ; ir sinB ; ; ;p sin A I,
ten, mit 3=, den zweiten mit 3>, den dritten hingegen mit 3~ multiplizie-

ren, wird diese bemerkenswerte Gleichung entspringen:

cos AsinC = cosasin B — cosbsin A cosC,

cos AsinC +sin AcosCcosb
sin B

cosa =
und nach Vertauschen der Buchstaben B und C sowie b und ¢ wird

cos Asin B + sin A cos Bcosc

cosa = -
sin C

und

cosasin C = cos Asin B + sin A cos Bcosc

sein, welche von der vorgelegten nur darin abweicht, dass die Klein- und Grofs-
buchstaben miteinander vertauscht sind, dariiber hinaus aber alle Kosinus
negativ genommen werden.

§8 Wenn wir also nun die linke Seite dieser letzten Gleichung durch sinasinC,
die rechte hingegen durch sin A sin c teilen, wird diese Gleichung entspringen:

cos A sin B + sin A cos B cos ¢
cota = ; . ’
sin Asinc¢




welche fiir das Finden der Seite a2 aus den zwei gegebenen Winkeln A, B
zusammen mit der anlegenden Seite c dient; aber dann wird aus denselben
gegebenen Grofien auch die Seite b mit dieser Gleichung bestimmt werden:

cos Bsin A + sin Bcos A cosc¢

coth = - :
sin Bsinc

§9 Aufserdem wird aber aus derselben vorgelegten Formel der ansonsten
sehr schwere Fall, in dem vom drei gegebenen Seiten ausgehenden die Seiten
verlangt werden, gefunden. Weil nadmlich

cos Asinc = cosasinb — sinacosb cos C

ist, wird in gleicher Weise, nach Vertauschen der Buchstaben A und B,

cos Bsinc = cosbsina — sinb cosa cos C

sein. Wenn die letzte, mit cos C multipliziert, zur ersten addiert wird, wird
diese Gleichung hervorgehen:

sin c(cos A + cos B cos C) = cosasinbsin® C;

aber wegen sin b sin C = sin B sin ¢ wird jene Gleichung diese Form annehmen:

cos A + cos BcosC = cosasin BsinC

oder
cos A = — cos Bcos C + sin C cos a sin B.

Nach Vertauschen der Buchstaben A und C, wihrend B dasselbe bleibt, wird

cosC = —cosBcos A + sin Bsin A cosc

werden, welche aus dritten Formel:

cosc = cosacosb +sinasinbcosC

entspringt, wenn die Grofs- und Kleinbuchstaben so untereinander vertauscht
werden, aber die alle Kosinus negativ genommen werden.

ENTWICKLUNG DER FORMEL

cosc = cosacosb + sinasinbcos C



§10 Hier ist freilich sofort klar, dass auch diese Formel einen zweifachen
Nutzen leistet, zum einen, dass aus zwei gegebenen der Seiten 4, b, c die
Winkel bestimmt werden, was mithilfe dieser Formel

COSC — cosacosb
cosC =

sinasinb
geschieht, zum anderen, dass aus den zwei Seiten 4 und b mit dem einge-
schlossenen Winkel C die dritte Seite ¢ gefunden wird, was mithilfe dieser
Formel geschieht:

cosc = cosacosb +sinasinbcosC.

§11 Nun werden wir also diesen Nutzen sogar auf die Winkel iibertragen
konnen, weil wir ja gerade

cosC = —cos Acos B + sin Asin Bcosc

gefunden haben. Daher wird ndmlich sofort, wenn die zwei Winkel A, B mit
der anliegenden Seite ¢ gegeben sind, der dritte Winkel C bestimmt. Aber
darauf, wenn alle drei Winkel des sphédrischen Dreiecks gegeben sind, wird
jede beliebige Seite, wie zum Beispiel c, auf diese Weise bestimmt:

cos C + cos Acos B
CcosC =

sin A sin B

§12 Weil also die ganze Kugelgeometrie auf den drei oben gefundenen
Gleichungen fufit, hat die Vertauschbarkeit der Ecken und Seiten allgemein
Geltung, wenn nur alle Kosinus negativ genommen werden. Denn in der
ersten Formel:

sin C sin B sin A

sinc  sinb  sina
ist diese Permutabilitdt per se offensichtlich, weil keine Kosinus auftauchen,
weiter ist diese Permutabilitét fiir die beiden anderen Formeln schon gezeigt
worden, woher das folgende aufierordentliche Theorem entspringt.



THEOREM

Nach Vorlage irgendeines beliebigen Kugeldreiecks, dessen Winkel A, B, C und Seiten
a, b, ¢ seien, kann immer ein anderes analoges Dreieck dargeboten werden, dessen
Winkel die Komplemente der Seiten von jenen zu zwei rechten sind, die Seiten hinge-
gen die Komplemente der Winkel zu zwei rechten sind.

Denn auf diese Weise bleiben die Sinus dieselben, aber alle Kosinus werden
negativ und daher auch die Tangenten und Kotangenten. Es ist aber be-
kannt, dass ein solches Dreieck aus den Polen der drei Seiten des vorgelegten
Dreiecks gebildet wird.

§13 Also kann zum praktischen Gebrauch alles Gelehrte in vier Formen
dargestellt werden, von welchen zwei sogar so eng zusammenhédngen, dass
die eine aus der anderen gebildet wird, indem die Klein- und GrofSbuchstaben
so miteinander vertauscht werden, so dass, nachdem die Kosinus negativ
genommen worden sind, es gentigt sich nur an zwei Formeln zu erinnern.
Wir wollen also diese vier Formen mit allen Variationen, welche sie durch
Vertauschen der Buchstaben erfahren konnen, auflisten.

ERSTE FORM

§14 Diese Form involviert zwei Fille, von denen in dem einen aus drei
gegebenen Seiten ein bestimmter Winkel, in dem anderen hingegen aus zwei
gegebenen Seiten, zusammen mit dem eingeschlossenen Winkel, die dritte
Seite gefunden wird.

cosa — cosbcosc . .
COS A = - - cosa = cosbcosc + sinbsinccos A,
sinbsinc
cosb — cosacosc . .
cos B = - - cosb = cosacosc + sinasinccos B,
sinasinc
COSC — cosacosb . .
cosC = . . cosc = cosacosb + sinasinbcosC.
sinasinb



ZWEITE FORM

§15 Diese Form enthilt auch zwei Fille, von welchen in dem einen aus drei
gegebenen Ecken eine Seite, in dem anderen hingegen von zwei gegebenen
Winkeln zusammen mit der anderen Seite der dritte Winkel gesucht wird:

cos A + cos Bcos C . .
cosa = - - cos A = —cosBcosC + sinBsinCcosa,
sin BsinC
cos B 4+ cos A cos C . .
cosb = - - cosB = —cos AcosC + sin AsinCcos b,
sin Asin C
cos C + cos A cos B . .
cosc = - - cosC = —cos Acos B + sin Asin B cosc.
sin A sin B

DRITTE FORM

§16 Diese Form umfasst den Fall, in dem aus zwei Seiten zusammen mit
dem eingeschlossenen Winkel die zwei tibrigen Winkel bestimmt werden,
welche Formeln mit ihren Variationen sich so verhalten werden:

cosasinb — sinacosb cos C

cotA = ; :
sinasin C
cosbsinc —sinbcosccos A
cotB = - :
sinbsin A
tC cos csina — sin ¢ cos a cos B
cotC = - -
sincsin B

cotB =

cotC =

COs A =

VIERTE FORM

§17

sinacosb — cosasinb cos C

sinbsin C
sinb cos ¢ — cos bsin ¢ cos A
sincsin A
sinccosa — cos csinacos B
sinasin B

Diese Form betrachtet den Fall, in dem aus zwei Winkeln zusammen
mit der anliegenden Seite die beiden tibrigen Seiten bestimmt werden, welche
Formeln mit ihren Variationen sich so verhalten:



cos Asin B + sin A cos Bcosc sin A cos B + cos A sin B cosc
cota = . . cotbh = - -
sin Asinc sin Bsinc
cos Bsin C + sin B cos C cos a sin B cos C + cos B sin C cos a
coth = - - cotc = - -
sin Bsina sinCsina
cosCsin A +sinCcos Acosb sinCcos A + cosCsin Acosb
cotc = - - cota = : -
sinCsinb sin Asinb

§18 Diese Schlichtheit ist umso bemerkenswerter, weil die Auflosung recht-
winkliger Dreiecke sogar sechs voneinander vollig verschiedene Formeln
verlangt. Denn wenn der Winkel C ein rechter und daher ¢ die Hypothenuse
und a und b beide Katheten waren, sind die sechs erforderlichen Formeln die
folgenden:

Ccosc = cosacosb
cosc = cotAcotB
sina =sincsinA oder sinb = sincsinB
tanb =tanccos A oder tana = tanccosB

tana =tan Asinb oder tanb = tanBsina

cos A = cosasinB oder cosB = cosbsin A,

welche Formeln aus den oberen sofort fiir

cosC=0 und sinC=1

abgeleitet werden.

§19 Damit aber die Logarithmen benutzt werden konnen, sind aus den
oberen Formeln andere von ihrer Gestalt abzuleiten, welche aus Faktoren
bestehen; dies kann durch gewisse Transformationen erlangt werden, mit wel-
chen wir zu den Hailften so der Winkel wie der Seiten gefiihrt werden. Diese
Transformationen lassen sich aber auf die folgenden Weisen kurz durchfiihren.

ERSTE TRANSFORMATION

§20 Diese Transformation wird aus dieser Formel der ersten Form

10



cosa — cosbcosc

COsS A = - :
sinbsinc

am bequemsten abgeleitet. Denn zuerst folgt:

cos(b—c¢) —cosa

1 —cosA= ; ;
sinbsinc
— b
14 cos A — 559 cosK —l—c).
sinbsinc
Weil
1-— A 1 1 b—c)—
S8 an? - A ist, wird tan’?-A = cos(b —c) —cosa
1+ cos A 2 2 cosa —cos(b+c)
sein; es ist aber bekannt, dass
COSp —Cosg = ZSinusinm
2 2
ist, woher wir
1 sin a—b+c | sin at+b—c
tan EA - ; bija : u+§+c
sin 5% - sin

haben werden.

ZWEITE TRANSFORMATION

§21 Diese entnimmt man aus der Formel der ersten Form

cos A + cos BcosC

cosa =

sin Bsin C
woher man
cos(B+C) 4+ cos A
1 —cosa=— - ; ’
sin Bsin C
1+ cosa = cosA.+ cos‘B -C)
sin BsinC

ableitet, und so wird

11



)1 ~cos(B+C) +cosA

tan”® —a =
2 cos(B—C) +cos A
sein. Weil nun
— +
cos p +cos g :2cosp2 qcospz 1
ist, wird
1 cos BEC=A oog BHC+A
tanza=4/= BTA—C . ATCE
cos “5—= cos “1
sein.

DRITTE TRANSFORMATION

§22 Diese Transformation lasst sich auch aus der ersten Form heraus erledi-
gen, indem man diese zwei Formeln verbindet:

cosa — cosbcosc = sinbsinccos A,

cosb — cosacosc = sinasinc cos B;
von diesen liefert jene durch diese geteilt

cosa —cosbcosc sinbcosA  sinBcos A
cosb — cosacosc sina cos B sin Acos B’

Man addiere auf beiden Seiten die Einheit und es wird

(cosa+cosb)(1—cosc)  sin(A+ B)

cosb — cosacosc sin A cos B
werden, man substrahiere auf beiden Seiten die Einheit, es wird

(cosa —cosb)(1+cosc) sin(B—A)

cosb — cosacosc sin A cos B

hervorgehen, welche Gleichung durch die erste geteilt

cosa — cosb » 1 sin(B—A)

cosatcosh O 2°7 sin(B+ A)
gibt. Es ist aber bekannt, dass

12



COSp — Cosq :tanq—f—ptanq—p
Ccos p + cosqg 2 2
ist, woher man berechnet:
b—a b+a ) 1 sin(B—A)
t t ccot? e = ———— L,
Ny ATy O 3 T Sin(B + A)

§23 Wir wollen diese Formel aus der primdren Eigenschaft zur Hilfe nehmen:

sinb sin B

singa sin A’
woher wir

sinb — sina sinB —sin A

sinb+sina sinB-+sin A

ableiten, welche auf diese Form zuriickgefiihrt wird:

b-a bta_ . B-A BtA
2 2 2

Wenn wir nun die zuvor gefundene Gleichung mit dieser multiplizieren, wird
diese hervorgehen:

tan

b—a\2 L1 in B-4)?

oder nach Ziehen der Wurzel

b—a tl sin 254
cot=c = i
2 sin#

tan

Aber die erste Formel gibt durch die zweite geteilt

a 1 CcoSs %
cot —c =

tan -2
2 2 cos #

Mit diesen Formeln wird also der Fall aufgelost, in dem die zwei Winkel A
und B zusammen mit der anliegenden Seite ¢ gegeben sind und die beiden
Seiten a und b gesucht werden, was mithilfe dieser Formeln geschieht:

13



. b—a . 1 sin 254
an = tan -¢

2 sin#
¢ b+a ¢ 1 COS#
an = tan -¢ )

2

VIERTE TRANSFORMATION

§24 Auf die gleicher Weise leitet man aus diesen Formen ab:

cos A + cos BcosC = sinBsin C cosa
cos B + cos AcosC = sin AsinC cos b,

von welchen jene durch diese geteilt

cos A + cos BcosC sin B cos a sinbcosa
cosB+cosAcosC sinAcosb sinacosb

liefert. Daher leitet man durch Addieren wie Subtrahieren der Einheit die
folgenden neuen Gleichungen ab:

(cos A +cosB)(1+cosC)  sin(a+b)

cos B + cos A cos C sinacosb
(cos A —cosB)(1—cosC)  sin(b—a)
cos B + cos A cosC ~ sinacosb’

und durch Teilen von jener durch diese erlangen wir:

cosA+cosB ,1 _ sin(a+D)

cos A —cos B 2 sin(b — a)

oder

B—-A A 1 in(b —
- tan B+ = cot’> =C- 7s%n(b a),
2 27 sin(b+a)

welche Gleichung multipliziert mit und geteilt durch diese:

tan

tanB_AcotB+A—tanb_acotb—Hl
2 2 2 2
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ergibt:

B-—A 1 _ sinZe

tan =cot-C- —2—

2 2 sin szr”

B+ A 1 cosi2
tan —— = cot-C- —2,

2 2 cos bzﬂ

welche Formeln fiir den Fall gelten, in dem zwei Seiten mit dem eingeschlos-
senen Winkel gegeben sind.

§25 Weil wir ja alle Variationen der vorhergehenden Formeln angefiihrt
haben, wollen wir auch diese Fille zusammen mit allen Variationen auflisten

s at+c—b
Sin —2

a+b+c
2

s at+b—c
Sin —

1
tan - A =
2 sin Z’Jrzﬂ sin

s b+c—a ;. at+b—c
smiz Sll’liz

sin ”‘Lzﬂ sin

1
tan-B =
an 5

a+b+c
2

s at+c—b o:.- bt+c—a
Sll’liz Sin s

a+b+c
2

1
tan -C =
2 sin %h_c sin

g A+BEC
2
A+C—B

57

Cos B*g’A co

CoS A*g’c co

tan —a =

cos A+§—B CoS A+123+C

cos B+g_A cos A+§_C

tan =b =

COSA+§—CCOSA+§+C
BiC_A
57

1
tan —c =
2 Cos A*g’B co

N
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¢ — 1 smBzA ¢ b+ ¢ 1 CosBzA
an —— — tan —¢ an —— — tan -¢
2" sin B+A 2" cos B+A
— 1 sin ﬂ c+ 1 cos ﬂ
tan —— = tan - 2 ta = tan -a 2
2 2 sin C+B 2 2 cos CgB
- A-C A-C
a—-c 1. sin &= 1. cos &5—=
tan =tan -b—2 tan —— =tan =b B
2 2 sin % 2 cos %
1 sin b4 B+ A 1 cos 42
tan =cot=C 2 tan —— = cot =C 2
2 sin b+” 2 cos szr“
—B 1 sin ;b C+B 1 cos <t
tan =cot=-A Zb tan—— = cot-A 2
2 sin<? 2 2 cos %
— 1_sin? A+C 1 _cos?
tan = - 2 tan ——— = cot =B 2
ot in ¢ 2 2 cos 3¢

§26 Aus diesen letzten Formeln wird leicht der Fall abgehandelt, welchen wir
noch nicht beleuchtet haben, in dem zwei Seiten mit den gegeniiberliegenden
Winkeln gegeben sind, und entweder die dritte Seite oder der dritte Winkel
gesucht wird, was beides in zweifacher Weise geschehen kann. Wir wollen
also diese Formeln mit den Variationen anfiihren

16



; 1 ‘ b—a51nB+A
an —c¢ = tan —
2 2 smu
. 1 . ¢ —bsin SFE
an —a = tan — s
2 2 sinCB

tan 2b = t a—csin 4~
an —b = tan —
2 2 sin%

1 B — Asin 2
cot =C = tan 2

2 2 sinhz;”

1 C — Bsin &2
cot-A = tan 2
2 2 sin%

1 A — C sin &<
cot =B = tan 2

2 2 sin%©

1
tan —c = tan
2

1
tan —a = tan
2

1
tan Eb = tan

b + a cos

B+A

c+bcosC+B

C_B
2 cos =5+
a+ ccos 43¢
2 Cos%

1 B+ A cos £
cot=C = nLCOS 2
2 2 cos%
1 atc
cot-A =1t ﬂcos 2
2 2 cos%
1 A+ C cos 4
t=B = tan — —
0 2 an 2 cos ¢

Auf diese Weise kann also die gegenwértige Abhandlung als vollstandiges
System der ganzen Kugelgeometrie angesehen werden.
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