UBER EINEN GEWALTIGEN FORTSCHRITT IN
DER ZAHLENTHEORIE"

Leonhard Euler

§1 Ganz und gar auflerordentlich sind die Dinge, welche der hoch geehrte
LAGRANGE in den Comment. Academia Regiae Borussicae des Jahres 1773
tiber die Teiler der sehr allgemeinen Formel Btt + Ctu + Duu bewiesen hat,
und sie haben sehr viel Licht in die Zahlentheorie, die immer noch von
dichtesten Schatten umbhdillt ist, hineingebracht. Deswegen aber, weil diese
Abhandlung hochst allgemein ist, stofien diejenigen, die in Betrachtungen
dieser Art nicht hinreichend getibt sind, auf nicht wenige Schwierigkeiten und
konnen auch die Tragweite solch tiefer Beweise nicht hinreichend durchschau-
en. Deswegen wird es nicht unniitz sein, alle Grundbausteine, auf die diese
Beweise gestiitzt sind, sorgfiltiger zu erkldaren und auf speziellere Formen
anzuwenden, weil ja auf diese Weise alles leichter verstanden werden konnen
wird. Desweiteren werde ich besonders genauer erkldren, ein wie starkes
Firmament sich daraus fiir die vielen Theoreme, deren Giiltigkeit zu erkennen
mir freilich nur mit Induktion moglich war, konstruiert wird, woher um vieles
klarer werden wird, wie viel noch fiir deren vollstindigen Beweis vermisst
wird.

LEMMA

§2 Wenn p und g teilerfremde Zahlen waren, dann kdnnen ganzlich alle
Zahlen in dieser allgemeinen Form ap + g erfasst werden, und das auf
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unendlich viele Arten. Den per se leichten Beweis dieses Lemmas findet man
vielerorts.

PROBLEM 1

§3 Wenn p und q teilerfremde Zahlen waren, n hingegen irgendeine beliebige
gegebene Zahl, positiv oder negativ, bezeichnet, alle Teiler der Form pp + nqq zu
finden.

LOSUNG

Es bezeichne D irgendeinen Teiler der in der Form pp + ngq enthaltenen
Zahl, und d sei der aus dieser Teilung entspringende Quotient, sodass Dd =
pp + nqq ist. Hier ist nun sofort ersichtlich, dass die Zahl d zu g teilerfremd sein
wird; denn wenn g einen gemeinsamen Teiler hitte, miisse auch p denselben
haben, entgegen der Annahme; deswegen wird die Zahl p durch 4 und g so
ausgedriickt werden konnen, dass p = ad £ Bq ist, nach Einsetzen welches
Wertes

Dd = andd + 20pdg + (BB +n)qq
und daher der Teiler

D = and £2apq + (ﬁﬂ;n) qq

. +n . . . .
werden wird, wo also % eine ganze Zahl sein wird, welche = & sei, sodass

man

D = and £+ 2aBq + hqq

hat, fiir welche Form wir

D = frr+gqr+ hqq

schreiben wollen, sodass f =d, r = «, g = 2 ist, und wegen h = ﬁé% wird
fh = BB + n sein; und daher wird 4fh — g¢ = 4n sein. Daher ist also klar,
dass alle Teiler der Form pp + nqq immer in dieser Form enthalten sind:

D = frr+ gqr + hqgq,



solange nur 4fh — gg = 4n war. Und umgekehrt, wenn

D = frr+gqr+ hqq

war, wird

4Df = 4ffrr+4fgqr+4fhqq
sein; und daher wird wegen 4fh = 4n + gg

ADf = (2fr £ gq) +4ngq
sein, welche Form von der vorgelegten nicht abweicht, wenn sie nur durch 4
geteilt wird.

KOROLLAR 1

§4 Im Allgemeinen werden sich also alle Teiler der vorgelegten Formel
pp + nqq in dieser sich sehr weit erstreckenden Form erfassen lassen: frr +
grs + hss, solange nur 4fh — gg = 4n war, oder fh — %gg = n; daher ist klar,
dass unzdhlige Formeln dieser Art dargeboten werden konnen, weil ja die
Zahl g nach Belieben angenommen werden kann. Daher miissen aber die
Zahlen f und h so bestimmt werden, dass 4fh = 4n 4 gg wird.

SCHOLION

§5 Weil sich ja aber unzéhlige Formen dieser Art darbieten lassen frr + grs +
hss, in welchen 4fh — gg¢ = 4n ist, scheinen wir daher wenig an Ertrag fiir
unser Unterfangen erlangt zu haben. Nachdem néamlich irgendeine Zahl D
vorgelegt worden ist, miissten all jene unzahligen Formeln betrachtet werden,
ob zuféllig diese Zahl D in einer von jenen enthalten ist. Das Essentielle des
gefundenen Erlangte, was wir dem illustren LAGRANGE zuschreiben miissen,
besteht darin, dass er gelehrt hat, jene unendliche Menge an Formeln dieser
Art fiir jedweden Fall auf eine kleine Zahl zu reduzieren, was wir im folgenden
Problem darlegen wollen.



PROBLEM 2

§6 Die zuvor gefundene allgemeine Form der Teiler, frr + grs + hss, in welcher
4fh — gg = 4n sei, in eine andere derselben Form, f'tt + g'tu + h'uu, zu transfor-
mieren, in welcher §' < f' oder h' sei, withrend die Eigenschaft 4f'h' — ¢'¢’ = 4n
bleibt.

LOSUNG

Wir wollen festlegen, dass f < h ist und g eine gewisse Zahl grofier als f
ist, und wollen r = t — as setzen, nach Einsetzen welches Wertes diese Form
entspringen wird:

ftt+ (g —2af)ts + (aaf — ag + h)ss;

hier wird « offenkundig so angenommen werden konnen, dass g —2af < f
wird, wo freilich zu bedenken ist, dass es nichts zur Sache tut, ob g —2af
als positiv oder negativ hervorgeht. Man setze also ¢ —2af = +¢’, sodass
gewiss ¢’ < f’ ist, dann schreibe man aber analog f’ anstelle von f und
anf —ag+h =h" und es wird

Af'h —g's’ =4fh —gg = 4n
sein. Auf diese Weise ist also die vorgelegte Form auf diese reduziert worden:

f'tt+ g'ts + h'ss,
in welcher gewiss g’ < f’ ist. Wenn es nun passiert, dass g’ noch grofler war
als 1/, dann wird in gleicher Weise diese Formel in eine andere iiberfiihrt
werden konnen, in welcher der mittlere Koeffizient kleiner ist als jeder der
beiden dufleren, woher klar ist, dass die vorgelegt Form

frr 4 grs + hss

immer in eine andere der gleichen Form

fitt £ ¢ tu+huu

umgewandelt werden kann, in welcher ¢’ kleiner ist als " und /’, und zugleich
auch 4f'h' — ¢'¢’ = 4n wird.



KOROLLAR 1

§7 Auf diese Weise kann als die unendliche Menge an Formeln frr + grs +
hss, in welcher 4fh — gg = 4n ist, meistens auf eine hinreichend kleine Anzahl
reduziert werden, wiahrend natiirlich alle jene Formeln ausgeschlossen werden
konnen, in welchen der mittlere Koeffizienten g kleiner ist als der eine der
beiden dufleren.

KOROLLAR 2

§8 Weil also so f > g wie h > g ist, wird 4fh > 4gg sein. Es sei also
4fh = 439+ A, und weil 4f — gg = 4n sein muss, wird 3gg + A = 4n sein,
und daher 3gg < 4n, daher also g < 4/ %” ; deswegen wird es geniigen, anstelle

von ¢ nacheinander nur die Werte angenommen zu haben, die kleiner als

\/ % sind, aus welchen einzelnen leicht die Werte der Buchstaben f und h aus
der Gleichung 4fh = gg + 4n berechnet werden, wonach ganzlich alle Teiler
der Form pp + nqq gewiss in einer bestimmten dieser einfacheren Formeln

enthalten sein werden.

SCHOLION

§9 Weil ja die Gleichung 4fh — gg = 4n keine Geltung haben kann, wenn g
keine gerade Zahl ist, wollen wir fiir g sofort 2¢ schreiben, dass die Form von
d dann frr + 2grs + hss ist, wobei 4h — gg = n ist, welche Form also immer so
reduziert werden kann, dass 2¢g < f oder < h ist. Aber diese Reduktion kann
auf angenehmste Weise schrittweise durchgefiihrt werden, wahrend anstelle
von « in der obigen Reduktion die Einheit geschrieben wird. Wenn also ein
Teiler

D = frr+2grs + hss

war, wird auch

D= f'rr+2¢'rs+Hh'ss

sein, wihrend auf zweifache Weise entweder

fl'=f §=f—-g und K =f-2¢9+h



oder auch

W=h ¢=h—g¢ und f =f-2¢+h

ist, weil ja die duflersten Glieder immer miteinander vertauscht werden kon-
nen. Wenn hier noch nicht 2¢’ < f’ oder 2¢’ < I’ war, muss diese Operation so
lange fortgesetzt werden, bis 2¢ < f oder h wird; dort ist zu bemerken, dass
in diesen Formeln der mittlere Term 2g¢rs so positiv wie negativ angenommen
werden kann, weil die Zahlen r und s alle ganzen positiven oder negativen
Zahlen bezeichnen konnen. Nachdem diese Dinge also vorausgeschickt wor-
den sind, wollen wir alle Primteiler der in der Form pp + nqq oder pp — nqq
enthaltenen Zahlen ausfindig machen; weil die zusammengesetzten Teiler
freilich aus Primzahlen bestehen, sodass man nach Erkenntnis aller Primteiler
zugleich alle zusammengesetzten hat.

PROBLEM 3

§10 Alle in der Form pp + nqq enthaltenen Primteiler zu finden, wihrend die
Zahlen p und q so zueinander wie zur Zahl n teilerfremd sind.

LOSUNG

I. Weil ndmlich hier nur von Primteilern die Rede ist, wenn p nicht teilerfremd
zu n waére, liefle die Formel pp + ngqq auch alle Teiler der Zahl n zu, welche
deshalb keine Untersuchung verlangen und von selbst hervorgehen. Also sei
D irgendein Teiler der Form pp + nqq, und wir haben gerade gesehen, dass
immer

D = frr+2grs + hss

sein wird, wahrend fh — g¢ = n ist, so dass so 2g < f wie 2g < h ist; weil
daher f > 2g und h > 2g ist, wird fh > 4gg sein. Also sei fh = 4gg+ A, und
weil fh — gg = n ist, wird 3gg + A = n sein, und daher gg < § und g < /5.
Unter dieser Bedingung wird also die Menge der Formen fiir den Teiler D auf
eine umso kleinere Zahl reduziert, je kleiner die Zahl n war. Weil also

D = frr+2grs + hss

war, wird



Df = ffrr+2fgrs+ fhss
sein, und daher wird wegen fh = gg+n

Df = (fr+gs)* + nss

werden, welches die vorgelegte Form selbst ist. In gleicher Weise wird nach
Vertauschen der Buchstaben f und & auch

Dh = (hs 4 gr)* + nrr

sein, woher klar ist, wenn Df eine Zahl der Form pp + ngq war, dass dann
auch das Produkt Dl von derselben Form sein wird, sodass es ausreicht, nur
einen der beiden gefunden zu haben. Fiir den entsprechenden Fall suche
man also alle Werte des Buchstaben f, welche f, f/, f”, f"" etc. seien, und
alle Primteiler D werden so beschaffen sein, dass entweder D oder Df oder
Df" oder Df" etc. Zahlen der Form pp + ngq sind. Und all dies folgt aus den
Beweisen des illustren LAGRANGE.

II. Diese Ausfiihrungen wollen wir also mit denen zusammenbringen, wel-
che ich einst iiber die Formen dieser Primteiler mitgeteilt habe, wo ich gezeigt
habe, dass all diese Teiler in einem Ausdruck von dieser Art erfasst werden
konnen: 4ni + a, wahrend a natiirlich gewisse zu 4n teilferfremde und zugleich
kleinere Zahlen als 4n bedeutet, wo schliefslich nur die Hilfte solcher Zah-
len auftritt, nachdem die tibrigen davon vollig ausgeschlossen worden sind.
Wenn also « diese ausgeschlossenen Zahlen bezeichnet, wird bestatigt werden
konnen, dass keine Zahlen, die in der Form 4ni + a enthalten sind, Teiler der
Form pp + nqq sein konnen. Aber diese Formen stimmen hervorragend mit
den vorhergehenden iiberein. Wenn namlich D = pp + nqq war, muss die eine
der beiden Zahlen p und g ungerade sein, und daher g entweder gerade oder
ungerade. Es g zuerst gerade, und daher gq eine Zahl der Form 4i, es wird
D = 4ni 4 pp werden. Daher ist klar, dass jene Buchstabe aa alle ungeraden
und zu 4n teilerfremden Quadratzahlen erfasst, oder die Reste, die aus der
Teilung dieser Quadrate, durch 4, zurtickbleiben. Wenn aber g eine ungerade
Zahl war, und daher gqq von der Form 4i + 1, wird daher D = 4ni + pp +n
werden. Daher ist klar, dass der Buchstabe a auch alle Zahlen der Form pp +n
umfasst, welche freilich zu 4n teilerfremd sind, oder deren aus der Teilung
durch 4n resultierende Reste. Dieselben Zahlen gehen fiir a aber auch hervor,



wenn Df eine Zahl der Form pp + nqq war, was in Beispielen leichter gezeigt
werden kdnnen wird.

III. Nachdem diese Dinge erldutert worden sind, weil die Form 4ni + a alle
Teiler der Form pp + ngq umfasst, die andere Form 4ni 4 a aber keine Teiler in
sich beinhaltet, werden von der ersten Form 4ni + a alle durch eine bestimmte
Zahl der Form 4ni + « teilbaren Zahlen ausgeschlossen werden miissen. Wenn
es also bewiesen werden konnte, dass auf diese Weise von den Formeln 4ni +a
ganzlich alle Zahlen ausgeschlossen werden, wiirde natiirlich folgen, dass alle
Primzahlen der Form 4ni + a gewiss Teiler der Form pp + ngq sind, weil wir
nur die zusammengesetzten Zahlen aus diesen Weise ausgeschlossen haben.
Die ganze Aufgabe geht also darauf zuriick, dass man zeigt, dass Formel
4ni + a gdnzlich alle Primzahlen enthilt, die keine Teiler der Form pp + ngq
sein konnen; wenn das bewiesen werden konnte, wiirde nichts Weiteres in
dieser Art verlangt werden.

KOROLLAR 1

§11 Fur jedwede Zahl n werden also Zahlen, die teilerfremd zu 4n und
kleiner als selbiges sind, in zwei Klassen aufgeteilt, von welchen wir die eine
mit dem Buchstaben 4, die andere hingegen mit dem Buchstaben « bezeichnet
haben, sodass die Formel 4ni + a alle Teiler der Form pp + ngq enthilt, die
andere Formel 4ni + « hingegen all jene Teiler vollig ausschliefit, und daher
kann keine Zahl dieser Form jemals ein Teiler der Formel pp + ngq sein. Aber
die Menge der Zahlen der beiden Klassen ist immer dieselbe; wenn die Menge
aller Zahlen, die kleiner als 4n und zu selbiger teilerfremd sind, = 2A war
(denn diese Anzahl ist immer gerade), wird die erste Form a genau A Zahlen
enthalten, und ebenso viele wird die andere Form « enthalten.

KOROLLAR 2

§12 Uber diese Formeln 4ni + a und 4ni + a habe ich schon vor einiger Zeit
bewiesen, wenn die Zahlen 4 und @’ in der ersten Klasse auftreten, dass dann
dort auch das Produkt aa’ auftritt, was auch fiir die tibrigen Zahlen dieser
Klasse zu verstehen ist, wenn welche a, a’, a”, @’’’ waren, werden die Produkte
so aus zwei wie aus mehreren dieser Zahlen sowie all deren Potenzen in
derselben Klasse gefunden werden, nachdem sie natiirlich durch 4n geteilt
worden waren und auf Reste kleiner als 4n reduziert worden sind. Weiter



habe ich auch bewiesen, wenn « eine Zahl der zweiten Klasse war, dass dann
in derselben auch die Zahlen aw, a’a, a”«, 2"« etc. gefunden werden miissen.
Daher ist klar, dass die Menge der Zahlen der zweiten Klasse nicht kleiner
sein kann als die Menge der ersten Klasse. Dass aber die Menge der beiden
vollig gleich ist, kann auch leicht gezeigt werden.

KOROLLAR 3

§13 Also gehen alle Dinge, die noch in dieser Gattung verlangt werden
konnen, darauf zuriick, dass man zeigt, dass die Klasse 4ni + a alle Primzahlen
enthilt, die keine Teiler der Form pp + ngq sein kénnen; denn dann wird
es erwiesen sein, dass alle Primzahlen der ersten Form 4ni + a gewiss Teiler
einer gewissen Zahl der Form pp + ngq sind.

PROBLEM 4

§14 Alle Primteiler der in der Form pp — nqq enthaltenen Form zu finden, wo
freilich, wie zuvor, p und q nicht nur teilerfremd zueinander sind, sondern auch
teilerfremd zu n sind.

LOSUNG

I. Die Bedingung, dass p auch zu n teilerfremd sein soll, wird nur deshalb
hinzugefiigt, weil ansonsten alle Teiler der Zahl n hier in Betracht kdmen,
welche wir dennoch hier ausgeschlossen haben, da sie ja per se offensichtlich
sind. Hier ist also zuerst klar, wenn D ein Primteiler der Form pp — ngqq war,
dass er dann auch ein Teiler der Form nqq — pp sein wird, wenn freilich nqq
grofler war als pp. Denn wenn D ein Teiler der Form pp — nqq war, wird er
auch ein Teiler der Form npp — nnqq sein, welche Form, wenn wir r anstelle
von nqq schreiben, in diese iibergeht: npp — rr. Weiter ist auf die gleiche Weise
wie zuvor klar, dass immer

D = frr +2grs + hss

sein wird, wihrend fh — g¢¢ = —n ist, und dass diese Form immer so redu-
ziert werden kann, dass 2¢ < f und zugleich 2¢ < h wird, wo freilich die
Vorzeichen der Zahlen f und / nicht beachtet werden, wenn zuféllig eines der



beiden Glieder negativ wird; weil daher, wegen f > 2¢g und h > 2g, fh > 4gg
ist, ist ersichtlich, dass nicht

fh—gg=—n
sein kann, wenn nicht entweder f oder h negativ war, woher die Form des
Teilers so festgelegt werden muss, dass

D = frr+2grs — hss

ist, und es muss —fh — gg = —n, oder fh + gg = +n werden. Weil ja also
fh > 4gg ist, ist es notwendig, dass 5g¢ <  ist, und daher g < /%, sodass
in diesem Fall weniger Werte fiir ¢ iibrig gelassen werden. Aber dann wird

Df = ffrr+2fgrs — fhss

oder

Df = (fr+ gs)* — nss

sein, welches die vorgelegte Form selbst ist. Weiter wird aber

Dh = nrr — (gr — hs)?

sein, welches die umgekehrte Form npp — gq ist. Daher wird also eingesehen,
wenn Df eine Zahl der Form pp — nqq war, dass dann in selbiger die Formel
Dh eine Zahl der Form npp — qq sein wird.

II. Wir wollen diese Erkenntnisse auch auf die Form der Teiler anwenden,
welche ich einst dargeboten habe; und zuerst freilich, wenn D = pp — nqq
war, fiir die Fille, in denen g eine gerade Zahl ist, und daher g9 von der Form
4i, wird D = pp — 4ni werden; wenn also D = 4ni + a gesetzt wird, wegen
pp > 4ni, wird, wenn pp = 4bk + b gesetzt wird, eine solche Form hervor-
gehen: D = pp — 4ni, sodass a = b ist, und daher alle zu 4n teilerfremden
Quadratzahlen in sich umfasst. Wenn aber g eine ungerade Zahl ist, und
daher gq von der Form 4i + 1, wird D = pp — n — 4ni werden, und nachdem
wiederum pp = 4nk + b gesetzt worden ist, geht D = 4ni 4 b — n hervor,
sodass in diesem Fall a = b — n ist, wo b alle Quadratzahlen bezeichnen kann,
oder die daraus entspringen Reste. In gleicher Weise, wenn D = npp —qq
war, ist es ersichtlich, dass die daraus fiir a hervorgehenden Werte negativ
sein werden, sodass a alle Quadratzahlen umfasst, weiter auch alle Zahlen
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der Form pp — n, so positiv wie negativ genommen; deswegen wird die Form
aller Teiler so dargeboten werden konnen, dass 4ni £ i ist, aber die Form fiir
die von der ersten Klasse ausgeschlossenen Zahlen wird 4ni & a sein, deren
Menge der ersten gleich ist, natiirlich erhélt « immer ebenso viele Werte, wie
der Buchstabe a.

III. Damit also auch in dieser Art nichts Weiteres verlangt werden kann, ist
nur das tibrig, dass bewiesen wird, dass die letzte Form 4ni £ « gédnzlich alle
Primzahlen enthélt, die niemals Teiler einer Zahl der Form pp — ngqq oder der
Form npp — qq sein kénnen.

KOROLLAR 1

§15 Uber diese beiden Formeln 4ni 4 a und 4ni + &, von welchen jene alle
Teiler beinhaltet, diese sie hingegen ausschliefit, gelten dieselben Dinge, die
zuvor gelehrt worden sind. Wenn niamlich a, a’, a” etc. zur ersten Klasse
gehoren, werden ebendort auch so alle Potenzen wie alle Produkte aus zwei
oder mehreren dieser Zahlen gefunden werden; aber wenn « hingegen eine
Zahl der zweiten Klasse war, werden ebenda dann auch alle Zahlen ax, a’«,
a"w etc. auftreten, sodass die Menge dieser Zahlen nicht kleiner sein kann als
die der ersten Klasse.

KOROLLAR 2

§16 Weil ja der Buchstabe a alle Quadrate umfasst, wird ein moglicher Wert
vor allem = 1 sein, dann aber auch 9, 25 etc., wenn die Zahl n nicht den
Teiler 3 oder 5 etc. hat. Denn in diesen Fillen miissen all diese Quadrate
ausgeschlossen werden, weil andernfalls die Form 4ni 4+ a keine Primzahl
werden konnte.

SCHOLION

§17 Nachdem diese allgemeinen Lehren also erldutert worden sind, werden
alle Dinge deutlicher werden, wenn wir spezielle Félle entwickeln; denn hier
werden noch viele andere Dinge auftauchen, die sich im Allgemeinen nicht
angingen liefSen. Es wird aber geniigen, das an einigen Beispielen gezeigt zu
haben, nach Behandeln von welchen es nicht schwierig sein wird, eine Tabelle
zu konstruieren, welche fiir alle Fille die Form der Primteiler darbietet.
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BEISPIEL 1

§18 Alle Primteiler der in der Form pp + gq enthaltenen Zahlen zu finden,
wiéhrend nattirlich fiir p und g teilerfremde Zahlen angenommen werden.

LOSUNG

Nachdem der Primteiler

D = frr+2grs + hss

gesetzt worden ist, muss wegen n = 1 auch fh = g¢ + 1 sein, dann aber

g < \/g ; daher ist klar, dass fiir g kein anderer Wert angenommen werden
kann als 0; dann wird aber fi = 1 und daher so f =1 und h = 1 sein, und
alle Teiler werden in der Form D = rr + ss enthalten sein, sodass die Summe
zweier Quadrate keine anderen Teiler zulidsst als die, die selbst die Summe
zweiter Quadrate sind. Aber die andere Form der Teiler wird 4i + 1 sein, und
es werden géanzlich alle Zahlen der Form 4n + 3 oder 4n — 1 ausgeschlossen.
Wenn es also bewiesen werden konnte, dass die Formel 4i — 1 gédnzlich alle
Primzahlen enthilt, die nicht Teiler der Form pp + qq sein konnen, dann
wire zugleich bewiesen, dass auch alle Primteiler der Form 4i + 1 die Summe
zweier Quadrate sein werden. Dies ist aber schon vor langer Zeit von mir
nach FERMAT bewiesen worden.

BEISPIEL 2

[§18 a] Alle Primteiler der Form pp — gg zu finden.

LOSUNG

Dieses Beispiel bezieht sich auf das vierte Problem, und es ist n = 1, und

weil ¢ < \/g sein muss, wird notwendig ¢ = 0 werden, und daher fh =1,
woher diese Form der Teiler entspringt: D = rr — ss, welche natiirlich ganzlich
alle Primteiler, auf3er 2, enthilt. Denn obwohl diese Form die Faktoren r + s
und r — s hat, enthilt sie dennoch alle Primteiler, wenn v — s = 1 war, deren
Natur eigentiimlich ist. Das zeigt auch die andere Form der Teiler auf, nach
welcher, wegen a = 1, 4i &= 1 wird, in welcher géanzlich alle ungeraden Zahlen
enthalten sind, sodass in diesem Fall keine ausgeschlossen werden, und die
andere Form 4i + a in diesem Fall allein keine Geltung hat. Uberdies gehort
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dieser Fall eigentlich nicht hierher, weil die Teiler der Form pp — qq per se
bekannt sind.

BEISPIEL 3

§19 Alle Primteiler der Form pp + 2gq zu finden.

LOSUNG

Dieser Fall bezieht sich auf das dritte Problem, wahrend n = 2 ist, weil woher

g < \/g sein muss, wird ¢ = 0 sein, und daher fh = 2, daher wird die

Form der Teiler = rr 4 2ss sein. Daraus ist es klar, dass die Zahlen der Form
pp + 2qq keine anderen Teiler zulassen als die, die von derselben Form sind,
was freilich auch schon vor einiger Zeit von mir gezeigt worden ist. Aber die
andere Form D = 8i 4 a, wegen a = pp, oder auch a = pp + 2, gibt diese
zwei Werte fiir a: 1 und 3, sodass alle Teiler der Form pp 4+ 299 entweder
8i + 1 oder 8i + 3 sind. Also sind die Formen, die aus der Klasse der Teiler
ausgeschlossen werden, 8i 4 5 oder 8i + 7, welche also unter der Form 8i + «
erfasst werden miissen. Wenn also bewiesen werden konnte, dass allein die
Primzahlen dieser Formen von der Klasse der Teiler ausgeschlossen werden,
wdre zugleich bewiesen, dass alle Primzahlen der Form 87 + 1 und 8n + 3
in der Formel pp + 2qq enthalten sind, was freilich schon gezeigt worden
ist. Uberdies konnen die beiden letzten Form auch so ausgedriickt werden:
8i — 1 und 8i — 3, sodass die Werte von « die negativen von a sind, was im
Allgemeinen tiiber Teiler der Form pp + nqq festzuhalten ist.

BEISPIEL 4

§20 Alle Primteiler der Form pp — 2qq oder 2pp — gq zu finden.

LOSUNG

Aus dem vierten Problem ist n = 2, und daher, wegen g < \/g, wird wie-
derum ¢ = 0 und fh = 2 sein, woher fiir die Teiler D = rr — 2ss, oder
auch D = 2rr — ss, sein wird; daher ist klar diese Formen kleine anderen
Teiler zulassen als die, die selbst von derselben Form sind. Aber fiir die Form
D = 8i+a, weil a = pp ist, oder auch a = pp — 2, werden die Werte fiir a
dann =£1 sein, also werden alle Teiler in der Form 8i + 1 enthalten sein; also
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werden alle Zahlen der Form 8i &= 3 ausgeschlossen. Daher, wenn allein die
Primzahlen der Form 8i + 3 von der Klasse der Teiler ausgeschlossen werden,
ist es notwendig, dass alle Primzahlen der Form 8i &1 in der vorgelegten
Form enthalten sind.

KOROLLAR 1

§21 Wahrend im dritten Problem die Reduktion der Teiler auf die Form
pp + nqq meistens nur auf eine einzige Weise gelingt, gelingt eine solche
Reduktion im Fall des vierten Problems immer auf unendlich viele Weisen;
denn es lassen sich die Zahlen p und g immer auf unendlich viele Weisen
so annehmen, dass entweder der Teiler D selbst oder Df der Form pp — ngqq
gleich wird.

KOROLLAR 2

§22 Aber im Fall dieses Beispiels verdient es bemerkt zu werden, wenn
D = pp — 2qq war, dass dann auch D = 2rr — ss sein wird, weil diese zwei
Formen ja immer einander gleich werden kénnen, denn nach Gleichsetzen
von jenen wird

pp+ss =2(qq+rr) = (q+7)"+(q-7)%

sodass p =g+ rund s =g —rist.

KOROLLAR 3

§23 Alle Primteiler der Form pp + 3g4q zu finden.

LOSUNG

Weil hier n = 3 ist, und daher ¢ < 1, wird nur ¢ = 0 sein, und daher wird
der Teiler D = rr + 3ss sein, sodass auch in diesem Fall alle Primteiler von
der Form pp + 3qq sein werden. Weil aber die fiir ¢ gefundene Grenze der
Einheit gleich wird, welche es nicht iiberschreiten darf, wollen wir auch den
Fall ¢ = 1 entwickelt, woher fh = 4 wird und daher entweder f = 1 oder
h =4, oder f =2 und h = 2. Im ersten Fall wird

D = rr+2rs +4ss = (r +5)* + 3ss,
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welche die vorgelegte Form selbst ist. Im anderen Fall wird

D = 2rr 4 2rs + 2ss,

weil welche Form den Faktor 2 hat, muss

D=rr+rs+ss

gesetzt werden, welche aber gleichermafien auf die vorgelegte zuriickgefiihrt
wird. Denn wenn s eine gerade Zahl ist, sagen wir s = 2t, wird

D = rr+2rt +4tt = (r +t)* 4 3tt

sein; wenn aber s eine ungerade Zahl ist, wird auch r eine ungerade Zahl sein
miissen, weil wir ansonsten auf den vorherigen Fall zurtickgefiihrt werden
wiirden; also wird r + s eine gerade Zahl sein, woher nach Setzen von 2t — s

D = 4tt — 2ts 4 ss = 3tt 4 (t —s)?

werden wird, woher klar ist, dass die obige Folgerung immer noch gilt, und
immer D = rr 4 3ss ist. Weiter wird fiir die Formel 12i + a2 wegen a = pp
auch a = 1 sein, dann aber gibt die Formel a = pp + 3 entsprechend a = 7,
woher alle Teiler in einer der beiden dieser Formeln enthalten sein werden:
12i +1 oder 12i + 7, welche wir zusammengenommen so darstellen wollen
12i + 1,47, oder auch auf diese Weise 12i + 1, —5. Wenn sich ndmlich alle
Werte von 2 im Allgemeinen unter 27 senken lassen, natiirlich unter Zulassung
negativer Zahlen, dann wird die andere Formel 12i £ «, in welcher kein Teiler
enthalten ist, 12i + 5 oder 12i + 11, oder 12i — 1, +5 sein, woher klar ist, dass
im Allgemeinen alle Werte von a negativ genommen die von a sind.

BEISPIEL 6

§[23 a] Alle Primteiler der Formel pp — 3qq oder auch 3pp — qq zu finden.

LOSUNG

Indem man hier das vierte Problem anwendet, wird n = 3 sein, und daher

g < %, als logische Konsequenz ¢ = 0 und fh = 3, woher der Teiler
D = rr — 3ss sein wird. Daher ist klar, dass diese Zahlen keine anderen Teiler
zulassen als diese, die von derselben Form sind. Weiter gehen fiir die Formel
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12i +a, wegen a = pp, oder a = 3 — pp, keine anderen Werte hervor als a = 1,
sodass alle Teiler in dieser Form enthalten sind: 12 + 1. Also wird die Teiler
aufschlieSende Form 12i &+ 5 sein.

SCHOLION

§24 Diese Formen habe ich schon vor einiger Zeit abgehandelt, und ich habe
bewiesen, dass sie keine anderen Teiler zulassen als die, die von derselben
Form sind, was bei grofleren fiir n angenommenen Zahlen nicht immer gelingt.
Es wird aber gefillig sein, die Félle auszuschlieflen, in denen n entweder
eine Quadratzahl oder durch eine Quadratzahl teilerbar ist. Wenn namlich
n = kmm ware, dann kdme die Formel pp & kmmqq mit dieser zusammen:

pp £ kqq.
BEISPIEL 7

§25 Alle Primteiler der Zahlen pp + 59g zu finden.

LOSUNG

Wegen \/g > ¢ wird entweder ¢ = 0 oder ¢ = 1 sein; im ersten Fall wird
fh = 5,im zweiten hingegen fh = 6. Der erste Fall gibt den Teiler D = rr + 5ss,
welche die vorgelegte Form selbst ist; die zweite hingegen gibt

D =rr+2rs+6ss oder
D = 2rr + 2rs + 3ss,

von welchen Formen jene durch Reduktion auf die erste zurtickfiihrt, weil

D = (r+s)*+5ss

ist; diese weicht aber von jener ab, weil daher

2D = 4rr + 4rs + 6ss = (2r +5) + 5ss

wird; daher ist es klar, dass alle Teiler entweder selbst Zahlen von dieser Form
sind oder deren Doppeltes, sodass, wenn der Teiler D selbst nicht von der
Form pp + 599 war, sein Doppeltes gewiss von dieser Form sein wird. Weiter
werden fiir die Form 20i 4- 2, wegen a = pp, ihre daraus entstehenden Werte 1
und 9 sein, aus der anderen Formel = pp + 5 werden aber dieselben Werte 1
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und 9 berechnet. Weil aber hier nur von Teilern die Rede ist, wird fiir a sogar
%JFS genommen werden kénnen, woher die Werte 3, 7 entspringen, und so
wird die alle Teiler enthaltende Form 20 + 1, +3, +7 + 9 sein, wihrend die die
Teiler ausschlieflende Form 10i — 1, —3, —7, —9 sein wird. Wenn nun bewiesen
werden konnte, dass diese letzte Formel alle Primzahlen enthilt, die keine
Teiler der vorgelegten Form sein konnen, wire zugleich bewiesen, dass alle in
der ersten Form enthaltenen Primzahlen gewiss Teiler einer gewissen Zahl
der Form pp + 5qq sind, und daher entweder sie selbst oder deren Doppeltes

dieselbe Form haben muss. Solche Zahlen bis hin zu hundert sind aber

1, 3, 7, 23, 29, 41, 43, 61, 67, 83, 89.

BEISPIEL 8

§26 Alle Primteiler von Zahlen der Form pp — 5499 zu finden.

LOSUNG

Hier ist aus dem vierten Problem n = 5, woher wegen g < /% man g = 0
oder auch ¢ = 1 nehmen kénnen wird. Denn es wird nichts schaden g =1 zu
nehmen; es wire nur {iiberfliissig, selbigem einen grofseren Wert zuzuteilen.
Aber g = 0 gibt den Teiler rr — 5ss, das heifst einen der vorgelegten Form; der
andere Wert ¢ = 1 hingegen gibt fh = 4 und daher entweder

D =rr+2rs —4ss oder
D = 2rr 4+ 2rs — 2ss.

Die erste wird auf D = (r + s)? — 5ss zuriickgefiihrt, das heift auf die vorge-
legte; die zweite hingegen gibt durch 2 geteilt den Teiler
D =rr+rs—ss,

welche Form auch auf die vorgelegte zuriickgefiihrt wird, was ich so zeige.
Entweder werden beide Zahlen r und s ungerade sein, oder die eine gerade
und die andere ungerade. Fiir den zweiten Fall sei s = 2t und es wird

D =rr+2rt—4tt oder D = (r+t)%>—5tt

sein. Wenn aber die beiden Zahlen ungerade sind, wird deren Summe r + s
gerade sein, sei sie = 2t, und daher r = 2t — s, woher
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D = 4tt — 2ts —ss = 5tt — (t +5)?

wird. Es ist also klar, dass alle Teiler der Zahlen der vorgelegten Form auch
von derselben Form sind. Nun liefert fiir die Form 20 £ a der Wert a = pp hier
1 und 9, aber der andere Werte a = 5 — pp liefert ebenso 1 und 9, sodass alle
Teiler in der Form 20i = 1, 9 enthalten sind. Aber die Teiler ausschliefSende
Form wird 20i &+ 3, 7 sein.

SCHOLION

§27 Weil ja schon aus diesen Beispielen zur Gentige klar wird, wie fiir kleine
Zahlen n diese einzelnen Operationen durchgefiihrt werden miissen, wollen
wir noch einige Beispiele mit grofieren Zahlen hinzufiigen.

BEISPIEL 9

§28 Alle Primteiler von Zahlen der Form pp + 17gq zu finden.

LOSUNG

Weil \/g < 3 ist, werden wir fiir ¢ die drei Werte 0, 1, 2 haben. Zuerst sei
g = 0, und daher fh = 17, daher entspringt der Teiler D = rr 4+ 17ss, und
daher einer der vorgelegten Form. Als zweites nehme man ¢ = 1, es wird
fh=18=1-18 =2-9 = 3- 6 sein, woher diese Formen entstehen:

1) D = rr+2rs+ 18ss = (r +s)2 + 17ss,

2) D = 2rr + 2rs + 9ss, woher
wird, sodass 2D von der vorgelegten Form ist.
3) D = 3rr + 2rs + 6ss,

deren Dreifaches die vorgelegte Form annimmt: 3D = (37 + )2 + 17ss.
Als drittes sei g = 2 und daher fh =21 = 1-21 = 3 -7; daher entspringt

1) D = rr +4rs +21ss = (r +2s)? + 17ss,

2) D = 3rr +4rs + 7ss,
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deren Dreifaches wiederum die vorgelegte Form annimmt. Deswegen werden
alle Teiler so beschaffen sein, dass entweder sie selbst oder deren Doppeltes
oder deren Dreifaches die vorgelegte Form haben. Was weiter die Form 68i +a
betrifft, liefert der Wert a = pp die Zahlen 1, 9, 25, 49, 13, 53, 33, 21; der andere
Wert a = pp + 17 gibt aber 21, 31, etc., welche Zahlen mit den vorhergehenden
ubereinstimmen. Weil aber hier auch Halften und Drittel auftreten konnen, ist
zuerst klar, dass die Form a = L keine geeigneten Werte liefert; aber a = 22
liefert die folgenden Zahlen 3, 27, 7, 11, 39, 23, 31, 63. Weiter gibt dahingegen
die Formel a = p’%m die Werte 9, 13, 21 etc., welche Zahlen schon auftreten.
Schliefllich liefert die Formel a = p"%m die Werte 7, 11, 27 etc., welche ebenso
vorhanden sind. Deswegen werden alle geeigneten Werte fiir a sein:

1, 3, 7,9, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63.

Aber diese Zahlen konnen um vieles leichter gefunden werden; denn sobald
wir auch nur einige gefunden haben, weil wir ja wissen, dass deren Produkte
aus zwei oder mehreren auch auftreten miissen, treten vor allem aber alle
Quadratzahlen per se auf, aus denen, weil auch 3 auftritt, schon génzlich alle
gefunden werden. Wenn wir nun also all diese Zahlen unter die Halfte der
Zahl 68 herabsenken, wihrend wir die Komplemente zu 68 der grofieren mit
dem Zeichen — versehen, dann werden die Werte von a die folgende Reihe
festlegen:

+1, +3, =5, +7, +9, +11, +13, —-15, —19, +21,

+23, +25, +27, =29, +31, +33.

Wenn wir nun die Vorzeichen all dieser Zahlen dndern, werden wir alle
Werte des Buchstabens « fiir die Formel 68i + « erhalten, von welcher alle
Teiler ausgeschlossen sind.

KOROLLAR 3

§29 Dabher ist also klar, dass auch fiir alle positiven anstellte von n ange-
nommenen Zahlen in den Werten des Buchstaben a ginzlich alle ungeraden
Zahlen kleiner als 2n und die, die zu n teilerfremd sind, auftreten, wihrend
die einen mit dem Zeichen +, die anderen mit dem Vorzeichen — behaftet
sind.
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BEISPIEL 10

§30 Alle Primteiler von in der Form pp — 1994 oder auch 19pp — qq enthalte-
nen Zahlen zu finden.

LOSUNG

Hier wird also wegen n = 19 auch g < \/g sein, und daher g < 2, woher wir
entweder ¢ = 0 oder ¢ = 1 haben werden. Es sei also zuerst ¢ = 0 und wegen
fh =19 wird der Teiler D = rr — 19ss sein, und daher sind diese Werte nun
von der vorgelegten Form. Es sei weiter ¢ = 1 und es wird

fh=19-1=18=1-18=2-9=3-6
werden; daher sind drei Fille zu entwickeln:
1) D = rr+2rs — 18ss = (r +s)? — 19ss,
welche Form schon in der vorgelegten enthalten ist.
2) D = 2rr + 2rs — 9ss,
deren Doppeltes auf die vorgelegte Form zuriickgeht.
3) D = 3rr+ 2rs — 6ss,

deren Dreifaches in der vorgelegten Form enthalten ist. Und so sind alle
gesuchten Teiler entweder selbst oder deren Doppeltes oder deren Dreifaches
in der vorgelegten Form enthalten. Darauf miissen fiir die Form 4ni 4+ a oder
76i £ a die Werte von a aus den folgenden Formeln abgeleitet werden.

1) a=ppgibt1,9,25,49,5,45,17,73, 61.
2) a= % gibt keine geeigneten Werte, weil alle gerade waren.
3) a= %, oder a = 3tt liefert diese Werte:
3, 27, 75, 71, 15, 59, 51, 67, 31.
4) a =19 — pp gibt 15, 3 etc,,

welche schon auftauchen
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5) a= D_Tpp gibt 9, 5, 3 etc.,
welche selben schon vorhanden sind
6) a = 5 gibt 5,1, 15 etc,,

welchen auch schon vorhanden sind. Deswegen konnen alle fiir 2 anzunehmen-
den geeigneten Zahlen, weil sie ja so positiv wie negativ angenommen werden
konnen, unter 38 gesenkt werden, wihrend natiirlich die Komplemente zu 76
der grofieren hinzugefiigt werden:

1, 3, 5,9, 15, 25, 27, 31.

Fiir die andere Form 76i £ «, in welcher keine Teiler auftreten konnen, sind
aber die Werte von « die folgenden:

7, 11, 13, 21, 23, 29, 33, 35, 37.

SCHOLION

§31 Bisher haben wir keine anderen Zahlen fiir n angenommen als Prim-
zahlen, weswegen wir noch zwei Beispiele zu zusammengesetzen Zahlen
hinzufiigen wollen.

BEISPIEL 11

§32 Alle Primteiler von in der Form pp + 30gq enthaltenen Zahlen zu finden.

LOSUNG

Hier wird es, wegen n = 30 und ¢ < V10, gefillig sein, anstelle von g vier
Werte anzunehmen, 0, 1, 2, 3, welche wir einzeln durchgehen wollen:

I. ¢ = 0 liefert fh = 30, woher fiir den Teiler D die folgenden Formeln
entstehen:

1) D =rr+30ss,
2) D =2rr+15ss,
3) D =3rr+10ss,
4) D =5rr+6ss,
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deren erste mit der vorgelegten Form iibereinstimmt, dann aber das Doppelte
der zweiten, das Dreifache der dritten und das Fiuinffache der vierten; hier
bemerke man, dass anstelle des Fiinffachen auch das Sechsfache genommen
werden kann, weil ja, wenn

5D = pp +30qq

war, dann auch

5D = pp +30qq

sein wird.
II. Es sei nun g = 1, es wird fh = 31 sein, woher die eine einzige Form

D = rr +2rs + 31ss = (r +5) + 30ss

entsteht, welches die vorgelegte Form selbst ist.

III. Es sei g = 2, es wird fh =34 =1-24 = 217 sein; daher entstehen die
zweil Formen:

1) D = rr+4rs+34ss = (r + 2s)? + 30ss,
2) D =2rr+4rs+17ss,

deren Doppeltes auf die vorgelegte Form zuriickgefiihrt werden wird.

IV. Es sei g = 3 und wird fh = 39 = 3-13 sein, woher wiederum zwei
Formen entstehen:

1) D =rr+6rs+39ss = (r + 3s)% + 30ss,
2) D =3rr+6rs—+13ss,

deren Dreifaches die vorgelegte Form annimmt. Aus diesen folgt, dass alle
Teiler D so beschaffen sind, dass entweder D oder 2D oder 3D oder 6D
in der vorgelegten Form enthalten sind. Weiter bemerke man fiir die Form
4ni +a = 120i + a vor allem, dass die Menge alle Zahlen kleiner als 120 und
zugleich teilerfremd zu 120 insgesamt 32 ist, woher wir nun gewiss inferieren
konnen, dass die Anzahl der Werte des Buchstaben a wie a jeweils 16 ist. Weil
also zuerst in a alle Quadratzahlen auftreten, wird die Formel 2 = pp nur

diese Zahlen geben: 1 und 49; aber die Formen %, % und % liefern tiberhaupt
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keine zu 120 teilerfremden Zahlen. Die andere Form a = pp + 30 liefert nur
diese Zahlen: 31, 79. Daher liefert aber weiter a = W%HO oder diese a = 2tt + 15
die Zahlen 17, 23, 47, 113. Weiter liefert a = P2, oder a = 3tt + 10, aber
13, 37. Dies Form gibt also nur zwei Werte. Schliefdlich gibt a = PP 230, oder
a = 6tt + 5, diese: 11, 29, 59, 101. Auf diese Weise werden aber nur 14 Werte
fiir den Buchstaben a hervorgehen, sodass noch zwei vermisst werden. Aber
hier ist zu betrachten, dass anstelle der Formel pp + 30 allgemeiner pp + 30g4
gesetzt werden konnte. woher durch Nehmen von p = 3t und Teilen durch
3 auch a = 3tt 4 10qq gesetzt werden konnen wird. Es sei nun g = 2, und es
wird a = 3¢t + 40 werden, woher der Fall t = 1 uns a = 43 liefert, aber t = 3
gibt a = 67; und auf diese Weise haben wir alle 16 Werte von a erlangt, welche
angeordnet so fortschreiten:

1, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, 101, 113.

Wenn wir also anstelle der Zahlen grofier als 60 deren Komplemente zu 120
mit dem Vorzeichen — schreiben, werden diese Zahlen so aufgelistet werden
konnen:

+1, -7, 411, 413, +17, —-19, +23, +29, +31, +37,
—41, 443, +47, +49, -53, +59,

wo ganzlich alle ungeraden zu 30 teilerfremden Zahlen entweder mit dem
Vorzeichen + oder — behaftet auftauchen, wenn wo die Vorzeichen verandert
werden, man alle Werte des Buchstaben « fiir die Formel 1207 + « haben wird,
alle deren Zahlen von der Klasse der Teiler ausgeschlossen sind.

KOROLLAR 1

§33 Also werden alle Teiler der Zahlen der Form pp + 30gq in vier Klassen
aufgeteilt, deren erste die enthilt, die selbst von der Form pp + 30gg sind;
die zweite Klasse hingegen die, deren Doppeltes von der Form sind, die
dritte, deren Dreifaches, und die vierte schlieSlich die, deren Fiinffaches oder
auch Sechsfaches auf die Form pp + 30gq zuriickgefiihrt werden konnen. Also
konnen diese vier Klassen, wenn wir die vorgelegte Form pp + 3099 mit dem
Buchstaben F, die Teiler hingegen mit dem Buchstaben D bezeichnen, auf
diese Weise bezeichnet werden:
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. D=F 1II.2D=F, 1L 3D=F, 1IV.5D=F;

hier wird es forderlich sein bemerkt zu haben, wenn 2D = F war, dass dann
auch 15D = F sein wird; und in gleicher Weise, wenn 3D = F war, wird auch
10D = F sein; aber wenn 5D = F war, wird auch 6D = F sein.

KOROLLAR 2

§34 Wannimmer wir sagen, dass alle Teiler von Zahlen der vorgelegten Form
pp + 30gq in der Form 1207 + a enthalten sind, ist das nicht so zu verstehen,
als ob alle in der Formel 120i + a enthaltenen Zahlen Teiler wiren, sondern
davon miissen all jene ausgeschlossen werden, die durch eine gewisse Zahl
der Form 120i + « teilbar sind. Nachdem diese aber weggeschafft worden
sind, scheint es hochst wahrscheinlich, dass alle {ibrigen Zahlen der Formel
120i + a, und daher besonders die Primzahlen, gewiss Teiler einer gewissen
Zahl der Form pp + 30gq sein werden. Aber diese in der Formel 120i 4-a
enthaltenen Primzahlen kénnen ohne Miihe beliebig weit angegeben werden,
welche natiirlich der Reihe nach bis hin zu 240 wie folgt voranschreiten:

1, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 59, 67, 79, 101, 113,

131, 137, 149, 151, 157, 163, 167, 179, 199, 233.

KOROLLAR 3

§35 Weil ja alle Teiler von vierfacher Art sind, wird es daher auch gefillig
sein, die Werte von a auf vier Klassen aufzuteilen, je nachdem ob daraus
Teiler der ersten oder zweiten oder dritten oder vierten Klasse entspringen,
welchen wir also die Zeichen einer der jeweiligen Klasse 1, 2, 3, 6 auf diese
Weise hinzuschreiben wollen:

1, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 59, 67, 79, 101, 113
1, 6, 3, 2, 2, 6,1, 3, 3, 2, 1, 6, 3, 1, 6, 2.

Hier verdient es also bemerkt zu werden, dass die einzelnen Klassen alle
viermal auftauchen.
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BEISPIEL 12
§36 Alle Primteiler von in der Form pp — 30qq oder 30pp — qq enthaltenen
Primzahlen zu finden.
LOSUNG

Weil hier \/§ < 3 ist, haben wir fiir den Buchstaben g nur die drei Werte
0, 1, 2. Daher weil fh = 30 — gg ist, wird fiir den ersten Fall fh = 30 sein,
fiir den zweiten fh = 29 und fiir den dritten fh = 26, welche Félle wir also
entwickeln wollen.

I. Es sei ¢ = 0 und daher entspringen die folgenden Werte:

1) D =rr—30ss,
2) D =2rr—15ss,
3) D =3rr—10ss,

4) D = 5rr — 6ss.

II. Wenn ¢ = 1 ist, entspringt die eine einzige Form

D = 17+ 2rs — 29ss = (r +s)? — 30ss,
welche also die vorgelegte Form selbst ist.
III. Wenn g = 2 ist, entspringen die zwei Formeln
1) D = rr +4rs — 26ss = (r + 2s)? — 30ss;
wiederum die vorgelegte
2) D =2rr+4rs — 13ss,

deren Doppeltes eine Zahl der vorgelegten Form wird. Daher entstehen also
Teiler von vier Arten, die, nachdem der Buchstabe F fiir die vorgelegte Formel
festgelegt worden ist,

. D=F I.2D=F, U.3D=F, 1IV.6D=F

sind. Weiter wird aber die alle Teiler enthaltende Formel 120i & a zuerst

entweder a = pp oder a = Lf oder a = I oder a = £ sein, woher keine
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anderen zu 30 teilerfremden Zahlen entspringen konnen als die aus der ersten
Form a = pp, und aus dieser entstehen nur zwei Werte: Natiirlich 1 und 49.
Aber die andere Form war a = 30 — pp oder 30;” P oder %Tpp oder 30;” £,
deren erste 2 = 30 — pp diese Zahlen liefert: 29, 19, 91. Weil wir aber 30qq
anstelle von 30 setzen konnen, liefert die Formel a = 120 — pp dartiber hinaus
diese Zahlen: 119, 71. Die zweite gibt auf die Form a = 2tt — 15 gebracht diese
Zahlen 13, 7,17, 83, 113, 107. Dieser Formel ist aber 15pp — 2gqq gleichwertig,
also wird fiir p = 3 auch a = 135 — 2gq sein, woher 13, 7, 103, 37 hervorgehen;
und daher kommt dariiber hinaus die neue Zahl 103 hinzu. Aus der dritten
Form a = 3tt — 10 erhalten wird diese neuen Zahlen: 7, 17, aber die affine
Form a = 10tt — 3 liefert dariiber hinaus 37. Aus der letzten Form 5t — 6
entstehen diese Werte: 1, 119; aus der affinen Form a = 6t — 5 hingegen diese:
1, 19, 49, 91. Daher ist besonders zu bemerken, dass dieselben Zahlen aus
verschiedenen Klassen hervorgehen konnen. Bisher sind aber hervorgegangen:

1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 91, 103, 107, 113, 119,

die Anzahl welcher Werte freilich nur 15 ist, obwohl sie 16 sein miisste;
weil wir aber wissen, dass das Komplement zu 120 einer jeden Zahl auch
auftreten muss, wird dieser Mangel leicht beseitigt. Es fehlt nattirlich 101 als
Komplement zu 19. Weil aber die Zahlen a so positiv wie negativ genommen
werden konnen, lassen sich die Komplemente verwerfen, sodass wir fiir a die
folgenden acht Wert haben:

1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49,

also liefern die tibrigen Zahlen die Werte des Buchstaben &, welche ebenso

11, 23, 31, 41, 43, 47, 53, 59

sein werden.

KOROLLAR 1

§37 In diesem Fall, unter Zulassung meines Theorems, dass alle in der Form
4ni + a enthaltenen Primzahlen zugleich Teiler der Zahlen der Form pp £ ngq
sind, sind die aus unserer Formel 120i & a entstandenen Primzahlen bis hin
zu 240 die folgenden:
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1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 71, 83, 101, 103, 107, 113, 127, 137,

139, 149, 157, 191, 211, 223, 227, 233, 239.

KOROLLAR 2

§38 Weil wir ja in dieser Entwicklung gesehen haben, dass dieselben Zahlen
aus verschiedenen Klassen entstanden sind, ist es offenkundig, dass vergebens
vier verschiedene Klassen festgelegt worden sind, sondern zwei von ihnen
zu einer verschmolzen werden kénnen. Zuerst werden namlich alle Teiler
der vierten Klasse, fiir welche 5D = F, oder auch 6D = F, war, schon in
der ersten Klasse D = F gefunden, sodass immer, sooft 5D = F war, auch
D = F sein wird. In gleicher Weise sind die Teiler der dritten Klasse auch in
der zweiten Klasse enthalten. Wenn namlich 3D = F war, wird auch immer
2D = F sein, weswegen alle Teiler fiir die vorgelegte Form pp — 30gqg, oder
30pp — 99, auf nur zwei Klassen zuriickgefiihrt werden kénnen: Denn es wird
immer entweder D = F oder 2D = F sein.

KOROLLAR 3

§39 Also sind alle aus unserer Form 120i & a zu entspringenden Primzah-
len von zwei Arten, wihrend sie entweder selbst oder deren Doppeltes die
vorgelegte Form haben koénnen, welche in gleicher Weise wie zuvor aufge-
teilt werden sollten, indem man den einzelnen Werten die Zahlen 1 oder 2
hinzuschreibt

1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49
1, 2, 2 2 1, 1, 2, L

Hier sei bemerkt, dass die beiden Zahlen gleich hadufig auftauchen.

SCHOLION

§40 Wenn also fiir Zahlen irgendeiner Form pp + nqq alle Primteiler verlangt
werden wiirden, lassen sie sich sehr leicht aus unserer allgemeinen Form
4ni + a angeben; wihrend dahingegen, wenn wir die vom illustren LAGRANGE
dargebotenen Formeln gebrauchen wollten, sehr ldstige Arbeit vonnoten wire,
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aus den einzelnen Form frr + 2grs + hss alle Primzahlen zu finden; deswegen
ist es besonders zu wiinschen, dass ein strenger Beweis von meiner Behaup-
tung entdeckt wird, mit welcher diese Theorie natiirlich erst zum hochsten
Grad der Perfektion erhoben wird. Ich glaube aber, dass ein solcher Beweis
vielleicht erhofft werden kann, wenn die folgenden Gegenstiande sorgfiltig
betrachtet werden.

1) Nachdem fiir irgendeine vorgelegte Formel pp & ngq meine beiden For-
men 4ni + a und 4ni + « festgelegt worden sind, umfassen sie zugleich géanz-
lich alle ungeraden zur vorgelegten n teilerfremden Zahlen; aber dann werden
alle Teiler auf die erste Form 4ni 4 a bezogen; aber keine Zahlen der anderen
Form 4ni + a konnen Teiler der vorgelegten sein, oder alle Zahlen der zweiten
Klasse werden von der Klasse der Teiler vollig ausgeschlossen.

2) Man betrachte also sorgfiltig, dass in jedwedem Fall alle Werte von a nach
einem aufserordentlichem Gesetz miteinander zusammenhéngen, sodass alle
zusammen quasi einen Kreislauf bilden, in welchem nichts fehlt und nichts
tiberfliissig ist, weil ja alle Produkt aus zwei oder mehreren dieser Zahlen wie-
derum in derselben Klasse auftauchen, sodass, sobald einige geeignete Werte
tiir a gefunden worden sind, aus ihnen alle {ibrigen leicht bestimmt werden
konnen, besonders weil alle Quadratzahlen und deren Reste beziiglich des
Teilers 4n gewiss eingehen. Wenn also auf diese Weise alle Produkte und auch
die Potenzen der schon gefundenen Zahlen eingefiigt werden, wird bald diese
ganze Klasse so gefiillt sein, dass die Menge der sich hierher erstreckenden
Zahlen immer die Halfte ganzlich aller Zahlen sind, die teilerfremd zu 4n
und kleiner als selbiges sind; die andere Halfte wird hingegen die Klasse der
Zahlen « liefern, welche in keiner Weise Teiler werden konnen.

3) Daher ist also klar, dass diese beiden Klassen sich in einem hochst
merkwiirdigen und in der Natur der Zahlen selbst gelegenen Unterschied
voneinander unterscheiden und sogar in ihrer Essenz voneinander unter-
schieden werden, sodass die Zahlen der einen Klasse in ihrer Natur von der
anderen Klasse vollig verschieden sind.

4) Weil ja keine Zahlen der Klasse 4ni + « jemals Teiler einer Zahl der
Form pp + ngq sein konnen, muss diese Klasse als Ursprung aller Zahlen
betrachtet werden, deren Natur von der Gestalt der Teiler abweicht, welches
Widerstreben auch auf alle Zahlen ausgedehnt werden muss, welche durch
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eine Zahl der Klasse 4ni + « teilbar sind. Wenn namlich solche Zahlen Teiler
sein konnten, wiren auch alle Zahlen dieser Klasse Teiler, was der Natur der
Sache widerspricht.

5) Weil aber die Produkte aus den zwei Zahlen der Klasse 4ni 4 « in die
Klasse der Teiler 4ni + a iibergeht, ist es offensichtlich, dass in der ersten
Klasse mehrere von der Gestalt der Teiler ferne auftreten miissen; nattirlich
all die, die durch eine Zahl der anderen Klasse teilbar sind.

6) Wenn nun all diese Zahlen in der Klasse 4ni + a gestrichen oder ausge-
schlossen werden, die in der Natur der Teiler hinderlich gemacht werden,
scheint es hochst wahrscheinlich, dass alle tibrigen Zahlen mit der Gestalt
der Teiler versehen sein werden. Weil auf diese Weise nur zusammengesetzte
Zahlen herausgeworfen werden, ist es ersichtlich, dass génzlich alle in der
Form 4ni + a enthaltenen Zahlen in der Tat Teiler einer bestimmten Zahl der
Form pp & ngqq sein werden. Also geht die ganze Aufgabe darauf zurtick, dass
dieser Wahrscheinlichkeit die Kraft eines perfekten Beweises vermittelt wird.

Z.U BEWEISENDES THEOREM

§41 Wenn a ein Teiler einer Zahl der Form pp 4 nqq war, sodass aD = pp + nqq
ist, dann wird, sooft 4ni + a eine Primzahl ist, auch D(4ni + a) eine Zahl der Form
pp + nqq sein.

Hier miissen aber die folgenden Dinge angemerkt werden: 1). Die Zahlen
p und g miissen zueinander teilerfremd sein. 2). Der Teiler a muss auch
teilerfremd zu 7 sein, weil ja die Teiler von n davon ausgeschlossen sind. 3).
Wenn es zufillig passiert, dass die Zahl D(4ni + a) nicht in der Form pp + nqq
enthalten zu sein scheint, dann ist immer ihr Vierfaches, oder auch ihr Produkt
mit einem anderen Quadrat, gewiss in ihr enthalten. Weil ja also in diesem
Fall

ra) = (B) 10 (1)
D(4ni+a) = (2) +n <2>
sein wird, ist diese Auflosung nicht zu verstehen eine Ausnahme zu bilden.

Weil also 27 = 42 + 11 - 12 ist, wird 4 = 27 und n = 11 und D = 1 ist, woher
die Formel 4ni 4 a hier 44i + 27 wird, welche im Fall i = 1 entsprechend 71
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liefert, das heifst eine Primzahl; und dennoch kann in ganzen Zahlen nicht
71 = pp + 114 sein. Es ist aber

4.71 =284 =3%+11-5%,

(o (3

Aber solche Fille treten selten auf und sind daher nicht auszunehmen, weil
Zahlen der Form 4ni + « so von der Klasse der Teiler ausgeschlossen werden,
dass, auch wenn fiir p und g gebrochene Zahlen angenommen werden, sie
dennoch niemals Teiler sein konnen.

und daher

SCHOLION

§42 Es wire tiberfliissig, diese Untersuchung auf Formeln der Art mpp + nqq
auszudehnen, weil alle Teiler der Zahlen der Form mpp + ngq immer auch
Teiler der Zahlen der Form pp + gq sind. Was ich also vor einiger Zeit in Tomo
XIV Comment. Vet. Academiae iiber die Teiler vorn Zahlen der Form mpp +
nqq mitgeteilt habe und zum grofien Teil allein aus Induktion geschlossen habe,
wird nun durch die auflerordentlichen vom illustren LAGRANGE bewiesenen
Eigenschaften nicht nur sehr schon illustriert, sondern auch zu einem um
vieles hoherem Grad an Gewissheit gefiihrt, sodass nun nichts weiter vermisst
wird, als dass ein strenger Beweis des erwdhnten Theorems entdeckt wird,
welcher sich nun freilich bald erhoffen lassen wird. Meine Methode erfreut
sich aber besonders dieser Eigenschaft, dass mit ihrer Hilfe ganzlich alle
Teiler von Formeln der Art mpp £ ngq angegeben werden und beliebig weit
fortgesetzt werden konnen, was ich dartiiber hinaus im folgenden Beispiel
erkldaren werde.

BEISPIEL 13

§43 Alle Teiler der Form pp + 39gg zu finden.

Zuerst wollen wir also mittels der Formeln des illustren LAGRANGE alle ver-
schiedenen Formen dieser Teiler suchen, und weil n = 39 und daher 4/ % <4
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ist, wird es gentigen, fiir ¢ diese vier Werte anzunehmen: 0, 1, 2, 3.
I. Der Wert g = 0 liefert fh = 39, woher diese zwei Formen entstehen:

1) rr+39ss, 2) 3rr+13ss,

deren erste die Teiler D = F und die andere 3D = F gibt, wihrend F die
vorgelegte Form bezeichnet.

II. Der Wert g = 1 gibt fh = 40, woher diese Formen entstehen:
1) D = rr+2rs + 40ss = (r +s)? + 39ss
und daher D = F.
2) D = 2rr + 2rs + 20ss,
welche Form aber keine Primzahl sein kann.
3) D = 4rr + 2rs + 8ss,
welche Zahl ebenso keine Primzahlen gibt.
4) D = 5rr 4 2rs + 8ss,
woher 5D = F oder auch 8D = F wird.

IIL. Der Fall g = 2 gibt fh = 43, woher eine einzige Form entspringt:

D = rr +4rs 4 43ss = (r +25)* + 39ss
und daher D = F.

IV. Schliefilich liefert der Fall g = 3 zundchst fh = 48, woher die folgenden
Primzahlen enthaltenen Formen entspringen:

1) D = rr + 6rs + 48ss = (r + 3s)? + 39ss
und daher D = F.

2) D = 3rr + 6rs 4 16ss
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gibt 3D = F oder auch 16D = F. Daher ist also klar, dass insgesamt drei Arten
von Teilern gegeben sind.

1) D=F, 2)3D=F, 3)5D=F.

Nachdem diese festgelegt worden sind, wollen wir die Formel 4ni +a = 156i +
a entwickeln, wo zuerst bemerkt sei, dass die Menge alle Zahlen teilerfremd
zu 156 und kleiner als selbige 48 ist, woher es bis zur Hilfte 78 entsprechend
24 sein werden, von welchen die einzelnen entweder positiv oder negativ
genommen Werte fiir den Buchstaben a liefern. Diese Zahlen werden also
sein:

1, 5, 7, 11, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43,
47, 49, 53, 55, 59, 61, 67, 71, 73, 77,

wo zuerst die Quadrate das Vorzeichen + haben, welche also

+1, +25, +49

sein werden; die Quadrate der iibrigen Zahlen hingegen senke man durch
Teilung durch 156 unter 78, woher

112 = —35, 172 =-23, 19> = 449, 23> = 461

werden wird. Fiir die tibrigen Zahlen wollen wir die Form pp + 39 betrachte-
ten, woher fiir p = 1 nattirlich 40 hervorgeht, der Teiler 5 welcher sich auf die
dritte Art beziehenden Zahl das Vorzeichen + hat. Weil nun die vorhergehen-
den Zahlen zur ersten Art zu zidhlen sind, werden deren Produkte mit 5 zur
dritten Art gerechnet werden miissen, woher die folgenden Zahlen entstehen
werden:

+5, +41, -31, —-19, —67, —7.

Es sei nun p = 2 und es wird 4 + 39 = 43 sein, welches der Teiler der ersten
Klasse ist, woher auch die schon gefundenen Zahlen dieser Klasse mit 43
multipliziert Teiler der ersten Klasse geben werden, welche aber, weil die Zahl
43 zu grof ist, leichter aus den folgenden gefundenen werden. Man nehme
also p = 3 und es wird pp 4 39 = 48 sein, deren Teiler 3 schon ausgeschlossen
worden ist. Es sei also p = 4 und es wird 16 + 39 = 55 sein, deren Teiler 5 wir
schon behandelt haben; der andere Teiler 11 hingegen bezieht sich auch auf
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die dritte Klasse; mit diesem multipliziert werden also die Zahlen der ersten
Klasse sein:

+11, +59, =37, =73, +71, +47.

Man multipliziere auch die Zahlen der dritten Klasse mit 11 und die reduzier-
ten Produkte, welche

+55, ,—17, =29, 53, +43, -77

sind, werden zur ersten Klasse zuriickkehren. Auf diese Weise sind alle Zahlen
mit ihren entsprechenden Vorzeichen gefunden, weil welche zur ersten oder
dritten Klasse gezdhlt werden, ist es offenkundig, dass keine Teiler der zweiten
Klasse tibrig bleiben. Natiirlich sind all diese Zahlen schon in der ersten Klasse
enthalten, weswegen sich alle Werte von a mit den beigefiigten Zeichen I und
III so verhalten:

+1, +5, -7, +11, -17, =19, =23, +25, —-29, =31, -35, —37,
I I ur I I I I I I I I I

+41, +43, +47, +49, -53, +55, +59, +61, —67, +71, =77
III I I I I I I I I III L

Und in der Tat ist die zweite Klasse nicht vollig unniitz; es sind namlich Prim-
zahlen gegeben, welche wir zur ersten Klasse gezdhlt haben, deren Auflosung
in ganzen Zahlen nicht gelingt und sogar den quadratischen Nenner 16 erfor-
dert, eine Zahl von welcher Art 61 ist, welche nicht anders auf die erste Klasse
zuriickgefiihrt werden kann als auf diese Weise: 61 = (24—5)2 + 39 (%)2. Es ist
aber 3 - 61 = 183 = 122 + 39 - 12. Wenn also nun die negativen fiir a gefunde-
nen Werte in positive umgewandelt werden, indem man die Komplemente zu
156 nimmt, werden die folgenden Werte hervorgehen:

1, 5, 11, 25, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 83, 89, 103,
rmimo r m 1 o1 I oo I oo I Ooor I

119, 121, 125, 127, 133, 137, 139, 149
nm 1 oo I I 1 I IIL

Nun werden also alle in der Form 156i 4 a enthaltenen Primzahlen gewiss
Teiler einer gewissen Zahl der Form p + 3944 sein, und sogar entweder sie
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selbst oder deren Fiinffaches oder sogar deren Dreifaches wird von dieser
Form sein. Daher werden alle Primteiler von 1 bis hin zu 312 die folgenden
sein:

1, 5, 11, 41, 43, 47, 59, 61, 71, 79, 83, 89, 103, 127, 137, 139, 149, 157,

167, 181, 197, 199, 211, 227, 239, 277, 281, 283, 293.

KOROLLAR 1
§44 Damit leichter verstanden wird, warum in diesem Fall die zweite Klasse
auf die erste zuriickgefallen ist, haben wir schon oben gezeigt, wenn der Teiler
D = frr+2grs + hss
war, wahrend fh = gg + n war, dass dann nicht nur D f, sondern auch Dh auf
die Form pp + ngq gebracht werden kann. Aber daher, wenn allgemeiner
k = ftt +2gtu + huu

war, dann wird das Produkt Dk eine Zahl der Form pp + ngq sein; denn nach
der Rechnung findet man

Dk = (frt + g(ts + ru) + hsu)?* + n(ts — ru)*.

Wenn also k ein Quadrat werden kann, oder durch eines teilbar, dann wird
dieses Quadrat weggelassen werden kénnen. Denn wenn Dkll eine Zahl der
Form pp + nqqwar, dann, wenn auch Briiche zugelassen werden, wird auch
Dk von derselben Form sein. So war in unserem Fall fiir die Teiler der zweiten
Klasse

D = 3rr 4+ 13ss

und daher k = 3¢t + 13uu, deren Wert fiir t = 1 und u = 1 genommen k = 16
werden wird, weil welcher ein Quadrat ist, wird diese Form auf die erste
zurtickgefiihrt.
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KOROLLAR 2

§45 Nun haben also alle Lehrsitze, welche ich vor einiger Zeit zu Teilern von
dieser Art in Comment. veter. Tomo XIV angegeben hatte, einen um vieles
hoheren Grad an Gewissheit erlangt, nachdem vom hoch geehrten LAGRANGE
die Formen dieser Teiler bewiesen worden sind; und es scheint kein zweifel
zu bestehen, dass bald, was in dieser Art noch vermisst wird, mit einem
vollstandigen Beweis untermauert wird.

KOROLLAR 3

§46 Bevor ich aber diesen Gegenstand ganz verlasse, mochte ich noch eine
merkwiirdige Beobachtung tiber die Vorzeichen der Zahlen a hinzufiigen,
wihrend natiirlich alle ihre Werte unter 2n gesenkt werden. Weil namlich die
erste und die letzte dieser Zahlen zusammen genommen 2n werden, ist zu
entscheiden, ob diese zwei Zahlen die gleichen oder ungleiche Vorzeichen
haben, denn in jedem der beiden Fille werden zwei beliebige von den du-
Bersten gleich weit entfernte von diesen Zahlen, deren Summe daher immer
2n ist, auch entweder die gleichen oder verschiedene Vorzeichen haben. So
hatte in unserem Fall, in welchem 2n = 78 war, die letzte 77 das Vorzeichen —,
wihrend die erste 1 immer das Vorzeichen + hat, woher auch die Vorzeichen
von zwei von den dufsersten gleich weit entfernten immer entgegengesetzt
sein werden. Aber aus dem Korollar in Beispiel 11, wo 2n = 60 war, hatte die
Zahl 59 das Vorzeichen +, woher auch irgendwelche zwei von den duflersten
gleich weit entfernten mit demselben Vorzeichen behaftet entdeckt werden,
der Grund fiir welches Phinomen ohne Miihe ausfindig gemacht werden
konnen wird. Beobachtungen von dieser Art erleichtern aber die Arbeit beim
Aufspiiren von Teilern nicht unwesentlich.
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