BETRACHTUNGEN UBER ORTHOGONALE
WIE SCHIEFWINKLIGE TRAJEKTORIEN"®

Leonhard Euler

§1 Wenn, nachdem die Gleichung fiir den Kreis yy = aa — xx vorgelegt
worden ist, wenn dem Radius a nacheinander die einen und die anderen
Werte zugeteilt werden, von a = 0 bis hin zu 4 = oo, werden unendlich viele
um denselben Mittelpunkt C beschriebene Kreise entstehen, (Fig. 1)*,

von welcher Art die Kreise AY und ay sind, sodass diese Gleichung
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yy = aa — xx

unendlich viele Kreise in sich umfasst; und in der ganzen Ebene, in welcher
diese Kreise beschrieben werden, wird kein Punkt Y gegeben sein, durch
welchen nicht irgendeiner dieser Kreise hindurchgeht. In gleicher Weise, wenn
in dieser Gleichung fiir einen Kreis

yy = 2ax — xx

dem Radius aa nacheinander alle Werte von a = 0 bis hin zu a = co zugeteilt
werden, die Abszissen x aber immer auf derselbe Achse und von derselben
Grenze aus genommen werden, werden auch unendlich viele Kreise beschrie-
ben werden, welche sich alle gegenseitig am Anfang der Abszissen A beriihren
(Fig. 2)* und deren Mittelpunkte wereden auf der Achse immer weiter vom
Punkt A entfernt liegen.

Ja sogar, wenn dem Radius a negative Werte zugeteilt werden, werden die
Kreise auf den anderen Teil derselben Achse fallen, fiir welche auch die
Abszissen negativ werden werden; und auch in diesem Fall wird in diesem
ganzen Raum kein Punkt gegeben sein, durch welchen nicht irgendeiner
dieser Kreise hindurchgeht. Wenn aber eine solche Gleichung

yy =cc—(x—a)
festgelegt wird und der Grofie 2 ununterbrochen alle moglichen Werte zuge-

teilt werden, wihrend die Grofde ¢ konstant bleibt, werden unendlich viele
einander gleiche Kreise (Fig. 3)3,
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von all welchen der Radius = c ist, iiber derselben Achse beschrieben werden,
von welchen Kreisen der erste, wenn a = 0 ist, DCB sei, wiahrend A der
Anfang der Abszissen ist; ein anderer wird hingegen dcb sein, noch ein
anderer D'C'B’, mit dem Radius = c beschrieben, fiir welche die Strecken
Aa, AA" = a seien, sodass all diese Kreise entspringen, wenn der Kreis BCD
ununterbrochen entlang der Achse vorwirts bewegt wird. Aber diesem Fall,
welcher Punkt y auch immer angenommen wird, dessen Abstand xy von der
Achse nicht den Radius c tibersteige, wird immer ein Kreis gegeben sein, der
diesen Punkt durchlduft. Wenn aber diese Gleichung

y= %\/cc — xx

festgelegt wird, wo wiederum die Grofie a kontinuierlich vermehrt werde,
wahrend ¢ dieselbe bleibt, wird im Fall a = ¢ der Kreis DCB (Fig. 4)* beschrie-
ben werden.
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Wenn a < c ist, wird die Ellipse BcD hervorgehen, die iiber derselben Achse
BD = 2c¢ zu beschreiben ist; aber wenn a > ¢ genommen wird, werden die
Ellipsen BC'D entspringen, von welchen die Gerade BD die kleinere Achse
war, die grofsere hingegen ununterbrochen wichst, sodass diese Gleichung
unendlich viele Ellipsen umfasst, die iiber derselben Achse BD zu beschreiben
sind, wahrend die andere Achse, welche = 24 ist, kontinuierlich von 0 bis ins
Unendliche vermehrt werden wird. Solange also der Punkt y so genommen
wird, dass sein Abstand von der Gerade AC’ nicht grofser als c ist, wird immer
eine solche Ellipse gegeben sein, welche durch ihn hindurchgeht.

§2 Aus diesen Beispielen ist schon im Uberfluss klar, wie unendlich viele
Kurven in derselben Gleichung erfasst werden konnen, was nattirlich passiert,
wenn die Gleichung zwischen den Koordinaten x und y eine konstante Grofse
a solcher Art involviert, welcher nacheinander alle moglichen Werte zugeteilt
zu werden aufgefasst werde, so dennoch, dass fiir dieselbe Kurve diese Grofie
a denselben Wert beibehilt; wahrend wir aber zu anderen Kurven tibergehen,
werden ihre Werte kontinuierlich verandert. Wir wollen aber die Abszissen
und Ordinaten ununterbrochen auf gewohnte Weise mit den Buchstaben
x und y bezeichnen, aber jene konstante Grofe, die sich kontinuierlich zu
verdndern aufgefasst wird, mit dem Buchstaben a, welchen wir den variablen
Parameter dieser Kurven nennen werden.



§3 Nachdem diese Dinge festgelegt worden sind, welche Gleichung auch
immer fiir solche unendlich vielen Kurven aufgestellt worden ist, die den
variablen Parameter a irgendwie involvieren, wird sich die Ordinate y immer
als eine Funktion der zwei Variablen x und a ansehen lassen; oder auch die
Abszisse x wird einer bestimmten Funktion von y und a gleich sein; dann
wird dieser variable Parameter a aber auch als Funktion der beiden anderen
x und y angesehen werden konnen. Wie im dem letzten erwdhnten Beispiel
zuerst

y= %\/cc —xx

ist, das heif3t, eine Funktion von x und a; dann wird aber

X = gw/aa—yy

sein, das heifit, eine Funktion von y und a; schlieslich wird aus derselben
Gleichung

&y
Ve —xx’

das heifdt, eine Funktion von x und y.

a =

§4 Nachdem diese Dinge vorausgeschickt worden sind, wird das Problem
der Trajektorien wie folgt sehr schon formuliert werden konnen:

Nachdem unendlich viele in derselben allgemeinen Gleichung enthaltene Kurven
beschrieben worden sind, in welche natiirlich der variable Parameter a auf irgendeine
Weise eingehe, eine Kurve solcher Art zu bestimmen, die alle jene Kurven iiberall in
demselben Winkel, rechtwinklig oder schiefwinklig, schneide.

Und das ist jenes weltberiihmte Problem, mit welchem vor langer Zeit die
Geometer mit unglaublichen Eifer beschiftigt waren und aus deren Gedanken
die grofsten Zuwéchse in die Analysis eingegangen sind, zu welchen beson-
ders die zu zdhlen sind, die tiber die Differentiale von Funktionen von zwei
Variablen bald darauf ermittelt worden sind.

§5 Weil ja also diese Frage von den Tangenten jener unendlich vielen Kurven
in den einzelnen Punkten handelt, welche von der gesuchten Kurve {iberall
in einem gegebenen Winkel durchlaufen werden miissen, muss eine Diffe-
rentialgleichung fiir jene unendlich vielen Kurven betrachtet werden; und



weil die gesuchte Kurve ununterbrochen die einen und die anderen aus jenen
unendlich vielen Kurven schneiden wird, ist bei dieser Differentiation auch
der Verdanderlichkeit des Parameters a Rechnung zu tragen; daher sind drei
Falle besonders zu entwickeln:

1) Wenn y einer Funktion von x und a gleich wird, wird die Differentialglei-
chung eine Form dieser Art haben:

dy = pdx + qda,

wo p und g so voneinander abhédngig sein miissen, dass
dpy _ (4
da)  \dx

ist.

2) Wenn x eine Funktion von y und a gleich wird, wird die Differentialglei-
chung

dx = rdy + sda

sein, wo r und s so voneinander abhdngen werden, dass

dry _ (ds

da) \dy
ist, welchen Fall einzeln zu entwickeln aber tiberfliissig wiare, weil ja die
beiden Koordinaten x und y vom ihrer Natur her austauschbar sind.
3) Wenn aber der Parameter a einer Funktion von x und y gleich wird, wird
eine Differentialgleichung von dieser Art hervorgehen

da = tdx + udy,

in welcher immer (g—;) = (%) sein wird.
§6 Aber wenn die vorgelegte Gleichung zwischen x, y und a so beschaffen
war, dass sich weder y durch x und a noch x durch y und 4 und auch nicht
a durch x und y angenehm bestimmen ldsst, dann wird die Gleichung auf
gewohnte Weise auf eine solche Form fiihren

Pdy 4+ Qdx + Rda =0,



wo schon hinreichend bekannt ist, dass eine solche Gleichung zwischen drei
Variablen iiberhaupt nur bestehen kann, wenn zwischen den Grofien P, Q
und R eine gewisse Relation besteht. Um diese Relation ausfindig zu machen,
ist vor allem zu betrachten, dass diese Gleichung nur moglich ist, wenn ein
gewisser Multiplikator M gegeben ist, der sie in der Tat integrierbar macht,
sodass diese Formel

MPdy + MQdx + MRda

wirklich eine Integration zuldsst. Daher folgt also, wenn die Grofie a als
Konstante angenommen wird, dass diese Formel MPdy + MQdx integrierbar
sein muss, wofiir verlangt wird, dass

(4)-(%59

ist, welche Gleichung entwickelt

() ()~ (%) (2

liefert. Weiter wird jene Gleichung auch integrierbar sein, wenn die Grofe x
als konstant angenommen wird, woher notwendigerweise

dMP\ (dMR
da )\ dy
wird, welche entwickelt

II.Md—P—Md—R:Rd—M—Pd—M
da dy dy da
gibt. Schlieslich muss die Gleichung auch fiir konstant angenommenes y
integrierbar sein, woher
dMQ\ (d.MR
da )\ dx
wird, welche entwickelt
aQ dRY aMm dM
() - () == (&) -e(@)

liefert. Um nun daher den Multiplikator M vollig aus der Rechnung heraus-
zuwerfen, wollen wir die erste dieser Gleichungen mit R multiplizieren, die




zweite mit —Q und die dritte mit P, und deren Aggregat wird auf der rechten
Seite 0 liefern: Die Terme der linken Seite gaben aber durch M geteilt diese
Gleichung an die Hand:

() () el(§)- (D)) ()] -

Also immer, wenn diese Bedingung keine Geltung hat, sind Gleichungen von
solcher Art zwischen drei Variablen vollkommen unmoglich.

§7 Weil also auf vierfache Weise die Differentialgleichung fiir unendlich
viele vorgelegte Kurven, welche wir einfach zu schneidende Kurven nennen
werden, aufgestellt werden kann, wird es gefillig sein jede Gattung einzeln
zu entwickeln, weil ja fiir die einzelnen eigene Vorschriften gefunden werden
werden, um die gesuchte Kurve zu ermitteln, welche wir die Trajektorie nennen
werden, wo sich freilich der zweite Fall mit dem ersten zusammen behandeln
lassen wird.

FALL I,
IN WELCHEM FUR DIE ZU SCHNEIDENDEN KURVEN DIE
ORDINATE y EINER FUNKTION VON x UND a4 GLEICH WIRD

§8 Fiir die zu schneidenden Kurven wollen wir also festlegen, dass diese
Differentialgleichung gegeben ist: dy = pdx + gqda, sodass

()= (@)

ist und wir wollen aus den zu schneidenden Kurven (Fig. 5)° irgendeine
beliebige EYF betrachten,
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welche die Trajektorie im Punkt Y schneide, und der Winkel, in welchem
dieser Schnitt stattfinden muss, sei = «. Weil nun derselbe Punkt Y so auf
der zu schneidenden Kurve wie aus der Trajektorie liegt, wird sein Ort mit
denselben Koordinaten AX = x und XY = y bestimmt. Sofern er auf der
zu schneidenden Kurven liegt, wird dy = pdx + gda: Sofern er aber auf der
Trajektorie liegt, muss die Relation zwischen x und y erst ermittelt werden.
Man zeichne nun die Gerade YT, welche die zu schneidende Kurve in Y
beriihre, und um die Lage dieser Gerade zu finden, weil sie ja auf dieselbe zu
schneidende Kurve bezogen wird, wird der Parameter a als unverdnderlich
angenommen werden miissen, woher man dy = pdx haben wird, und daher
g—z = p; dort ist es offenkundig, dass die Grofse p den Tangens des Winkels
XYT ausdriickt, so dass, wenn wir diesen Winkel XTY = 7 setzen, p = tant
sein wird. Aber fiir die Trajektorie sei ihre Tangente fiir denselben Punkt Y
die Gerade Y®, wihrend der Winkel X®Y = ¢ ist, natiirlich wird
dy

Ix = tan?d

sein, wo die Relation zwischen y und x die Trajektorie meint.

§9 Weil also der Schnittwinkel = & sein muss, muss ihm der Winkel TY®
gleich sein, welchen die beiden Tangenten zueinander haben, woher folgt,
dass & = ¢ — T und daher ¢ = T + a sein wird; daher folgert man



tant + tana

tand = ————.
1 —tanttana

Weil aber tant = p und tan ¢ = Z—Z ist, wird

dy _ p+tana

p + tanu
dx 1—ptana ax

und daher dy - m

sein. Aus dieser Gleichung muss also die Relation zwischen x und y ausfindig
gemacht werden, und sie wird die Gleichung fiir die gesuchte Trajektorie
liefern.

§10 Man betrachte nun den ndchsten Punkt y der Trajektorie, welcher auf die
néchste zu schneidende Kurve ey f fallen wird, deren Parameter also a + da
sein wird, woher seine Lage mit dieser Gleichung dy = pdx + gda ausgedriickt
werden wird. Wenn also hier der vorhergehende Wert von dy eingesetzt wird,
wird man diese Gleichung

tana + p .
— ptanzxdx = pdx + gda

haben, welche auf diese Form zuriickgefiihrt wird

_ tana(l+pp)

9da 1—-ptana

dx,

welche nur zwei Variablen enthilt, weil ja geméfs der Annahme p und g
gegebene Funktionen von x und a sind. Daraus wird also die Relation zwi-
schen x und a bestimmt werden konnen; daher, wenn der Wert von a durch x
ausgedriickt wird und in der allgemeinen Gleichung fiir die zu schneidenden
Kurven eingesetzt wird, wird eine Gleichung zwischen den zwei Variablen x
und y entspringen, mit welcher die Natur der Trajektorie ausgedriickt werden
wird.

§11 Weil ja aber die gefundene Gleichung zwischen x und a eine Differenti-
algleichung ist, wird in ihr Integral eine neue beliebige Konstante eingefiihrt
werden konnen; je nachdem, ob dieser Konstante die einen oder die anderen
Werte zugeteilt werden, werden unzéhlige Trajektorien entspringen, von wel-
chen die einzelnen die zu schneidenden Kurven gleichermafsen in dem Winkel
« durchlaufen werden; all diese werden in der allgemeinen durch Integration
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gefundenen Gleichung enthalten sein und deren variabler Parameter wird jene
durch Integration eingefiihrte Konstante sein. Daher ist es klar, dass die zu
schneidenden Kurven und die Trajektorien so zueinander reziprok sind, dass,
wenn die Trajektorien als die zu schneidenden Kurven betrachtet werden,
dann jene, die die zu schneidenden Kurven waren, nun die Trajektorien von
jenen werden, und zwar in demselben Schnittwinkel «.

§12 Wenn also die orthogonalen Trajekorien verlangt werden, sodass der
Schnittwinkel a ein rechter und tana = oo ist, wird man fiir sie diese Glei-
chung haben

(14 pp)dx + pgda = 0,

welche also die wesentliche Formel fiir rechtwinklinge Trajektorien ist. Wenn
wir aber wollen, dass der Schnittwinkel a verschwindet, wird die Gleichung
gda = 0 oder g = 0 werden, welche Gleichung nicht weiter eine Differential-
gleichung ist, woher nur eine einzige solche Trajektorie gegeben sein wird,
die durch alle Punkte hindurchgehen wird, in welchen die beiden nédchsten
zu schneidenden Kurven sich gegenseitig durchlaufen, oder, was auf dasselbe
hinausléduft, diese Trajektorie wird alle zu schneidenden Kurven beriihren.
Wenn aber der Schnittwinkel « ein schiefer sein muss, wird das auf zwei Arten
erhalten werden konnen, je nachdem, ob der spitze Winkel entweder im oder
gegen den Uhrzeigersinn festgelegt worden ist. Wenn also der Schnittwinkel
schrag sein muss, dann wird tan a so negativ wie positiv genommen werden
konnen; und so wird auch diese Gleichung

_tana(1 + pp)dx
1+ ptana

gda =

Gentige leisten; daher ist klar, dass diese Kurven von den vorhergehenden
vollkommen verschieden sein werden. Es ist also nur {ibrig, dass wir das alles
an einigen Beispielen verdeutlichen.

BEISPIEL 1

§13 Es seien die zu schneidenden Kurven alle vom selben Punkt A aus
gezeichneten Geraden, fiir welche die allgemeine Gleichung also y = % sein
wird, wo c eine konstante Grofie, a aber jener variable Parameter ist; weil
daher
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adx  xda a x
dy = — 4+ —  ist, wird = - und = —
Y c c P=% =%
sein. Daher werden wir also, wenn wir anstelle von tan « der Kiirze wegen ¢

schreiben, fiir die Trajektorie diese Gleichung haben

xda = Olccta8) 4
(c—da)
welche Differentialgleichung zwischen x und a integriert werden muss. Direkt
liefert aber die Trennung der Variablen

5dfx —dada + cda

X cc+ aa

4

das Integral welcher Gleichung

dlogx = arctan% —dlogVec+aa+dlogC

oder

5log x\/cij—i— aa

a
= arctan —

c
ist. Hier wollen wir anstelle von C bc schreiben, sodass b der variable Pa-
rameter der Trajektorien ist, fiir welche man also diese Gleichung haben
wird

7x\/m = 1arc’can E,
bc 1) o

wo ¢ der Tangens des Winkels ist, in welchem die Trajektorien alle vom

Punkt A aus gezeichneten Geraden durchlduft, welche also natiirlich eine

logarithmische Spirale ist. Daher ist klar, wenn der Schnittwinkel ein rechter

sein muss und daher § = oo, dass dann sofort

x+v/cc+aa = be

log

sein wird, woher wir

4 cvVbb — xx
X
berechnen, welcher Wert in der allgemeinen Gleichung vy = % eingesetzt die
Gleichung
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y = Vbb—xx
fir die Trajektorien liefert; daher ist klar, was per se offenkundig ist, dass die

Trajektorien um den Mittelpunkt A herum, mit dem Radius b, beschriebene
Kreise sind.

BEISPIEL 2

§14 Es seien die zu schneidenden Kurven (Fig. 1) alle um den Mittelpunkt
C mit dem variablen Radius a beschriebenen Kreise, fiir welche also y =

v/aa — xx ist, woher

_ada — xdx

dy = — 272
Y Vvaa — xx

wird, welche Gleichung mit der allgemeinen Formel dy = pdx + gda vergli-

chen

X a
- d - %
P vaa — xx une g \aa — xx
und daher
aa
T+pp = aa — xx

liefert. Deswegen wird die Gleichung fiir die Trajektorien, indem man tana =
0 setzt,

ada oaadx

Vaa—xx  (6x +\/aa — xx)\/aa — xx

oder

_ dadx
 Sx+ \/aa — xx

sein. Daher wird also, wenn der Schnittwinkel ein rechter oder § = oo sein
muss, da = %% und daher 4 = bx sein, welcher Wert in der allgemeinen

Gleichung y = y/aa — xx eingesetzt

y=xvbb—1 oder y=cx

gibt, welche Gleichung alle vom Mittelpunkt C aus gezeichneten Geraden in
sich umfasst.

da
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§15 Aber fiir schiefe Winkel stelle man die gefundene Gleichung in dieser
Form dar

dav/aa — xx = 6(adx — xda);

dort bemerkte man, dass die Formel adx — xda integrierbar gemacht wird,
wenn sie durch eine homogene Funktion von zwei Dimension von a und x
geteilt wird. Man teile also diese Gleichung durch a+/aa — xx, dass

da _ 6(adx — xda)

a a\/aa — xx

hervorgeht. Es werde ndmlich x = av, und unsere Gleichung wird diese Form
annehmen

da odv

a \/1—00’

welche integriert

loga = darcsinv + logb = § arcsin g +logb

oder

log % = Jarcsin g

gibt, wo b der variable Parameter der Trajektorien wird. Weil ja aber daher

xx+yy=aa wird, wird a=/xx+yy

sein, welcher Wert in die andere der beiden Gleichungen eingesetzt

x 1 Vxx +yy

= sin — log 5

Vxx +yy 0

oder

arcsin ———— = 1log Yy

Vxx+yy 6 b
gibt, welche also die Gleichung zwischen x und y fiir die Trajektorien ist.
Aber aus der vorgelegten Gleichung y = /aa — xx wollen wir ihren Wert
a = /xx + yy einsetzen, welchen wir der Kiirze wegen = z setzen, und fiir
die Trajektorien wird

14



log % = J arcsin g

sein, wo, wenn ¢ jener Winkel ist, dessen Sinus g ist, logg = J¢ werden

wird. Weil also z den Abstand des Punkts y vom Mittelpunkt C, ¢ aber
das Komplement des Winkels, welchen die Gerade mit der Achse bildet,
bezeichnet, ist es ersichtlich, dass der Logarithmus des Abstands z diesem
Winkel proportional ist, worin die Natur der logarithmischen Spiralen besteht.

BEISPIEL 3

§16 Es seien nun (Fig. 2) alle zu schneidenden Kurven Kreise, die sich alle
im Punkt A beriihren, welche mit dieser Gleichung ausgedriickt werden

y = V2ax — xx,

und weil
gy — adx — xdx + xda
y= \V2ax — xx
ist, wird
e S . S
\V2ax — xx \V2ax — xx
und daher
I+pr= 2ax — xx

sein, woher man fiir die Trajektorien diese Gleichung haben wird:

xda oaadx

V20X —xx | 2ax — xx — O(x —a)v/2ax — xx

oder

xdav/2ax — xx — 6(a — x)xda = daadx;

weil diese Gleichung homogen ist, setze man x = at, woher diese Gleichung
hervorgehen wird:

da odt odt

@ 12t H 4Ot — 20t b2t — 0(2t — 1)

15



welche Gleichung zwar separiert ist, aber ihre Integration springt nicht sofort
ins Auge, obwohl dennoch immer aus der Natur der Sache leicht eingesehen
wird, dass all diese Trajektorien immer Kreise sein werden.

§17 Wir wollen zuerst den Fall entwickeln, in welchem der Schnittwinkel
ein rechter Winkel oder é = oo ist, und es wird

da  dt it dt

a2 —t 2t 2(2—¢)

werden, deren Integral

loga = —%logt+%log(2—t)+logb = %logzzt—l—logb

ist, und daher wird nach Riickkehr zu Zahlen a = b,/ %, sodass a = 1,/ Z“T’x
ist, woher, wegen y = v/2ax — xx,

ax = bv/2ax — xx = by

werden wird. Und so ist nur notig, dass anstelle von a sein Wert aus der
vorgelegten Gleichung eingesetzt wird, welcher a = WZFT” ist, und daher geht
yy + xx = 2by hervor, welche Gleichung natiirlich eine fiir unendlich viele
Kreise ist, wenn freilich der Parameter b, welcher der Radius dieser Kreise ist,
als variabel angesehen wird. Und all diese Kreise werden die Achse im Punkt
A bertihren.

§18 Fiir die schiefen Winkel wird aber die Aufgabe am leichtesten erledigt

werden, in man % = pv setzt, sodass

f =

4odo
h = -
T4 oo und daher dt 1+ 0072

und

2
Va2t =t = —=*

1+ov
ist, nach Einsetzen welcher Werte die Gleichung diese Form annehmen wird:

@ odv

a  1—6v

16



deren Integral offenkundig

loga = log(1 —dv) +logb oder a=0b(1—dv)

ist. Weil also v = / % =/ 2ax— X ist, wird

a:b<1—5 2”"‘)
X

sein; die Gleichung, weil v/2ax — xx = y ist, wird a = b (1 — %’) werden; und

weil aus der vorgelegten Gleichung a = % ist, wird fiir die Trajektorien
diese Gleichung zwischen x und y hervorgehen:

xx +yy = 2b(x — dy),

welche Gleichung offensichtlich eine fiir unendlich viele Kreise ist, wenn
freilich die Grofle b variabel angenommen wird. Obwohl also Beispiele dieser
Art trivial erscheinen, sind sie dennoch besonders der Aufmerksamkeit wiirdig
und geeignet, um die Krafte in der Analysis zu erproben.

BEISPIEL 4

§19 Es sei (Fig. 6)° fiir die zu schneidenden Kurven diese Gleichung vorge-
legt:

y=a++cc—xx,

wihrend c eine konstante Grofle und a der variable Parameter ist,

6Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
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welche Gleichung also unendlich viele einander gleiche und iiber einer Gerade
platzierte Kreise enthélt, welche Gerade zur Achse in A normal ist. Es werden
also Kurven solcher Art gesucht, welche all diese Kreise in demselben Winkel
a durchlaufen. Weil also hier

xdx

dy =da — ——
yo vee —xx

ist, wird

p=—L und g=1
Ve — xx

sein, woher die Gleichung fiir die Trajektorien

_ deedx
- /(cc — xx) (8x + \/ec — xx)

wird, in welcher sofort anstelle von da sein Wert aus der vorgelegten Gleichung
eingesetzt werden kann, welcher

da

xdx

d -
y+ Vv CeC— XX

ist, woher

Jy— odx+/cc — xx — xdx
y= Ox ++/cc — xx
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wird; also besteht diese Gleichung zwischen den zwei Koordinaten x und y,
welche sogar von sich aus direkt separiert sind.

§20 Wir wollen hier zuerst die rechtwinkligen Trajektorien betrachten, oder
es sei & = oo, und es wird

dy = d;\/cc— XX

sein; um diese Gleichung zu integrieren, werde /cc — xx = t, und es wird

xXx =cc—tt
sein, und nach Nehmen der logarithmischen Differentiale:

dx  tdt

X cc—tt
und so wird diese Gleichung hervorgehen:

o tdt . cedl
cc—tt cc—tt’
deren Integral
1 t
y—t—fclogc—'—t—i—b

ist. Weil also t = /cc — xx ist, wird

= b+x/cc—xx—fclo €ty
\/m
sein, welche Kurve also eine transzendente mit Logarithmen zu konstruieren-
de ist; daher ist sofort klar, dass fiir x = 0 genommen y = —oo wird, aber fiir
x = ¢ genommen y = b wird. Um aber die Form der Kurve an diesem Punkt
zu suchen, wollen wir x = ¢ — cw setzen, widhrend w gleichsam unendlich
klein wird, und es wird

vee —xx = ev/2w - WW—Cxﬁ(l—f—%)

sein, und daher
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ctvee—xx  1+V2w—ww  1+V2w (1-9—%)
c—vee—xx 1-V2w-ww 1-+2w(1- .

Wir wollen der Kiirze wegen

A [
|
‘E
g
SN—

setzen, dass
1 1+Q
y—b+cQ—§clog1_Q

ist, wo ) eine gleichsam unendlich kleine Grofie ist. Dann ist aber bekannt,
dass

1 1+  do 1 B 5 4
dilogl—ﬂ_l—ﬂﬂ_ Q<1_00> =dO(1+ 0%+ QF +etc.)
und daher
1lo 1+Q:Q+103+105+et0

210 3 5
ist, nach Einsetzen welcher Werte y = b — %CQ?’ werden wird. Es ist aber
O3 = 2wV 2w, und so geht

y=>b— %cw\/Zw

hervor; daher ist klar, dass die Trajektorie in diesen Punkten eine Spitze
dhnlich der zweiten kubischen Parabel haben wird.

§21 Aber fiir die schiefen Winkel, weil wir

gy — ddx+/cc — xx — xdx
YT e —xx
gefunden haben, wollen wir fiir die Integration dieser Gleichung, die nattirlich
eine nicht geringe Gewandtheit verlangt,

0\/CC— XX — X _
5x ++/cc —xx

t
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setzen, und es wird
Vee —xx = x(;ift)
sein, woher man
‘e c(6—1t) < 5—t
VA+86)(1+t) VI+66 1+t
berechnet, und daher

Jr—__ € dt + otdt
VI+3 \(1+t): )
Weil also dy = tdx ist, wird

_dy\/l +06  tdt+ottdt  tdt — odt + odt(1 + tt)

c (1+tt)3 (1+1t)3
und daher

CdyV1+065  tdt—odt | adt

+
c (14 tt)2 1+t

sein. Es ist aber

/ tdat 1
(1+tt)2 VIt

dt t
/(1+tt)% IRV ENT:

und
/ U og(t+ VITH)
Vit o ’
weswegen wir durch Integrieren
V1+66 (1+0t)
b—y)=— +dlog(t+v1+tt
b —y) = — e dlog(t 4 VT

haben werden, wo man bemerke, dass

21



B o\/cc— xx —x
N o0x ++/cc — xx

ist, sodass diese Kurve auch von Logarithmen abhingt.

t

§22 Hier zeigt sich aber eine andere um vieles gefélligere Methode dieselbe
Integration mit Winkeln zu erledigen. Man setze namlich x = csin ¢, es wird

vee—xx=ccos¢ und dx =cdpcos¢

sein, woher

Jcos ¢ — sinqo)

dy = cdg cos ¢ <5singo+cosgo

oder

J — tan
dy = cdpcos @ ((Stan(p—i—(Pl>

hervorgehen wird. Weil also § = tana ist, wird

tana — tan ¢ )

dy = cdg cos ¢ <1 + tana tan ¢

oder

dy = cdg cos ¢ tan(a — )

sein. Hier schreibe man weiter anstelle von ¢ & — (« — ¢), dass

cos ¢ = cosacos(a — ¢) + sinasin(a — @)

ist, nach Einsetzen welches Wertes

) sina sin?(a — @)
dy =cdg [coszxsm(a — )+ cos(a— ) }
oder

sin «
cos(a — @)
sein wird, welche Gleichung auf diese zurtiickgefiihrt wird:

dy = cde [cosasin((x — @)+ — sina cos(a — q))]
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sin« .
dy = Cng <COS(0¢—q)) — Slan) ,

und daher findet man durch Integrieren

_CSian/d(P—I—CCOS +0b
y= cos(a — @) po

Fiir das erste Glied sei « — ¢ = 90° — w und daher dg = dw, und es wird

do B dw 1 o 1 1
/cos(uc—q)) = | sne —logtanﬁw—log (45 ztx+2(p>

sein, weshalb die Integralgleichung
. o 1 1
y =b+ccos @+ csinalogtan (45 — + 24))

sein wird, wahrend x = csin ¢ ist. Und so wird sich fiir jeden Winkel ¢ so x
wie y angeben lassen.

BEISPIEL 5

§23 Es sei fiir die zu schneidenden Kurven diese Gleichung vorgelegt:

y= g\/cc — XX,

welche unendlich viele iiber derselben Achse = 2c¢ konstruierte Ellipsen
umfasst, und weil
da axdx
dy = —+v/cc — XX — ————=
A cy/cc — xx

ist, wird

ax 1
=————— und = —\/cc— xx
P cvcc — xx 1 c

sein, woher man fiir die Trajektorie

Sdx(c* + (aa — cc)xx)
dalcc — xx) =
a(ee — xx) cv/cc — xx + dax
haben wird; wie diese Gleichung behandelt werden muss, wird nicht leicht
erkannt.
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§24 Wir wollen also den Fall entwickeln, in dem ¢ = 0 ist, fir welchen wir

(c* + (aa — cc)xx)dx
ax

da(cc — xx) =
haben werden. Man setze hier \/cc — xx = t, es wird

dx tdt
xx =cc—tt und 7:

e — tt

sein, und unsere Gleichung wird diese Form annehmen:

dt
attda = — y (aacc — aatt + cctt),
oder
cet3dt
attda + aatdt = ——,
cc—tt

woher durch Integrieren

1 Bdt 1

-aatt = —cc/ ——— = —cctt + ctlogvec — tt+C

2 cc—tt 2
wird. Nachdem also fiir t wieder der Wert /cc — xx eingesetzt worden und
mit 2 multipliziert worden ist, berechnet man

aa(cc — xx) = C + cc(cc — xx) + c*log xx.

Aber auch der vorgelegten Gleichung ist

cc
an = Y ,
cc — xx
nach Einsetzen welches Wertes wird man diese Gleichung zwischen x und y
tiir die Trajektorie haben wird:

yy = bb — xx + cclog xx.

PHANOMENE DIESER TRAJEKTORIEN

§25 Die Form dieser Trajektorien zeigt gewisse vollig einzigartige Phéano-
mene, die, weil sie nicht offensichtlich sind, einer ausfiihrlicheren Erklarung
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wiirdig scheinen. Es sei also (Fig. 7)7 CDc die Hilfte irgendeiner jener tiber der
gemeinsamen Achse CAc = 2¢ konstruierten Achse, deren andere Halbachse
AD also = a sein wird;

und weil all diese Kurven mit den zwei Durchmessern Cc und Dd versehen
sind, miissen dieselben auch die Durchmesser der Trajektorien sein, von denen
also ein Viertel der einen die Kurve EGF sein, fiir welche wir zwischen der
Abszisse AX = x und XY = y diese Gleichung erhalten haben:

yy = bb — xx + cclog xx,

wo sich freilich anstelle von ¢ die Einheit schreiben lassen wird, dass

yy = bb — xx + log xx

ist, in welcher wir anstelle von log xx nicht 2log x geschrieben haben, weil
andernfalls die Gleichung imagindr werden wiirde, wenn man x negativ
ndhme. Denn auf diese Weise Gleichung wird dieselbe bleiben, ob so x wie y
positiv oder negativ genommen werden.

7Dieser Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
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§26 An zweiter Stelle bemerke ich, dass diese Trajektorie nur reell sein kann,
wenn ihr Parameter b die Einheit iibersteigt, was ich so zeige. Man setze
log xx = v, dass

3

xx:evzl+v+02—v+%+etc.

wird, woher

sein wird, welcher Ausdruck, solange b < 1 ist, gewiss negativ ist; aber fiir
b =1 wird

yy:—?—g—etc.

werden, welche Gleichung nur bestehen kann, wenn v = 0 ist; dann wird aber
x =1 und y = 0 sein. In diesem Fall fillt die ganze Trajektorie EGF in dem
Punkt C zusammen, welchem freilich ein dhnlicher Punkt auf der anderen
Seite von ¢ entsprechen wird.

§27 Esseialso b > 1, und nach Nehmen von x =1 = AC wird yy = bb — 1
sein, und daher die Ordinate CG = +/bb — 1. Auf beiden Seiten werden aber
Punkte E und F angegeben werden konnen, wo die Ordinate y verschwinden
wird und die Kurve normal zur Kurve verlduft. Weil ndmlich fiir log xx = v

1 15 1 1,4
bb—l—ivv—gv =0 und daher bb—l—ivz%l—gv

wird, ist es ersichtlich, dass fiir v zwei Werte gegeben sind, der eine positiv,
der andere negativ. Wenn ndmlich bb die Einheit unendlich wenig tibersteigt,

wird
so v=-+4/2(bb—1) wie v=—4/2(bb—1)

sein. Im ersten Fall wird die Abszisse x grofier als die Einheit sein und wird
den Punkt F auf der Trajektorie geben; wenn aber v negativ ist, wird die
Abszisse x kleiner als die Einheit und wird fiir die Trajetorie den Punkt E
geben. Aber fiir die grofieren Werte von b, weil die Logarithmen von grofieren
Zahlen in Bezug zur Zahl selbst sehr klein sind, wird fiir den grofieren Wert
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AF ndherungsweise xx = bb + log bb sein; daher ist klar, dass x > b sein wird.
Fiir den negativen Wert wird aber ndherungsweise

1 = —bb d dah = —
og xx und daher xx =

werden, welche Grofse moglichst klein wird, sobald b méfiig die Einheit

tibersteigt, in welchem Fall also der Punkt E sehr nahe an A herankommt: Er
kann aber nicht auf ihn selbst fallen, aufSer b wird unendlich.

§28 Daher sehen wir also, dass der grofiere Teil EGF der Trajektorie aufser-
halb der zu schneidenden Kurve liegt, das scheint der Natur der Sache zu
widersprechen, weil in dieser Region keine zu schneidenden Kurven aufzut-
auchen scheinen. Aber weil fiir die zu schneidenden Kurven diese allgemeine
Gleichung angenommen worden ist:

y= g\/cc — XX,

wo wir annehmen, dass dem Buchstaben a vollkommen alle Werte nach-
einander zugeteilt werden, diirfen davon auch die imagindren Werte nicht
ausgeschlossen werden, solange sie reelle Kurven darbieten. Es ist aber offen-
sichtlich, wenn anstelle von a av/—1 geschrieben wird, dass dann

y= %x/xx —cc

sein wird, welche Gleichung natiirlich unendlich viele auf dieselbe transverse
Achse Cc bezogene Hyperbeln enthalten, welche vom Anteil GF in O normal
von der Trajektorie geschnitten werden.

§29 Diese Dinge kommen fiir einen orthogonalen Schnittwinkel in Betracht;
wenn aber schiefwinklige Schnitte verlangt werden, die aus dieser Gleichung:

5(c* + (aa — cc)xx)dx
cy/cc — xx + dax

zu bestimmen sind, sind wir gezwungen zu gestehen, dass bis jetzt diese
Gleichung mit keinen bekannten Kunstgriffen aufgelost werden konnte; und
diese Schwierigkeit tritt meist auf, wannimmer fiir die zu schneidenden Kur-
ven die Gleichungen ein wenig komplizierter angenommen werden; daher
ist schon vor langer Zeit die Frage entstanden, wie Gleichungen fiir die zu

da(cc — xx) =
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schneidenden Kurven beschaffen sein muss, dass sich die Gleichung fiir die
Trajektorien auflosen lasst. Weil diese aber allgemein keineswegs geleistet wer-
den kann, wollen wird hier einen vollkommen einzigartigen Fall entwickeln,
weil ja daraus schon vor einiger Zeit sehr schone Zuwdachse in der Analysis
ermoglicht worden sind.

ENTWICKLUNG EINES EINZIGARTIGEN FALLES

§30 Wir wollen also fiir die zu scheidenden Kurven die allgemeine Glei-
chung;:

dy = pdx + qda

betrachten, wo p und g Funktionen von x und a von solcher Art sind, dass

(Z—Z) = <Z—Z) ist; und die Frage geht nun darauf zurtick, dass die fiir die

Trajektorien [§ 10] gefundene Gleichung;:

5(1+ pp)dx

1-4p
auch integrierbar wird, oder dass sie einen Multiplikator zuldsst, durch wel-
chen sie integrierbar gemacht wird. Weil sich das auch im Allgemeinen nicht
erhoffen lasst, wollen wir nach den Féllen suchen, in denen dieser Multiplika-

tor eine Funktion nur von a sein kann. Es bezeichne also A diese Funktion,
sodass diese Form

gda =

_ SAdx(1+ pp)
1-dp

integrierbar wird. Um das zu erreichen, setze man der Kiirze wegen

Aqda

d(1+pp)
Sp—1 P

sodass P eine Funktion von p ist; und nun wird verlangt, dass diese Formel:

Aqda + APdx

integrierbar wird.
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§31 Nach der allgemeinen Regel muss also

d.Aq\ (d.AP
dx )\ da
sein. Hier gibt aber der erste Teil entwickelt A -

dass (S—Z) = <‘;—Z> ist, und so werden wir aus diesem Teil A - <‘;—5> haben.

dq) Wir haben aber gesehen,

Fiir den anderen Teil sei dP = P’'dp, woher, weil hier allein a fiir die Variable
gehalten wird, (‘Lp) =P ( ) sein wird, dann aber, weil A eine Funktion

allein von a ist, wird ( n ) = ‘31’2 sein. Daher werden wir also fiir den anderen

Teil haben:
dAP\ _ dA , (dp
(da) Pd+P(da>
Aus diesen wird also die Integrationsbedingung

dp dA , (dp
A(da)_P i AP (da)

sein, in welcher Gleichung allein die Grofse a als Variable betrachtet wird,
wihrend die andere x quasi als Konstante angesehen wird.

§32 Wir wollen also in dieser Gleichung die Grofie x als vollig konstant
betrachten, wonach nattirlich (Z—Z) = ZZ sein wird, und daher wird durch
Multiplikation mit da diese Differentialgleichung entspringen: Adp = PdA +
AP'dp, welche, wegen P'dp = dP, in diese Form tibergeht: Adp = PdA + AdP,
welche durch AP geteilt

dp dA  dP

P A P
wird, wo sich anstelle der Konstante irgendeine Funktion von x hinzufiigen
lasst, sodass wir nun

dp AP

P los Ty
haben, und diese Gleichung umfasst eine Relation von solcher Art, woraus
sich die gesuchten Trajektorien bestimmen lassen werden.

29



33 Weil also in unserem Fall P = 2(-£#7) ist, wird
§

op—1
dp _ (0p—1)dp
P o(1+ pp)

sein. Daher berechnet man durch Integrieren

/EZG :log\/l—i—pp—%arctanp,

woher unsere Gleichung

0= 1arc’can +lo L
o P & Xy\/1+pp
oder

0A\/1+pp

(bp—1X

sein wird; wenn sich aus dieser Gleichung der Wert von p durch A und X
finden liefse, woher zugleich der Wert von g gegeben wire, hidtte man fiir die
zu schneidenden Kurven diese Gleichung: dy = pdx + qda, fiir die Trajektorien
wiirde aber diese Gleichung gelten, die wir gerade zwischen x und a gefunden
haben, von welchen A und X irgendwelche nach Belieben anzunehmenden
Funktionen sind, sodass wir daher nun eine ziemlich allgemeine Gleichung
fur die zu schneidenden Kurven erhalten, deren Trajektorien sich tatsdchlich
darbieten lassen.

0= % arctan p + log

§34 Weil sich aber ja daher im Allgemeinen der Wert von p nicht durch x und
a finden ldsst, wollen wir den Fall entwickeln, in welchem der Schnittwinkel
ein rechter sein muss, oder § = oo ist; dann muss also

A1
Aviter 0=log1
pX
werden, und so wird A,/1 4 pp = pX sein, woher man

log

A
P /XX - AA

findet, sodass man fiir die zu schneidenden Kurven diese Differentialgleichung
hat:
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dy = Adx
VXX - AA
wo freilich 4 den Wert hat, den die Integrierbarkeit dieser Formel erfordert,
namlich dass (gi) = (%’) ist. Weil also, nachdem allein a als Variable

angenommen worden ist,

+qda,

XXdA
dp= ————
(XX — AA)2
ist, wird
dg dA . XX

dx — da (XX — AA)?
sein. Wenn man also nun allein x als variabel annimmt, wird

B diA ‘ XXdx
1= da (XX — AA)2
und daher
B diA / XXdx
17 da (XX — AA)3

sein, in welcher Integralformel allein x als variabel anzunehmen ist. Aber
dann miissen die Trajektorien aus dieser Differentialgleichung:

p AVXX - AA

bestimmt werden; weil diese per Annahme durch Multiplikation mit A inte-
grierbar gemacht worden ist, wird fiir die Trajektorien diese per se integrier-
bare Gleichung gelten:

qda = — (1+pp)dx _ XXdx

Aqda +

deren Integral der konstanten Grofie C gleich gesetzt eine bestimmte Relation
zwischen x und a geben wird, aus welcher, wenn der Wert von x durch
a definiert in der Gleichung fiir die zu schneidenden Kurven eingesetzt
wird, man eine Gleichung zwischen x und y fiir die Trajektorien, und zwar
unendlich viele, erhalten wird, wenn freilich der Konstante C nacheinander
alle Werte zugeteilt werden.
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§35 Weil also diese fiir p und q gefundenen Werte die Gleichung dy =
pdx + qdy integrierbar machen, wird ihr Integral nattirlich

Y= /p Jr — / Adx
VXX - AA
sein, wenn freilich hier die Grofse A konstant angenommen wird, sodass man
fur die zu schneidenden Kurven diese Integralgleichung hat:

x
v=/ VXX —AA
wenn freilich in dieser Integration der Parameter a wie eine Konstante be-
handelt wird; daher ist klar, was fiir eine Funktion von x auch immer fiir X
angenommen wird, dass diese Gleichung:

_ Adx
v=/ VXX — AA
immer Kurven solcher Art enthilt, und zwar unendlich viele, wenn nach
der Integration A oder a alle moglichen Werte zugeteilt werden. Aber dann
werden sich fiir all diese Kurven orthogonale Trajektorien mithilfe dieser
Gleichung angeben lassen:

XXdx _c
VXX —AA
dort ist natiirlich wiederum die Gréfse A als konstant zu behandeln. Denn
aus dieser, wenn der Wert von A durch X bestimmt wird und in der schon
integrierten Gleichung fiir die zu schneidenden Kurven eingesetzt wird, wird
eine Gleichung zwischen x und y fiir die Trajektorien hervorgehen, von
welchen der variable Parameter im Buchstaben C enthalten sein wird. Weil
aber all dies im Allgemeinen betrachtet nicht wenig verwirrend erscheinen
mag, wird es forderlich sein, die Angelegenheit an einigen Beispielen zu
illustrieren.

BEISPIEL 1

§36 Essei X = /x und A = /4, dass fiir die zu schneidenden Kurven diese
Gleichung hervorgeht:

2 ax —aa,

[
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welche unendlich viele Parabeln in sich umfasst, von welchen der Parameter
jeder einzelnen = 4a und der Scheitel vom festen Punkt A um das Intervall
= g entfernt ist. Nachdem also diese Parabeln beschrieben worden sind,
werden die orthogonalen Trajektorien aus dieser Gleichung zu bestimmen
sein:

xdx

Vx—a

oder wir werden durch Integrieren fiir diese Kurven 2(2a + x)/x —a =

C haben. Nachdem also diese Gleichung mit der oberen y = 2/ax —aa

verbunden worden ist, eliminiere man die Grofie 2 und es wird eine Gleichung

nur zwischen x und y hervorgehen; nach der Rechnung gelangt man aber zu
dieser Gleichung;:

G

(x3 + 3xyy + C)2 = (xx — yy)3,

welche eine fiir eine Kurve sechster Ordnung ist.

BEISPIEL 2

§37 Man nehme X = % und A = %, und fiir die zu schneidenden Kurven
wird diese Gleichung entspringen:

xdx
y:/\/m = +aa — xx,
welche unendlich viele konzentrische Kreise umfasst. Aber fiir die Trajektorien
wird die Gleichung

/ adx _c
x\/aa — xx

sein, welches Integral freilich transzendent ist. Weil aber fiir x = at gesetzt
diese Formel

/ at C

N

wird, ist daher klar, dass eine bestimmte Funktion von t eine Konstante sein
muss; daraus ist es offenkundig, dass auch die Grofle ¢ selbst eine konstante
Grofse sein muss, das heifit, 7 wird eine konstante Grofse sein, beispielsweise
n, sodass a = 7 ist, welcher Wert in der allgemeinen Gleichung eingesetzt
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xv/1—nn
V=
liefert, welche Gleichung offensichtlich unendlich viele gerade Linien enthalt,
und dieser Fall ist umso bemerkenswerter, weil, wenn wir auf die tibliche
Weise die Integration hétten ausfiihren wollen, kaum klar gewesen wire, wie

daraus zu den geraden Trajektorien hitte gelangt werden konnen.

§38 Aus diesen Ausfiihrungen wird zur Gentige erkannt, von welch grofsem
Umfang die Untersuchung dieser Gleichung war:

B Adx
v / VXX — AA
weil sie ja aus der Natur der Funktionen von zwei Variablen abgeleitet worden
ist, die zu jener Zeit noch vollig unbekannt gewesen war. Aber der erste, der
dieses wunderschone Beispiel einer solchen Analysis vorgebracht hat, schon
vor sechzig Jahren, war der scharfsinnigste NIrcoLaus BERNOULLI, der Sohn
von NicoLaus, Professor fiir Jura in der Universitidt von Basel; ihm sind also
die grofiten Zuwéchse, welche daher spater in die Analysis eingegangen sind,
zum grofiten Teil zu verdanken.

§39 Obwohl aber auf diese Weise eine hinreichend allgemeine Gleichung fiir
die zu schneidenden Kurven dargeboten worden ist, woher sich die Trajektori-
en finden lassen, ist dennoch dafiir eine, wie wir gesehen haben, hochst lastige
Rechnung notwendig, und die Kurven, die daraus abgeleitet werden, sind
meistens hochst transzendent. Wenn also algebraische Trajektorien verlangt
werden, ldsst sich daher fast keine Hilfe erwarten. Aber der folgende Fall,
wo wir den variablen Parameter a4 durch die beiden Koordinaten x und y
ausgedriickt angenommen haben, wird eine hochst ergiebige Quelle fiir das
Finden von algebraischen Trajektorien schenken.

FALL II
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IN WELCHEM DER VARIABLE PARAMETER a DURCH DIE
BEIDEN KOORDINATEN x UND Yy AUSGEDRUCKT WERDEN
KANN.

§40 Weil also in diesem Fall der Parameter a einer gewissen Funktion der
zwei Koordinaten x und y gleich wird, wird die Differentialgleichung eine
solche Form haben: da = pdy + qdy, wo p und q Funktionen von x und y von

solcher Art sein werden, dass
dp\ _ (dq
dy) \dx

ist, und von den zu schneidenden Kurven (Fig. 5) wollen wir eine beliebige
EYF betrachten, welche die Trajektorie im Punkt Y schneide, und der Winkel,
in welchem dieser Schnitt geschehen muss, sei = «. Weil nun derselbe Punkt
Y so in der zu schneidenden Kurve wie auf der Trajektorie liegt und sein
Ort durch dieselben Koordinaten AX = x und XY = y bestimmt wird, wird,
sofern der Punkt Y auf der zu schneidenden Kurven liegt, da = pdx + gdy
sein; sofern er aber auf der Trajektorie liegt, muss die Relation zwischen x
und y erst ermittelt werden. Man zeichne nun die Gerade YT, welche die zu
schneidende Kurve in Y beriihre, und um die Lage dieser Gerade zu finden,
weil sie ja auf dieselbe zu schneidende Kurve bezogen ist, wird der Parameter
a als unverdnderlich angenommen werden miissen, woher wir

dy = _pdx und daher dy =-f
q dx

q

haben, wo es offensichtlich ist, dass der Bruch —g den Tangens des Winkels
XTY ausdriickt; wenn dieser = 7 ist, wird

p

tant = ——

sein. Aber fiir die Trajektorie sei ihre Tangente fiir denselben Punkt Y die
Gerade YO, wihrend der Winkel XO®Y = ¢ ist, es wird natiirlich

d—y = tan®

dx

sein, wo die Relation zwischen y und x die Trajektorie beschreibt.
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§41 Weil also der Schnittwinkel TY® = « sein muss, wird ¢ = T 4+ a« und
daher

tana +tanT
tand = ——
1 —tanatanT

sein; daher wird man nach Einsetzen der Werte fiir die Trajektorien diese
Gleichung haben:

dl _ qtana—p
dx g+ ptana’
und wenn wir, wie bisher, fiir tan « J schreiben, wird
(6q — p)dx
q+0op

sein; wenn also der Schnittwinkel « ein rechter sein muss, wird fiir die
othogonalen Trajektorien diese Gleichung gelten:

dy =

dy = px oder pdy = gdx;
wenn aber der Schnittwinkel a verschwinden muss, dass § = 0 ist, wird

dy = —Iﬁ;x oder pdx+qdy =0
sein. Weil also da = pdx + qdy ist, ist klar, dass in diesem Fall da = 0 ist,
sodass a konstant sein muss: In diesem Fall werden natiirlich die Trajektorien
mit den zu schneidenden Kurven zusammenkommen. Um also das Vermogen
dieser Methode besser zu erkennen, wollen wir sie an einigen Beispielen
illustrieren.

BEISPIEL 1

§42 Es seien zuerst alle zu schneidenden Kurven Geraden, die vom selben
Punkt A der Achse aus gezeichnet worden sind und fiir welche die allgemeine
Gleichung y = %+ sein wird, wo a als variabler Parameter angesehen werde,

wahrend b konstant bleibt. Aus dieser Gleichung wird also a = %y und daher

_ bxdy — bydx
B xx

da
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sein, woher p = —% und g = g wird, woher fiir die Trajektorien diese

Gleichung entspringen wird:

dy = Ox+y)dx oder dy(x —dy) =dx(éx+y).
X — o0y
Mit dieser Methode fiir die Trajektorien gelangen wir natiirlich sofort zu einer
Differentialgleichung zwischen x und y, wahrend mit der vorhergehenden
Methode erst iiber viele Umwege eine solche Gleichung gefunden werden
musste, weswegen diese Methode der vorhergehenden weit vorzuziehen

scheint.

§43 Fiir diese Trajektorien wollen wir zuerst den Schnittwinkel « als recht-
winklig festlegen, dass é = oo ist, und unsere Gleichung wird xdx + ydy = 0
sein, deren Integral sofort xx + yy = cc gibt, welche Gleichung unendlich
viele um den Punkt A herum beschriebene konzentrische Kreise enthilt, von
welchen nattirlich der Radius c als Variable angesehen werden kann.

§44 Aber fiir die schiefen Winkel stelle man die Gleichung in dieser Form
dar:
xdy — ydx = 6(xdx + ydy),

welche durch xx + yy geteilt von selbst integrierbar wird: Es wird ndmlich

/.wa — arctan y

xx+yy x

sein, sowie

/Wzlog,/xx—i-yy

xx +yy

und so wird man

arctan% = dlog \/xx +yy

haben. Wenn daher nun der Winkel XAY = w genannt wird, dass tanw = %
und

AY =z = \/xx+yy
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ist, wird w = Jlog z sein, sodass dieser Winkel den Logarithmus des Abstands
AY = z misst, welche Linien also logarithmische Spiralen sein werden, die die
einzelnen Geraden AY in dem Winkel, dessen Tangens = J ist, schneiden.

BEISPIEL 2

§45 Es seien die zu schneidenden Kurven alle Kreise, die die Achse AX in
A normal schneiden und die in dieser Gleichung: y = \/2ax — xx enthalten
sind, und es wird

g XXy
- 2x

sein und daher durch Differenzieren

dn — dx(xx —yy) N ydy
2xx X

7

woher

_xx—yy _Yy
o 2xx und g X

wird. Weil also im Allgemeinen diese Gleichung gefunden worden ist:

dy(q+op) = dx(6qg — p),

wird fiir diesen Fall

dy[2xy + 0 (xx — yy)] = dx(26xy — xx +yy)

oder

0(xx —yy)dy — 20xydx = (yy — xx)dx — 2xydy

sein.

§46 Weil ja aber diese Gleichung homogen ist, setze man sofort y = tx, dass
dy = tdx + xdt ist, und unsere Gleichung wird diese Form annehmen:

14 tt)(ot — 1)dx

_(
xdt = 2t+6(1—tt) '

woher
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dx _ dt(2t+5(1-H))

x (14+t)(st—1)

wird, welcher Bruch in zwei Teile aufgelost

dx 2tdt odt

T T Tem o1
liefert, dessen Integral offenbar
logx = —log(1+ tt) +log(dt — 1) + logc

oder

c(ot—1)

1+ tt

7
nach Wiedereinsetzen des Wertes t = %

cx(dy — x)
xx +yy

sein wird, welche auf diese Form zurtickgefiihrt wird:

xx +yy = c(dy — x),

welche Gleichung, wie schon oben gezeigt worden ist, unendlich viele tiber
derselben schiefen Achse platzierte und durch denselben festen Punkt A

hindurchlaufende Kreise umfasst.

BEISPIEL 3

§47 Wir wollen ein sich um vieles weiter erstreckendes Beispiel entwickeln,
wo A einer beliebigen homogenen Funktion A von keiner Dimension von
x und y gleich wird. Nachdem also y = tx gesetzt worden ist, wird der
Parameter einer Funktion allein der Grofle t gleich werden, welche T sei,
sodass a = T ist. Wir wollen aber dT = T'dt setzen, sodass da = T'dt ist. Um
aber daraus die Werte der Buchstaben p und g bestimmen zu kénnen, wollen

wir anstelle von dt den Wert % schreiben, und es wird
T'y T't T
= — =—— und g=—
P xx X q X
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sein. Aber diese Werte liefern in der Gleichung dy = (‘Sq—_p) dx eingesetzt

q+op
_ o+,
dy = 1ot dx = tdx + xdt,
woher man berechnet, dass
d7x (1 —ot)dt
x  O(1+tt)

sein wird.

§48 Hier tritt das vollkommen bemerkenswerte Phanomen auf, dass die
Natur der Funktion T aus der Rechnung herausgegangen ist. Wir wollen aber
zuerst den Fall betrachten, in dem § = oo ist, und es wird

d7x tdt

x 1+t

sein, woher

C o cxX
VIt JXxFyy

wird, welche Gleichung also /xx +yy = c gibt, genauso wie im ersten
Beispiel, was sehr merkwiirdig ist. Weil namlich hier T = a ist und daher
konstant, wird fiir jede beliebige zu schneidende Kurve auch ¢, das heifst %,
konstant sein, sodass auch in diesem Fall alle zu schneidenden Linien Geraden
sind. So werden auch fiir die schiefen Winkel die Trajektorien logarithmische
Spiralen sein.

logx =logc —logVv1+tt oder x=

BEISPIEL 4

§49 Der variable Parameter 4 werde einer beliebigen homogenen Funktion
von x und y gleich, deren Anzahl an Dimensionen 7 sei, welche also, nach
Setzen von y = tx, diese Form annehmen wird: x" - T, sodass T eine bestimmte
Funktion nur von t ist, deren Differential also diese Form haben wird: dT =
T'dt. Weil also daher a = x"T ist, wird

da = xX"T'dt + nx" ' Tdx

sein; weil hier t = % ist, wird
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_dy  ydx
x XX

dt

sein; daher, wenn diese Form mit der allgemeinen da = pdx + gqdy verglichen
wird, wird

g=x"1T" und p=nx""'T —x"2yT = nx""'T — X" 1Tt

sein. Nun stelle man die Gleichung fiir die Trajektorien in dieser Form ausge-
driickt dar:

pdx + qdy = 6(gdx — pdy)

und wir werden

pdx + qdy = da = x"T'dt + nx" " Tdx

haben, aber
gdx — pdy = x"'T'dx — nx""'Tdy + x"~1T'tdy
= x"1Tdx — nx" 1Ttdx + x" 1T ttdx
— nx"Tdt + x"T'tdt
oder

gdx — pdy = x"'dx(T' (1 + tt) — nTt) — x"dt(nT — T't),
nach Einsetzen welcher Werte die Gleichung fiir die Trajektorie, durch x"~!
geteilt,

xT'dt +nTdx = édx(T' (1 + tt) — nTt) — Sxdt(nT — T't)

sein wird. Wenn also diese Formel allein mit Logarithmen integriert werden
kann, wird man eine algebraische Gleichung fiir die Trajektorien erhalten.
Allgemein bereitet aber in diesem Fall die Konstruktion der Trajektorien keine
Schwierigkeiten.
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§50 Also wird man fiir die rechtwinkligen Trajektorien, wo § = co ist, diese
Gleichung haben:
dx (nT — T't)dt

x  T'(1+4tt)—nTt
welche, weil T'dt = dT ist,

dx  nTdt—tdT

x  T'(1+tt)—nTt

sein wird. Aber wenn der Schnittwinkel verschwinden muss, dass é = 0 ist,
wird

dx _T’dt _ T

X nT ~  nT

werden, deren Integral logx = —1log T oder x"T = a ist, welche die Glei-
chung fiir eine beliebige zu schneidende Kurve ist, sodass daher scheint, dass
keine anderen Kurven gegeben sind, welche alle zu scheidenden beriihrt,
obwohl dennoch im vorhergehenden Fall auch andere Kurven von dieser
Art gefunden worden sind, die natiirlich in der Gleichung q = 0 (siehe §
12) enthalten sind. Aber, weil wir ja hier die mit § behafteten Terme zerstort
haben, ist sorgfaltig zu erwégen, dass sich das nur machen ldsst, wenn die mit
¢ multiplizierten Grofien nicht unendlich werden; deswegen, wenn es passiert,
dass diese Grofien ins Unendliche wachsen konnen, dann konnen aus ihnen
die Kurven, die alle vorgelegten beriihren, abgeleitet werden.

§51 Hier verdient aber besonders bemerkt zu werden, dass dieser Fall, in
dem der Parameter a durch eine Funktion der zwei Koordinaten x und y
ausgedriickt wird, uns eine leichte Methode schenkt, unzédhlige Fille an-
zugeben, in welchen so die zu schneidenden Kurven wie die Trajektorien
algebraische Linien werden, welche Untersuchung sich im vorhergehenden
Fall nicht einmal hatte versuchen lassen. Wir wollen also diese Frage von
hochster Bedeutung im folgenden Problem abhandeln.

PROBLEM

Unziihlige Fiille ausfindig zu machen, in denen so die zu schneidenden Kurven wie
alle Trajektorien algebraische Linien werden.
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LOSUNG

§52 Weil wir fiir die zu schneidenden Kurven da = pdx + gdy gesetzt haben,
ist es zuerst notwendig, dass die Formel pdx + qdy ein algebraisches Integral
zuldsst, welches man = P setze, sodass @ = P und dP = pdx + gdy ist.
Aber darauf, weil fiir die Trajektorien in irgendeinem Schnittwinkel «, dessen
Tangens wir hier = ¢ gesetzt haben, wir diese Gleichung [§ 41] erhalten haben:

pdx + qdy = 6(qdx — pdy),

wird verlangt, dass auch diese Gleichung integrierbar gemacht wird; weil aber
ihre linke Seite pdx + qdy schon per se integrierbar ist, wird nur das verlangt,
dass auch das Integral der anderen Seite qdx — pdy algebraisch gemacht
wird. Wenn wir also dieses Integral mit dem Buchstaben Q bezeichnen, dass
dQ = gdx — pdy ist, wird fir die Trajektorien dP = 6dQ sein, woher die
integrierte Gleichung fiir die Trajektorien zu P = Q + C berechnet, wo die
Konstante den variablen Parameter fiir alle Trajektorien geben wird, von
welchen also die Gleichung auf diese Weise daragestellt werden kénnen wird:
b = P —4Q, wahrend fiir die zu schneidenden Kurven diese Gleichung gilt:
a=P.

§53 Also ist die ganze Aufgabe darauf zuriickgefiihrt worden, dass den
folgenden beiden Gleichungen Geniige geleistet wird:

I. dP = pdx + qdy,
II. dQ = qdx — pdy.

Natiirlich miissen fiir diese Buchstaben P und Q algebraische Grofien oder
Funktionen der beiden Groéfien x und y solcher Art gefunden werden, dass
diese zwei Bedingungen erfiillt werden. Fiir dieses Ziel wollen wir die erste mit
f multiplizieren, die zweite hingegen mit g, welche Buchstaben irgendwelche
konstanten Grofien bezeichnen, und es ist offensichtlich, dass auch diese
Gleichung;:

fdP +gdQ = p(fdx — gdy) + q(fdy + gdx)

integrierbar gemacht werden muss, und weil ja f und g von unserem Belieben
abhdngen, wollen wir sie so bestimmen, dass die beiden Differentialformeln
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fdx — gdy und fdy + gdx zueinander ein konstantes Verhéltnis haben. Wir
wollen also

rdx —gdy : gdx+ fdy = f : g
setzen, woher diese Bestimmung ff = —gg entsteht. Wenn wir f = 1 setzen,
wird ¢ = £+v/—1 sein, welche Bestimmung, auch wenn sie imaginér ist, uns
eine auflergewohnliche Losung an die Hand geben wird.

§54 Weil wir also zwei Bestimmungen gefunden haben, sei zuerst f = 1 und
g = ++v—1 und die letzte Gleichheit wird diese Form annehmen:

dP +dQv—1 = p(dx — dyv/—1) + q(dy + dxv/ 1),

welche auf diese Form zurtickgefiihrt wird:

dP +dQv/—1 = p(dx — dyv/—1) — \/q_il(dx — dyv/—1),

das heifdt

dP+def:< —\/q_il> (dx — dyv/—1);

weil diese Formel integrierbar sein muss, ist es notwendig, dass p — \/L—T eine

Funktion von x — y+/—1 ist; dann wird aber auch das Integral eine Funktion
der Formel x — y+/—1 sein wird, welche wir auf die nun tibliche Weise so
darstellen wollen I : (x — yv/—1), und so werden wir diese Gleichheit haben

P+QvV-1=T:(x—yv/-1).

§55 In gleicher Weise, wenn wir f = 1 und ¢ = —+/—1 setzen, haben wir

dP — dQv/~1 = p(dx + dyv/'~1) + q(dy — dxv/-1)

= p(dx +dyv/—1) + \/[%(dx +dyy/—1

und daher

dP — dQv/—1 = <p + \/”7_71> (dx + dyv/—1);
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weil diese Gleichung integrierbar sein muss, ist es notwendig, dass p + \/le

eine Funktion der Formel x 4 yv/—1 ist; aber dann wird auch das Integral
eine Funktion derselben Formel sein; wenn selbige auf diese Weise notiert
wird: A : (x + yv/—1), werden wir durch Integrieren

P—QvV—-1=A:(x+yV/-1)

erhalten. Aber aus diesen zwei Gleichungen, wenn sie addiert werden, er-
schlief3t man, dass

2P=T:(x—yvV-1)+A: (x +yv/—1)

sein wird, aber die zweite von der ersten subtrahiert wird

20V -1=T:(x—yv/—1)=A: (x +yv/—1)
geben.

§56 Aus diesen Uberlegungen, freilich mit imaginiren Formeln, haben wir
so fiir P wie fiir Q geeignete Funktionen von x und y erlangt, die unserem
Problem Geniige leisten, weil ja

P:%F:(x—yﬁ)+%A:(x+yJ?1),
1 1
ﬁfz (x—yﬁ)—ﬁA: (x+yv-1)

sein wird, oder wenn wir v/ —1 negativ annehmen, werden wir

Q=

p:%r;(xwﬁ)%m(x—yﬁ),
1 1
Q:—ﬁr3 (x—i—y\/—il)#—ﬁA:(x—y\/—il)

haben. Nachdem aber diese Werte gefunden worden sind, wird man fiir die
zu schneidenden Kurven diese Gleichung haben: a = P; fiir die Trajektorien
aber diese: b = P — 4Q.
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§57 Also haben wir eine sehr allgemeine Losung fiir unser Problem erlangt,
dann haben wir fiir die zu schneidenden Kurven diese Gleichung erhalten:

~T: (x—i—y\/—il)—}—%A: (x —yv/—1),

tiir die Tajektoren hingegen, in irgendeinem Winkel &, dessen Tangens J ist,
diese:

b:lr:(x+yﬁ)+1A:(x—yﬁ>

2
2\/7 \/71 (x_yr)

—T: (x+yv-1)—
wo a den variablen Parameter der zu scheidenden Kurven und b den variablen
Parameter der Trajektorien bezeichnet; es ist aber offensichtlich, dass jede der
beiden Gleichungen algebraisch sein wird, wenn nur die Buchstaben I' und A
algebraische Funktionen bezeichnen.

§58 Um aber diese Gleichungen von den imagindren Grofien zu befreien, ist
es ersichtlich, dass das erreicht wird, wenn A dieselbe Funktion ihrer Grofie
X — y\/j bezeichnet, wie I' eine Funktion ihrer Grofle x + y\/j ist; denn
dann, wenn diese beiden Funktionen addiert werden, werden alle imagindren
Terme sich gegenseitig authaben, die reellen aber verdoppelt, woher fiir P
eine reelle Funktion hervorgehen wird; wenn aber die eine Formel von der
anderen abgezogen wird, werde sich die reellen Terme aufheben und allein die
imagindren verdoppelt, welche also durch 21/—1 geteilt reell werden, sodass
in diesem Fall auch fiir Q ein reeller Wert hervorgeht. Deswegen wollen wir
anstelle von A I' schreiben, und unsere beiden Gleichungen werden sein:

Fiir die zu scheidenden Kurven

fl“:(x—i—yM)—l—%I‘:(x—y\/—il)

Fiir die Trajektorien

bz%l‘:(x—f—y\/—il)—i—}l":(x—y\/—il)

+TF (x+yr)—TF (x —yv/—1).
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§59 Damit wir nun diese Formeln fiir uns besser gebrauchlich machen,
wollen wir der Kiirze wegen

1 1
P = EF: (x+y\/—1)+§1”: (x —yv—-1)
und

1 1
Q:ﬁf: (x—l—y\/—il)—ﬁfz(x—y\/—il)

setzen, dass man fiir die zu schneidenden Kurven diese Gleichung hat a = P
und fiir die Trajektorien b = P + 6Q; daher ist sofort klar, dass sich diese
Losung um vieles weiter erstreckt als es auf den ersten Blick schien. Wenn wir
ndmlich der Funktion I' nacheinander die einen und die anderen Bedeutungen
zuweisen, aus welchen die zwei Werte P’ und Q’ entspringen, dann P’ und Q”,
weiter gleichermaflen P und Q" etc., dann, wenn fiir die zu schneidenden
Kurven diese Gleichung

a=P+P +P"+P" +etc.

angenommen wird, wird fiir die Trajektorien diese gelten:

b=P+6Q+P +6Q +P'+6Q" +P" +6Q" + etc.
Ja diese einzelnen Werte werden sich sogar mit konstanten Grofsen 2, 9B, ¢
etc. multiplizieren lassen, sodass man fiir die zu schneidenden
a=2AP + BP +¢P" +DP" + etc,,

fur die Trajektorien hingegen

b =AP + BP' + ¢P" + etc.
+ 5AQ + 5BQ’ + 6¢Q” + etc.

hat, woher klar ist, dass die Anzahl an Losungen leicht bis ins Unendliche
vermehrt werden kann.

§60 Weil also jede beliebige Funktion I' gewisse Werte fiir P und Q an die
Hand gibt, wollen wir einfachere Fille entwickeln, in welcher der Buchstabe
I' einfache Potenzen bezeichnet, welche wir auf die folgende Weise darbieten
wollen:
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II.
II1.
Iv.

VL

VIL

VIIIL

IX.

§61

Mit

Mit
Mit

Mit

Mit

Mit

Mit

r=("
I'= ()2/
I'= <)3/
r=()*
r=()
r=0",
r=(),
r=()°
r=()

wird
wird
wird
wird
und
wird
und
wird
und
wird
und
wird
und
wird
und

wird

und

P=x und Q=uy.
P=xx—yy und Q =2xy
P=x®-3xyy und Q= 3xxy—y°.
P = x* — 6xxyy + y*
Q = 4x3y — 4xy.
P = x° — 10x3yy + 5xy*
Q = 5x*y — 10xxy® + 1.
P = x® — 15x*yy + 15xxy* — y®
Q = 6x%y — 20x%y3 + 6x1°.
P = x7 — 21x°yy + 35x3y* — 7xy®
Q = 7x% — 35x*y3 + 21xxy® — v,
P = x8 — 28x%yy + 70x*y* — 28xxy® + 18
Q = 8x"y — 56x°y° + 56x°y° — 8xy”.
P = x% — 36x7yy + 126x°y* — 84x3y® + 9xy8
Q = 9x8y — 84x%3 + 126x*y° — 36xxy” + 1°.
P = x!9 — 45x8yy + 210x6y* — 210x%y®
+ 45xxy8 — y!°
Q = 10x%y — 120x7y® + 252x5°
— 120x%y” + 10xy°.

Weil ja diese Werte fiir P und Q nach Dimensionen der Koordinaten x

und y ansteigen, werden sich aus jeder Ordnung der Linien so zu schneidende
Linien wie Trajektorien darbieten lassen, und freilich umso mehr, je hoher die
Ordnung war, weil ja fiir jede Ordnung die unteren Werte verwickelt werden
konnen. Deswegen wollen wir die Gleichungen so fiir die zu schneidenden
Kurven wie fiir die Trajektorien fiir die einzelnen Ordnungen hier darbieten.
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Fiir die erste Ordnung
a=%x und b=Ax+Ay.
Fiir die zweite Ordnung
a=2Ax+ B(xx —yy) und
b = Ax + oAy + B(xx — yy) + 26Bxy.
Fiir die dritte Ordnung
a=Ax+ B(xx —yy) + ¢(x* — 3xyy) und
b = Ax + B(xx — yy) + (x> — 3xyy)
= 6Ay + 26Bxy + 5¢(3xxy — ).
Fiir die vierte Ordnung
a = die vorhergehende + D (x* — 6xxyy + y*).
b = die vorhergehende + D (x* — 6xxyy + y*)
+ die vorhergehende + D (4x%y — 4xy?)
Fiir die fiinfte Ordnung
a = die vorhergehende + &(x° — 10x3yy + 5xy?).
b = die vorhergehende + &(x°> — 10x%yy + 5xy*).
+ die vorhergehende + 6€&(5x*y — 10xxy® + 1°).
Fiir die sechste Ordnung
a = die vorhergehende + F(x® — 15x*yy + 15xxy* — ).
b = die vorhergehende + §(x® — 15x%yy + 15xxy* — y°)
+ die vorhergehende + 05 (6x°y — 20x3y> + 6x1°).

§62 Ja es lassen sich fiir die Funktion I' sogar negative Potenten annehmen;
um dies auszufiihren, sei im Allgemeinen

P= 2ty D) (- yV D),
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welche man auf positive Exponenten zurtickfiihre, und es wird

Lo —yv/=D)" + S (x +yv/=1)"
(xx +yy)"

sein. In gleicher Weise, wenn man

P =

Q= 5 (e yV 1) " gV

setzt, wird nach der Reduktion auf positive Exponenten

(x —yv=1)" = (x +yv-1)"
2(xx +yy)"v/—1
werden. Daher werden wir also, wenn wir dem Exponenten n nacheinander
die Werte 1, 2, 3, 4 etc. zuteilen, die folgenden Werte erhalten:

L Mit n=1 wird P=—> und Q= -——Y4
xx +yy xx +yy
. _ . XX —yy 2y
II. Mit n=2 wird P= 7(xx ) und Q = 7()“ )
, , x3 — 3xyy 3xxy —y°
M. Mit n=3 wird P= W und Q = —W,
4_ 4 3. Av3
IV. Mit n=4 wird P=> (xi’:’f%;y und Q= —m,
5 _ 103 4
V. Mit n=5 wird p— Y _10¥YyTONy und
' (xx +yy)°
0- —5xty + 10xxy® — °
B (xx +yy)>
x® — 15x*yy + 15xxy* — °
VL. Mit n=6 wird P= ¥ Y=Y und
(xx +yy)°
0- —6x°y + 2023y — 6x1°
B (xx + yy)* '

Daher wird also die oben dargebotene Menge der Geniige leistenden Kurven
um vieles mehr vermehrt werden kénnen.
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§63 Aufserdem werden sich aber auch gebrochene Exponenten verwenden

lassen, wenn nur die Briiche in der Form 7 enthalten sind, weil ja, wenn

andere Teile zugelassen werden wiirden, dann die Groien P und Q nicht
weiter entwickelt werden konnten, sondern erst durch die Auflosung der
Gleichung gefunden miissten. Es sei also

1 1
P = E(x~|—y\§)%” + E(x—yﬁ)%”

und nach Nehmen der Quadrate wird

1 1 1
PP = 1(x+y\/—1)” + Zl(x —yv—-1)"+ E(xx—kyy)%"

oder

1 1
2PP = S(x +yV=1)" + S (x —yv-1)" + (xx + yy)?"

sein; weil hier die zwei imagindren Teile schon oben reell erkldrt worden sind,
wird daher der reelle Wert fiir P gefunden. In gleicher Weise, wenn

1 1
2v/—1 2y -1

gesetzt wird, wird nach Nehmen der Quadrate

Q==+ yV/ =D — o (x —yV/ =D

~40Q = (x +yV/=1)" + (x = yv/=1)" —2(xx +yy)*"

sein, wo sich wiederum die imagindren Anteile gegenseitig aufheben.

§64 Um diese zu zeigen, sei n = 1 und es wird

X+ \/xx+yy

2PP = x+ y/xx+yy unddaher P = 5

sein; weiter ist —4QQ = 2x — 2,/xx + yy, woher

\/—x—h/xx—#yy
Q= 2

wird. In gleicher Weise, wenn n = 3 ist, wird

2PP = x3 — 3xyy + (xx + yy)%
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und daher

p_ \/x3—3xyy+(xx%—yy)g
- 2

sein; weiter wird man fiir Q diese Gleichung haben:

~2QQ = x* — 3xyy — (xx +yy)?
und daher

\/—x3 +3xyy + (xx + yy)2
Q= > :

Und in gleicher Weise kann die Menge der geeigneten Werte fiir P und Q

weiter vermehrt werden. Ja, wenn wir n = —1 nehmen wollen, wird auch

1 1 1
Wt yv/=1) 2k —yv1) Ty

2PP =

oder

p__ X% n 1 X+ /xx+yy
Coxx4yy  Jxxtyy  xx+yy

P X+ /XX +yy
T\ 2(xx +yy)

1 1 2 2x 2
+ = — =
x+yv—-1 x—y/-1 XX +yy xx+yy XX +yy

sein, woher

wird; weiter wird aber

—4Q0 =

sein, woher

0 —x+ XX T Y
- 2(xx +yy)

wird.
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§65 Aber all diese Formeln werden sich um vieles gefilliger mit der Ver-
vielfachung von Winkeln darbieten lassen. Wenn wir namlich \/xx +yy = z
setzen und ¢ den Winkel bezeichnet, dessen Tangens = £ ist, wird x = zcos ¢
und y = zsin ¢ sein; nach Einsetzen dieser Werte, wenn die Funktion I eine
Potenz des Exponenten n bezeichnet, wird

P= %Z”(cosqv ++/~1sing)" + %Z”(COS ¢ — V—lsing)"

sein, welche Form mit den bekannten Reduktion P = z" cos n¢ liefert. Und in
gleicher Weise geht aus der Form

z" z"
2v/—1 2v/—1
Q = z"sinng hervor, welche Werte, wenn anstelle von z und ¢ die gerade
angegebenen Werte eingesetzt werden, sofort die schon oben entwickelten
Formeln liefern. Nun werden sich aber zusitzlich fiir die Zahl n nach Belieben
irgendwelche Briiche annehmen lassen, wenn freilich die Multiplikation und
Teilung von Winkeln als bekannt angenommen wird.

Q= (cosp +V—1sing)" — (cosp — v/ —1sin¢)"

§66 Obwohl aber die Menge dieser Losungen grofs ist, kann sie dennoch
dartiber hinaus auf das Doppelte vermehrt werden. Denn wenn die zwei
konjugierten Werte fiir die Buchstaben P und Q P = M und Q = N waren,
dann wird immer P = —N und Q = +M genommen werden koénnen, das
heifst, diese Werte lassen sich vertauschen, solange das Vorzeichen des einen
der beiden umgedreht wird, was so gezeigt werden kann. Weil

M=P, N=Q, dM=pdx+gqdy und dN = gdx — pdy
ist, schreibe man nun g’ anstelle von p und p’ anstelle von —¢, es wird
dM = g'dx —p'dy und dN = —p'dx —q'dy

werden; daher ist klar, dass der Buchstaben M einen geeigneten Wert fiir Q
liefert, der Buchstabe N hingegen fiir —P.

§67 Daher, wenn fiir P und Q irgendwelche konjugierten Werte genommen
werden, die in den oberen Tabellen angegeben worden sind, wird fiir die zu
schneidenden Kurven eine solche Gleichung festgelegt werden kdnnen:
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a=AP+BQ+ AP +B'Q +etc.

und dann wird man fiir die Trajektorien diese Gleichung haben:

b=2AP+35Q)+B(Q—6P)+2A' (P +6Q")+B'(Q — P + etc.

§68 Weil ja die zu schneidenden Kurven und die Trajektorien miteinander
vertauscht werden konnen, dies dennoch aus den gefundenen Formeln nicht
klar ist, wird es der Miihe wert sein, diese Formeln so zu transformieren, dass
die Vertauschbarkeit sofort ins Auge springt. Fiir dieses Ziel wollen wir diese
Formeln betrachten:

a=AP+BQ und b=AP +6Q)+B(Q—P)

oder

b=P(A—6B) + Q(6A+ B)

betrachten und wir wollen

A= fcosA und B = fsinA

setzen, und es wird wegen J = tan«

: f
— 0B = A—ft A= A
2A — 6B = fcos A — ftanasin e cos(aw + A)

und

OA+B = ftanacosA + fsinA = isin(uH—)\)

cos

sein, woher, weil anstelle von b & geschrieben werden kann, unsere Glei-
chungen

a= fPcosA+ fQsinA

und

b= fPcos(aw+ A)+ fQsin(a+ A)
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sein werden, in welchen schon eine aufSerordentlich Harmonie erkannt wird,
welche noch offensichtlicher werden wird, wenn wir anstelle von A ¢ — %a
schreiben; denn dann werden wir fiir die zwei Reihen unserer Kurven diese
Gleichungen haben:

a= fPcos (19— ;a) + fQsin <19— ;zx>

und

b = fPcos <l9+ ;tx> + fQsin (19+ ;(x> ,

von welchen die eine in die andere umgewandelt wird, wenn anstelle von «
—ua geschrieben wird. Aber oben haben wir schon bemerkt, dass der Schnitt
derselbe bleibt, unabhéngig davon, ob der Winkel a positiv oder negativ ge-
nommen wird, was auch die Natur der Sache erfordert; denn wenn in Bezug
auf die zu schneidenden Kurven der Schnittwinkel a im Uhrzeigersinn genom-
men wird, dann wird er in Bezug auf die Trajektorien gegen Uhrzeigersinn
genommen werden.

§69 Nachdem diese Dinge bemerkt worden sind, wollen wir sehen, auf wie
viele Weisen die Linien zweiter Ordnung oder Kegelschnitte an die Losung
unseres Problem angepasst werden konnen. Fiir diese Ziel wollen wir aus der
Tabelle von Paragraph 60 zuerst P = x und Q = y nehmen, dann aber auch
P = xx —yy und Q = 2xy, aus welchen nach Verbinden von ihnen wir fiir die
zwei Arten von Linien zuerst

a = fxcos (g — ;zx> + fysin <§ — ;a> + g(xx — yy) cos <17 — ;ac)

+2gxy sin <17 — ;zx>

und

a = fxcos (C—i— ;a) + fysin <C+ ;zx> + g(xx — yy) cos (17 + ;:x)

. 1
+2gxy sin (17 + 2oc>
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haben, wo so die Groflen f und g wie die Winkel ¢ und # nach unserem
Belieben angenommen werden konnen. Es ist aber ersichtlich, dass all diese
Kurven immer {iiber derselben Achse und von demselben Mittelpunkt aus
beschriebene dquilaterale Hyperbeln sind.

§70 Oben haben wir gesehen, wenn die zu scheidenden Kurven unendlich
viele einander in demselben Punkt beriihrende Kreise waren, dass dann auch
die Trajektorien Kreise von solcher Art sind, welcher Fall also in den gerade
gefundenen Formeln nicht enthalten ist. Dieser Fall wird aber aus den Formeln
von Paragraph 62 abgeleitet werden, wo

P= i und Q= — Y
XX +yy xx +yy

war, aus welchen fiir die zwei Reihen von Linien diese Gleichungen entstehen:

a—= fx Cos <19—11x> — fysin(l?—lzx),
xx +yy 2 xx +yy 2

_ Jx 1N fy 1.
b_xx+yycos 19-|-21x xx+yysm l9-|-21x ;

aber wenn wir anstelle von a und b 1 und } schreiben und mit xx + yy
multiplizieren, werden diese Gleichungen sein:

XX +yy = afxcos <19— ;tx> —afysin (19— ;oc)

und
1 _ 1
xx+yy =bfxcos | 0+ S0 = afysin 19504 .
von welchen beide die fiir einen Kreis sind.
§71 Aber aus den oben in Paragraph 64 gegebenen Formeln:

b /x+\/zx+yy und Q:\/—x+\/2xx+yy

lassen sich auch Linien zweiter Ordnung finden; denn daher wird fiir die
erste Reihe
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a:fCOS<l9—;th> W?Tyy—l—fsin(ﬁ—;a) \/_x+\/zm

sein, woher nach Nehmen von Quadraten
2a0 = ffxcos(20 —a) + ff\/xx +yy + ffysin(20 — a)
sein wird, welche weiter vereinfacht
4a* — daaffxcos(20 — &) — daaf fysin(20 — &)
+ fixxcos?(20 — a) + 2f*xy sin(20 — a) cos (28 — &)
+ flyysin® (20 —a) = frxx + flyy

liefert, welcher Ausdruck weiter in diese Form gebracht wird:

4a* — 4aaffxcos(20 — &) — 4aaf fysin(20 — a)
= fixxsin?(20 — a) + fiyy cos?(20 — &) — 2f*xy sin(20 — &) cos (28 — a)
= f4(xsin(20 — &) — y cos(20 — a))?,

fva

wo, wenn wir anstelle von a N schreiben, jene Gleichung

aa — 2ax cos(28 — a) — 2ay sin(29 — a) = (xsin(28 — &) — y cos(28 — «))?

sein wird. Fiir die andere Reihe schreibe man aber anstelle von a b und nehme
« negativ und es wird

bb — 2bx cos(20 + «) — 2by sin(28 + &) = (xsin(20 + &) — y cos(28 + «))?

sein; dort, weil das hdchste Glied ein Quadrat ist, werden beide Linien Para-
beln sein, und zwar all {iber derselben Achse und um denselben Brennpunkt
herum beschrieben; daher ldsst sich schliefSen, dass keine unserem Problem
Gentige leistenden Ellipsen gegeben sind.
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§72 Wir haben also eine tibervolle Quelle entdeckt, nicht nur das Problem
der Trajektorien im Allgemeinen zu l6sen, sondern auch unzihlige algebrai-
sche Kurven darzubieten, und diese Quelle hat uns der zweite Fall eroffnet, in
welchem sich der variable Parameter a durch die zwei Koordinaten x und y
auszudriicken liefS, wahrend der erste Fall, in welchem die Ordinate y durch
a und x ausgedriickt war, fiir dieses Ziel als wenig niitzlich entdeckt worden
ist; daher wird schon hinreichend eingesehen, dass aus dem letzten Fall, in
welchem von den drei Variablen 4, x und y sich keine durch die beiden an-
deren ausdriicken ldsst, nichts zu unserem Zweck abgeleitet werden kann,
weshalb wir seine Entwicklung véllig iibergangen haben. Im Ubrigen, obwohl
dieses Problem schon vor mehr als fiinfzig Jahren mit grofstem Eifer von den
Geometern behandelt worden war, glaube ich fiir meine Person dennoch eini-
ges beigetragen zu haben, weil ja hier viele neue Dinge auftauchen, und eine
grofie Menge von all diesen, die zur damaligen Zeit ziemlich nebul6s erschei-
nen konnten, hier klar erldutert aufgefunden werden. Und es besteht freilich
kein Zweifel, dass aus demselben Gegenstand noch sehr viele wunderbare
Entdeckungen gemacht werden konnen.
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