UBER DEN IMMENSEN NUTZEN DES
KALKULS IMAGINARER GROSSEN IN DER
ANALYSIS®

Leonhard Euler

Wie grofie Zuwéchse dem Kalkiil imagindrer Grofien tiber die ganze Analy-
sis hinweg zuzurechnen sind, wird nun freilich niemand weiter bezweifeln.
Neulich habe ich zwar versucht, die Integration rationaler Formen vollkom-
men vom Kalkiil imagindrer Grofien zu loszuldsen; aber dennoch ist diese
Aufgabe in den Fillen, wo der Nenner mehrere einander gleiche Faktoren hat,
von weniger Erfolg gekront gewesen. Ja ich bin sogar vor nicht allzu langer
Zeit auf solche Integralformeln gestofsen, wie welche ohne Hilfe imaginarer
Grofien konnen, ich bis jetzt noch gar nicht erkenne. Nachdem ich namlich
gezeigt hatte, dass der Wert dieser Integralformel

/ ox xP +x7P

x x"4+2cosf+ x"
von der Grenze x = 0 bis x = 1 erstreckt

op

n

n sin 6 sin %

7T Sin

ist, wahrend 7t den Umfang des Kreises bezeichnet, dessen Durchmesser = 1
ist, wird daher leicht diese hochst merkwiirdige Schlussfolgerung abgeleitet,
dass der Wert dieser Integralformel
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/ ox P—x7?
xlogx x"+2cos@+x"

gleichermafien von der Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt diesem Integral

gleich wird
/ op sin &2
nsin 6 sin 7P

wo nattirlich die Grofie p als Variable betrachtet wird und das Integral so
genommen wird, dass es fiir p = 0 gesetzt verschwindet. Wenn wir nun also
B = ¢ setzen, muss diese Differentialform a(’;isriir;l'g“o integriert werden. Wie also
diese Integration mithilfe von imagindren Grofien behandelt werden muss,

werde ich hier zeigen.

UBER DIE INTEGRATION DER FORMEL
/ d@sinme

sinng

§1 Esist vor allem anderen ratsam, diese Formel auf gewohnliche algebrai-

sche Grofien zurtickzufiihren, was nicht gefalliger als mit imagindren Grofien

geleistet werden kann. Fiir dieses Ziel wollen wir der Kiirze wegen
t=cosp++v—1-sing und u=cosp—+v—1-sing

setzen, sodass tu = 1 ist; dann wird aber

ot = —d¢(sing — vV —1-cos ¢)
und daher

otv/—1 = —9¢(cos ¢+ —1-singp) = —tdg
sein, woher also

oay/—1 ot

W= T

werden wird.



§2 Nachdem aber diese Formeln festgelegt worden sind, ist aus den Elemen-
ten des Imaginédrkalkiils bekannt, dass

t* = cosAgp ++v/—1-sinAg und u* =cosAp —+/—1-sinAg
ist; daher berechnet man t* — u* = 24/—1 - sin A¢@ und daher
th—u
2v/—1

Daher wird also, wenn wir die Zahlen m und n anstelle von A schreiben,

A
sinAg =

sinmp  t" —u"
sinng " —u"

sein, weshalb, wenn wir das gesuchte Integral mit dem Buchstaben S bezeich-
nen, dass

g _ / dgsinme
B sinng

ist, wir nach der Substitution nun

ot " —u™
95 = R
F /_1 m_ yn
haben werden. Weil aber u = 1 = t~1 ist, ist die vorgelegte Form auf eine

gewohnte allein die Variable t beinhaltende Gattung zuriickgefiihrt worden,
weil

ot " —t "
sy/—1=2." "
S t ot —tn

ist, das Integral welcher Formel schon verschiedeneorts entwickelt gefunden

wird. Hier muss sich aber dessen erinnert werden, dass die Grofle t keine
reelle Grofse ist, weil t = cos ¢ + +/—1 - sin ¢ ist.

§3 Hier ist aber offensichtlich, dass die beiden Zahlen m und n immer als
ganzzahlig angesehen werden kénnen, weil von ihnen das Verhiltnis ange-
geben wird, welches die beiden Winkel m¢ und n¢ zueinander haben. Hier
wird also zundchst zu priifen sein, ob der Exponent m grofler oder kleiner ist
als der Exponent n. weil ja bekannt ist, wenn m > n war, dass unser Bruch
ein unechter sein wird und die ganzen Anteile aus ihm herausgenommen



werden, bevor die Integration in Angriff genommen wird. Es wird gefillig
sein, diese Fille hier zuerst zu entwickeln.

Es es also zuerst m = n + A, so dennoch, dass A < n ist, und es wird leicht
klar werden, dass der Bruch

tn-‘r)\ _ t—(ﬂ-‘r/\)
tn _ tfn

den ganzen Teil t* + = enthilt, nach Entfernen von welchem von diesem
Bruch

tnf)\ _ t*(l’l*)\)

- tTl — t*Tl

zuriickbleibt, welcher Bruch nicht weiter unecht ist. Aus dem ganzen Teil mit
9 multipliziert entspringt das Integral £

tLA .Aberesist t —t A =t} —yr =
2y/—1-sin A, was durch /—1 geteilt den daraus zu entspringenden Anteil
_ 2sinAg
- A
gibt.

§4

Wenn aber m > 2n oder m = 2n + A war, dann wird unser Bruch

t2n+)t - t—Zi’l—/\
tn . tfn
diesen ganzen Teil #"™* + t~"~* enthalten, nach Wegschaffen von welchem
noch dieser Bruch zurtiickbleibt
th— 4
tn _— p—n’

welcher nun wegen A < n echt ist. Aber aus dem ganzen Anteil mi

£ ot
t
multipliziert entspringt durch Integrieren A

o = t“g;’j\nﬂ, dessen Wert
Mﬁ% ist, welcher durch v/—1 geteilt den daraus entspringenden
Anteil

_ 2sin(n+A)g
- n+A
liefert.



§5 In gleicher Weise, wenn m > 3n war und m = 3n + A gesetzt wird, wird
unser Bruch
t3n+2\ _ t*31’l*/\
tﬂ — t—ﬂ
sein, welcher den ganzen Anteil p2ntA 4 p=2n=A anthilt; nachdem dieser aber
abgezogen worden ist, wird noch dieser Bruch zurtickbleiben
tn+/\ _ t,n,A
fm_—g—n 7
welcher immer noch unecht ist und den ganzen Anteil +* + t~* enthalt; erst
nach Beseitigen von diesem wird der echte Bruch
tn+)\ _ t*(ﬂ*)\)
tn — t—n
zuriickbleiben. Aus den ganzen Anteilen entspringen aber diese Anteile des
Integrals

2sin(2n+A)g L 2sinAg
2n+A A

§6 Wir wollen auch festlegen, dass m > 4n und daher m = 4n + A ist und
unser Bruch wird

pan+A _ p—dn—A
tﬂ _ t—ﬂ
sein, welcher sofort den ganzen Anteil 3ntA 4 p=3n=A enthilt; nachdem dieser
aber abgezogen worden ist, wird noch dieser Bruch zuriickbleiben
t2n+/\ _ t*ZTZ*)\
fh _ ¢—n ’
welcher erneut den ganzen Anteil "} 4 +~"~* enthilt; nach Subtraktion von
diesem wird dieser echte Bruch zurtickbleiben
th—
fm _—¢—n’
Nun werden aber aus den ganzen Anteilen fiir das Integral S diese Teile
erhalten werden



2sin(3n+A)g  2sin(n+A)¢p
3n+A n+A

§7 Es sei weiter auch m > 5n oder m = 5n + A und unser Bruch
BntA _ p=5n—A
tn _ t*n
wird zuerst den ganzen Anteil #"* + t=4"=% enthalten; nach Abspalten von
diesem wird noch dieser Bruch zurtickbleiben
t3n+/\ _ t73n7)t
tVl — t—Vl
welcher nach dem Vorhergehenden noch zwei ganze Teile enthélt, ndmlich

p2ntA 4 p=2n=A ynd 1 4 4, nach Abziehen von diesen wird schlieflich der
echte Bruch

7

A p—(n—A)
tﬂ _ t—ﬂ
zuriickbleiben.

§8 Aus diesen Féllen wird schon hinreichend erkannt, wenn der Exponent n
noch grofier angenommen wird, wie sich die in S eingehenden ganzen Anteile
verhalten werden, welche wir deshalb hier gesammelt auflisten wollen.

I. Wenn m = n + A ist, wird gelten:

/ dpsin(n+A)g

sinng

2sin Ag ot A — (=)
B _/ TR

II. Wenn m = 2n + A ist, wird gelten:

/ dpsin(2n+ A)¢
sinng
ZSm n+A) qo / —t

n+A t — g




II. Wenn m = 3n + A ist, wird gelten:

/ desin(3n+A)¢

sinng

_ 2sin(2n+A)g n 2sinAg / or p—=A _ p=(n=7)
 2n+A o

IV. Wenn m = 4n + A ist, wird gelten:

/8q)sin(4n+/\)q)

sinng
_ 2sin(Bn+A)p  2sin(n+A) go —t
B 3n+A n+A m—

V. Wenn m = 5n + A ist, wird gelten:

/ desin(5n+ )¢
sinng

_ 2sin(4n+A)p  2sin(2n+A)g n 2sin A _/ L f—(n=2)
VR 2n+ A tn—

VI. Wenn m = 6n + A ist, wird gelten:

/ dpsin(6n+A)¢p

sinng
~ 2sin(5A+A)g | 2sin(Bn+A)g Zsmn+2\(p —t
- b+ 3n+A n4A t\/ e
etc.

§9 Nachdem also diese Fille, in denen m > n ist, mit so gliicklichem Erfolg
erledigt worden sind, wird die ganze Aufgabe auf die Integration der Formel
a(giir;':;") fiir die Falle zuriickgefiihrt, in denen m < n ist, weil ja aus dem gerade
Erlduterten offenkundig ist, wie jene Félle sehr leicht auf diese reduziert
werden konnen. Dann wird also mithilfe unserer Substitution t = cos ¢ +

v/ —1-sin ¢ zu dieser Formel gelangt




tm _ t—m

WA= [

deren Integration wir also nun angehen wollen.

fh _ ¢—n 4

fr—g—m

UNTERSUCHUNG DER INTEGRALFORMEL | % ==,
WOBEI m < n IST

§10 Hier werden vor allem anderen alle trinomischen Faktoren unseres Nen-
ners t" — t~" ausfindig gemacht werden miissen, die Form welcher einzelnen
so dargeboten werden kann t! —2cosw + t 1, wo der Winkel w so bestimmt
werden muss, dass fiir

' —2cosw+t1=0

gesetzt zugleich der Nenner selbst verschwindet; dann wird aber daraus

t=cosw++v—1-sinw

berechnet, woher sofort klar ist, dass

t" =cosnw+ vV —1-sinnw und t " =cosnw—+v—1-sinnw

sein wird, weswegen unser Nenner auf diese Form 2/ —1 - sinnw zuriickge-
fihrt werden wird, welcher Wert also gleich Null gleich wird.

§11 Weil also sin nw = 0 sein muss, werden alle Werte, welche sich fiir nw
annehmen lassen, 07t, 71, 271, 37T etc. sein, woher die Werte fiir den Winkel w
entsprechend 07”, 17”, 27”, 37” etc. und im Allgemeinen % sein wird, wihrend
i eine beliebige ganze Zahl sein wird. Daher scheinen also fiir alle Faktoren
unseres Nenners 7 von diesen Werten genommen werden zu miissen; aber
es ist offensichtlich, wie viele solcher Formeln # — 2 coswt™! auch immer
aber miteinander multipliziert werden, dass der letzte Term niemals als —t~"
hervorgehen kann. Aber hier muss man sich dessen erinnern, was tiber Inte-
grationen von dieser Art im Allgemeinen gelehrt worden ist, natiirlich dass
eine solcher trinomischer Faktor tt — 2fcosw + 1 im Fall, in dem w = 0 ist,
kein Quadrat (t — 1)2, sondern nur den einfachen Faktor t — 1 bedeutet, was

auch passiert, wenn w = 7t ist; dann ist auch nicht der quadratische Faktor



(t +1)?, sondern nur der einfache t + 1 zu nehmen; daher, weil diese Fille
unter den Werten von w auftreten, ist es notwendig, dass die Anzahl dieser
Faktoren um die Einheit vermehrt wird. Hier tréagt es sich gefalligerweise zu,
dass die diese aus den Werten w = 0 und w = 7 zu entspringenden Fille aus
der Betrachtung gestrichen werden.

§12 Weil also unser Bruch % in lediglich einfache Briiche aufgelost
werden muss, deren Nenner t! — 2 cos w + ¢! sind, wollen wir fiir irgendeinen

von diesen Briichen

g A

th—t"  t—2cosw + !
festlegen, wo R alle {ibrigen Briiche umfasst, und nun wollen wir auf beiden
Seiten mit t — 2 cos w + ¢! multiplizieren, dass

+R

(t" — ") (t —2cosw + 1)
tn _ t*n
hervorgeht; daher, wenn wir nun ¢t — 2 cosw + t—1 = 0 setzen, was durch
Setzen von

= A+ R(t—2cosw +t71)

t=cosw++Vv—1-sinw

geschieht, wird daraus der Zahler unseres Bruchs als

t—2cosw +t1

th —tn
berechnet. Dann ist es aber offenkundig, dass in diesem Bruch, zu welchem
wir gefiihrt worden sind, in diesem Fall so der Zahler wie der Nenner ver-
schwindet, woher wir geméf} der allbekannten Regel an deren Stelle ihre

Differentiale schreiben wollen, und dieser Bruch wird diese Form %

annehmen, wo offensichtlich # — 1 = 24/—1-sinw, aber " + " = 2 cos nw

sein wird, sodass nun der Wert dieses Bruches 7%5%" sein wird, welcher

mit t" — 7" = 2¢/—1 - sin mw multipliziert unseren gesuchten Zahler

A= (" —tm)

2 sin w sin mw

A= —
11 COS NwW
geben wird. Weil aber sinnw = 0 ist, wird immer entweder cosnw = 1 oder
cosnw = —1 sein, je nachdem ob, wenn man im Allgemeinen w = * setzt,

die Zahl i gerade oder ungerade war.



§13 Nachdem also dieser Bruch

2 sin w sin mw 1
1 cos nw t—2cosw +t71

gefunden wurde, multipliziere man ihn mit % und integriere und so gelangen
wir zu dieser Integralformel

2sinwsinmw [ ot 1
11.COS W t t—2cosw +t1’

deren Integration keine weitere Schwierigkeit bereitet; denn sie wiirde zu
einem Kreisbogen fiihren, dessen Tangens = 122‘0‘;}“} ist; aber weil die Grofe
t nun imagindr ist, gewinnen wir daraus wenig, weil es ja notwendig wire,
diesen imagindren Bogen auf reelle Bogen zuriickzufiihren, weil ja bekannt

ist, dass imagindre Bogen auf reelle Logarithmen zuriickgefiihrt werden.

§14 Um diese Arbeit also vermeiden, wollen wir anstelle unserer Variable ¢
den Winkel ¢ wieder in die Rechnung zurtickbringen, und weil wir ja schon
gesehen haben, dass % = d¢p+/—1, dann aber t + u = 2 cos ¢ ist, wird die zu
integrierende Formel nach Einsetzen dieser Werte

sin w sin mw 29y —1
nCosSnw  COS @ — COSwW

sein, welche Formel durch v/ —1 geteilt einen Anteil des gesuchten Integrals S
liefert, sodass das S das Aggregat all dieser Formeln ist

sin w sin mw ¢
1.cos nw cos ¢ —cosw’

wenn wir dem Winkel w freilich nacheinander all seine Werte zuteilten; hier
ist es per se offensichtlich, dass in dieser Integration der Winkel w konstant
und allein ¢ variabel ist.

§15 Aus dem Koeffizienten dieser Formel ist sofort klar, was wir schon oben
angedeutet haben, dass aus dem ersten und letzten Wert von w, natiirlich
w = 0und w = 7, die Teile des Integrale von selbst aus der Betrachtung
gestrichen werden, sodass es nun geniigt, anstelle von w nacheinander diese

-1 . .. .
Werte %, 27”, 37", e w eingesetzt werden. Hier ist zu bemerken, wahrend
w = L ist, sooft i eine gerade Zahl war, dass cosnw = +1 sein wird; wenn

10



aber i eine ungerade Zahl ist, dass cos nw = —1 sein wird. Nachdem dies an-

gemerkt worden ist, ist die ganze Aufgabe auf die Integration dieser ziemlich

d¢

bemerkenswerten Formel [ osp—cos

zurtickgefiihrt worden.

§16 Es wire freilich leicht, diese Formel auf gewohnte reelle Groéfien zu-
riickzufiihren; indes kann dennoch auf die folgende Weise diese Integration
leichter und eleganter durchgefiihrt werden. Wir wollen ndamlich der Kiir-
Ze wegen 9% ___ — 35 setzen und gemdfs des nun hinreichend {tiblichen

(o) (P—COS w
Winkelkalkiils wissen wir, dass

cosq)—cosw:2sinw;—q)sinw;¢

ist, und so werden wir

d¢
as:: L wte - w—@
2 sin —5+ sin =+

oder

205 1

9¢  sin ‘UTHJ sin #

haben, welcher Bruch, weil der Nenner aus zwei Faktoren besteht, gefillig in
zwei Briiche von dieser Art aufgelost werden

w+@ w—¢
X COS —5— IBCOST
w+¢ ¢

sin an

kann, wo freilich sofort klar ist, dass B = « genommen werden muss, denn
dann geht die Summe dieser Briiche als

asinw
w+e w—¢
sin =+ sin —
hervor, woher
1
sin w

ist. Daher wird aber

11



sein, in welchen Formeln der Zihler natiirlich das Differential des Nenners
ist, woher wir erschliefSen, dass

1 sin “1¢
5= — Y =
s w & Sil’l%

sein wird.

§17 Nachdem nun dieses Integral gefunden worden ist, worin das Herzsttick
dieser ganzen Untersuchung besteht, gibt jeder Faktor des Nenners mit dem
gesuchten Integralwert S multipliziert diesen Teil

. s wt
sinmw | sin <3¢

o
1 COS nw & sin %

an die Hand, wo es nur nétig ist, dass anstelle des Winkels w nacheinander all
seine entsprechenden Werte eingesetzt werden; denn dann wird das Aggregat
all dieser Formeln den wahren Wert des Integrals

g / dpsinme
B sinng

liefern.

§18 Um aber das Integral kiirzer darstellen zu konnen, wollen wir der
Kiirze wegen % = 2« setzen, sodass die Werte von w also 2«, 4«, 6«, - - -
2(n — 1)a sein werden; aber dann sei ¢ = 21 und der vollstindige Wert des

Integralformel

/ 201 sin 2mp
sin 2nip

wird sein:

12



5 sin thx s1n(ac +¢)  sindma sin(2a + ¢)
B n sm( — 1) n & sin(2a — ¢)
sin 6mo¢l sinBa +¢)  sin8ma o sin(4a + )

n s1n(3oc — 1) n & sin(4a — ¢)

sin 10mo¢l sin(5a +¢)  sin12ma. sin(6a +¢)

n sm(Soc — 1) n sin(6a — )

etc.,

bis die Anzahl dieser Terme n — 1 ist. Aber diese Formel gilt nur, wenn m < n
ist; wenn m > n war, haben wir schon zuvor gezeigt, Terme von welcher Art
dartiber hinaus hinzugefiigt werden miissen.

§19 Hier ist zu bemerken, dass diese Integrale so genommen worden sind,
dass sie fiir ¢ = 0 gesetzt verschwinden, weil ja in diesem Fall alle Loga-
rithmen auf die Einheit zuriickgefiihrt werden. Weiter ist es auch ersichtlich,
wenn der Winkel i bis hin zu « vermehrt wird, dass dann das Integral bis ins
Unendliche wichst; daher ist klar, dass dieser Winkel nicht iiber diese Grenze
hinaus vermehrt werden sollte. Aber auch der anfangs erwdhnte Fall, welcher
zu dieser Integralformel fiihrt, erfordert nicht, dass dieser Winkel tiber diese
Grenze hinaus vermehrt wird, weswegen es der Miithe Wert sein wird, die
gefundene Integration auf diesen Fall anzuwenden.

PROBLEM

Den Wert dieser Integralformel

/ ox xP —x~P
xlogx x"+2cosf+x"
von der Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt mit einem endlichen Ausdruck
anzugeben.
LOSUNG

§20 Weil ich diesen gesuchten Wert ja auf diese Integralformel zurtickgefiihrt
habe

13



/ op sin &2
nsin 6 sin 7P

ist zuerst festzuhalten, dass er nur endlich ausgedrijckt werden kann, wenn
der Winkel 6 zu 7 ein rationales Verhiltnis hat. Wir wollen also festlegen,
dass dieses Verhdltnis 0 : T = p : v ist, sodass y und v ganze Zahlen sind,
weswegen wir fiir die zuvor behandelte m = p und n = v setzen wollen,
woher der Winkel ¢ = “F sein wird. Wir wollen hier der Kiirze wegen £ = r
setzen, dass wir ¢ = 7} haben, und der Wert, den wir suchen, wird wegen

p=nr
T / or sin 0r
sin 6 sin 7tr
sein; daher, weil daraus ¢ = 77 wird, wird die oben behandelte Formel
dgsinme . . .
JE= o in diese iibergehen

in B0
S:n/arsm -
v sin 7tr

und so wird der Wert, den wir hier suchen, VS

den Wert von S fiir diesen Fall zu entwickeln.

sing sein, sodass es nur notig ist,

§21 Wir wollen nun den ersten Wert von w betrachten, welcher w = & = 7

war, der fiir S diesen Integralanteil ergibt

. w+
sinmw | sin <22

o )
11.COS Nw gsin%?'

. . 7T .
hier wird mw = VT = 6 und cosnw = —1 sein; dann aber

w—l—qoz%(l#—r) und w—(ng(l—r).

Zuerst muss hier also der Winkel = genommen werden, welchen wir der
Kiirze wegen = p setzen wollen, dass p = 7 ist, und der erste Teil unserer
Formel S wird

sinf . sinp(1+7r)

v log sinp(1—r)

sein, die folgenden Anteile werden aber

14



_ sin26 o s%np(z +7r)  sin36 o s%np(3 +r) otc.
v smp(Z —r) v sinp(3 —7)
sein, welche Teile mit - multipliziert den Wert liefern, welchen unser Pro-

blem verlangt, welcher also

sin 9 sm 0 ) sin 291 sinp(2+4r
) sin@ 8 sin p(2—r
) Sin491 sinp(4+r
) sinf 8 sin p(4—r

1+7r
sinf © smp 1—r
sin 6 smp 3+r

( )
( )
( )
sin30 5 sin p(3—r )

etc.

sein wird; diese Terme miissen bis dorthin fortgesetzt werden, bis deren
Anzahl v — 1 wird, wo fiir unser Problem nur angemerkt sei, dass r = 5 und
p = L ist, wobei 0 : 71 =y : v oder 6 = £ gilt, sodass y eine ganze Zahl ist.
Weil also in der vorgelegten Formel der Exponent p notwendig kleiner als n
ist, wird r kleiner als die Einheit sein und daher all diese Formeln endlich.

§22 Also ist die allgemeine Form aller Anteile, aus denen dieses Integral
besteht,

sin i6 o sinp(i +7)

sin 6 sinp(i —r)

wo das obere Zeichen + gilt, sooft i eine ungerade Zahl war, das untere —
hingegen, wenn eine gerade. Fiir den letzten dieser Anteile wird alsoi = v —1
sein. Hier sei sorgfdltig bemerkt, wenn wir i = v nehmen wiirden, dass der
daraus resultierende Teil von selbst verschwinden wiirde, weil ip = vp = 7 ist
und daher die beiden Sinus in den Logarithmen einander gleich sind, sodass
es unwesentlich ist, ob die Anzahl der Terme = v — 1 oder = v gesetzt wird.

§23 Wir wollen nun den letzten Term unseres Integralwerts betrachten und
i = v —1 setzen, woher sin(v — 1)f = sin(umr — 0) werden wird, welcher
= sin 6 sein wird, wenn y eine ungerade Zahl war; wenn aber y eine gerade
Zahl war, wird er = — sin 0 sein. Dann wird aber

. T o7
ip=W-1p=7~-5

15



und daher

sinp(v —147r) =sin (% —p(1— r)) =cosp(l—r)

sein. In gleicher Weise wird fiir den Nenner

sinp(i —r) = sin (g —p(1+ r)) =cosp(l+r)
sein, sodass im letzten Term die Kosinus derselben Winkel auftreten, deren
Sinus im erstem Term auftauchen, welche Vertauschung auch im vorletzten
und zweiten Term gefunden wird, dann aber auch im vorvorletzten und
dritten, woher je zwei Terme von dieser Art zu einem zusammengefasst
werden konnen.

§24 Hier ist es aber ratsame vier Félle zu untersuchen, je nachdem ob die
beiden Zahlen p und v gerade oder ungerade waren.

Es seien also zuerst beide gerade, woher die Koeffizienten des letzten Glieds

sin(ur—0) _ _ sinf cosp(1—r)
sinf sinf cos p(1+4r)

wird, woher das erste Glied zusammen mit dem letzten

__sinf

sin 0 sem

und daher das ganze letzte Glied = log

sin 6 o sinp(1+r) cosp(l+r) sinf o sin2p(1+7r)
sind © sino(1—7r) cosp(l—r) sinf & sin2p(1 —r)

geben wird. In gleicher Weise werden das zweite und vorletzte Glied zu

sin20 . sin2p(2+71)
————log —
sin 6 sin2p(2 —r)

verschmelzen; dann aber wird das dritte mit dem vorvorletzten

sin30 .  sin2p(3+71)
— log —
sin 6 sin2p(3 —r)

geben. Und so fiir die {ibrigen, sodass auf diese Weise die Anzahl der Glieder
auf die Halfte reduziert wird.

§25 Es bleibe nun v eine gerade Zahl, u sei hingegen eine ungerade Zahl
und der Koeffizient des letzten Terms wird :ﬁg sein, welcher also mit dem
ersten zusammen
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sinf . sinp(147r) cosp(l—r) sinf.  tanp(l+7)
— log — . = —log
sinf  °sinp(l—r) cosp(l+r) sinf ©tanp(l—r)
geben wird. Auf dieselbe Weise wird der zweite Term mit dem vorletzten zu
dieser Form zusammengezogen werden

_ sin26 o tanp(2+7)
sin 6 gtanp(Z—r)'

aber der dritte Term wird zusammen mit dem vorvorletzten

sin 360 o tanp(3 +r)
sinf o tanp(3 —r)

geben.

§26 Nun sei v eine ungerade Zahl, aber y eine gerade Zahl und wegen
der ersten Bedingung wird der Koeffizient des letzten Term —Sm(s?ni"ge) sein,

welcher wegen der geraden Zahl :ﬁg und daher wir im zweiten Fall sein wird,

woher aus das erste und das letzte Glied zusammen

sinf ., tanp(l+7r)
1
sind © tanp(1—r)

geben wird; das zweite zusammen mit dem vorletzten hingegen

_ sin2f o tanp(2471)
sinf gtanp(Z—r)’

dann aber gibt auch das dritte zusammen mit dem vorvorletzten

sin 360 o tanp(3+r)
sin @ 8 tanp(3—7r)’

§27 Es seien schliefslich die beiden Zahlen y und v ungerade und es ist
ersichtlich, dass der Fall auf den ersten reduziert wird und das erste und
letzte Glied zu

sin 6 o sin2p(1+7)
sinf  ® sin2p(1 —r)

zusammengezogen werden, das zweite und das vorletzte zu
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sin20 . sin2p(2+7)
————log — p
sin 6 sin2p(2 —r)

das dritte und das vorvorletzte zu

sin 360 o sin2p(3+7)

sin 0 sin2p(3 —r)"
Daher ist klar, dass diese vier Fille auf zwei reduziert werden konnen, je
nachdem ob die beiden Zahlen y und v entweder von derselben Gestalt waren,
natiirlich beide gerade oder ungerade, oder von verschiedener Gestalt, die eine
gerade, die andere ungerade. Im ersten Fall wird dieselbe Kontraktion Geltung
haben, welche wir im ersten Fall angegeben haben, im zweiten hingegen die,
die wir fiir den zweiten Fall gegeben haben.

§28 Aus diesen Ausfiihrungen wird eingesehen, wenn die Zahl v ungerade
war und daher die Anzahl der zuerst gefundenen Terme v — 1 gerade, dass
dann all jene Terme zu einer halb so kleinen Anzahl zusammengefasst werden,
natiirlich ;1. Aber wenn v eine gerade Zahl war, wird wegen des ungeraden
v — 1 nach jener Zusammenfassung nur ein einziger Mittelterm, der dem Wert
i = 5 zukommt, zuriickbleiben, fiir welchen dieser Logarithmus gefunden
werden wird

sinp (§ +7) 4 sin (£ + pr)

sinp (y—r) 8 sin (F—pr)

Weil sin (£ — pr) = cos (§ + pr) ist, ist es deshalb ersichtlich, dass man in
diesem Fall

log

NI [N

log tan (g + pr)
hat; aber der Koeffizient wird

: v
sin 59

sin 6
sein, wo das obere Vorzeichen gelten wird, wenn % ungerade war, das untere

hingegen, wenn gerade. Es ist aber sin §6 = sin &, woher klar ist, wenn y eine

gerade Zahl war, dass dieser Term vollig aus der Betrachtung herausgeworfen

wird; wenn aber y eine ungerade Zahl war, dann wird sin % entweder +1
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oder —1 sein. Dies Zweideutigkeit ist schon zuvor aufgelost worden.

Nachdem diese Dinge bemerkt worden sind, wollen wir die folgenden
einfacheren Beispiele durchgehen; hier wird es forderlich sein bemerkt zu
haben, dass die Zahl u immer kleiner sein muss als v und dennoch nicht
u = 0 genommen werden kann.

§29 Um aber die Entwicklung der Spezialfille zu vereinfachen, bezeichne
Y jene Integralformel, deren Wert wir bisher stiickweise entwickelt haben,

sodass
T / dr sin Or
~ sinf sin 7tr

ist; dann wird es also gefillig sein zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem
ob die beiden Zahlen y und v von derselben oder verschiedener Gestalt waren.

I. p und v seien von derselben Gestalt und es wird

sinf sin2p

og s.in2(91 sin2p(2+r
sinf _® sin 2p

) o S0 200

) sin® 8 sin 20(2—r
) _sin 491 sin2p(4+r
) sinf 8 sin 20(4—r

1+7r
1—7r
347

( )
( )
sin 360 log sin2p( )
sin® ° sin 20(3—r )

etc.

sein, welche Formeln nicht iiber die Menge von ’/2;1 fortgesetzt werden diirfen;
hier tritt namlich der Mittelterm nicht auf; wenn ndmlich v eine gerade Zahl
war, wird auch p gerade sein und daher verschwindet der mittlere Koeffizient.

II. Es seien p und v von verschiedener Gestalt und wir haben gesehen, dass

sinftanp(l+r) sin20  tanp(2+7)
= ——log —log
sin 0 tanp(l —r)  sin@ tanp(Z r)
sin30, tanp(3+7r) sindf tanp(4+7)
log ——log
sin 6 tanp(3 r)  sin@ tanp(4 r)

etc.
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sein wird, welche Terme nicht iiber die Menge von ‘7! hinaus fortgesetzt
werden diirfen. Aber hier, sooft v eine gerade und daher p eine ungerade Zahl
war, wird ein Mittelterm auftreten, der nun einen Platz einnehmen und

+

1 T
s (20
sein wird, wo die Mehrdeutigkeit der Vorzeichen dem Wechsel der Vorzeichen
folgt. Uberdies ist hier iiberall zu bemerken, dass p = £ und 6 = £ ist.
BEISPIEL 1 FUR vV = 2

§30 Hier wird also p = & = 45° sein, aber die Zahl y ist notwendigerweise
= 1. Weil also ¥ 2 =3 1st tritt hier allein der Term auf, den wir als mittleren
bezeichnet haben, sodass wir nun

= log tan — (1 +7r) =logtan45°(1+7r)

haben, welcher Wert von selbst aus der allgemeinen Formel abgeleitet wird,
weil

arsin%
Z:ﬁ/i

sin 7tr
ist; es ist aber sin 777 = 2sin 7% cos %5, woher

Z/Cos

wird. Wenn wir nun & = ¢ setzen, wird wegen ”ar =dg
0 1
Y= [ —— =logt 45° + —
cos @ og tan ( + 2g0>

sein. Nachdem also fiir ¢ wieder der angenommene Wert eingesetzt wird,
wird X = logtan45°(1 + r) sein, wie wir zuvor gefunden haben.

BEISPIEL 2 FURvV = 3

Hier wird also p = 7 = 30° sein, und weil 5= = 1 ist, wird unser Integral
aus einem einzigen Term bestehen. Nun kann aber die Zahl y zwei Werte
haben, 1 und 2. Es sei zuerst p = 1 und daher 6§ = Z = 60°, und weil die
beiden Zahlen ungerade sind, berechnen wir aus dem ersten Fall
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sin60°(1 + )

sin60°(1 —r)

Aber wenn y = 2 und daher 6 = 120° war, weil die Zahlen y und v ungleiche
Gestalt haben, werden wir aus dem zweiten Fall

Y =log

tan30°(1 +r)

- =log tan 30°(1 — )

haben.

BEISPIEL 3 FURvV =4

§32 Hier wird also p = § = 22%O sein, und weil ‘%1 = 1% ist, wird das
Integral aus nur einem einzigen ganzen Term bestehen, wenn nicht zufillig
ein Mittelterm hinzukommt, wie wir in den einzelnen fiir 4 angenommenen
Fallen sehen werden.

1) Es seialso y =1; es wird 6 = 45° und 26 = 90° sein. Daher werden wir
also wegen der ungleichen Zahlen y und v aus dem zweiten Fall

tan221"(1+7)
tan223" (1 —r)

Y. =log —2-log221°(2+7)

haben.

2) Seisei y =2 und 6 = 90° und 26 = 180° sein. Daher erhalten wir aus
dem ersten Fall

sin45°(1+r)
8sind5°(1—r)’
Weil aber sin45°(1 —r) = cos45°(1 4 r) ist, ist es ersichtlich, dass

Y=1lo

Y =logtan45°(1+r)
sein wird, weil der Fall natiirlich dem Fall = v = 1 : 2 entspricht.

3) Aber wenn p = 3 und daher 6 = 135° und 20 = 270° ist, der Sinus
welches Winkels —1 ist, werden wir wegen der verschiedenen Gestalten
aus dem zweiten Fall
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+ V2 logtan221"(2 + 1)

haben.

BEISPIEL 4 FURvV =5

§33 Hier wird also p = 18° sein, und weil 1’2;1 = 2 ist, werden die Integrale
aus zwei ganzen Termen bestehen, weil der Mittelterm, welchen wir quasi als
einen halben betrachten, hier nicht auftritt.

1) Essei y =1 und es wird 6 = 36° und 26 = 72° sein; daher gibt uns der
erste Fall wegen derselben Gestalt

sin36°(1+r) sin72° sin36°(2 +r)

=1 - .
%8 sin36°(1—7r) sin36° ©sin36°(2—r)

2) Seisei p = 2 und es wird 6 = 72° und daher sin 26 = sin 36° sein; daher
gibt uns der zweite Fall wegen der verschiedenen Gestalten

tan18°(1+r)  sin36° o 1A 18°(2+7)
tan18°(1—r) sin72° Stan18(2—r)’

Y =log

3) Es sei p = 3 und daher 6 = 108° oder sinf = sin72° und sin26 =
—sin 36°; daher gibt der wegen der gleichen Gestalt der erste Fall

sin36°(1+r) sin36°, sin36°(2+7)

v =1 .
8 sin36°(1—7r) | sin72° 8 sin36°(2 —7)

4) Es sei schliefilich ¢ = 4 und 6 = 144° und daher sinf = sin36° und
sin2 = —sin72°; daher liefert wegen der ungleichen Gestalten der
zweite Fall

tan 18°(1 +r) L+ sin 72° o A1 18°(2+7r)
tan18°(1—r)  sin36° 8 tan 18°(2—r)’

X =log
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BEISPIEL 5 FURV = 6

Hier ist also p = % = 15°, und weil Y51 = 3 ist, werden die Integrale aus
zwei ganzen Termen bestehen, zu denen ein Mittelterm oder ein halber Term
hinzutreten kann, wannimmer natiirlich y eine gerade Zahl ist.

[

1) Sei sei p = 1; es wird 6 = 7 = 30° sein, daher sinf = %, sin20 = ¥3

und sin 36 = 1; daher wird uns wegen der verschiedenen Naturelle d
zweite Fall

D N

T

tan15°(1+r) V31 tan15°(2 +r)

2108 i V2 % anis 2o

+2logtan15°(3 +r)

an die Hand geben.

2) Es sei 4 = 2 und daher 6 = 60°, woher sinf = @ ,s8in20 = @ und
sin 36 = 0 wird; daher berechnen wir wegen der gleichen Naturelle aus
dem ersten Fall

o sin30°(1+7r) o sin30°(2 4 r)
Bsin30°(1—r) ®sin30°(2—r)’

welcher Ausdruck als dem vollkommen gleich hervorgeht, den wir oben

fiir den Fall v = 3 und y = 1 gefunden haben.

Y =

3) Es sei 4 = 3 und daher 6§ = 90°, daher sinf = 1, sin20 = 0 und
sin3f = —1; daher liefert uns wegen der verschiedenen Naturelle der
zweite Fall

tan 15°(1 +r)
tan15°(1 —r

Y =log )

+ % —logtan15°(3 +r)

oder

tan15°(1+r)
8 tan 15°(1 —r)tan15°(3+ 1)’
welcher Ausdruck dem gleich sein muss, der im ersten Beispiel hervor-
ging, weil in jedem der beiden Fille p: v =1 : 2 ist.

X=1lo
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4) Es sei y = 4 und daher 6 = 120°, daher sinf = @, sin20 = —@,
sin 36 = 0; daher liefert wegen der gleichen Naturelle der erste Fall

sin30°(1+r) o sin30°(2 4 r)
Bsin30°(1—r) '« ®sin30°(2 1)’
welcher mit dem oberen fiir den Fall {ibereinstimmen muss, in welchem
prv=2:3ist

Y =1lo

5) Es sei u = 5 und daher 150°, also sinf = %, sin20 = —@, sin30 = 1;

daher gibt uns wegen der verschiedenen Naturelle der zweite Fall

tan 15°(1 +r)

r tan15°(2 +r)
tan15°(1 —r)

=1 an> 2Tr)
8 tan15°(2 — r)

+/3-log +2logtan15°(3 +r).

BEISPIEL 6 FUR vV = o0

§35 Weil also der Bruch £ als verschwindend festgelegt wird, wollen wir
u = 1 setzen und so wird der Winkel 6r in Bezug auf 7ir verschwinden; daher,
weil sich anstelle der Sinus der Winkel 8 und 6r die Winkel selbst setzen
lassen, wird unser Wert
s _ / .rar
sin 7tr

sein. Weil weiter auch der Winkel p = % verschwindet, werden sich anstelle
aller in fiir X gefundenen Ausdruck auftretenden Sinus die Winkel selbst
schreiben lassen, nach Bemerken wovon der Wert der Grofse X auf die folgende
Weise ausgedriickt werden wird

147 247 3+r 447
- 21 1 —4log —— .
- ogz_r+3og3_r og4_r+etc

log

§36 Diese einzelnen Logarithmen konnen in gefdlliger Weise in Reihen
aufgeldst werden. Weil namlich die allgemeine Form aller Terme i log + ist,
dann aber nach der bekannten Auflésung

i+r _2r+2r3+21’5+2r7+ .

i—r 7 38 5P 77 T

ist, wird der ganze Term

log
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3ii ' 5it

sein; deswegen wird nach Entwicklung aller Teile in dieser Weise

ot
=2r(1+—+ + == + etc.
716

o)}

I rr rd r r
Z— +1+ g -+ g + 7 + 6 + etc.
1 rr 7’4 7’6 1’8
“le3% 5@ Tp T g4 o
1 rr 7 70 8
tlt 39 T5 o T 7T g Tt
rr 7’4 7"6 7’8
-1+ + etc.

3-16+5-162 +7-163 +9-164
etc.

sein.
§37 Wenn wir diese Reihe nun nach Spalten ordnen, weil die erste Spalte

1
1-14+1-1+1-1+ete=_

gibt, wird dieser Ausdruck hervorgehen

r 1 1 1 1 1 1
2r=2+3rr(1—4+9—16+25—etc>
+11’4<1—1+1—1+1—etc)
5 42 92 162 252
+1r6<1—1+1—1+ etc)
7 43 93 16 253
etc.

Weil ja also die Summen all dieser Reihen bekannt sind, wird daher mittels
Approximation umso leichter der Wert des Buchstaben X bestimmt werden
konnen, weil der Buchstabe r immer einen Bruch kleiner als die Einheit
bedeutet.
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§38 Wenn wir also das zur Hilfe nehmen, was ich einst tiber die Summe
dieser Potenzen herausgefunden habe, und dieselben Bezeichnungen wie dort
verwenden, indem wir festlegen:

1 1

1 1
2 i - —
A7r—1+4+ 9 +16+25+etc.,
1 1 1 1
Brt*=14 = + — 4+ — + — .
T +42+ 92 +162+252+etc,
1 1 1 1
6
C=1+ 5+ 5 + 15+ a5 T et
etc,,

weil ja daraus leicht die Summen abgeleitet werden, wenn die Vorzeichen der
Terme alternieren, wird man

by 1 1 1 1 1 1 1
Z—4+-(1-2)A “(1—2)Br**+ = (1— =) Cr®*® ,
o 2+3< 2) nnrr+5< 8>B7rr +7< 32>C7T1’ + etc

haben. Hier sollte man sich erinnern, dass

1 1 1 1 1
A‘E’ B_%’ C‘%’ D_9450’ E_93555

Aber die Natur dieser Werte ist schon ofter sehr umfassend dargestellt worden.

etc.
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