UBER GEWISSE SEHR SCHWER ZU
FINDENDE INTEGRALE"

Leonhard Euler

§1 Es hat sich mir schon vor einiger Zeit diese Integralformel

dxlog x

v1—xx
aufgezeigt, deren Wert von x = 0 bis x = 1 erstreckt ich zu erkennen wiinschte.
Ich hatte ndmlich vermutet, ohne jedweden Grund, dass sie teils mit der
Quadratur des Kreises, teils mit Logarithmen ausgedriickt wird. Aber alle
Versuche diesen Wert ausfindig zu machen, waren vergebens und ich bin
immer auf unendliche Reihen von solcher Art gestofien, deren Summe sich in
keiner Weise angeben lief3. Zuerst habe ich namlich die Wurzel in gewohnter
Weise in eine Reihe entwickelt, dass ich diese Formel hatte

_ 1, 1-3,
s = /axlogx<1—|—2x +2'4x+

fir das Integrieren von dieser, weil

"3l xn—i—ll "9x xn—HI xn+1
/_x T = T ng+/n+1 T - ey

gilt, wird fiir x =1
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Nachdruck in: Opera Omnia: Serie 1, Band 19, pp. 390 — 416, Enestrom Nummer E752,
tibersetzt von: Alexander Aycock fiir den “Euler-Kreis Mainz".



1
/—xnaxlogx = m
sein und, nachdem die einzelnen Terme auf diese Weise integriert worden
sind, man findet

1 11 1-3 1 1-3-5 1

S = + +ﬂ57+mﬁ+etc

1272 32
Diese Reihe ist aber so beschaffen, dass ihre Summation in keiner Weise klar
ist.

§2 Also hatte ich versucht, den Faktor log x in eine Reihe aufzuldsen, deren
einzelne Terme zu integrierbaren Formeln fiihrten, aber nach sehr vielen
Versuchen gelang es mir nicht, bis ich schliefilich neulich auf eine geeignete
Auflosung von log x gestoflen bin, mit welcher die ganze Aufgabe mit gliickli-
chem Erfolg erledigt werden konnte. Weil natiirlich log x = 3 log xx ist, habe
ich hier 1 — (1 — xx) anstelle von xx geschrieben. Daher ging namlich sofort

1—xx (1—xx)?

—logxx = + +(1—xx)3
X = T 2 3

hervor und so wurde die vorgelegte Formel in diese iiberfiihrt

S:/ax<(1_xx)% N (1—xx)2 n (1—xx)3 +etc.>,

+ etc.

2 4 6

all deren Anteile leicht auf die Quadratur des Kreises zuriickgefiihrt werden.

§3 Damit dies leichter geleistet werden kann, wollen wir diese Reduktion
festlegen

/BX(l —xx)" = Ax(1 —xx)" + B/ax(l —xx)",

woher durch Differenzieren und Teilen durch dx(1 — xx)"~! diese Gleichung
entspringt

1—xx=A(1—xx) —2nAx* + B,

woher



A+B=1 und A+2nA=1

werden muss. Daher berechnet man also

weshalb man fiir x = 1 diese allgemeine Reduktion

/8x(1 —xx)" = 2;1 T /ax(l —x)" 1

haben wird und durch Schreiben von A + % anstelle von n wird

/ax(l —xx)Mz = ;11; /ax(l — xx)}z

NI=

sein.

§4 Weil nun, wenn man die Integrationen immer von x = 0 bis x = 1
erstreckt,

/ax_?f
Vi—xx 2
ist, wird man mit dieser Reduktion finden:
1 1
ox(1 — 2 = .
/x( xx)2 5%
3 31 n
/ax(l—xx)z = 13 %
5 5 3 1 n
/ax(l—xx)z = 15 %
7 75 31 n
/ax(l—xx)z = 56157
etc

Nachdem also diese Werte der Reihe nach eingefiihrt worden sind, werden
wir die folgende Reihe erlangen

T 1 N 1-3 N 1-3-5 N 1-3-5.7 + ete
- 2\2.2 244 2466 2-4-6-8-8 )




welche Reihe um vieles einfacher ist als die, die wir zuvor angefiihrt haben;
dennoch hat sie indes eine aufSerordentliche Affinitit zu selbiger und daher
sind diese zwei Reihen einander sogar gleich.

§5 Um die Summe dieser Reihe ausfindig zu machen, wollen wir diese
allgemeinere betrachten

2 L 1-3 . 1-3-5
22 244 2-4-6-6
woher wir durch Differenzieren

v o+ etc.,

av_£+13t3

v 2 2.4

L1300 e
246 ‘
1

erlangen, deren Wert natiirlich % ( Tim 1) ist. Daher wird also

=[5 (=Y

werden, nach Finden welches Wertes man t = 1 setzen miissen wird; und
dahen wird die gesuchte Summe

sein.

§6 Hier wollen wir zuerst die Irrationalitdt beseitigen, indem wir

V1i—tt=v

setzen, dass t = /1 — uu ist. Nun wird also die Integration von der Grenze
t = 0, das heif3t u = 1, bis hin zu t = 1, das heifst u = 0 erstreckt werden
miissen. Dann wird aber

@__ uou
t 1—uu
sein, woraus man
oo uou 1—u __/ ou
o 1—uu u - 14+ u



findet, deren Integral

v=C—1log(1+u)

liefert, wo die Konstante C hier log2 sein muss. Nun geht also fiir u = 0
gesetzt v = log 2 hervor und daher

1
s = Enlog2,

welches also der Wert der eingangs vorlegten Formel ist, der dermafien ersehnt
worden ist. AuSerdem lassen sich nun auch die zuvor gefundenen Reihen
summieren, natiirlich die Reihen aus § 1, welche

L 1 1 1-3 1 1-3-5 1
1-1
wat, dann ist aber

1
2 @ oa w2 e T plos2

Loy 1o 190 e —log2
2272442466 CC0 7 087
welche Summierungen fiir sich betrachtet ziemlich bizarr scheinen kénnen.

Daher wollen wir das folgende Theorem hinzufiigen:

THEOREM

Nach Vorlage der Integralformel

—dxlog x
v1—xx

ist ihr Wert von der Grenze x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt = 3 log 2.

o o1 : —ax1 . :
§7 Wenn wir diese Formel mit dieser einfacheren [ ?ﬁ 2 vergleichen, wird

es verwunderlich erscheinen, dass diese nicht auf die gleiche Weise behandelt
werden kann, obgleich dennoch anderswoher bekannt ist, dass ihr Wert von
x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt = % ist. Weil namlich

1
ﬁ:1+x+x2+x3+x4+etc.

und



a1 von x=0| _ T
/x axm%x[bis x:l}_nn

ist, wird daraus diese Reihe entspringen

1—x 4 9 16 25 7

deren Summe ich einst als erster gefunden habe = 77* zu sein, welchen Wert
ich dennoch aus der Integralformel selbst bis jetzt auf noch keine andere
Weise finden konnte. Daher folgt also dieses ziemlich merkwiirdige Verhiltnis

/ —odxlogx [ —dxlogx 7 : 3log2.

1—x VI—xx

§8 Diesen Spuren folgend lésst sich eine sich um vieles weiter erstreckende
Integralformel in gleicher Weise behandeln, welche Operation ich im folgen-
den Problem erkldren werde.

PROBLEM

Nach Vorlage der Integralformel

g _ / —x"19xlog x
(1 — xmym
ihren Wert von x = 0 bis x = 1 erstreckt mit einem endlichen Ausdruck, bestehend
nur aus Kreisbogen und Logarithmen, darzubieten.

LOSUNG

§9 Hier wird es vor allem forderlich sein bemerkt zu haben, dass diese
Formel
x"19x
n/ (1 _ xn)m
vollig von der Irrationalitédt befreit werden kann, indem man

X

il/1 _ xn

=t



setzt. Daher geht diese Formel namlich in diese | @ tiber; dann wird aber
x" = #"(1 — x™") sein und daher x" = % oder in Logarithmen
nlogx = nlogt—log(1+t"),

woher durch Differenzieren

aj B ot
x  t(14tm)
hervorgeht, sodass durch diese Substitution
t"1dt
1+t

hervorgeht, wo, weil fiir x = 0 genommen auch t = 0 wird, aber fiir x = 1
gesetzt t = oo wird, das Integral von t = 0 bis hin zu t = co zu erstrecken
ist. Nun habe ich aber schon vor langer Zeit bewiesen, dass der Wert dieser
Formel in diesem Fall

7T
: mrit
nsin o

ist.

Daher folgt also, dass auch der Wert der Integralformel

x" =19y
/(1 —xm)m
von x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt

T
T
n sin n

ist, an dessen Stelle wir der Kiirze wegen A schreiben wollen.

§10 Nachdem dies im Voraus bemerkt worden ist, wollen wir in der vorge-
legten Formel 1 log x" anstelle von log x schreiben und anstelle davon weiter
1 . .
2 log(1 — (1 —x")), und so werden wir nach der Entwicklung
1 — x" 1—x" 2 1—x" 3
(-2 (-

—logx = +

" n 3 —+ etc.




haben, nach Einsetzen welcher Reihe unsere Formel diese Form annehmen
wird

1 m 1
m—1 1 n\1-3
S = /X ox <( — X ) +

n

1

1_112—% -
(=2 + o

(1—x")%7 + etc.) ,

deren einzelne Glieder sich auf den zuvor eingefiihrten Wert - zuriickfiih-

n

ren lassen werden. Zu diesem Zweck wollen wir diese allgemeine Reduktion
festlegen

/xm’lax(l — ") = A/xm’lax(l — M)A B (1 — xR,

und nach Differentiation und Division durch x"~19x(1 — x")*~! geht diese
Gleichung

1—x"=A+Bm(1l—x")— AnBx"
hervor, woher die Buchstaben A und B so bestimmt werden

An 1
A = = .
m+An und B m+ An

Deswegen, weil all diese Integrale von x = 0 bis hin zu x = 1 zu erstrecken
sind, werden wir diese allgemeine Reduktion haben

An
m-+ An

/xm’lax(l — x”))‘ = /x’”’lax(l — x”))"l.

§11 Miithilfe dieser Reduktion wollen wir die einzelnen Anteile entwickeln;
und fiir den ersten Teil wird A = 1 — 7! und daher An = n — m sein, woher
man

n—mA

/xm_lax(l — M= =

berechnet. Fiir den zweiten Teil wird A = 2 — % oder An = 2n — m sein und
daher wird der zweite Teil zu

n

n—m 2n—m

m—1 n\2—=2
ox(1— "= AN
/x x(1=x7) n 2n

berechnet. Fiir den dritten Teil wird wegen A = 3 —  oder An = 3n —m



m—1 m3_m n—m 2n—m 3n-—m
a 1— [ — . . ,A
/x *(1—x") n 2n 3n

sein. Und in der gleichen Weise wird der vierte Teil

_n—m 2n—m 3n—m 4n—m

m—1 n\4—m
1-— n o= - A
/x ax( : ) n 2n 3n 4n

sein und so weiter.
Durch Sammeln dieser einzelnen Anteile werden wir fiir den gesuchten Wert
S diesen Ausdruck haben

B n—m (m—m)2n—m) (n—m)(2n—m)(Bn—m)
S_A<n-n T o T n-2n-3n-3n tete )

die Summe welcher Reihe also ausfindig gemacht werden muss.

§12 Fiir dieses Ziel wollen wir diese allgemeinere Reihe betrachten

oM (n—m)(Zn—m)th (n—m)(2n —m)(3n — m)

3n
n-n n-2n-2n n-2n-3n-3n B ete

und nach Differenzieren und durch Multiplizieren mit ¢ wird

tal _ n—mtn+ (n—m)(Zn—m)th+ (n—m)(Zn—m)(Bn—m)t3n+etC.
ot n n-2n n-2n-3n

n—m

sein, die Summe welcher Reihe natiirlich (1 — ")~ # — 1 ist, woher man also

9T = ? ((1 T 1)

ableitet; als logische Konsequent werden wir

e [ (e )

haben, welches Integral von der Grenze t = 0 bis hin zu t = 1 erstreckt werden
muss, wonach unser Wert

S=AT

sein wird.



§13 Nun haben wir also nur so viel gewonnen, dass die Angelegenheit auf
eine freilich neue Integralformel zuriickgefiihrt worden ist, aber eine, die
keine Logarithmen beinhaltet. Diese Formel wird sich sogar rational machen
lassen, indem man

1—t"=u"
setzt; denn dann wird
ot u"1ou
£ 1—un

werden und daher werden wir

T_ _/ (um—l _ un—l)au
1—u"
erlangen, welches Integral, weil es von der Grenze t = 0 bis hin zu t = 1
erstreckt werden musste, nun von u# = 1 bis hin zu u = 0 erstreckt werden
muss. Nachdem die Integrationsgrenzen also vertauscht worden sind, wird
also

B (w1 —u"1ou [von u =0
S_A/ 1—u" bis u =1

werden, welches Integral nun gewiss mit Logarithmen und Kreisbogen aus-
gedriickt werden kann, und so ist dem vorgelegten Problem vollkommen
Gentige geleistet worden.

§14 Der zweite Teil dieser Formel ldsst direkt eine Integration zu, weil

u"19u

1—un
ist, welcher Wert schon fiir 1 = 0 verschwindet, aber fiir die andere Grenze
geht er als unendlich hervor; der erste Teil enthdlt integriert auch ein sol-
ches Glied —1 log(1 — u), weil welches mit dem vorhergehenden zusammen
11og 117_15 gibt. Weil also 11’_“: = n ist, werden diese zwei Terme zusammen
genommen 1 logn liefern, alle {ibrigen Anteile des Integrals werden aber eine
endlich Grofse haben.

1 n
= —Elog(l—u )

10



§15 Obwohl aber verschiedenerorts Lehren angegeben worden sind, Integrale
solcher Formeln zu finden, glaube ich, dass es nicht unniitz sein wird, diese
ganze Integration aus den ersten Prinzipien heraus zu wiederholen und auf
eine leicht abweichende Art zu behandeln; diese Untersuchung werde ich hier
also pragnanter, als es fiir gewohnlich zu geschehen pflegt, hinzufiigen.

PROBLEM
Nach Vorlage dieser Integralformel
m—1 _ ,,n—1
T= [t
1—u"

ihren Wert von der Grenze u = 0 bis hin zur Grenze u = 1 erstreckt ausfindig zu
machen.

LOSUNG

§16 Gerade haben wir bemerkt, dass das Integral des zweiten Teils

1 n
Elog(l —u")

ist und sein unendlicher Wert im Fall u = 1 von ersten Teil wiederum aufge-
hoben wird, woher es geniigen wird, allein die Integration des ersten Teils
anzugeben; deswegen wollen wir

m—1
U — / u™ tou
J 1—un
setzen, sodass
m—1
I — u™tou
1—un

ist; weil hier der Nenner natiirlich den Faktor 1 — u hat, entsteht daraus ein
solcher Partialbruch

Adu
1—u

7

11



u™ (1 —u)
1—un
sein wird, nachdem natiirlich u = 1 gesetzt worden ist. Gerade haben wir

aber gesehen, dass der Wert des Bruches 11:1; in diesem Fall % ist, sodass

A=

1
A==
n

ist, und daher wird der erste Teil des Integrals als

1 u 1

w) o sl mu

entspringen, welcher mit dem zweiten Teil von T zusammen, wie wir gesehen
haben, den Wert

Hlogn

ergibt.
§17 Fiir das Finden der {ibrigen Anteile dieses Integrals sei

1 —2ucos6 -+ uu
irgendein Faktor des Nenners 1 — u", welcher so beschaffen sein muss, dass
fur

uu =2ucosf —1

gesetzt auch der Nenner selbst verschwindet, aus welcher Bedingung sich der
Winkel 0 bestimmen lassen wird. Daher folgt aber, dass im Allgemeinen
ut =2uM1cos® — u?

sein wird, aus welcher Form man einsieht, dass die Potenzen von u eine
rekurrente Reihe bilden, deren Verhiltnisskala 2 cosf, —1 ist; und daher
werden sich alle hoheren Potenzen von u allein mit der ersten und Konstanten
bestimmen lassen. Es ist aber ersichtlich, dass jedes Vielfache dieser Potenzen,
wie beispielsweise

Auu, Au3, Au*  etc.,

12



nach derselben Verhiltnisskala 2 cos 8, —1 fortschreitet, sodass aus zwei belie-
bigen leicht die folgende erschlossen werden kann.

§18 Ich habe aber beobachtet, dass diese Progression sehr einfach wird, wenn
A = sinf genommen wird; auf diese Weise nehmen wir dieses allbekannte
Lemma zur Hilfe

sin(A +1)8 = 2cosfsin A6 — sin(A — 1)6,

und daher wird man die Reihe dieser Potenzen auf die folgende Weise bilden:

U sinf = usind,
u? sinf = usin20 — siné,

3sin® = usin30 — sin 26,

u
u* sin@ = usin46 — sin 36,

5sinf = usin50 — sin 46

u
etc.

und daher schlieflen wir, dass im Allgemeinen

u"sin® = usin A@ —sin(A — 1)0

sein wird.

§19 Weil nun

sin(A — 1) = sin A0 cos 6 — cos A6 sin 6
ist, wird daraus

1) sin = usin A@ — sin A0 cos 6 + cos A0 sin 6

werden, als logische Konsequenz

—cosf)sinAf
ut = ( CO,S ) sin + cos A6,
sin ¢
welche Formel zum spéteren Gebrauch am besten geeignet ist. Nun, um den
Winkel 6 zu finden, wollen wir A = n nehmen; es wird

13



S (u— CO'SQ) sinn6 + cosnf
sin 6

sein, woher man den Nenner

1y — sinf(1 — cosnb) — (4 — cos @) sin nf

B sin @

berechnet, welcher, weil er gleich Null sein muss, diese zwei Gleichheiten
liefert

sinnd =0 und cosnf =1,

woher Klar ist, dass nf = i7t sein wird, wo i ein ganze gerade oder ungerade
Zahl ist; weil aber cos nfl = 1 sein muss, ist es ersichtlich, dass fiir i gerade Zah-
len genommen werden miissen, sodass die fiir den Winkel 6 anzunehmenden
Werte

2t 4m 6 8w

o, — —, —, — et

n n n n
sind, deren erster 0 den Faktor 1 — u des Nenners gibt, welchen wir schon
oben erledigt haben.

§20 Nun bezeichne 6 irgendeinen anderen dieser Winkel und diese Formel
1 —2ucos® + uu wird gewiss ein Faktor unseres Nenners 1 — u" sein und

m—1 . . .. . . . .
unser Bruch =5 wird in aufgeldster Form gewiss einen Teil dieser Form
enthalten

N
1—2ucos6+ uu’

dessen Zdhler N, wie ich anderenortes gezeigt habe, aus dieser Form

u™ (1 — 2ucos 6 + uu)

1—u"
gefunden werden wird, nachdem natiirlich uu —2ucost +1 = 0 gesetzt
worden ist, in welchem Fall so der Ziahler wie der Nenner verschwinden wird;
daher, um den Wert dieses Bruchs

N =

1—2ucos6 + uu
1—u"

14



zu finden, werden die Differentiale anstelle des Zihlers und des Nenners
eingesetzt

2(u — cosb)
—nu"~1
geben, was wegen u" =1
2u(u — cos6)
—n

wird und so wird der gesuchte Zihler N

_Zum(u;COSQ) _ %(umcosg_uM+l)

sein. Oben haben wir aber

e (u —co§9)31nA9 + cosAf
sin ¢

gefunden, weswegen

(u — cos 8) cos 0 sin mo

u™cosf = -
sin 0

+ cos 6 cos m#,

(u —cosf)sin(m +1)6
sin 0

m+1l _ _

—u — cos(m+1)6

sein wird, daher

N — 2 <(u — cosG)(cosGS{nm(? —sin(m +1)6) 4 cos cos mb — cos(m + 1)9> ’
n sin 6
oder
N — 2 (_ (u— cos@)‘ sin 6 cos mf +sinm93in9)
n sin 6
oder

N = % (sin@sinmb — (u — cos 0) cosm®) .

15



um—l

§21 Also wird unser Bruch 7— diesen Partialbruch enthalten

2 sin@sinmb — (u — cos ) cos mo

n 1—2ucosf + uu

7

welcher also mit du multipliziert integriert werden muss. Weil er aber aus
zwei Teilen besteht, gibt der zweite

2 / (u — cos @) cos mfou
n 1—2ucos0+ uu
integriert

cos mf

log(1 — 2u cos 6 + uu),

der erste Teil hingegen

2 . Jusinf 2 . usin@
—sin m9/ = —sinmf arctan ———.
n 1—2ucos@+uu n 1—1ucosf

Und so wird das ganze Integral dieses Teils

0 2 sinmo in 6
_ _cosm log(l —2ucos 0+ uu) + S rc niusm
n 1—1ucosf

sein.

§22 Dieses Integral verschwindet nun offensichtlich fiir u = 0. Es ist also nur
tibrig, dass wir 1 anstelle von u schreiben, wonach der logarithmische Anteil

1 2 cos mf

0 0 !
cosm cos m log 4 sin? 59 =— log 2 sin 59

log(2 —2cosf) =

sein wird. Der Kreisanteil wird

2 sinmb sin6 2 sin mb cos30 (7 —6)sinmb
a = arctan =

n =
1— cosf n sin 36 n

sein, als logische Konsequenz wird das ganze aus dem Faktor

1—2ucos6 + uu

des Nenners entspringende Integral

16



—72(:05”19 logZSin%(H— w6

sein. Wenn also nun in dieser Formel anstelle von 6 nacheinander die oben
angegebenen Werte eingesetzt werden, welche

sin mo

2t 4m 67

) —, — etc.

n n n
und im Allgemeinen 27 waren, gibt die Summe all dieser Formeln den
wahren Wert von T, nachdem wir natiirlich den Term %logn hinzugefiigt
haben. Nachdem aber im Allgemeinen

o 2
n

gesetzt worden ist, wird der daraus entspringende Teil des Integrals
(n—2i)r ., 2mirn

i Y
log2sin — + sin
n n nn n

2 2m
—— Cos
n

sein, wo anstelle von i die Zahlen 1, 2, 3, 4 etc. geschrieben werden miissen,
bis das Integral vollstandig ist; nachdem alle Werte abgehandelt worden sind,
wird der gesuchte Wert T gefunden sein. Wir wollen das an einigen Beispielen
illustren.

BEISPIEL 1

§23 Essei n = 2, und weil m kleiner sein muss als n, damit die Grofse

m—1 _
A:/ x™1ox [vonx—O]

/(1 —xmym [ bis x =1
7T

nicht unendlich wird, wird notwendig m = 1 und daher A = 7 sein. Dann
wird aber

1
T = ElogZ

sein. Man addiere also den Term § log?2 und es wird T = log2 hervorgehen;
und so wird, wie wir zuvor gefunden haben,

S= glogZ

17



sein, welches der Wert der Formel

—dxlog x
v1—xx

ist.

BEISPIEL 2

§24 Es sei nun n = 3 und es wird m entweder 1 oder 2 sein. Aus jedem der
beiden Werte geht aber

27
33

hervor. Dann muss aber

9:271

3

genommen werden, welchen einzigen Wert genommen zu haben ausreichen
wird, aus welchem

2 2 1 2
T = —3cos gmnlog\@+ §7rsin§m7t

ist, wo dartiber hinaus % log 3 addiert werden muss. Fiir den Fall m = 1 wird
also

1 1 1
T= Elog?)—i—irc und daher =" 7 083

63 3-9 33

sein, welches der Wert der Integralformel

—dxlog x
v1—x3
ist. Fiir den anderen Fall, wo m = 2 ist, wird wie zuvor
27

33

sein, aber andererseits

T:%10g3—i7r, daher S—ﬂlog3 nr

613 T 3/3 277

18



welches der Wert der Integralformel

/ —xdxlogx

ist.

§25 Anstelle mehrerer Beispiele wollen wir eine allgemeine Formel fiir
irgendeine Zahl n angeben, indem wir
o 2
n
nehmen, bis schlielich 2i > n wird, welche Fille nattirlich verworfen werden

miissen. Dann werden wir also aus der fiir den Fall
2im
on

0

entwickelten Form, indem wir anstelle von i der Reihe nach 1, 2, 3 etc. schrei-
ben, diesen Wert finden

1 2 2 -2 2
T = —log — —cosﬂlogZSinE + (n )nsin nr
n n n n nn n
2 dmr .2 (n—4)m . dmrw
— —cos log2sin — + sin
n n n nn n
2  6mr .3t (n—6)r . 6mm
— —cos log2sin — + sin
n n nn n
— etc.

Diese Anteile miissen natiirlich bis dahin fortgesetzt werden, bis schlieslich
1< %n war, und nach Finden dieses Wertes wird man fiir das erste Problem
S = AT haben, wihrend

T
~ aip X
n sin n

ist.

19



§26 In diesem Ausdruck tauchen also Terme zweierlei Art auf, deren erste
nur Logarithmen beinhalten, die zweiten aber die Quadratur des Kreises 7,
und hier trédgt es sich gliicklicherweise zu, dass diese letztgenannten Anteile
alle zu einer einzigen Formel zusammengezogen werden konnen; wenn die
auch fiir die logarithmischen Anteile geleistet werden konnte, wire das fiir
ein Fund von grofiter Bedeutung zu halten. Was aber die Kreisteile angeht,
werden wir deren Kontraktion im folgenden Problem lehren.

PROBLEM

Alle Kreisteile, zu welchen wir im vorhergehenden Problem gefiihrt worden sind, zu
einer Summe zusammenzufassen oder nach Weglassen des gemeinsamen Faktors 5
diese Reihe

2 2i
(n—2)sin mr e

4
+ (n—4)sin$+---+(n—2i)sin
zu summieren, solange natiirlich 2i die Zahl n nicht iibersteigt.

LOSUNG

§27 Wir wollen der Kiirze wegen “ = ¢ setzen und die vorgelegte Reihe
wird von selbst in diese zwei aufgelost

nsin2¢ + nsin4g + nsin6¢ + --- + nsin2ig,
nsin2¢ + 4sin4g + 6sin6¢ + --- + 2isin2igp;

denn dann wird die erste weniger die zweite den Wert geben, den wir suchen.

§28 Fiir die erste wollen wir nun

p =sin2¢ +sindp +sin6¢ + - - - + sin2ig

setzen und durch Multiplizieren mit 2 sin ¢ wird

2psing = cos @ — cos3¢ — cos5¢ — --- — cos(2i —1)p — cos(2i +1)¢
+ cos3¢ + cos5¢ + - -+ + cos(2i —1)¢
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werden, woher

_cosp—cos(2i+1)¢
B 2sin ¢

wird.

§29 Fiir das Summieren der anderen Reihe wollen wir zuerst diese Reihe
betrachten

g = cos2¢ + cos4dp +cos6¢ + - - - + cos2ig,

deren Differential sofort

;37::zgn2¢-+4mn4¢4—6gn6¢+~--+2iﬂn2m’

gibt. Nun werden wir aber

2gsing = —sing + sin3¢ + sin5¢ + -+ —sin(2i — 1)@ + sin(2i +1)¢
—sin3¢ — sinb5¢p — - -+ —sin(2i — 1)@

oder

2gsing = —sing +sin(2i+1)¢
und daher
_ 1 sin2i+1)g
17727 2sing
finden; als logische Konsequenz werden wir
99 _ (2i+1)cos(2i+1)¢ sin(2i+1)pcose
aq) - ZSingo Zsinzqo

haben, nach Finden welcher Werte die erste Reihe weniger die zweite, das
heifst np + g%’ den gesuchten Wert geben wird, aber die im Problem vorgelegte
Reihe wird mit ;- multipliziert die Summe aller Kreisteile geben, die wir
suchen.
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§30 Aber, um die Werte p und g zu finden, miissen zwei Fille unterschieden
werden, je nachdem ob 7 eine gerade oder ungerade Zahl war. Sie sei also zu-
erst gerade und man setze n = 2i, sodass i den Ausdruck 7 nicht iibersteigen
kann, und weil wir ja ¢ = " gesetzt haben, wird nun ¢ = 5F sein, woher
wir

1

—fcotm—n—lcosmncotm—n+lsinmn
P=2% % 72 2 2

ableiten; dieser Ausdruck wird wegen sin mm = 0 auf diesen zurtickgefiihrt
_1 cot m—n(l — COSMTT)
P=7 % ’

wo cos mm = %1 ist, je nachdem ob m eine gerade oder ungerade Zahl war,
und im ersten Fall wird p = 0 sein, im zweiten hingegen p = cot 7.

§31 Weiter wird aber in diesem Fall n = 2i

3 1
aZ) = icosmncotmz—? — E(Zi—l—l)sinmn— Esinmncot2 mTZT

sein, welcher Ausdruck wegen sinm7t = 0 in diesen {ibergeht

aq . mrt
— = 1cosmrt cot —-.
0 2i
Daher, weil die gesuchte Summe np + 377) ist, wird sie i cot 57 sein, als logische
Konsequenz, indem man anstelle von n wieder 2i einsetzt, wird die Summe
1

tmr(
= —ncot—
2 n

sein.

§32 Wir wollen nun auch den anderen Fall entwickeln, in welchem 7 eine
ungerade Zahl ist, und weil ja 2i + 1 die Zahl n nicht tibersteigen darf, wird
nattirlich 2i 4+ 1 = n gesetzt werden kénnen, wonach wir sofort

1 mrit COS M7t

=—cot— — ———
P 2 n 251r1’”77T

haben, weiter ist aber
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dqg mncosmm  sinmrcot °X

- 1 MTT i MTT
dp  2sinTF 2sin ©F

und daher die gesuchte Summe selbst

" +8q ncos =t 1n tmn
— = ——" = “pcot—.
P dp  2sinZF 2 n

§33 Weil also, ob 1 eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, dieselbe Summe
hervorgeht, namlich %n cot 7, wird diese mit -7 multipliziert die Summe
aller Kreisanteile geben, deren Summe also 5. cot 7 sein wird; als logische
Konsequenz wird die oben fiir T gefundene allgemeine Formel nun sein:

1 T mrt 1 2m7 LT
T = —logn+ ~— cot— — —cos log2sin —
n 2n n n n
1
— —cos — log2sin —
n
1 )
— —cos log 2 sin —
— etc.,
welcher Ausdruck weiter mit
T
nsin &7

multipliziert den Wert des im erstem Problem behandelten Ausdrucks geben
wird, und so wird es nun aus dieser neuen Formel heraus um vieles leichter
sein, nach Belieben spezielle Beispiele zu entwickeln.

§34 Beztiglich der im ersten Problem behandelten Integralformel tritt ein
vollig einzigartiger Fall auf, wannimmer m = n ist; dann wird ndamlich A = oo.
Aber andererseits wird man T = [ 0du haben und so geht S = AT =00 -0
hervor, deren Wert also auf diese Weise tiberhaupt nicht bestimmt wird. Aber
nach Setzen von m = n wird

c_ _ / x”flaxlogx

1—x"

sein, welche Formel mit einer Reihe so entwickelt wird
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S = / —x"1xlog x(1 + x" + x*" 4+ %" +etc.);

diese fiihrt von x = 0 bis hin zu x = 1 erstreckt wegen

1
A—1
— dx1 = —
/ x xlog x o
sofort zu dieser Reihe
S—i 1+1+1+l+l+etc ;
 nn 4 9 16 25 )
weil die Summe dieser Reihe 7 ist, wird

o

~ 6nn
sein. Aber es steht kein Weg offen, den Wert aus der vorhergehenden Losung
heraus abzuleiten.

PROBLEM

Nach Vorlage dieser Integralformel

V= / —9v(1 —v)?tlogv
ihren Wert von der Grenze v = 0 bis v = 1 erstreckt mit einem endlichen Ausdruck
darzustellen.
LOSUNG
§35 Weil logv = log(1 — (1 —v)) ist, wird vermoge einer Reihe

1-v (1-9)2 (1-0)

1 + > + 3 + etc.

—logv =

sein und so wird

V= / v <(1 —o)° + (1-o)™ + (o) +etc.>

1 2 3

sein. Daher, weil im Allgemeinen
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_ )AL
/av(l—v))‘: —(1/\ji)1+C

1
ist, muss, damit dieses Integral fiir v = 0 verschwindet, C = 11 werden.

Nachdem nun v = 1 gesetzt worden ist, wird fiir unseren Fall

1
[t -0y =105

sein. Deswegen werden wir

1 1 1

V=1m+1) T20+2) 3013

+ etc.

haben.

§36 Weil nun

v 14t
1(0+1) 6 0+1

und im Allgemeinen

1 1711
v(@+a) O\a O+a

ist, wird unsere Reihe in diese zwei Teile aufgelost:

1+
6+1 6+2 6+3 6+4 6+5

damit diese leichter auf Integralformeln zurtickgefithrt werden konnen, werde
die erste so dargestellt

+ + +

| =
— N -
W
— =
— Ul =

— etc.

2 3 4

YL Y LY LY
p—1+2+3+4 + etc.,
die andere hingegen auf diese Weise
VARV ARV AS

+ +

=91 tor2Tor3 ™
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welche natiirlich im Fall y = 1 in unsere Reihen tibergehen. Daher geht aber
hervor:

dp _ 2 3 _ 1
ay—l—f— y +y +y —i—etc.—l_y,
9 9 0+1 042 0+3 _ y’
ay_y + vy +y +y —l—etc.—l_y.
Daher werden wir also
dy(1—y°)
op—0dg = ——= %
p q 1—y

haben; als logische Konsequenz wird also

_ o [y
pq/l—y

sein. Indem man diese Integralformel von y = 0 bis y = 1 erstreckt, wird
unser gesuchter Wert
/ ay (1-
~ 0

sein, welche natiirlich immer mit Logarlthmen und Kreisbdgen angegeben
werden kann.

§37 Um diese Formeln der zuvor behandelten etwas mehr anzugleichen,
wollen wir zuerst v = x" setzen, sodass die vorgelegte Formel nun

V =nn / —x"1ox(1—x") logx

ist. Dann wollen wir aber in der Formel, zu welcher wir gefiihrt worden sind,
in gleicher Weise y = u" setzen und es wird

nlau nG)
V_G/ 1—un

werden, der Nenner und ein Anteil welcher Formel schon mit der oben
gefundenen Form
Dou
T =
/ 1—un
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iibereinstimmt. Um die Gleichheit zu vervollkommnen, wollen wir né +n = m
und daher 6 = % setzen und so wird die vorgelegte Formel

V =nn / —x"19x(1— x”)m_Tzn log x

oder

_ an—1
V:nn/ x""‘dxlog x

werden. Dann wird derselbe Wert aber auch so ausgedriickt werden

nn b ym-1
V= / ou,
m—n 1—un

das heif3t

nn

V= T.

n—m
Daher hédngen also, weil aus dem erstem Problem S = AT ist, die beiden
Formeln S und V nun so voneinander ab, dass

nn i
n—mA

ist.

SCHOLION

§38 Diese Reduktion kann noch auf eine andere Weise dhnlicher gemacht
werden, indem wir n6 = m oder § = 7! setzen, und nun wird die vorgelegte
Formel

m—n

V =mnn / —x"19xlogx(1 — x") "

oder

_ an—1
V:nn/ x""‘dxlog x

sein; dann wird aber die davon abgeleitete Formel
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nn un—l o um—i—n—l
m 1—un

sein. Weil aber

um+n—1 — um—l(l _ (1 o un))
ist, wird diese Formel in die nachstehende iiberfiihrt werden
I ym=1gy 4+ 22 / Lil — umilau
m m 1—un
und daher

weswegen diese zwei Integralformeln

_m—1 _an—1
S:/ jc oxlogx q \:/l:/ x"dxlogx

—F— un
/(1 _ xn)m n n (1 _ xn)n—m
S

so miteinander zusammenhéngen, dass wegen T = %

ist, woher, weil die zweite Formel als leichter angesehen werden kann also die
von S, wird nach Finden des Wertes von V

5:A<1—mv>
m nn

sein. Diese Reduktion ist aber jener bei weitem vorzuziehen, die wir zuvor
gefunden haben, welcher natiirlich diesen Mangel hatte, dass der dort zu
behandelnde differentielle Bruch ein unechter war, weil im Zihler die Potenz
u"+n=1 auftritt, die natiirlich grofer ist also die Potenz u" des Nenners;
deshalb wird erst jetzt das fiir die Grofse T zuvor entwickelte Integral hier
verwendet werden konnen.
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