KLEINE BEOBACHTUNGEN ZUR THEORIE
VON GLEICHUNGEN"

Carl Gustav Jacob Jacobi

Die Auflosung algebraischer Gleichungen verlangt, dass nach Vorgabe der
Anzahl der Elemente die einzelnen durch symmetrische Funktionen derer
mithilfe der Extraktion von Wurzeln dargeboten werden. Es ist bekannt,
dass dies fiir Gleichungen des zweiten, dritten, vierten Grades tatsédchlich
gelingt. Weil die Natur jener symmetrischen Funktionen in den elementaren
Lehrbiichern gewiss nicht besprochen zu werden pflegt, mochte ich sie hier
kurz darlegen.

AUFLOSUNG VON GLEICHUNGEN ZWEITEN GRADES

Nach Vorlage der beiden Elemente a, b hat man die einzelnen Losungen

vermoge der Formel
a+b n <a — b)z.
2 2
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AUFLOSUNG DER GLEICHUNGEN DRITTEN GRADES

Nach Vorlage der drei Elemente 4, b, c wollen wir

a+b+c=u a+ab+a*c=u', a+a’b+ac=u"

setzen, wihrend «, a2 die imagindren kubischen Einheitswurzeln bezeichnen.
Nach Festlegung dessen werden die einzelnen Elemente mithilfe von u, v/, u”
durch die Formeln

u+u +u” u—+ o2y + au” u+ au’ + ou”
-3 b:f' ‘=T 3

dargeboten. Wir wollen weiter

w=v/v+vw, u'=+\v—Vw

setzen; es wird

o B (u/ +ul/)(u/ +ﬂ(u”>(u, _|_0C2u/l)

Ty (u/ . u//)(u/ . au”)(u’ o 0621/[//

_wowm )
Vo= = 2 ‘

sein. Nachdem aber die oben eingefiihrten Werte von u’, u” eingesetzt worden
sind, weil
l+a+a®>=0

gilt, hat man

W+u' =2a—b—c, u+au" =a*Q2c—a—b), u+a*u" =a2b—c—a),

und daher
o (2a—b—c)(2b—c—a)(2c—a—1D)

Weiter wird:



und daher, weil

2

=—a(a—0a?), a—a*>=+-3

l-a=a*(x—0a), 1—a

ist, wird
Vo= ba—ap—o)

Nach Einsetzen dieser Werte geht hervor:

_atbic 1i/(Za—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)+3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2

3 3 2
n 1i/(Za—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)—3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2
3 2
patbte —1+mi/(Za—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)+3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2
3 6 2
N —1—m§/(2a—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)—3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2
6 2
_a+b+c —1—mi/(Za—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)+3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2
R 6 2
N —1+m§/(2a—b—c)(Zb—c—a)(Zc—a—b)—3\/—3[(a—b)(a—c)(b—c)}2'
6 2 !

dies sind die gesuchten Ausdriicke.

Von den Kubikwurzeln

u =y/v+vw, u'=ylv-—vw

wird die eine durch die andere mithilfe der Formel

(a—b)>+(a—c)®+ (b—c)?
2

wu'" = Jvv—w=aa+bb+cc—ab—ac—bc =

2
_ \3/<(2a—b—c)(2b—2c—a)(2c—a—b)> +%(a_b)(a_c)(b_c)]2

dargeboten.



AUFLOSUNG VON GLEICHUNGEN VIERTEN GRADES

Nach Vorlage der vier Elemente a4, b, c, d wollen wir festlegen:

a+b+c+d=u, a+b—c—d=1u,
a—b+c—d=u", a—b—c+d=1u",

woher
u+u +u 4+ " u4u —u — "
4= 4 b= 4 ’
u—u +u —u" u—u —u +u"
- 4 ;4= 4

wird. Wir wollen in den Formeln, welche wir zur Auflosung von Gleichungen

dritten Grades vorgestellt haben, anstelle von a4, b, ¢ die Groen v'u’, u"u”,

u"u'"" setzen, woraus

ZU — (zu/ul _ u//u// _ u///u///)(zu//u// _ u///u/// _ u/ul)(zu///u/// _ u/u/ _ u//u//),

2\/% — 3\/_3(ulu/ _ u//u//)(u/u/ _ u///u/l/)(u//u// _ u//lull/)

wird. Man hat aber:

ulul _ u/lu// — (ul + ul/) (ul _ u/l) —

4
ulu/ _ u///u/// — (u/ + u///) (u/ _ u///) — 4(a _ C) (b _ d),
u//u// _ u///u/// — (u// _|_ u///)(u// _ u///) — 4
weiter wird:
2u'v" —u"u" — """ =8(ab+ cd) — 4(ac+ bd) — 4(ab + be),
2u'"u" — """ — u'u 8(ac +bd) — 4(ad + bc) — 4(ab + cd),
2u"u" — v — u"u" =8(ad+ bc) — 4(ab+ cd) — 4(ac + bd).

Wir wollen dariiber hinaus festlegen:

5 = ulu/ + u//u// + l/l,//u///.



Nach Sammeln all dessen und Hinzunahme der vorher angegebenen Formeln
zur Auflosung der Gleichungen dritten Grades findet man, wieder fiir

ﬂ aZ—ﬂ

2 2

gesetzt:
4a—u+\/s+%+\/%+\3/v—\/%+ \/HKWJMZW
- 3 3
fﬂzmﬂm
3

_|_

%Zﬂw+¢s+@%+V@“%VU—v%__¢s+a@g+yﬁuﬂgyg_V%
; 3
i \/Sﬂzmﬂm
3

dc=u ¢S+&%+V%+%%_V@ﬁ+¢5+“3U+¢w+ﬁgg_v%
o 3

3
s+ o+ Vwtayv— Vo
3
=y [V VO So— Ve [stador Vo ratYo— Ve
_ 3 3
+\/5+“23U+ﬁ+am
3 ,

wo man hat:



u=a+b+c+d,
=(@+b—c—d?+(@a—b+c—d)?+(a—b—c+d)?
=(a-b+(@—c)+(@—d?+({—c)+(—d)?+(c—d)?
v = 32[2(ab + cd) — (ac + bd) — (ad + bc)]

x[2(ac + bd) — (ad + bc) — (ab + cd)]
X [2(ad + bc) — (ac 4 bd) — (ab + cd)],
w= —3[9(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(b—d)(c—d)]?

Weil diese Ausdriicke alle symmetrische Funktionen von a, b, ¢, d sind, ist
dem Gefragten Gentige geleistet.

Ich bemerke weiter, dass man in den vorhergehenden Formeln hat:

Vot o — o= Yoo—w

_ u/4 + u//4 + u///4 o u/Zu//Z . u/Zu//IZ . u//Zu///Z

=8[(a—b)*(c—d)?+(a—c)?(b—d)>+ (a—d)*(b—¢)?;

weiter

\/s+{/v+\/5+ {/v—\/%-\/s+a{/v+\/5+a2{/v—\/ﬁ-\/s+a2{/v+\/ﬁ+a{/v—\/%

= \/33—1—20—33\3/00—10 =u'u"v" =(@a+b—c—d)(at+c—b—d)(a+d—b—c).
Weil diese Ausdriicke in Bezug auf die Elemente a, b, ¢, d symmetrisch sind,
sehen wir, dass von zwei Kubikwurzeln die eine durch die andere gegeben
ist, aus den drei Quadratwurzeln, welche wir mit v/, u”, u’"’ bezeichnet haben,
eine durch die anderen beiden bestimmt wird. Mithilfe dieser Beobachtung

geschieht es, dass durch eine so grofle Mehrdeutigkeit der Wurzeln nicht mehr
als vier verschiedene Groflen dargestellt werden.

II. ALLGEMEINE BETRACHTUNGEN

Wenn wir genauer untersuchen, wie im vorher Prasentierten die Ausdriicke
zusammengesetzt sind, mit denen die vier Elemente dargestellt werden, se-



hen wir, dass zuerst aus einer symmetrischen Funktion eine Quadratwurzel
gezogen wird, nach Addieren einer anderen symmetrischen Funktion eine
kubische zu welcher eine kubische Wurzel gezogen wird; dieser und einer
dritten symmetrischen Funktion wird eine andere dhnliche kubische Wurzel
hinzuaddiert, wonach wieder eine Quadratwurzel gezogen wird und nach-
dem drei Quadratwurzeln sowie eine neue symmetrische Funktion in gleicher
Weise gebildet worden sind, werden alle vier Elemente dargeboten. Die Ex-
traktionen der Wurzeln kénnen nur angegeben werden, wenn die Grofien
unter den Wurzelzeichen durch Koeffizienten einer Gleichung vierten Gra-
des ausgedriickt werden, deren Elemente jene Wurzeln sind; wenn nun die
Groflen unter den Wurzeln durch die Elemente selbst, wie wir es getan haben,
dargeboten werden, sehen wir, dass diese Extraktionen alle durchgefiihrt
werden kénnen und mit ihnen verschiedene asymmetrische Funktionen der
Elemente bestimmt werden, bis man schliefllich zu den einzelnen Elementen
selbst gelangt.

Wir sehen, dass bei diesen Fragen der Anfang beim Finden der asymmetri-
schen Funktion zu machen ist, von welcher eine gewisse Potenz symmetrisch
wird. Denn ansonsten ldsst sich nicht allein durch die Extraktion von Wurzeln
von asymmetrischen zu symmetrischen Funktionen gelangen. Es ist aber keine
andere Funktion von solcher Art gegeben als dem aus den Differenzen der
Elemente gebildeten Produkt, welches nach Vertauschen der Elemente zwei
entgegengesetzte Werte annehmen kann und dessen Quadrat eine symme-
trische Funktion ist. Dieses Quadrat muss also in allen Losungen, welche
zuvor angegeben worden sind, unter dem letzten Wurzelzeichen gefunden
werden und wird dort tatsdchlich auch gefunden, und daher kann also das
letzte Radikal nichts anderes sein als ein Quadrat. Dasselbe ist auch aus der
folgenden Betrachtung ersichtlich.

Wir wollen namlich festlegen, dass die Koeffizienten der Gleichung eine
Funktion einer anderen Grofle t sind, und wollen die Wurzel x nennen; die
Gleichung lasst sich auf diese Weise vorstellen:

F(x,t) = 0.

Daher finden wir das nach t genommene Differential der Wurzel unter Ver-



wendung der Lagrange’schen Notation als

dx  F'(t)
dt — F(x)

Daraus folgt, wenn die vorgelegte Gleichung zwei einander gleiche Wurzeln
hat und wir diese fiir x auswéhlen, dass ‘Zl—’t‘ unendlich wird. Denn fiir je-
nen Wert verschwindet der Nenner F’'(x). Wenn also x durch t mithilfe von
Wurzeln dargeboten werden kann, muss der Ausdruck so beschaffen sein,
dass durch Differentiation ein Nenner entsteht, der verschwindet, sofern zwei
Wurzeln einander gleich werden, was also nicht anders passieren kann, als
dass ein Quadrat in jenen Ausdriicken unter dem Wurzelzeichen gefunden
wird jedoch nicht in den anderen durch Addition hinzugefiigten Groflen, oder
unter dem letzten Wurzelzeichen, sowie wir es auch in den algebraischen
Auflosungen der Gleichungen zweiten, dritten, vierten Grades beobachtet
haben.

Vielerorts ist schon bemerkt worden, wenn eine allgemeine algebraische
Auflosung einer Gleichung n—ten Grades gegeben ist, unter deren Wurzeln
gewisse Relationen nicht auftreten, dass der Ausdruck der Wurzel notwendig
so viele Wurzelzeichen beinhaltet wie er die algebraischen Losungen der
Gleichung der niederen Grade enthalten kann. Daher ist schnell klar, dass
die Anzahl der Dimensionen, zu welchen der Ausdruck unter dem letzten
Wurzelzeichen ansteigt, nicht kleiner sein kann als die kleinste Zahl, die von
allen Zahlen 2, 3, 4, - - -, n geteilt wird. Das heifst, fiir n = 2, 3, 4 sind das
respektive 4, 6, 12. Und dieselbe ist in jenen Fillen die Anzahl der Dimensio-
nen jenes quadratischen Produkts, welches aus den Differenzen der Wurzeln
zusammengesetzt ist und unter dem letzten Wurzelzeichen gefunden wird.
Aber fiir n = 5 wird jene kleinste Zahl, welche durch 2, 3, 4, 5 geteilt wird,
= 60, wahrend die Anzahl der Dimensionen jenes Quadrats nur bis hin zu 20
oder allgemein bis hin zur Zahl n(n — 1) ansteigt. Und auch fiir die hoheren
Werte von 7 fehlt jene Uberstimmung vollig.

BEMERKUNG ZUR GLEICHUNG SECHSTEN GRADES, AUF WELCHE
GLEICHUNGEN FUNFTEN GRADES REDUZIERT WERDEN KONNEN

Es seien die fiinf Elemente x1, x2, x3, x4, x5 vorgelegt und wir wollen mit dem
Symbol
(12345)



eine rationale Funktion bezeichnen, welche unverdndert bleibt, wenn wir
die Elemente x1, xp, x3, x4, x5 in derselben Reihenfolge, in welcher wir sie
dargeboten haben, respektive mit diesen

X2, X3, X4, X5, X71.
vertauschen. Wir wollen weiter
(12345) — (13524) =y

setzen; vor einiger Zeit hat der illustre Herr Lagrange bewiesen, dass der
Ausdruck y2 durch Permutation der Elemente x1, x, X3, x4, x5 nicht mehr
als sechs verschiedene Werte annehmen kann, sodass, nach Vorlage einer
Gleichung fiinften Grades, deren Wurzeln x1, x2, x3, x4, x5 sind, der Ausdruck
y? eine Wurzel einer gegebenen Gleichung sechsten Grades ist. Wir wollen

(12345) — (13524) = 1,
(12453) — (14325) = y;
(12534) — (15423) = y3
(15243) — (12354) = 14
(14235) — (12543) = y5
(13254) — (12435) = v

setzen, 3, v3, ¥5, Y3, Y3, y2 werden die Wurzeln jener Gleichung sechsten
Grades sein. Aber ich glaube, dass noch von niemandem bemerkt worden ist,
dass auch y1, y2, y3, ¥4, Y5, Y6 schon die Wurzeln einer gegebenen Gleichung
sechsten Grades sind, obwohl ihre Koeffizienten nicht alle symmetrische
Funktionen der Elemente x1, X7, X3, X4, X5 sind und daher also nicht durch die
Koeffizienten einer gegebenen Gleichung fiinften Grades rational ausgedriickt
werden konnen. Denn durch Untersuchung der Veranderungen, welche die
Ausdriicke v1, y2, y3, Y4, ¥5, Y6 durch Permutation der Elemente x;, x2, x3,
x4, x5 erfahren, finden wir, dass alle zugleich entweder von einem in einen
anderen oder in ihre jeweils Entgegengesetztes tibergehen. Daher wird eine
homogene symmetrische Funktion von y1, y2, y3, ya, Y5, Y6, wenn sie von
gerader Ordnung ist, auch in Bezug auf x1, x2, x3, x4, x5 symmetrisch sein;
aber wenn sie von ungerader Ordnung ist, kann sie durch Permutation der



Elemente x1, x2, x3, x4, x5 keine andere Verdnderung erfahren als dass sich
das Vorzeichen dndert. Wir haben im Allgemeinen gefunden, dass sich dies so
zutrdgt, wenn wir zwei der Elemente x1, x, x3, x4, x5 vertauschen. Leicht ist
aber klar, eine Funktion der Elemente x1, x», X3, x4, x5 von welcher Art, welche
durch Permutation von zweien das Vorzeichen dndern und keine andere
Verdanderung erfahren soll, keine andere sein kann als das Produkt aus allen
Differenzen der Produkte, multipliziert mit einer symmetrischen Funktion
derer. Weil das Quadrat dieses Produkts eine symmetrische Funktion ist und
daher als bekannt angesehen wird, sehen wir, dass symmetrische Funktionen
von Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ye alle auch als gegeben angesehen werden konnen.
Natiirlich konnen, wenn die Gleichung sechsten Grades, deren Wurzeln vy,

Y2, Y3, Y4, Y5, Ye sind,

y6 — a1y5 + a2y4 — u3y3 + a4y2 —asy +ae =10

gesetzt wird, die Koeffizienten ay, a4, a¢ rational in den Koeffizienten einer
gegebenen Gleichung fiinften Grades dargeboten werden, die Koeffizienten
ai, a3, as werden rationale Ausdriicke einer Gleichungen fiinften Grades sein,
multipliziert mit der Quadratwurzel /A, mit

A = [(x1 —x2) (21 —x3)(x1 — x4) (%1 — x5) (X2 — x3) (X2 — x4) (x2 — x5) (X3 — x4) (x3 — x5) (X4 — x5)]2

Die einfachste Funktion, welche sich der Eigenschaften des oben mit dem
Symbol (12345) angezeigten Ausdrucks erfreut, ist diese:

X1X2 + X2X3 + X3X4 + X4X5 + X5X1,

fiir welche man diese Wurzeln einer Gleichung sechsten Grades hat:

Y1 = X1X2 + XoX3 + X3X4 + X4X5 + X5X1 — X1X3 — X3X5 — X5X2 — X2X4 — X4Xq
Y2 = X1X2 + XoXg4 + XgX5 + X5X3 + X3X1 — X1X4 — X4X3 — X3X2 — X2X3 — X5X7
Y3 = X1X2 + XoX5 + X5X3 + X3X4 + Xg4X1 — X1X5 — X5X4 — X4Xp — X2X3 — X3Xq
Y4 = X1X5 + X5X2 + XoXg4 + XaX3 + X3X1 — X1X2 — X2X3 — X3X5 — X5X4 — X4Xq
Y5 = X1X4 —+ X4X2 + XoX3 + X3X5 + X5X1 — X1X2 — X2X5 — X5X4 — X4X3 — X3X1

Yo = X1X3 + X3X2 + XoX5 + X5X4 + XgX1 — X1X2 — XoX4 — XaX3 — X3X5 — X5X7.

Weil diese Ausdriicke in Bezug auf die Elemente x1, x3, x3, x4, x5 nur zur
zweiten Dimension hin ansteigen, werden die Koeffizienten a, a3, a5 von
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zweiter, sechster, zehnter Dimension sein. Weil die Ausdriicke derer aus
der zuvor gemachten Beobachtung das Produkt aus allen Differenzen der
Elemente x4, x», X3, x4, X5 als Faktor beinhalten, welcher zu zehn Dimensionen
ansteigt, muss

m =0, a3=0, as=my/ A

werden, wihrend m eine Zahl ist. Und nach der Rechnung findet man
as = 32(x1 —x2)(x1 — x3) (x1 — x4) (x1 — x5) (X2 — x3) (32 — x4) (X2 — x5) (%3 — x4 ) (X3 — x5) (x4 — X5)

und daher m = 32. Daher nimmt die Gleichung sechsten Grades diese Form
an:

y6 + a2y4 + a4y2 +a¢ = 32\/Z .

Wenn diese Gleichung fiinften Grades vorgelegt ist:
x> — Ax*+ Bx’ — Cx*+ Dx— E =0,

findet man leicht
a, = 8AC — 3B? — 20D.

Die Werte von ay, a¢ bediirfen einer ein wenig umfangreicheren Rechnung.
Den Wert von A, ausgedriickt durch A, B, C, D, E, hat der illustre Herr
Lagrange in der Theorie von Gleichungen angegeben, alles beschreiben aus
den Meditationibus Algebraicis des hoch geehrten Herrn Waring.

III. EINE SPIELEREI ZUR ALGEBRAISCHEN AUFLOSUNG
VON GLEICHUNGEN FUNFTEN GRADES

Vor einiger Zeit, wie es sich begab, als ich mich als eifriger Junge mit dem Ver-
such der algebraischen Auflosung von Gleichungen fiinften Grades abmiihte,
habe ich die allgemeine Gleichung

x° — 10q2x =p

auf eine andere zehnten Grades zuriickgefiihrt, deren algebraische Auflosung
gelingt, nachdem lediglich die Vorzeichen der Koeffizienten gedndert worden
sind. Diese unniitze, jedoch kuriose Sache mochte ich hier kurz darstellen.
Nach Setzen von

xX=y+z

11



weil
X —10y%2% - x = y° +2° + 5yz(y® + 2°)
ist, habe ich diese Gleichung mit der vorgelegten verglichen, woraus
yz=4q, ¥ +2+5zy’ +2°) =p,
und daher
v +50y° + 50"y + 47 = p-y
ist. Nach Auflosung dieser Gleichung zehnten Grades ist auch die vorgelegte

funften Grades gelost.

Leicht glaubt man mir, dass freilich jene Gleichung zehnten Grades nicht
algebraisch aufgeldst werden kann, aber von dieser anderen:

v =5q° =54y +q4° = p -y,
welche nur in den Vorzeichen von zwei Koeffizienten von jener abweicht, habe
ich diese algebraische Wurzel gefunden:

1\5/]9—1-\/;72—128[15+1\s/p—\/p2—128q5
2 2

2 2

ilj <p+\/102—128q5>2+ <P—W2—128q5>2_y
2 2 2 R

IV. UBER DIE ANZAHL DER WURZELN, DIE INNERHALB
GEGEBENER GRENZEN LIEGEN

Descartes hat einst eine Regel angegeben, mit welcher nach Vorgabe einer
algebraischen Gleichung aus den Vorzeichen der Koeffizienten die Grenzen
erkannt werden, welche die Anzahl der positiven Wurzeln und die Anzahl
der negativen Wurzeln nicht iibersteigen kann. Grenzen von solcher Art hat
der hoch geehrte Herr Fourier fiir reelle Wurzeln angegeben, welche zwischen
beliebigen gegebenen reellen Grofien a und b enthalten sind. Aber ich bemerke,
dass dasselbe aus der Descartes’schen Regel abgeleitet werden kann. Es sei
ndmlich x eine Wurzel der vorgelegten Gleichung, man setze
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_b—x
A

y wird die Wurzel der Gleichung derselben Ordnung sein, welche so viele
positive Wurzeln hat wie Werte von x zwischen a und b liegen. Daher wird
nach Anwendung der Descartes’schen Regel auf die transformierte Gleichung
die Grenze der Anzahl der Wurzeln der vorgelegten Gleichung bekannt sein,
welche zwischen 4 und b enthalten sind. Die Angelegenheit wird hier sogar
mit den Vorzeichen einer Reihe von n 41 Grofien abgehandelt, wenn n der
Grad der Gleichung ist, wiahrend der hoch geehrte Herr Fourier zwei Reihen
verwendet. Aber die vom illustren Herrn vorgetragene Regel ist zum einen
unter vielen anderen Namen bekannt und erlaubt zum anderen eine schnelle
Rechnung.

Mit derselben Beobachtung kann auch die berithmte Sturm’sche Regel,
mit welcher die Anzahl der Wurzeln genauer bestimmt wird, welche sich
innerhalb gegebener Grenzen befinden, auf den Fall zuriickgefiihrt werden,
in welchem die Anzahl der positiven oder negativen Wurzeln gesucht wird.

V. WIE DIE BERNOULLI’SCHE REGEL AUF DAS FINDEN DER
WURZELN, WELCHE DER GROSSTEN ODER KLEINSTEN
FOLGEN, AUSGEDEHNT WERDEN KANN

Es sei X eine beliebige gegebene ganz rationale Funktion n—ten Grades von
x, weiter sei P eine andere ganz rationale Funktion von geringerem Grad
derselben Variable; man entwickle den Bruch § nach schrumpfenden Potenzen
von x, je zwei aufeinander folgende Terme welcher Entwicklung

m—1 m
4 m + ZJrl
X X

seien, vor einiger Zeit hat Daniel Bernoulli gelehrt, dass der Quotient %
zum grofiten Wert der Gleichung

X=0
konvergiert. Wenn der Bruch £ nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt
wird, je zwei aufeinander folgende Terme welcher Entwicklung

m m+1
GmX" + gm+1X

13



seien, wird der Quotient % zum kleinsten Wert der Wurzel konvergie-
ren. Der Grund dieser Regel ist bekanntermafien der, dass im allgemeinen
Ausdruck von py,

pm = C1x7]" + Coxy' + Cax5' + - - - + Cpx;,,

in welchem x1, x2, - -+, x, die Wurzeln der vorgelegten Gleichung, C;, G,
.-+, C, hingegen Konstanten oder vom Exponenten m unabhangige Grofien
sind, in Bezug auf einen mit einer m—ten Potenz der Wurzel multiplizierten
Term alle tibrigen weggelassen werden konnen, wenn freilich die Zahl m
hinreichend grof3 festgelegt wird. Analoges gilt fiir das Finden der kleinsten
Wurzel.

Wir wollen die Wurzeln, nach der betragsmiifiigen Grofse geordnet, festlegen

X1, X2, X3, Tty Xn

zu sein, sodass x; die grofite und x, die kleinste ist. Imagindre Wurzeln wol-
len wir nach deren Modulus einschitzen, oder wenn die imagindre Wurzel
r(cos ¢ + V/—1-sin @) ist, wihrend r, ¢ reelle Grolen bedeuten, nach der
Grofse r. Die vorgestellte Regel fiir das Finden der grofiten Wurzel versagt,
wenn zwei einander gleiche grofite Wurzeln vorhanden sind, oder sooft zwei
grofite imagindre Wurzeln vorhanden sind, wenn beide denselben Modulus
haben. In diesem Fall ist die vorherige Regel so zu erweitern, dass gleichzeitig
die zwei grofiten Wurzeln ausfindig gemacht werden. Das hat schon Euler
tiir den Fall getan, in welchem die zwei grofiten Wurzeln imagindre von der
Form r(cos ¢ + /=1 - sin @), r(cos ¢ — v/—1sin ¢) sind, siehe Kapitel XVII
von Band 1 der Introductionis. Mit den wenigen folgenden Schritten werde
ich zeigen, wie mit denselben Prinzipien eine Gleichung von k—ter Ordnung
gefunden wird, deren k Wurzeln den ebenso vielen grofiten Wurzeln der vor-
gelegten Gleichung ndherungsweise gleich sind. Diese Verallgemeinerung hat
der hoch geehrte Herr Fourier in der Einleitung des Werks {iber Gleichungen
angedeutet.

Im allgemeinen Ausdruck von p;, vernachldssigen wir in Bezug auf die mit
den grofiten k zur m—ten Potenz erhobenen Wurzeln multiplizierten Terme
alle tibrigen; das lasst sich mit umso mehr Berechtigung tun, je groier die
Zahl m ist. Daher setzen wir ndherungsweise:

pm = Cix]' + Coxy' + - - - 4+ Cexl!
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oder nach Setzen von
Cle = B1, sz? = Bz, e, Ckka = Bk,
setzen wir auch ndherungsweise
pm =B + By +-- + B

Pm+1 = Bix1 + Boxp + -+ + Byxy
Pmi2 = Bixi + Box3 4 - -+ + Bx}

Pk = Bixk + Boxk + -+ + kallj.
Wir wollen
(x—x1)(x —x2) -+ (x — x) = xF + A 4 A2+ 4 A

festlegen, welcher Ausdruck klarerweise verschwindet, wenn anstelle von x
die k Werte x1, x2, - - -, x; gesetzt werden. Daher folgt aus den vorherigen
Gleichungen diese:

0= putk + A1Pmik—1 + A2Pmik—2 + -+ AxPm

In dieser, wenn wir anstelle von m entsprechend m 4 1, m + 2 etc. setzen,
haben wir das folgende Gleichungssystem:

0= xk + Al A2 A
0="pPmik + A1Pmik—1 + AoPmik—2 + - + Axpm
0= Pmik+1 + APk + A2Pmik—1 + - + APt
0= Pmik+2 + APmiks1 + A2Pusk - + AxPmia

0 = pmiak—1 + A1Pms2k—2 + AoPmsok—3 + -+ + AxPmti—1

Von den Gleichungen, deren Anzahl k 4 1 ist, geht nach Elimination von k
Grofien Ay, Ay, - - -, Ax eine Gleichung von dieser Art hervor:

Px* 4+ Pt PxF 2 4+ P =0,
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in welcher P, P;, P,, - - -, P, durch die Terme py, pm+1, -, Pm+2k—1 ausge-
driickt sind, und deren Wurzeln den k grofiten der vorgelegten Gleichung,
X = 0, ndherungsweise gleich sind.

Es sei k = 2, man hat

0= x2 + Alx + Az
0= Pm+2 + Ale+1 + Ame
0= Pm+3 + Ale+3 + Ame+1/

woher man nach Elimination von A, A; die Grofien x;, x, ndherungsweise
den Wurzeln dieser quadratischen Gleichung gleich findet:

(P%ﬂrl - Pum+2)2x2 + (PmPm+s — Pmr1Pm+2)x — P$n+2 — Pm+1Pm+3 = 0;

so ist es bekannt und stimmt mit Eulers Formeln {iberein.

Es sei k = 3, man hat

0=x3 4+ A1x? + Ax + Aj
0= pm+s + A1pm+2 + A2pm+1 + Aspm
0= pmsa + A1pmy3 + Aopmi2 + Aspmi1
0= Pmss + A1Pmra + A2pmis + Azpm2,
woher nach Elimination von A;, Ay, Az hervorgeht:
Px*+Pix®>+Pox+P;=0
mit
P = poio+ Pri1Pmsa + Pubiys — 2Pmid Pmt2Pm+3 — PmPmt2Pma
Py = Pui1P2 i3+ Pt Pms2Pmra + PmPmi2Pmts — DayyaPms3d — Prp1Pmts — PmPmt3Pm4

Py = pmpi g+ Pmr2Pas + Pni1Pmt2Pm+s = PapsoPmsl = PmPm43Pm+5 = Pmi1Pm+3Pm 4

Py = 2P i2Pm+3Pm+4 + Pt 1Pm43Pm+5 — Popys — PopsoPm+5 — Pmt1Pomia

Die Methode des hoch geehrten Herrn Daniel Bernoulli ist auf das Prin-
zip gestlitzt, dass die vom Anfang hinreichend weit entfernten Terme einer
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rekurrenten Reihe wie die Terme einer geometrischen Reihe betrachtet wer-
den konnen. Die in den vorherigen Ausfiihrungen verallgemeinerte Methode
nimmt nur an, dass die vom Anfang hinreichend weit entfernten Terme der
rekurrenten Reihe ndherungsweise den Termen einer anderen rekurrenten
Reihe gleich sind, deren Relationsskala aus einer kleineren Anzahl an Ter-
men besteht. Diese Skala und daher auch die Gleichung, deren Wurzeln den
grofiten Wurzeln der vorgelegten Gleichung naherungsweise gleich sind, lasst
sich also auch mit der Methode finden, welche vor einiger Zeit der illustre
Herr Lagrange fiir das Finden des Gesetzes von rekurrenten Reihen in der
Mitteilung Recherches sur la maniere de forme des tables des planétes d’apres les
seules obervations vorgelegt hat. Nattirlich, wenn wir die rekurrente Reihe,
deren Relationsskala aus 7 + 1 Termen besteht, festlegen vom Term p,, an mit
einer anderen iibereinzustimmen, deren Skala nur k + 1 Terme hat, wollen wir

Pm + Pm+1y + Pm+2y2 +---+ Pm+2k—1y2k71 =S

setzen; es sei weiter

1
g = a1 + bly + y281,
1 2
— = ay + by + y°sy,
51
1 2
— = a3 —|—b3y—|—y S3,
S2
1 2
= ar + by + y7si.
Sk—1

Wir wollen die Reihe s; bis hin zur Potenz ka—3 fortsetzen, die Reihe s, bis
hin zur Potenz y*~> und so weiter, bis schlieflich die Reihe s; ganz verworfen
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wird. Wenn man dann den Kettenbruch

1

a; + by +

ap + by +

a3 + byy + —————
LY

_|_
ax + by

in einen gewohnlichen Bruch g umwandelt und im Nenner y = % setzt, wird
Q=0

die gesuchte Gleichung sein, deren Wurzeln x = % den k grofieren Wurzeln
der vorgelegten Gleichung, X = 0, ndherungsweise gleich sind. Ich bemerke
aber, dass diese Methode wesentlich langwieriger ist als die der Elimination,
welche ich oben vorgestellt habe: Denn beim Berechnen des Bruchs % gelangt
man zu sehr komplizierten Ausdriicken, von welchen sich sehr viele Terme
erst am Ende der Rechnung gegenseitig autheben, wiahrend man durch Elimi-
nation sofort zu einfachen Ausdriicken gelangt.

In génzlich gleicher Art und Weise lassen sich die kleinsten Wurzeln der vor-
gelegten Gleichung finden; dieses Problem wird durch Setzen von x = % auf
das vorhergehende zurtiickgefiihrt; denn die grofiten Wurzeln der transformier-
ten Gleichung sind die reziproken Werte der kleinsten Werte der vorgelegten
Gleichung. Wenn man also mit der zuvor verallgemeinerten Bernoulli’'schen
Methode alle Wurzeln der vorgelegten Gleichung finden mochte, sind nur
zwei Gleichungen ausfindig zu machen, von denen die eine die k grofiten, die
andere die n — k kleinsten darbietet; und wenn k oder n — k noch zu grofe
Zahlen sind als dass die Losung mit strengen Methoden geleistet werden
kann, lassen sich die einzelnen Gleichungen wiederum auf dieselbe Weise
behandeln wie die vorgelegte, bis man schliefilich zu den einzelnen Wurzeln
der vorgelegten Gleichung oder zu einem hinreichend herabgesenkten Grad
der Gleichung gelangt.

Geschrieben am 9. Dezember im Jahr 1834
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