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Vorlesung vom 18.04.2018, KTEXvon Sarah Lawall

1 Wiederholung Homologietheorie

Sei X ein topologischer Raum, dann gibt es abelsche Gruppen Hy, k € Ny, deren Elemente
durch k-Zyklen in X represéntiert werden.

Definition Das Standardsimplex im R**! ist Ay = (rg,..., ) € RFFlr; >0, Zf:o = 1.
Ein k-Simplex in X ist dann eine stetige Abbildung o : A, — X.

£\

Abbildung 1: A, Abbildung 2: A

Definition FEine k-Kette ist eine formale Summe von k-Simplizes in einem topologischen
Raum X. k-Ketten mit Rand 0 werden als k-Zykel in X bezeichnet.

Definition Sei X ein topologischer Raum. Si(X) = ®,.a,xZo ist die freie abelsche
Gruppe erzeugt von allen k-Simplizes o in X.

Der Randoperator ist die Abbildung
8k : Sk(X) — Sk_l(X)
o — Z(—l)zal
=0

Fiir den Randoperator gilt 9,_1 o 9, = 0.



Beispiel Fiir einen 2-Simplex auf dem Torus gilt:

Definition Als singulérer Kettenkomplex von X wird die Folge

Ok11

[ = St (X) 25 S(X) B Sp_1(X) = - — So(X)]

bezeichnet.

Definition Hy(X) := Hp(Se.(X),ds) = ker(0y)/Im(0k11) heiBt die Homologiegruppe von
k-Zykeln.

Funktoriell gilt f: X — Y stetig = f. = fur : He(X) — Hp(Y)
es gilt f: X — Y stetig induziert (Se(X), ds) ELY (Se(Y), D)

Definition Abbildungen f: X — Y und g : X — Y heiflen homotopie invariant, wenn
es eine stetige Abbildung H : X x I — Y gibt mit H(e,0) = f und H(e,1) = g.

Satz Fir f ~ g = fu = g, k € Ny

tatséchlich sind f und g Kettenhomotop., es gilt alsofy — gr = dxr1hx + hi_10k.

Fiir die Berechnung der Homologiegruppen kann oft der Satz von Mayer-Vietoris benutzt
werden.
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Satz Ser X = U UV ein topologischer Raum mit U,V C X offen. Dann existiert eine
lange exakte Folge von Homologiegruppen

ch —> H].H_l(X) Jk—+>1 Hk(U N V) — Hk(U) D Hk(V) — Hk(X) 64 Hk_l(Uﬂ V) — ...

Beispiel

Z firq=0
0 sonst
Hy(S) =ZaZ
Sei F, =7 ,T, wobei T' der Torus ist. Dann gilt fA%r die Homologiegruppe:
Z  firqg=0,2
H(F) =(7Z% firqg=1

0 sonst.
Die Schnittzahl gibt an, wie oft sich Kurven auf Oberflachen schneiden. Fiir X = F} ist
sie gegeben durch
Hy(X) x Hy(X) = Z,(a, f) = a3

Wir wollen die Schnittzahl als eine Abbildung H;(X) x Hy(X) — Z zwischen zwei 1-
Zirkeln auf einer Flache X berechnen, diese ist jedoch im allgemeinen nicht so leicht zu
definieren.

Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X séhe die Gleichung dann entsprechend aus:
Hy (X)X Hy (X)) = Hy (X)), 0, B> a- 8= (-1)"8 -«
Beispiel
dim X =3: Hy(X)
dim X =10 : H7(X)
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Ziele dieser Vorlesung:
Dualitét
Einfithrung der Kohomologie fiir allgemeine topologische Raume

kontravarianter Funktor

L

Definition des Cup-Produkts
U: HX) x HY(X) = H"(X), (o, B) = a U B
wobei gilt

(a+d)UB=aUf+a'Up
(@Up)Uy=aU(BUy)
aUp=(-1)k-l1fUa.

5. Der graded kommutative Ring H*(X) = & H*(X;)

6. Poincare Dualitdt: Sei X eine kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, dann gibt es
eine Abbildung P : H*(X) = H, (X).



Vorlesung vom 19.04.2018, ETEXvon Peter Lang

1. Homologie und Raumpaare

Definition (1.1)
Ein Raumpaar ist ein Paar (X, A) zusammen mit einem Morphismus i : A — X.

Daraus definiert man die relativen Homologiegruppen.

Hi(X,A) mit £k =0,1,2...

Bemerkung

Dies ist funktoriell, d.h. f: (X, A) = (Y, B) ~ f.: H(X,A) — H,(Y,B); Vk =0,1,2...
Elemente von Hy(X,A) werden durch rel k-Zykel reprisentiert, d.h. eine k-Kette mit

Rand in A.
Niitzlich bei Vergleich von Homologien Hy(X) und Hy(A).

Definition (1.2)

(X, A) Raumpaar und ¢ : A — X.

i.:S(A) — S(X) die zugehorige Abbildung der singuldren Kettenkomplexe.
Definiere den relativen singuldren Kettenkomplex wie folgt:

S(X,A) Y S, dh. bilde fiir jedes k = 0,1,2... die Faktorgruppe.

Wir erhalten dann eine Abbildung: 6y : Sk(X, A) = Sk_1(X, A) induziert von den Diffe-
rentialen.
~ (S(X,A),d) Komplex der relativen k-Ketten.

def

Definiere weiter die Homologie dieses Komplexes: Hy (X, A) = Hi(S (X, A),0)
Man erhélt folgendes Diagramm:

C—— S(A) —— Sp(4) —— -

e Si(X) —— Sk (X)) —— -

c— Sp(X,A) —— S (XA —— -




Das heiit 0 — S (A) — S(X) — S(X,A) — 0 ist eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen.

Wir wollen eine Abbildung: H(X)zH,(X) — Z. Dazu betrachte n-dimensionale Mannig-
faltigkeit X: H,_r(X)axH,_(X) = H,__1(X), wobei (a, 8) = af = (=1)*pa

Bemerkung (1.3)
Dualitit:

Hi(X) x Hi(X) = Z

Hy(X) = Hom(Hy(X), Z) = Hy(X)*

Hy o(X) x Hy(X) > Z

Wir haben Isomorphismus H,,_;(X) = Hy(X)* nach dem Dualitétsprinzip.

Wir werden spéter fiir Kohomologie das Cup-Produkt definieren, welches eine Erweiterung
des Dualitatsprinzip darstellt und die Kohomologie zu einem graduierten, kommutativen
Ring macht. H x (X) = @,—, H*(X)

Theorem (Poincare-Dualitét 1.4)
X kompakte, orietierte Mfk. 3P : H*(X) — H,,_4(X) mit P Isomorphismus.

Theorem (1.5)
Sei0 > A — B. — C — 0 ein kurze exakte Sequenz von Komplexen.

So erhilt man eine lange exakte Sequenz in der Homologie:
.. = Hi(A) —» Hi(B) = Hi(C) = Hip—1(A) — ...

Beweis
Der Beweis funktioniert iiber Diagrammjagd. Hierbei betrachten wir uns folgendes Dia-
gramm:



e Ay —— A —— Ap g ——— -

+——— By — By — Bp_y — -

—— Cy —— Cypg —— Chg —— -

0 0 0

Wir wihlen ein ¢ € ker(Cy, — Cy_1), dann existiert ein b € By, weil die Abbildung
surjektiv ist nach Voraussetzung. Dieses ¢ wird auf ein b’ € Bj,_; geschickt. Weiter gilt fiir
das Bild von ¥', dass es 0 ist in Bj,_5 aufgrund der Exaktheit der Sequenz. Daher existiert
nun ein Zykel a € Aj_;. Insgesamt also eine Abbildung v : Cx — Ax_1 mit ¢ — a. Dies
induziert eine wohldefinierte Abbildung ¢ : Hi(C') — Hy_1(A).

Diese Abbildung wird auch Verbindungshomomorphismus genannt.

Bemerkung (1.6)
Ein bekannter Spezialfall ist folgendes Diagramm:

0 0
0 —— ker(a) > Ay Ay — coker(a) —— 0
0 — kerl(ﬂ) > By Byy — coker(f) —— 0
0 — k:erl(w) > O > Cr—y — coker(y) —— 0
0 0

Aus diesem erhalten wir dann die exakte Sequenz:
0 — ker(a) — ker(8) — ker(y) — coker(a) — coker(3) — coker(y) — 0.
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Anwendung
LEHS fiir Raumpaare:
wo = Hy(A) = Hi(X) = He(X, A) = Hy_1(A) — ...

Theorem

Ausschneidung[1.7] Sei (X, A) Raumpaar, U C A und U C A°. Dann induziert die Abbil-
dung j : (X \U,A\U) — (X, A) einen Isomorphismus der relativen Homologiegruppen
ot HW(X\U,A\U) — Hy(X, A)

Beispiel Sei (B,0B) der n-Ball und sein Rand als Raumpaar.

. > Hg(6B) — Hy(B) — Hy(B,dB) — Hy_1(0B) — ...

Wir kennen bereits die Homologiegruppen von B und 6B

Hi(B) =0 Vk > 0 Daraus erhalten wir dann: Hy(B,0B) = H,_1(0B) k>1
Und somit haben wir fA}lr die Homologiegruppen von dem Raumpaar folgendes:
H,(B,dB) =Z und Hy(B,dB) = 0 sonst.



Vorlesung vom 09.05.2018, BTpXvon Marina Schmidt
e Betrachte die Homologie von dem CW-Raum P = P*(R)

SOy Sy 89y oy ST

Definiere Cy := H, (S, 59 ") = Z,,, D Z,, mit ¢ : Cpyy — C,
Homologie von Paaren

0 — H,(S9) = H,(S%,589 ") — H, (ST — 0, Im(a) = Z(n, — s,),
N’

=C,

Daraus folgt, dass Im(a) = Z(n, — s,), und man bekommt:

Hey1 (S, 8) —= H,(S?) —— H,(89,87)

Ongy1=0s,41=F(ng—sq)

2 Homologie mit Koeffizienten

2.1 Motivierendes Beispiel

Betrachte die Oberfliche der Erde. Sie ist homotop zur S?, mit W : §? — R2,

v +— (t(v),p(v)) stetig. Dabei bezeichnet t(v) die Temperatur und p(v) den Luftdruck.

'Eis gibt antipodale Punkte, an denen das Wetter gleich ist.’
Angenommen, dies wére falsch, dann gilt: w(v) # w(—wv). Daraus folgt, dass
0:58% — St v % stetig ist. Also gilt o(—v) = —(v).

Satz (Borak-Ulam)
Wenn n > m ist, dann gibt es keine stetige Abbildung ¢ : S™ — S™ mit o(—v)
—p()Vovesn.
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Beweis
(Fiir m=1 und m=0 ist es trivial)
Angenommen, es existiert eine Abbildung ¢ : S — S1.

.y 7(P") — n(P!) s £ g1

A

7./27. 7z Pr—

mit A\ : P* — ST

Fiir a € ™, ¢(a) € S gilt: A(p(a)) = ¢(a), ¢(a) = A(p(—a)). Also ist ¢(a) = A(p(—a)) =
A(p(a)) = p(a). Dies ist ein Widerspruch.

Der Beweis funktioniert nicht so, wenn P! durch P, m > 2, ersetzt wird. O]

2.2 H.(X,G)

Sei X ein topologischer Raum und G eine abelsche Gruppe (z.B. G = Z,Z/nZ,Q, ...).
Singulédre k-Kette in X mit Koeffizienten in G:
Element von S, (X,G): X n;o;, 0;: Ay — X, n; € G (vorher hatten wir n; € Z)

endlich

Anders gesagt: Si(X,G) = G @z Sp(X), z.B. Sp(X) = Sk(X,Z). Dies induziert eine
Randabbildung 1 ® dy, : Sp(X,G) — Sp_1(X, G), Xn;o; — 3n;0x0;.

Beispiel G =Z/2Z:1=-1,2=0
Sk(X,7/27): Koeflizienten 0,1, man kann alle Vorzeichen vergessen
Ketten-Komplex (Se(X,G), 1 ® ds)

Definition Hy(X,G) := Hy(S.(X,G), 1 ® 0) Homologie mit Koeffizienten in G
Eigenschaften von H(X, G):
0) Ho(X,Z) = Ho(X)
1) Hi(—,G) : X — Hp(X,G) ist ein Funktor Top — Ab;
(X—Y) = f. s H(X,G) — Hy(Y, Q)

2) Wenn f,g : X — Y homotopiedquivalent (f ~ g, X X Ii)Y, H(-,0) = f,
H(—,1)=g), dann f. = g, : Hy(X,G) — Hi(Y,G)

3) Mayer-Vietoris gilt wie vorher, relative Gruppe Hy(X, A; G)

4)
G i=0
Hi t,G — ’
(vt &) {0 i 0.
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Daraus folgt, dass:

1)
G k=0,n,
0 sonst.

Hi(S",G) = {
Hk+1(Bn+1,6Bn+1; G) = Hk(SnvG)a

G k=n,

0 sonst.

H(B",0B™ G)) = {

2) CW-Komplex: X ¢ XU ¢ X@ ¢ ... € X. Zelluldrer Ketten-Komplex Cy(X) =
Hy (X©®, X6 1) Cy(X,G) = Hy(X®, XD, Q) = G @z Co(X)
Dann: Hy(X; G) ~ H,(Co(X, G), ds)

Wir betrachten wieder P™!
CoP: 2 — 7 — ... 57-57-257)
In Z /27 gilt 2 = 0. Aufierdem ist: P° C P* C ... C P™.
Co(P*,2/27)  |2.)22—7./22.-257,)22-"> ... ~57,/22.-257./27
Dann gilt: Hy(X;G) ~ Hp(Co(X, G), d,).
= Hy(P",Z/27) = 7./27 fiir k = 0,1,2, ....n

NB: Hy(P",Z) = 0, Hy(P", 7) ®7, Z,/27 = 0

2.3 Anwendung

Wir betrachten die Abbildung P? — S2.
v :P? — 8% p— v(p) = c konstante Abbildung, P? > P! O PY,
p:P? — P?/P! = 52,
Sind v und p homotop zueinander?
Betrachte die induzierte in Homologie: p, : Hao(P) — Ho(S?)
-0 =Z

H,(P*) — H,(S?), Z/2Z — 0

Hy(P?) "5 Ho(S?) 7. = ps
—z =z
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Jetzt sehen wir uns folgendes an: H.(—,Z/27)!

ps : Ho(P?7,/27) — Hy(S?,7./27)

H,(P? Z/27) — H\(S?),7Z/27), Ho(P* Z/27) — Ho(S* 7./27)
ps : Ho(P? 7/27)) — Hy(S?),7.)27), 7.)27.-"+7/27

Yo 12 Hy(P? Z)27) — Ho(S?)

Da p, # . ist, gilt: p~~.
htp

2.4 Smith-Theorie

Betrachte die Abbildung p: Y 25X, d.h. S»2Lpn,
G(Y/X) = () zyklisch von Ordnung 2 mit o« : Y — Y.

tr: Sp(X,Z/27) — Sp(Y,Z)27), (¢ : Ay —> X) — (0 + ao)
Py SK(Y, Z/27) — Sp(X,Z)27), 0 — p- 0

0 — Sk(X,Z/)2Z) — Sp(Y,Z/27) — Si(X,Z/27Z) — 0

ist eine exakte Sequenz.
~ kurze exakte Sequenz von Komplexen:

0 — Se(X,Z)27) — So(Y,Z/27) — Se(X,Z/27) — 0
lange exakte Sequenz in Z /27 Homologie
. — Hy(X,2/22) — H,(Y,2/272) — H,(X,Z/2Z) — H, 1(Y,Z/2Z) — ...
Se(X,Z/27) — So(Y,Z/27) — Se(X,Z/2Z) — 0
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exakte Sequenz von Komplexen mit

Y & Y Y
\ / / )
X Ap—~+X

Daraus folgt:

e Hy (X, 2)22) 25 H (X, 2)22) 5 H (Y, 2)22) 2 H (X, 2)22) 20

o — H, (X, Z)27) — ...
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Vorlesung vom 16.05.2018, ETEXvon Janine Scholtes

3.4 Wiederholung und Vorbereitung
Wir kennen bereits die Abbildungen

p:Y 2L X

und

NS

X

und die exakte Sequenz

0S4(X,Z/27) -5 So(Y,Z/2Z) 25 Su(X,Z,)27)0 — 0(0 : AuX) — G + 6.

P

A.?X

Daraus erhalten wir eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen:

oo Ho (X, 2)27) ™ H, (X, 2/22) == H, (Y, Z)2Z) 25 H,(X,2/2Z) % H, (X, Z/2Z). ..

Wir definieren die antipodale Abbildung, die wir spéter fiir den Satz von Borsuk-Ulam
bendtigen:

p: St EL P a:S"S" v —vX =P*R), Y =5"
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050 H (P, Z/2Z) S Ho(SMZ)2Z) S H(P,Z/2Z) °% H,_\(P",Z/2Z) — H,_1(S™) —
I I I
7./27) — 7./27.) 0

7)27 i=0,...,n
0 sonst

Hi(P",Z/27) = {

Dies gilt, da folgende Isomorphie gegeben ist:

H, (B", Z/22)— Hy 1 (P", Z/2Z)

Setzen wir diesen Vorgang fort, so erhalten wir:

Ho(P", 2,/22)— Hy 1 (P, Z/22) = Ho (P, 2/2L) = ...~ H\ (P, Z,/2Z) = Ho(P", Z/2Z).
n n—1 2 1 N\ — e’

677.—2

=7./27.

3.5 Das Borsuk-Ulam Theorem

Positive Formulierung: Sei n > m. Ist f : S — R™ eine stetige Abbildung, so gibt
esein v € S™ mit f(v) = f(—v).

Negative Formulierung: Sei n >
die antipodentreu ist, d.h. —p(v) =

m. Es gibt keine stetige Abbildung ¢ : S* — S™,
p(—v).

Dazu nehmen wir an, die positive Formulierung gelte nicht, also f(v) # f(—v) Vv € S™.

Nun betrachten wir die Abbildung ¢ : ™ — S™ : v %

Beweis Angenommen, es géibe ein solches . Dann erhalten wir das folgende kommutative
Diagramm:

2:1L L2:1
I

P ——Pm™
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Nun schauen wir uns dieses kommutative Diagramm an:

H,(S",2,)27) —*~ H,, (5™, 7./27)

try ] = T try

H,,(P",2/27) —~ H,,(P™, 7,/2Z)

H, (P, 2/27) — > Hyy (P, 2,/27) — ... — H,(P", Z.,/27,) — Ho(P", Z,/27)

<v. = |+ |+

H,o(P™, 7.)27) —°> Hppyy (P, Z,)27) — ... — H,(P™, Z/27) — Ho(P™, Z./27)

1R
1R

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass es ein solches ¢ gibt. Somit ist die Aussage
des Satzes gezeigt.

3.6 Schinken-Sandwich Theorem

Abbildung 3: Schinken-Sandwich

Unser Ziel ist es nun, das Sandwich in zwei gleich grofie Teile zu schneiden. Dieses Problem
lasst sich natiirlich fiir alle kompakten Teilmengen eines beliebigen Raumes verallgemei-
nern:

Im Raum kann man eine Ebene finden, sodass die Mittelpunkte der drei Kugeln in ihr
liegen, um diese in gleich grofie Halbkugeln zu teilen. Aber im R? ist dies nicht immer
gegeben.
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Abbildung 4: Kompakte Teilmengen des R3

Theorem 3.1 Scien A, Ay, ..., A, CR", m < n, messbare Teilmengen. Dann gibt es
eine Hyperebene H C R™, sodass gilt: n(A; N Hy) = p(A; N H_).

Dazu seien H mit H, und H_ wie folgt definiert:

Hleal—ﬁzo
Hy: Yo, — >0
H_ Yo, — <0

(~ Steinhaus-Banach, 1938)

Die folgenden beiden Abbildungen stellen Beispiele des Theorems dar, um dieses anschau-
lich darzustellen:

In dieser Abbildung sieht man, wie sich die Ebene, die den Mittelpunkt der Kugel enthélt,
mit einer anderen Ebene schneidet.

R?x {1} - R?

e

52

Diese Abbildung zeigt wieder die Ebene, die den Mittelpunkt der Kugel enthélt. Diesmal
liegt sie jedoch parallel zu der anderen Ebene.
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Abbildung 5: Kompakte Teilmengen des R?

Aby. Ay CRYx {1} e

e

Sn

Dann erhalten wir folgende Familie von Abbildungen:

fi:S"—>R:vn—>u<{x€Ail(f)-v20}>f:5"—>Rm:vr—>(fl(v),...,fm(v))

Nach Borsuk-Ulam gilt: Jv mit f(v) = f(—v).
H = vt NR" x {1} ist eine Hyperebene in R™, die es tut.
3.7 Igelsatz

Definition
Ein Vektorraum auf der Sphire ist eine stetige Abbildung v : 8" — R"" : 2 — v(x)
mit der Eigenschaft v(x) L x.
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Abbildung 6: Hyperebene H mit H, und H_

Abbildung 7: Ebenenschnitt

Theorem 3.2 Ist n € N gerade, enthdlt jeder Vektorraum auf S™ ein Nullelement; 3x €
S":v(x) =0.

Beweis Angenommen, es giibe einen Vektorraum v : §" — R mit v(z) # 0 Vo € S™.
Dann erhalten wir eine Abbildung

f:8"—=5" 1z~ v(z) r L v(r)= f(z).

Daher gilt fiir alle x € S™: = # f(z) und —x # f(x). Also existiert keine solche stetige
Abbildung.

Theorem 3.3 Es gibt keine stetige Abbildung f : S™ — S™ mit f(z) # Fx V.

Beweis Wir nehmen an, wir hétten ein solches f.

(1—t)z +tf(z)
11 =)z +tf ()]
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Abbildung 8: Parallele Ebenen

Abbildung 9: Vektorraum auf der Sphére

Ist (1 —t)z + f(z) = 0, so gilt |1 —t||z] = [t]|f(x)] und |1 —¢t] = [t], t = 3, aber
r+ f(x) #£0Ve e S™

Also gilt: (1 —¢)x +tf(z) #0Vz € S™, Vt € [0,1]

F(z,0) = z,F(x,1) = f(z), also ist F' eine Homotopie zwischen id : S — S™ und
f:8" — 5™

Nun betrachten wir die Abbildung G(z,t) := % Mit der gleichen Begriindung

wie oben erhalten wir: —(1 — t)z + tf(z) # 0 Vo € S",t € [0,1] und G(z,0) = —=x,
G(z,1) = f(x).

Also bildet G eine Homotopie zwischen f und o : S — S™ : x — —x.
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.. F .d@d
id ~ f~a,

daher gilt deg id = deg «

deg, : H,(S™) — H,(S™) : m— degyp-m
N—— N——

=7 =7

~ 1= (=1)""1 = —1 fiir n gerade. Widerspruch!

4 Kohomologie

Wiederholdung, was wir getan haben, um Hy(X, A, G) zu erhalten:
1. Beginne mit einem Kettenkomplex C,, S¢(X, A).

2. Verwende einen Funktor — ®z G : Cy ®7 G, So(X, A) @7 G = S.(X, A, G)
3. Bilde die Homologiegruppen Hy(Cs ®7 G), Hp(Se(X, A, G)) =: Hi(X, A, G).

Nun werden wir sehen, was passiert, wenn wir Schritt 2 verdndern. Anstatt uns auf —®;,G
zu beziehen, verwenden wir lieber Homy(—, G).
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