Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer
Funktionenkorper.

G. Herglotz zum 60. Geburtstag gewidmet.

Von MAX DEURING.

Einleitung.

1. In einer Reihe von Arbeiten hat H. Hasse die Theorie der
Multiplikation der elliptischen Funktionen auf algebraischem Wege ent-
wickelt!). Das Ziel, das er dabei vornehmlich verfolgte, war die Rie-
mannsche Vermutung fiir die Kongruenzzetafunktionen vom Geschlechte 1,
oder was auf das gleiche hinauslauft, die folgende Behauptung iiber die
Losungsanzahl elliptischer Kongruenzen zu beweisen: Kose: ein elliptischer
Funktionenkorper iiber dem Galoisfeld ky von q = p’ Elementen (p Prim-
zahl). Die Anzahl der Primdivisoren ersten Grades von Ko oder auch,
unter f(x, y) = 0 eine definierende Gleichung von K, verstanden, die
Anzahl der in ko gelegenen Liosungen dieser Gleichung, vermehrt wm die
Anzahl der im Nenner von x oder y aufgehenden Primideale ersten Grades,
ist gleich der Norm des Multiplikators m—1 von K, wo m der Multi-
plikator z— 29 ist®). Es scheint der Aufmerksamkeit der Mathematiker,
die sich mit diesen Fragen beschaftigen, entgangen zu sein, daf dieser
Satz iiber Kongruenzen vom Geschlechte 1 schon Gauss, wenigstens in
dem Sonderfall der lemniskatischen Funktionen, bekannt gewesen ist.
Denn nichts anderes sagt die letzte Eintragung im GauBischen Tagebuch
aus, die folgendermafen lautet:

Observatio per inductionem facta gravissima theoriam residuorum

) H. Hassg, Beweis des Analogons der Riemannschen Vermutung fiir die Artin-
schen und F. X. Schmidtschen Kongruenzzetafunktionen in gewissen elliptischen Fallen,
Nachr. Ges. d. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. K1, 1933, S.253—262; 2. Abstrakte Be-
grindung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funktionen-
korpern, Abh. Math. Semin. Hamburg. Univ. 10, 8. 325—348 (1934); 3. Zur Theorie der
abstrakten elliptischen Funktionenkorper, I. Joumn. f. d. r. u. ang. Math. 175, S. 55—62,
1L, 8. 6988, IIL 8. 193—208 (1936). Eine einfachere Theorie in M. DevRING, Arith-
metische Theorie der Korrespondenzen algebraischer Funktionenkorper, I Journ. f. d. r.
n. ang Math. 177, 8. 161—191 (1937), IL. 183, S. 25--36 (1941).

2) Siehe H. Hasse'), 3; 1. 8. 206.
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biquadraticorum cum functionibus lemniscaticis elegantissime nectens,
Puta 8i a+ b7 est numerus primus, a —14-bs per 2+ 2i divisibilis,
multitudo omnium solutionum congruentiae

1 =zx+yy+xzyy (mod a+ b3)
inclusis
r == 0, y = =1 x = 41, y = x
fit
= (@ — 1)+ bb.
1814 Iul. 9,

Fir N(a+bé) < 100 ist dies von R. DEDEKIND nachgepriift worden
und R. FrICKE hat darauf hingewiesen, daf zwischen

z = ginlemn « und y = coslemn »
gerade die Gleichung

1 = x'+y’+x’y’

besteht®). SchlieBlich hat aber G. HErRGLOTZ die GauBsche Behauptung
bewiesen*); seine Methode, die Teilung der elliptischen Funktionen durch
#—1=a—1+bi zu verwenden, ist im Grunde die gleiche, die
H. Hasse in seiner ersten Arbeit iiber die Riemannsche Vermutung
benutzte®),

2. In den bisherigen Arbeiten fiber die Multiplikation der elliptischen
Funktionen ist kaum n#her untersucht worden, was fiir Multiplikatoren-
ringe R elliptischer Funktionenkdrper K moglich sind. Fiir die Charak-
teristik © ist das natiirlich bekannt und ergibt sich in einfachster Weise
aus der Auffassung der elliptischen Funktionen als doppeltperiodische
Funktionen: R ist entweder der Ring I' der ganzen rationalen Zahlen
oder eine Ordnung in einem imagindren quadratischen Zahlkorper und alle
diese Ringe kommen tatséchlich als Multiplikatorenringe vor. H.Hassk
entdeckte, daB es fiir Primzahlcharakteristik noch eine dritte Moglichkeit
gibt: R kann dann auch eine Ordnung in einer definiten Quaternionen-
algebra sein. Ich habe dann genauer gezeigt, daB die Verzweigungs-
stellen dieser Algebra oo und p sind®). Wir wollen diese Algebra mit

%) Vgl. Gauss’ Werke X, 1. Abt., 8. 571/572.

) G. HErGLOTZ, Zur letzten Eintragung im GauBschen Tagebuch, Ber. d. Math.-
Phys. KL d. Sachs. Ak, d. Wiss. Leipzig 73, 8. 271—276 (1921).

% H. Hassg"), 1., S. 258/259.

%) M. Deuring!) IL., insbesondere § 5, 6.
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Qz.p bezeichnen. Es war aber bisher nicht bekannt, ob bei gegebener
Primzahlcharakteristik p alle drei Falle, namlich

1. R=1T, 2. R eine vorgegebene Ordnung in einem vorgegebenen
imagindren quadratischen Zahlkorper und 3. R eine vorgegebene Ordnung
in @=,p, moglich sind oder ob noch weitere Einschrinkungen gemacht
werden miissen. Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB erstens im
Falle 2. die Primzahl p in dem quadratischen Zahlkorper in zwei ver-
schiedene Primideale zerfallen und der Fithrer von R zu p teilerfremd
sein muf und zweitens, daf im Falle 3. R eine Mazximalordnung von

Q=,p sein muB. Aber alle dermaBen gekennzeichneten Typen von R
kommen wirklich vor.

3. Der Typus eines elliptischen Funktionenkérpers K kann durch
die Invariante j gekennzeichnet werden, die fiir die Charakteristik 0
einfach die absolute Invariante aus der Theorie der Modulfunktionen
ist, fiir p 4 2 aus der Legendreschen Normalform sich ebenso erklaren
lifit wie fiir die Charakteristik 0, aber fiir p = 2 auf eine andere Weise
eingefithrt werden muf”).

Es ist bekannt, daf fir die Charakteristik 0 die elliptischén
Karper K mit komplexem R algebraische Zahlen j als Invarianten haben.
Und zwar gibt. es, wenn /. die Klassenzahl von R ist, genau » ver-
schiedene Invarianten j mit R als zugehorigem Multiplikatorenring; diese
I Werte von j sind konjugierte ganze algebraische Zahlen.

Fiir Primzahlcharakteristik p gilt etwas ganz Entsprechendes: R sei
eine vorgegebene Ordnung in einem vorgegebenen imaginiren quadratischen
Zahlkorper, in dem p in zwei verschiedene Primideale zerfallt. Es gibt
genau so viel verschiedene Invarianten j, zu denen der Multiplikator-
ring R gehort, wie die Klassenzahl % von R betragt; alle diese J sind
absolut algebraisch (algebraisch iilber dem Primkorper). Wenn S der
Exponent der Idealklasse von R ist, der einem der beiden in p auf-
gehenden Primideale von R angehort, so haben die j den Absolutgrad
(Grad uber dem Primkorper) f, sie zerfallen also in %/f Gruppen von
je ./ untereinander konjugierten.

Wenn aber R eine vorgegebene Maximalordnung in Qw,, ist, in
der der Primteiler von » Hauptideal ist, so gibt es genau eine Invariante Iy
zu der dieser Multiplikatorenring gehort, sie ist absolut rational. Ist
der Primteiler von p kein Hauptideal, so gibt es zwei konjugierte
Invarianten vom Absolutgrad 2 zu diesem Multiplikatorenring. Die Anzaht
der j, zu denen eine Maximalordnung von Qw,, als Multiplikatorenring
gehort, ist gleich der Klassenzahl von Qu 5.

) M. Deoring, Invarianten und Normalformen elliptischer Funktionenkorper.
Math. Zeitschr. 47, 47—56 (1941).
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Die Klassenzahl % ist gleich 1 fiir p = 2 und p = 3, weiter ist®)

1’%-1- fir p = 1 mod 12,

p—>n s =

Mhiyﬁ_‘_l fiir p = 5 mod 12,
h = 7

» e 41 fiir p = 7 mod 12,

pT_il_l_._{.Q fiir P =11 mod 12.

Ebenso grof ist mithin die Anzahl der ; mit nichtkommutativem R.
Wir werden zeigen, daB R genau dann richtkommutativ ist, wenn es
in K keine Divisorenklassen vom Exponenten p gibt (wenn also der
Fall ¢ = 2 vorliegt?)). Nach H. Hasse'®) tritt das genau dann ein.
wenn eine gewisse Invariante 4, fiir die er den Ausdruck

p—1
A4 % P(j) fir p= 1 mod 12,

i
ge 4 % P(j) fiir p= 5 mod 12,

4 = P
gs4 ¥ P(j) firp= 7 mod 12,

-1
9295 4 2 P(j) fir p=11 mod 12

angibt, gleich 0 wird, ¢, und g, sind dabei die Koeffizienten einer
definierenden Gleichung

Vv=42*—gpr—g
der WeierstraBschen Normalform von K, .7 ist die Diskriminante
A= g—21g%

und P(j) bedeutet ein Polynom der Invariante j, von dem wenigstens
feststand, daf sein Grad hochstens gleich dem Exponenten der daneben-

%) Nach M. Excurer, Uber die Idealklassenzahl total definiter Quaternionen-
algebren, Math. Zeitschr. 43, S.102—109 (1937).

% M. Deurwvg ), 1L § 5, 6.

1) H. HassE, Existenz separabler zyklischer unverzweigter Erweiterungskérper

vom Primzahlgrade p iiber elliptischen Funktionenkdrpern der Charakteristik p, Journ.
f. r. u. ang. Math, 172, 8. 77—85 (1934), § 1.
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stehenden Potenz von A ist. Vergleichen wir mit der Klassenzahl, so
erkennen wir, daB diese Gradzahl, wie von HasstE vermutet, genau ist,
auBerdem, daB P(j) keine Doppelwurzeln hat. Die Wurzeln von P(j)
sind die Invariantenwerte mit nichtkommutativem Multiplikatorenringen,
den einzelnen Typen von Maximalordnungen von Qw,, zugeordnet, wozu
im Falle p =5 mod 12 j =0, im Falle p =17 mod 12 j = 2° 3% und
im Falle p = 11 mod12 j = 0 und j = 2°3% kommen. Fiir p = 2 und 3
ist ) = 0 die Invariante mit mchtkommutatlvem Multiplikatorenring.

Die Invariante A kann ibrigens mit der von Hasse und Wirr!')
gegebenen Definition ohne weiteres explizit ausgerechnet werden; wir
erhalten, je nachdem wir die Weierstrasche oder die Legendresche
Normalform zugrunde legen, die folgenden beiden Ausdriicke fiir A4:

a)

p-1_ p=b pB

"3

Lo, () tir p= 5mod 12,

et SN o S e p—1 ]
(—1) ¢ 371 4 m A-é-—)!m,,(J) fiir p= 1mod 12,
92 (_1)”“T3 RO AT g [ * ; L)

4= ps_pi 1
P(—1) ¢ 3 & 4 B g, r )!w,-,(j) fiir p= 7 mod 12,
-3 _p-11 p-11 p—
21 ¢ 5+ a1 (250, () tie p=11mon 1,
wo
(7] (——‘;‘. (1—~—26 3%. ;71
mﬂ(7)=] 1 : p—1 ' p—1 '
) (P g 1
0zi< 2. (2:).( 1 32)‘( 4 +z)‘
fir p=1 mod 4
und
4\ 6,28, —1yi
(2] — gy (1 —28.3% 7
00) =i X — 1
vares, @i+ DI L i)l (2D 4!
fir p = —1 mod 4;
p—1
1 g (1
b) A= (—1) 2 Z( 2 ))J tir p > 3;
i=0 7

W) H.Hasse und E. Wrrr, Zyklische unverzweigte Erweiterungskirper vom
Primzahlgrade p ttber einem algebraischen Funktionenktrper der Charakteristik p,
Mh. Math. Phys. 43, S. 477—492 (1936).
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dabei ist 4 eine der sechs Wurzeln von

. (1—2(1—2)
J = 28 ¢ T‘E(T:Z)—i‘* .

Die Form a) eignet sich auch zur numerischen Berechnung der
aSupersingulidren“ Invarianten (mit nichtkommutativem R) fiir kleine
Werte von p.

4. Es ist leicht einzusehen, daf fir Primzahlcharakteristik jeder
elliptische Korper mit absolut algebraischer Invariante komplexe Multi-
plikatoren hat. Die p/ Elemente des Galoisfeldes G, verteilen sich

daher als Invarianten auf elliptische Korper mit komplexen R, und
wenn wir untersuchen, welchen Bedingungen diese R geniigen miissen,
so ergibt sich die folgende Klassenzahlrelation :
dn, p bezeichne digjenigen nicht durch p teilbaren Diskriminanten
definiler bindrer quadratischer Formen, deren zugehirige Hauptform die
natiirliche Zahl n eigenilich darstellt, und  (dy, p) die Klassenzall von dy p.
Dann gilt

2 hdy )+ t,= p,

wobei ¢, fir gerades f die unter 3 angegebene Klassenzahl von Q)
und fiir ungerades f das arithmetische Mittel von Klassen- und Typen-
zahl von Qw,j ist.

5. Um die obigen Ergebnisse herleiten zu kénnen, miissen wir von
elliptischen Korpern der Charakteristik 0 zu solchen von Primzahl-
charakteristik iibergehen konnen und umgekehrt. Dariiber gelten die
folgenden beiden allgemeinen Siitze:

1. Im Konstantenkorper k des elliptischen Funktionenkirpers K sei durch
eine Exponentenbewertung ein Primdivisor p gegeben. Dann und
nur dann, wenn die Invariante j von K p-ganz ist, gibt es eine
definierende Gleichung f(x, y) =0 von K, die auch modulo p
irreduzibel und vom Geschlechte 1 ist. Den Divisoren, Divisoren-
klassen und Multiplikutoren ron K kinnen dann bestimmte Divisoren,
Divisorenklassen und Multiplikaloren des Restklassenkirpers K von
K modulo p als ,Reste’ so zugeordnet werden, daf die Relationen
zwischen Elementen, Divisoren, Klassen. und Multiplikatoren bei der
Restklussenbildung evhalten bleiben.
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9. Wenn der Korper Ky der Primzahlcharakteristik p einen Multi-
plikator p hat, so lifit er sich durch Reduktion modulo einem Prim-
teiler p von p aus einem Kirper K, der Charakteristth 0 gewinnen,
von dessen Multiplikatoren einer modulo p in den vorgegebenen Mult:-
plikator p tibergeht.

Der zweite Satz enthilt die Methode von HERGLOTZ und Hasse
als Sonderfall.

Aus dem ersten Satz ergibt sich, wie sich ein elliptischer Korper K
der Charakteristik 0 mit komplexem R bei der Reduktion nach einem
im p aufgehenden Primideal p verh#lt — wir konnen den Konstanten-
korper von K als endlichen algebraischen Zahlkorper annehmen. R wird
bei dieser Reduktion auf einen Teil des Multiplikatorenringes R des Rest-
klassenkorpers K von X mod p abgebildet. R ist aber im allgemeinen
grofer als R, Wenn p im Quotientenkdrper = von R in zwei ver-
schiedene Primideale zerfillt, so ist R diejenige Ordnung von 3, deren
Fiihrer der von p freie Bestandteil des Fihrers von R ist. Wemn p
in ¥ prim bleibt oder verzweigt ist, so ist R eine Maximalordnung
in Qw, P

Aus diesen Beziehungen kann die Klassenkorpertheorie von X her-
geleitet werden, worauf in einér spateren Arbeit genauer eingegangen
werden soll.

Da die Invariante j von K die p-Restklasse der Invariante j von
K ist, so folgt fiir jedes in 3 nicht voll zerlegte p, dafl ; modulo p
eihe der A supersinguliren Invarianten modulo p ist.

Hieraus ergeben sich neue bemerkenswerte Tatsachen iiber die,
Zerlegung von Primzahlen in gewissen algebraischen Zahlkorpern, die
in einer spiiteren Arbeit untersucht werden sollen. Nur den einfachsten
Fall wollen wir erwahnen: Da die supersingulire Invariante modulo 2
gleich O ist, so sind die Klasseninvarianten jeder Ordnung eines imagi-
niren quadratischen Zahlkorpers ungerade oder gerade (d. h. zu 2 teiler-
fremd oder nicht), je nachdem 2 in X voll zerlegt wird oder nicht.
Dieser Satz ist niamlich die Folgerung, die aus einem Satze von
H. \VEBER iiber die Funktion

ni ”( @ +71’) 7L 0
f(a)) = e-—7“¥iﬁ 72_,___&’ y (a)) — 8-12 H (1— 2ni)
7 (w) 1l
fiir
J (@) = (f("’)u_ 16)s

S (@)™
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zu ziehen ist. Jener Satz, den H. WEBER mittels der Kroneckerschen

Grenzformel bewies, lautet: Wenn o einen imaginiren quadratischen
1

Zahtkirper erzeugt, in dem 2 voll zerfillt, so ist f(w)2° eine Einheit').

§ 1. Die Teilkorper eines elliptischen Funktionenkdrpers.

1. K sei ein elliptischer Funktionenkérper mit dem algebraisch-
abgeschlossenen Konstantenkorper k. Wir erhalten eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung der Klassen nullten Grades C zu den Primdivisoren
von K, wenn wir, einen beliebigen Primdivisor » von K als Normierungs-
primdivisor zugrunde legend, der Klasse C den nach dem Riemann-Roch-
schen Satz eindeutig bestimmten Primdivisor p der Klasse oC zuordnen.
oder umgekehrt, dem Primdivisor o die Klasse von p/o. Wir wollen die
Klasse von p/o kurz mit [p] bezeichnen und die Gruppe der Klassen nullten
Grades additiv schreiben;

[Pl] + [pz] == [Pa]
bedeutet also einfach
L
I\

[ 0

‘Wir fithren nun nach H. Hassg!®) die Spiegelungs- und Translations-
automorphismen von K/k ein. g, und g, seien zwei (gleiche oder ver-
schiedene) Primdivisoren von K. Nach dem Riemann-Rochschen Satz
gibt es ein Element 2 mit dem genauen Nenner q; q.. K ist quadratisch

und separabel iiber k(z) (auch dann, wenn die Charakteristik von K
1

2 ist, weil die einzige inseparable quadratische Erweiterung % (z2) von
k(2) das Geschlecht 0 hat) und hat daher einen von der Identitit ver-
schiedenen Automorphismus o, o , der z fest liit und g, mit g, vertauscht.

Gq,,0, heiBt ein Spiegelungsautomorphismus von K. Vertauscht oy,
die beiden Primdivisoren p, und p,, so ist o, ,, = g 4, denn es gibt
ein Element «z 4 8 mit konstanten «, 8, dessen Nenner ¢, q; und dessen
Zahler p, ps ist, der Invariantenkdrper von gy, fallt also mit dem von
O, o, Zusammen. Ks geniigt daher die Spiegelungen ¢, , zu betrachten.

Da, unter p irgendeinen Primdivisor verstanden,

12y H, WEBER, Lehrbuch der Algebra, III, § 142, Die Normen der CKlassen-
invarianten.

13) H. Hassg, Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkorper, II. Journ.
f. d. r. u. ang. Math., 175, S. 69 —88 (1936), § 1.
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Divisor von k (2) équivalent zu 1 ist, so gilt

[p°9] = [q] —[p], insbesondere [p’>?] = —I[p],

woraus sich der Name Spiegelung erklart.
Fiirr den Automorphismus

To,q = 0Oo,0 Op,q

von K/k gilt
(1) [p7a] = [p"o0 "] = [q)—[p"*] = [p] + [q].

7, 4 heifit eine Translation von K.

2. Wir schlieBen jetzt an die Theorie der Multiplikatoren von K
an, wie sie in den beiden unter ') angegebenen Arbeiten von M. DEURING
entwickelt worden ist. Ein Multiplikator # von K kann einerseits als
eine homomorphe Abbildung [p] — u [p] der Gruppe der Klassen nullten
Grades in sich aufgefafit werden, andererseits als ein normierter Mero-
morphismus z—z* von K. Zur Normierung der Meromorphismen benutzen
wir den gleichen Primdivisor o wie in 1. zur Erklarung von [p]. Dann
gilt zur Bildung von x[p] die folgende Regel

(2) pIp] = [(Ngpnp) ]

Denn g wird dadurch auf die Klasse von p/o angewandt, daB erst die Norm
von p/o in Beziehung auf K# genommen und diese dann durch u—!
in K abgebildet wird.

Aus (2) folgt:

Die Primdivisoren v, fiir welche

rlpl = q

yilt, sind die Primteiler von q.

Die [p] mit w|p] =0 bilden eine Klassengruppe der Ordnung
Np/ly,, weil ja die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren in K eines
Primdivisors von K# gleich dem Grade Np dividiert durch den Inse-
parabilitatsgrad I,, von K/ K# ist®).

Eine Nebengruppe der Gruppe p[p] = 0 in der vollen Klassen-
gruppe besteht aus allen p mit w{p]=q fir ein festes q. Wenn
J[p) = 0 ist, so bleibt jeder Primdivisor q# von K# bei der Translation
7,,p fest, denn g ist die I,-te Potenz des Produktes der verschiedenen
Losungen ¢ von u[g] = [q], die von 7, nur untereinander vertauscht
werden. Daraus schliefien wir, daB jedes Element von K# bei 7, , fest
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bleibt, denn es gilt der folgende Hilfssatz von H. Hassg'®):

Ein Automorphismus v eines Funktionenkirpers K, der alle Konstanten
und alle Primdivisoren fest lift, ist die Identitiit.

Beweis: = kann jedes y aus X nur um einen konstanten Faktor ¢,
indern: y* = ¢, y. Fir konstante y ist £, = 1. Fiir nichtkonstantes y
haben wir

W+ = yraly+1) = y¥+1 = ey +1,

(eyr—e)y =1—¢gy1.

Da die rechte Seite der letzten Gleichung konstant ist, so muB &,11 =1,
d. h. y* =y sein, wie behauptet. .

Da die Anzahl der Translationen z, , mit u[p] = 0 gleich dem
Separabilititsgrad von K/K* ist, so haben wir den Satz:

K ist iiber Kt abelsch und die Galoisgruppe von K/ K* besteht aus
den Translationen ©,, mit p[p] = 0.

Insbesondere besteht fir einen natirlichen Multiplikator n die
Galoisgruppe von K/K" aus allen Translationen, deren Ordnung in n
aufgeht. Sie ist daher eine abelsche Gruppe vom Typus (n, n), wenn
die Charakteristik p nicht in » aufgeht und vom Typus (n/p/, n/p/,
pf—29), wenn pf die in n enthaltene Potenz von p ist; ¢ ist, nur vom
Korper K abhiingig, gleich 1 oder 2°).

3. Es sei jetzt K, ein beliebiger elliptischer Teilkorper von K mit
dem gleichen Konstantenkorper k. K ist iiber K, unverzweigt. Wir
zeigen, daf die Galoisgruppe von K/ Ky eine endliche Translationsgruppe
ist, so daff Ko durch die Angabe dieser Translationsgruppe und des Inse-
parabilititsgrades von K/ K, innerhalb K gekennzeichnet ist.

Wir konnen offenbar gleich annehmen, da K aber K, separabel
ist. K’ sei der von K iiber K, erzeugte Normalkorper. K’ ist unver-
zweigt iiber K und daher elliptisch. ¢ sei ein Automorphismus von
K'/K,. Zeigen wir, dafi ¢ eine Translation von K’ ist, so ist der
Beweis erbracht, weil sich dadurch K’ als abelsch iiber K, erweist und
daher mit K zusammenfillt. o sei ein Primdivisor von K’, o'® = o*.
¢ = gt ist ein Automorphismus von K "Ik, der o' fest 1aBt, also ein
fiir o’ normierter Meromorphismus von K’, der eine Einheit des Multi-
plikatorenringes von K’ darstellt. Fiir einen Primdivisor ¢ von XK' gilt

1A = [Ny e 01 = 10°).
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Gesetzt, es wire ¢ + 1. Dann gibe es eine Klasse [q'] mit

(1—¢Y[q'] = [0%], [q'1—[q"] = [v*],
9] = [0’ 1+ [0*] = [¢*"2o*] = [q"°).

o wire also eine Trigheitssubstitution von q' itber K,, was der Unver-
zweigtheit von K’/ K, widerspriche.

4. Wir wollen die Multiplikatoren eines elliptischen Teilkorpers K,
von K mit denen von K selbst in Beziehung setzen. Die Multiplikatoren
von K, sollen als Meromorphismen fiir die Norm o, von o in X, normiert
sein. o geht in o, auf.

@ sei ein Multiplikator von K. Fiir die Klassenbildung in K+
gilt die Kegel :
3) (p#] = [p]«.

Denn [p}*ist die Klasse von p#/o#, [p“] aber zufolge der eben fest-
gesetzten Normierung in K, = K# auch.

Hieraus leiten wir die folgende Darstellung der Translationen
von K* durch die von K ab

— g1
Tt g0 = M 7T, gne

Es gilt nimlich
[ Fo) = [pPo) = ol = (o + (g
= 1+ 1" = ",

. —1 —-
der Automorphismus = ottiqt B lr‘,

o von K*/k 188t daher alle Prim.
divisoren von K* fest und muf die Identitat sein.

K, sei irgendein elliptischer Teilkérper von K. Wir wollen unter-
suchen, unter welcher Bedingung das von einem Meromorphismus x von
K entworfene Bild XK' von K; in Ko enthalten ist und also einen Mero-
morphismus von K, liefert, der dann fiir o, normiert ist. Zu diesem
Zwecke berechnen wir die Galoisgruppe von K/ K4 aus der von K/K,.
Wir zeigen

To,; 18t genaw dann ein Automorphismus von K| K§', wenn, p{g] = q
geselzl, ©y q ein Automorphismus von K/ K, ist.

Beweis: Die Automorphismen von K/K, seien 7,,,---, 7, g
o bedente irgendeinen Primdivisor von X, und y irgendeinen Primdivisor
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vor K. Wir berechnen pZo,g. Den Ubergang von einer Klasse [p] zu

dem Primdivisor p wollen wir dadurch andeuten, daB wir die Klasse in
runde Klammern setzen: ([p}) = p. p ist die Norm eines Primdivisors p
von K nach K,, also

”0

po= 1] 9]+ ) 50,
i=1

Wir haben daher
71 ﬂa

o= [T o+ oo = IT o+t o,

=1

{{p*1+-[9%] sei die Norm des Primdivisors y; von K nach K4, also

(4] + 9] ~—[#H (lyd + [x]) I/‘]

[r1==0
Nach (2) gilt
s 9] = [p] + lgd.

Jetzt konnen wir ([p#] + qu‘])t"'é ausrechnen

@4 + lqeh®r = [T (o - 1 + ()™

nit]=0
— Ny (0 + 1)
= (u [y + w [x))"
= ((p] + [a] + o 2",

Und daraus folgt

H -+ lad -+ o [ &5

Damit pf; ot — p¢ wird, miissen offenbar die n, Klassen [qi+ g
bis auf die Reihenfolge mit den Klassen [q;] iibereinstimmen, und das
ist genan dann der Fall, wenn p[r] zu der Gruppe der [q] gehort, wie
‘behauptet.

Um K vollig festzulegen, miissen wir noch den Inseparabilitits-
grad von K/ K{’ angeben. Der ist aber das Produkt der Inseparabilitits-
grade von K iiber K* und itber K.
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Aus dem bewiesenen Satz folgt ohne weiteres, dafl, wenn
n == ny-I(K: Kp) der Grad von K iiber K, ist, K¢ in K, enthalten ist.

Ferner haben wir die folgende Antwort auf die oben gestellte
Frage, welche Multiplikatoren von K auch Multiplikatoren von K, seien:

p ist genaw dann ein Multiplikator von K,, wenn die Gruppe der
Klassen (g, welche den Automorphismen o, -+, To,q, ton K / Ky ent-
sprechen, durch w in sich abgebildet wird:

rlaid = [q].

Insbesondere ist das n,-fache jedes Multiplikators von K auch
Multiplikator von K,.

5. Wir zeigen jetzt, wie ein Multiplikator x von K, der zugleich
Multiplikator von K ist, als Homomorphismus der Klassengruppe von K,
aus seiner Wirkung auf die Klassen von K abgeleitet werden kann.
Es gilt einfach:

) w [Nux, ] = [Nz, (v [p])].
Beweis:
B 9 = [Nt Wiy D] = [V 0¥}
= (gt B W] = [N Vo]
= [Ny, (0 D],

6. Durch [p]—>[NK/KO pl wird die Klassengruppe von K homomorph

anf die von K, abgebildet; dabei gehen gerade die Klassen [p] in O itber;
Siir die v, zur Galoisgruppe von K/ K, gehort.

7. Aus dem vorstehenden folgt, daf die Multiplikatorenringe R
und R, von K und K, einen nichtleeren Durchschnitt haben. Es ist
aber nicht von vornherein klar, daB. fiir die Elemente dieses Durch-
schnittes die Rechenoperationen in R, mit denen in R iibereinstimmen.
Fiir die Multiplikation allerdings folgt es sofort aus der Definition des
Meromorphismenprodnktes. Fir die Addition beweisen wir es so:

Wy, Hg, ps seien drei Elemente des Durchschnittes von R und R,
deren in R genommene Summe O ist. Wir miissen zeigen, da8 auch
ihre Summe in R, gleich 0 ist. Zu p; gehort ein Primdivisor ersten
Grades P, des Doppelkorpers K K¢/K '*), und p, 4 ps + ps = 0 bedeutet
B, - By, Ppy ~ (09)° in KK?. In KK? ist der zu K, gehorige Doppel-

') M. DevriNG, Arithmetische Theorie der Korrespondenzen algebraischer
Funktionenkorper, II. § 5, 2. Journ. . d. r. u. ang. Math. 183, S. 25—36 (1941).
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korper K, K¢ enthalten, und zu u; als Meromorphismus von K, gehort
offenbar der Primdivisor von K, K¢/K,, in dem P, aufgeht, also die

Norm ‘.B“” von B, nach K, Kf. Die Norm von o® ist of. Aus der
Aquivalenz P, - B, - By, ~ (0%)® folgt also durch Normbildung die Zqui-
valenz

BO - PO PO ~ 07)7,

die aussagt, dal die Summe der p; als Meromorphismen von K, eben-
falls O ist.

§ 2. Die Multiplikatorenringe der Teilkorper.

1. Wieder sei wie in § 1 K ein elliptischer Korper mit algebraisch
abgeschlossenem Konstantenkorper k. Die Charakteristik von K sei p
(=0 oder # 0). Der Quotientenkdrper 3 des Multiplikatorenringes R
von K ist entweder der Korper P der rationalen Zahlen, ein imaginir-
quadratischer Zahlkorper oder die bei 1 und p verzweigte (definite)

Quaternionenalgebra Qw,, (was nur fir p + 0 moglich ist). R ist eine
Ordnung in 2,

Ahnlich wie den Elementen x von R die Teilkorper K lassen sich
auch den Linksidealen a von R elliptische Teilkorper von K zuordnen.

a sei ein Linksideal von R. Das Kompositum aller Korper K¢,
a =0 mod a, ist ein elliptischer Teilkorper von K, den wir mit Ke
bezeichnen. Wenn a = R« Hauptideal ist, so ist offenbar K2 — K*.
(Aus dem Additionstheorem schlieBen wir leicht, daB, wenn

a:(nal’ cey Rat)

gilt, K* das Kompositum der endlich vielen Korper K * ist.)

Die Galoisgruppe von K iiber K* ist als der Durchschnitt der Qalois-
gruppen von K iiber allen K% «=0 mod a, die Gruppe aller Trans-
lationen 7oy, alp] = 0.

Wenn a,==0 mod a ist, so gilt K C K*.

2. Der Multiplikatorenring von K* hat, wie wir in § 1 5. zeigten, den
gleichen Quotientenkorper > wie R. Daritber hinaus gilt aber:

Der Multiplikatorenring Ry von K®* = K, ist die Rechisordnung

von & n 3.

Beweis. Vorldufig beweisen wir nur, das R, die Rechtsordnung
von a umfaBt, daB R, auch nicht groBer ist, beweisen wir spater (9.).
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Wir erkldren, wie ein Element u, der Rechtsordnung von a auf
die Elemente von K, anzuwenden ist. Ein Element z von K, ist eine
rationale Funktion z = R(z, - - -, 2,") einiger Elemente 2{*aus Korpern

K*% a;=0 moda, z; aus K. Die e;pu, liegen in a und daher wird
durch

o= R (S, oy 2)

ein Element von K*® definiert. Es ist leicht einzusehen, daB z“° nicht
davon abhiingt, wie 2z durch Eleménte “ dargestellt wird, anders aus-
gedriickt, daf

R(S, .., ) =
ist, sobald

R, ooy ) =0

gilt: Es gibt eine natiirliche Zahl n, so daB nu, in R liegt. Aus

R(zf‘, cee, zf‘) =0
folgt dann

. e AN S (N7} R Y
0= R(4117 t 431) ¢ = Iﬁ(zl' by Zt' o)

und daraus

Y gy
Rz, ., 2,%) = 0,

Aus der Definition der Anwendung von p, auf K, ergibt sich unmittelbar,
daB u, ein Meromorbhismus von K, ist.

s . — A $ e : Ho — .
Ho ist filr o, = N kK, 0 normiert, d. h. es ist o} NK0 o 09, anders

ausgedriickt, o, geht in o{,‘° auf. Zum Beweis sei a irgendein Element
von a. o0y, o“und o%* sind durch o teilbar, folglich ist der durch o,
also durch o, teilbare Primdivisor des zwischen K, = K* und K%
gelegenen Korpers K34 gleich ofe.

In dem Fall, wo & ein Ideal mit maximalen Ordnungen ist, kann
der Multiplikatorenring von K® natiirlich nicht groBer sein als die Rechts-

ordnung von a, die noch nétige Erginzung des Beweises eriibrigt
sich dann,

3. Esist (K: K® = Na.

Wir beweisen diesen Satz zunichst nur fiir den Fall, da8 R maximal
ist und verschieben den allgemeinen Beweis auf 9.
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Die Linksordnung von a sei R,, die Rechtsordnung von a, also
der Multiplikatorenring von K2 sei R;. Wir wollen ein Ideal mit der
Linksordnung R; und der Rechtsordnung R; mit a;; bezeichnen und dem-
entsprechend a,; statt a schreiben. Es sei jetzt ay ein zu (K: K?)
teilerfremdes ganzes Linksideal von Rs, fiir das a;; a;;s — R; @ Haupt-
ideal ist'®). Wegen K* < K% ist (K: K®) =0 mod (K: K%, aus

(K: K3 =— Na= Naj-Nay

folgt also
Na;; = 0 (mod (K: K?),
es sei etwa
Na,, = t(K: Iéa).
Ebenso gilt

Nagg = ¢ (K22: K%i:%)
mit ganzem ¢. Da aber
Najs Nagg = Na = (K: K3) = (K: Kau) (Ki2: K31233)

ist, so muB ¢t =t = 1, (K: K® = Na sein, wie behauptet.

4. Wenn X die Quaternionenalgebra Qew,p ist, so ist B eine Maximal-
ordnung von 2.

Beweis. Fiir ein Linksideal a von R mit maximalen Ordnungen
ist der Multiplikatorenring von K, == K® maximal. Da in K, der zu
K isomorphe Teilkorper K¥2¢ enthalten ist, so geniigt es anzunehmen,
daB R mazimal ist und zu beweisen, daf alle elliptischen Teilkorper
von K ebenfalls maximale Multiplikatorenringe haben. Das werden wir
daraus schliefen, daB jeder elliptische Teilkdrper K, von K zu einem
Linksideal a von R gehort: K, = K® Das wiederum folgt daraus, daf
es ebenso viele elliptische Tellkﬁrper von K gibt, iiber denen K einen
vorgegebenen Grad n hat, wie ganze Linksideale von R mit der Norm n.
Wir zerlegen n in eine Potenz p/ der Charakteristik und ein dazu teiler-

remdes Primzahlpotenzprodukt n, = I]q{‘. Jedes ganze Linksideal
der Norm » von R ist der Durchschnitt von eindeutig bestimmten Links-

idealen der Normen p’, qlf , ¢o* - - -.. Die Anzahl der ganzen Linksideale
mit der Norm qi' ergibt sich leicht zu 1+ ¢,+ q?—'}— —}—qif", dagegen

%) Fiir kommutatives 3 ist das bekaunt. DaB es auch fiir @, , gilt, wurde
von NEnrkorN gezeigt: H. NEBRKORN, Uber absolute Idealklassengruppe und Ein-
heiten in algebraischen Zahlkorpern, diese Abh.9, S.318—334 (1933). Siehe auch
M. Druring, Algebren. Ergebn. der Math. IV, 1, 8. 106, Satz 27.
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gibt es nur ein ganzes Linksideal der Norm p’/. Folglich gibt es

[Ta+a+a+--+dh

ganze Linksideale der Norm .

Da es in K keine Divisorenklassen der Ordnung p gibt, so ist die
Galoisgruppe von K iiber einem Teilkorper K, mit (K : Ko) = n von der
Ordnung n, und K, ist die pf-te Potenz des Invariantenkorpers dieser
(aloisgruppe. Infolgedessen gibt es ebenso viele Korper K, wie Klassen-
gruppen n,-ter Ordnung in X, Da die Gruppe aller Klassen mit in 5,
aufgehender Ordnung das direkte Produkt zweier Zyklen. der Ordnung 1,
ist, so wird diese Anzahl gerade gleich

[Ta+a+d+ - +db
was zu beweisen war.

5. Die Gruppe &, der Klassen von K, deren Ordnung eine Potenz
der Primzahl ¢ ist, ist fir ¢+ p zu der additiven Gruppe der Rest-
klassen modulo 1 aller Paare (r,, »;) von rationalen Zahlen isomorph, deren
Nenner Potenzen von ¢ sind, fiir ¢ =p dagegen entweder zu der Gruppe
der Restklassen modulo 1 aller rationalen Zahlen, deren Nenner Potenzen
von p sind — Fall ¢ = 1, oder sie besteht nur aus der Klasse 0 = [o] —
Fall ¢ = 2.

Ist ¢ ¥ p, so wollen wir das der Klasse [p] zugeordnete Rest-
klassenpaar mit » [p] bezeichnen. Fiir einen Multiplikator e gilt

rulp] = r1p] 8, () mod 1,

wo S,(r) eine bestimmte ganzzahlige g¢-adische Matrix bezeichnet.
pr —> Sy (#) ist eine treue Darstellung von R'6).

Fir ¢ = p, 0 =1, nennen wir die [p] zugeordnete Restklasse #, {p].
Es wird dann

rip[pl = r Iyl s, (w) mod 1

mit einer ganzen p-adischen Zahl s,[un]. Wiedernm ist w—s,[p] eine
treue Darstellung von R.

Die Darstellung S, (#) oder s, (#) kann eindeutig zu einer treuen
Darstellung von X erweitert werden. Fiir Elemente p von R sind alle
Sy () und s, () ganz. Wir zeigen, daff umgekelrt das Element p rvon =

1) M. Drurixa, Arithmetische Theorie der Kcrrespondenzen algebraischer
Funktionenkarper, II, § 5, 6, Journ. {. 4. r.u. ang. Math. 183, §. 25—38 (1941).
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in R liegt, wenn alle Sy (u) ganz sind, und, falls p+ 0, auberdem p
p-ganz ist.

Beweis. n sei eine natirliche Zahl, fir die das n-fache von u
in R liegt. p selbst gehtrt zu R, wenn jeder Automorphismus, z, , von
K/K"* auch K** elementweise fest 148t und wenn auBerdem der Inse-
parabilitatsgrad I(K:K"*) in I(K:K"*) aufgeht. Das erste ergibt
sich so: Wir konnen annehmen, daB die Ordnung von 7, , eine Potenz
einer Primzahl ¢ ist. Fiir ¢  p wird nach § 12. n-7[p] =0 mod 1,
folglich

n-rulpl = n-r[p] S (W) = 0 mod 1

und fiir ¢ = p, ¢ =1, da s, (u) fiir p-ganzes u ganz ist,
n-n(pl=0modl, n-rplp]l=n-riplsp() = 0 mod1,

also ist nach §12. z;,, ein Automorphismus von K/Kn»~,

I(K:K"#)|I(K:K"") zeigen wir so: p/ sei die in n enthaltene
Potenz von p und p* die in Nu enthaltene. Es wird

I(K:K"®) = pf¢ und I(K:Kn#) = pfotd

aber 4 ist nicht negativ, da u p-ganz ist.

6. ® sei eine endliche Klassengruppe von K. 8, bedeute die
Untergruppe der Elemente von &, deren Ordnungen Potenzen der Prim-
zahl ¢ sind. Fiir ¢ 4 p bilden die rationalen g-adischen Matrizen

B = ("11 7'12)’

Ta  ¥3e

deren beiden Zeilen (ri, 72), mod 1 genommen, in £, enthaltenen Klassen
zugeordnet sind, ein Linksideal [, im Ring der ganzen g-adischen Matrizen.
Denn die Differenz zweier Matrizen B ist wieder eine Matrix R, weil
R, eine Gruppe ist, das Produkt G R einer ganzzahligen Matrix G' mit
einer Matrix B hat als Zeilen ganzzahlige Linearkombinationen der
Zeilen von R und ist daher selbst eine Matrix R, schlieSlich ist das
Produkt jeder Matrix B mit dem Hauptnenner der endlich vielen r [p],
[p} aus &, ganz. Da alle ganzen Matrizen in I, enthalten sind, so ist
to=1I; ! ein ganzes Rechtsideal. ¥, wird von einer ganzen g¢-adischen
Matrix C, erzeugt, die bis auf einen unimodularen Rechtsfaktor eindeutig
bestimmt ist. R gehoért genau dann zu I, wenn RC, ganz ist. Daler
sind die Elemente [p] der Gruppe K, dwrch

6)) r{p] (= 0 mod 1
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gekennzeichnel und die Ordnung von R ist die in der Detérminante
von Cy enthaltene Potenz von q. Fast alle C, sind unimodular und kénnen
gleich der Einsmatrix £ genommen werden.

Im Falle p 4 0, ¢ = 1 kann & auch eine p-Untergruppe &, haben.
Die deren Elementen zugeordneten Restklassen , [p] haben einen Haupt-
nenner ¢y, der bis auf einen p-adischen Einheitsfaktor eindeutig bestimmt
ist. Die Elemente von £, sind dann durch

(6) ri[plep = 0 mod 1

gekennzeichnet und die Ordnung von R ist die in cp enthaltene Potenz
ron p.

Durch alle Cy und ¢y ist & festgelegt.

Wenn umgekehrt fir jede Primzahl ¢  p eine ganze g-adische
Matrix Cy, die nur fiir endlich viele ¢ nicht unimodular ist und auBerdem
im Falle p 30, 6 =1 eine ganze p-adische Zahl ¢, gegeben ist, so
gehort zu ihnen eine endliche Klassengruppe &.

7. K, sei ein elliptischer Teilkdrper von K und & die durch
[p] = 7,y mit der Galoisgruppe von K/K, isomorphe Klassengruppe.
Innerhalb K ist K, durch & und I(K: K;) oder, was auf das gleiche
hinausléuft, durch die Matrizen C,, cp und 7(K: K,) bestimmt.

Aus der Darstellung (p] — r [p]| der g-Klassengruppe €4 von K kann
eine entsprechende Darstellung der g- Klassengruppe von K, abgeleitet
werden, indem
(7) r | Nuk, ] = 71p] C; mod 1

gesetzt wird. Denn der Homomorphismus » [p]— »[p] C, bildet genau
die [p] auf O ab, fiir welche 7,, ein Automorphismus von K/K, ist
(§ 16.). Ebenso kann im Falle p + 0, ¢ = 1 fiir die p-Klassengruppe

(8) 7 [Nwik, 91 = 71 [pl¢p mod 1
gesetzt werden.
Wenn g ein gemeinsamer Multiplikator von K und K, ist, so gilt
fir jedes Element [p] von €,
7 [Nrx, (u [pD] = ru[p) Cg = 71p] 84 () C,
7 [Nk, pl O ' S, () €, mod 1

li

@ ™ (V& bl

und ebenso im Falle p + 0, ¢ = 1 fiir ein Element [p] von €,

r [ Nix, ) = v [Nrx, (lp)] = rip bl ¢ = nipls,(w) o

(10) 71 [N, pl sp () mod 1.
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Mit anderen Worten:

Die Matriz Cy transformiert die zu K gehirige g-adische Darstellung
von 2 in die 2u K,y gehorige, wihrend im Falle p + 0, 0 =1 en K wnd
K, die gleiche p-adische Darstellung von = gehirt.

8. Wir bestimmen jetzt die Darstellungen S, (¢) und s, (1) genauer.
Da der natiirliche Multiplikator » nichts weiter ist als die Bildung
der n-ten Potenzen in der Klassengruppe, so gilt:

Ist 3 der rationale Zahlkorper, so ist
n

Si00 = (5

und sp(n) = n.

0y .. . N .
n die zicesmal genommene identische Darstellung von X

Ist 2 = Qu,p, so ist Sy (w) die irreduzible g-adische Davstellung zweiten
Grades von =.
Denn dndere irreduzible q¢-adische Darstellung von Qw., gibt
es nicht.

Es bleibt der Fall niher zu untersuchen, wo X ein imaginir-
quadratischer Zahlkdrper ist. Wir behaupten, daf dann fiir ¢  p S, (10)
die reguliire Darstellung von 3 und, im Falle p+ 0, 6 =1, s, (1) die
pi-adische Darstellung von I ist, wo P; eins von zweir verschiedenen
in p aufgchenden Primidealen von X bedeutet.

Die Behauptung iiber s, (1) ist selbstverstindlich, weil es andere
p-adische Darstellungen ersten Grades von X nicht geben kann. Ebenso
ist die Behauptung iiber jedes in I nicht voll zerfallende ¢  p selbst-
verstandlich. ¢ F p sei in 2 das Produkt zweier verschiedener Prim-
ideale g, und q;. Es gibt dann zwei indquivalente rationale g¢-adische
Darstellungen ersten Grades ./, und 4, von X, und es ist zu zeigen, dal
Sy (#) mit der Summe - ./, dquivalent ist. .7 bildet genau die durch
g; teilbaren p auf durch ¢ teilbare Zahlen ab. Da wir nach 7. die
Behauptung nur fiir irgendeinen elliptischen Teilkorper von K zn beweisen
brauchen, so konnen wir annehmen, da R die Maximalordnung von X
ist. Gesetzt, S, (u) wiare nicht zu -/, ./;, sondern etwa zu 2./, iqui-
valent. Fir ein durch ¢,, aber nicht durch g, teilbares Element p
von R wire dann die Determinante - S, (x) | nicht durch ¢ teilbar, und
es gibe daher keine Klasse der Ordnung ¢ mit »p [p] = 0 mod 1 oder
p{pl = 0. Die Galoisgruppe von K/K” enthielte daher kein Element
der Ordnung ¢, was dem widerspricht, dal (K : K#) = Np durch ¢
teilbar ist.

9. Wir gehen jetzt noch genauer auf den Fall ein, dali X ein
imaginirer quadratischer Zahlkorper ist.
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Die Zahlen g, der g-adischen Erweiterung 3, von 2, fiir welche
S, (#,) eine ganze g¢-adische Matrix ist (u, [p] ist durch

g [p] = ilgnw 7 i [p]

fir eine gegen t, konvergente Folge von Zahlen p; aus R zu definieren),
bilden eine Ordnung R, in J,. Bezeichnen wir noch im Falle p 0
mit R, die Maximalordnung von X,, so ist R der Durchschnitt von allen
R, und R,, und R, (g § p oder = p) ist die g-adische Grenzmenge von R.

Wir holen jetzt die fiir komplexes kommutatives R noch aus-
stehenden Beweise dafiir nach, da die Ordnung R’ eines Ideals a von R
der Multiplikatorenring von K2 ist und daf (K: K8 = Na ist.

Die Darstellung S, (#) wird durch eine passende Basis w, (g),
w; (¢) von R, erzeugt:

p (0 (@), s (9)) = (o, (q), w2 (g)) S, ().

@, ay sei eine Basis von a,

(e, ae_) = (0’1 (Q); Wy (Q)) Atr
Aus

a (o (), 0y (@) = (e, as) Aq—l Sy ()

folgt, daff A, S, («) fir « aus a ganz ist, 4, ist also ein gemeinsamer
Linksteiler aller Matrizen S, (), «-= 0 mod a. Andererseits 148t sich
A, mittels zweier ganzen ¢-adischen Matrizen H; und H, in der Gestalt

Aq = 8, (e) Hy+ Sq (sz) H,

ausdriicken, wir brauchen die H; nur aus

(w1 (), w: (9)) Hy = (1, 0),
(“’1 (Q)y @s (Q» Hy, = (0’ 1)

zu bestimmen. Daher ist A, eih grofiter gemeinsamer ILinksteiler aller
8, (&), @ =0 mod a.

Fiir ein Element 7z, , der Galoisgruppe vom K/K®?, dessen Ordnung
eine Potenz von ¢ ist, gilt a{p] =0, also re[p]=0 mod 1, wenn
=0 mod a oder »[p].S;(a) = 0 mod 1 und daher r [p] 4, = 0 mod 1.
Ist umgekehrt »([p] 4,=0 mod 1 fiir eine Klasse [p], deren Ordnung
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eine Potenz von q ist, so wird
ralp] = r[p] S, (¢) = 0 mod 1 fiir alle « =0 mod a

und daher ist z; , ein Automorphismus von K/K®. Das. bedeutet, da
wir fiir den Teilkorper K; = K* die Matrix S, gleich 4, nehmen konnen.

Zu K* gehort daher die g-adische Darstellung 4, 8, (1) 44, die g-adische
Grenzmenge R; des Multiplikatorenringes R’ von K*® ist die Ordnung des
Moduls a, der g-adischen Grenzmenge von & und R’ ist der Durch-
sehnitt aller R, mit R,, das ist aber die Ordnung von a.

(K: K% = Na konnen wir jetzt wortlich genau so beweisen wie
fiir maximale R. Es ist nur zu bemerken, daf jetzt feststeht, daB R,
der Multiplikatorenring von a,, ist und da§ auch fiir nichtmaximales R,
ein zu (K:K?) teilerfremdes Ideal a3 so gewéhlt werden kann, daB
a5 85 ein Hauptideal ist'").

10. Aus dem Vorstehenden ergeben sich einschrankende Bedingungen
fir den Typus des Multiplikatorenringes. Indem wir den Fall nur
rationaler Multiplikatoren beiseite lassen, behaupten wir:

K habe einen komplexen Multiplikatorenring R mit dem Quotienten-
korper 2. Wenn die Charakteristik von K 0 ist, so ist S ein imaginiirer
quadratischer Zahlkirper. Wenn die Charakteristilk p ¥ 0 ist und o =1,
80 ist X ein imagindrer quadratischer Zahlkorper, in dem p in zwei ver-
schiedene Primideale zerfiillt und R eine Ordnumg von X mit nicht
durch p teilbarem Fiikrer. Ist dagegen ¢ =2, s0 ist 3 = Quw,p und R
eine Maximalordnung in Qw,p.

Die Behauptung fiir p = 0 ist schon bewiesen. Sei p 4+ 0 und
¢=1. Da es eine p-adische Darstellung s — s, (u) von 2 gibt, so
zerfallt p in zwei verschiedene Primideale von X, Da R der Durch-
schnitt aller R, ist, so ist die im Fiihrer von R enthaltene Potenz von p
der Fiihrer von R,, aber B, ist die Maximalordnung von 3, (9.), ihr
Fiihrer also 1. Im Falle p $ 0, 0= 2 ist KP* = K?" und daher jpﬂ: Js
es gibt folglich nur endlich viele nicht isomorphe Korpertypen dieser
Art, insbesondere hat das gegebene K nur endlich viele nicht isomorphe
elliptische Teilkorper. Wiire nun 2 ein imagindrer quadratischer Zahl-
korper und nicht Qx, , so hiitten, unter ¢,, ge, - - - die in 2 prim bleibenden
Primzahlen verstanden, die Glieder einer Folge K = K|, K,, --- von
Teilkorpern von K, wo jeweils K iiber K;11 zyklisch vom Grade g, ist,
lauter verschiedene Invarianten, weil es sonst in 2 ganze Zahlen mit
Normen ¢; gitq - -+ ¢i+n gébe.

1) 'W.WEeBER, Bemerkungen zur arithmetischen Theorie der binéren quadratischen
Formen, Nachr. Ges. d. Wiss, Gottingen, 1929, 8. 116 —-130; Satz 1.
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§ 3. Multiplikatoren bei nicht algebraisch abgeschlossenem
Konstantenkérper. Die durch das ganze Differential vermittelte
Darstellung des Multiplikatorenringes.

1. Wir betrachten wie in den vorhergehenden Abschnitten einen
elliptischen Funktionenkorper K mit algebraisch abgeschlossenem Kon-
stantenkorper k. Wenn z, y ein erzeugendes Elementepaar von K/k
ist und die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung f(z, y) = 0 dem
Teilkorper k@ von % angehdren, so gibt es einen Teilkorper K©@ = k© (z, y)
von K mit dem Konstantenkorper ¥, aus dem K durch Konstanten-
erweiterung hervorgeht. k@ enthiilt stets die Invariante j von K. Anderer-
seils kimnen x, y so gewdihlt werden, daf k@ = P (j) und K@ = P(j; z, y)
ein elliptischer Korper mit wenigstens einem Primdivisor ersten Grades ist
(P bedeutet den Primkorper)'®). P(j) ist also der kleinstmogliche
Konstantenkorper fiir einen Funktionenktrper K@, aus dem sich X durch
Konstantenerweiterung ergeben soll, K@k = K.

2. KO=}O® (g, 4) sei ein elliptischer Korper mit KOk = K.
Wir fragen danach, fiir welche zwischen %© und % gelegenen Korper k®
ein gegebener Multiplikator » von K/k schon in k® (z, y) = K® mog-
lich ist, das heifit, wann der mit einem durch z— 2%, y-> y?® zu K®/k®
isomorphen Korper K®®/L® gebildete Doppelkorper K® K®® glg
Funktionenkorper von z? iitber K einen Divisor D hat, der den Multi-
plikator s definiert.

Da es uns nur auf den Typus ankommt, so setzen wir voraus, daB
A% einen Primdivisor ersten Grades o hat. Wie fiir k¥ kénnen wir dann
durch P, ~ Do”?/D (0)? eindeutig einen Primdivisor ersten Grades P,
bestimmen, der den Multiplikator s« definiert und fiir den %, (0) = o gilt*?).

Das durch
2% = z» mod P,

zu jedem z aus K@ eindeutig bestimmte Element z# aus K@ ergibt einen
fiir o normierten Meromorphismus z — z# von K@/ kW, wenn also der Multi-
plikator i in KO miglich ist, dann auch der zugehorige fiir o normierte
Mevomorphismus.

Die Multiplikatoren von K®/k® bilden einen Teilring R, des vollen
Multiplikatorenringes B von K/k.

2. du sei ein ganzes Differential von K©®. Durch

(11) duwy* = p'du
%) Vgl. M. DevriNG: Invarianten und Normalformen elliptischer Funktionen-
korper und Zur Theorie der Moduln algebraischer Funktionenkorper. Math. Zeitschr. 47,
8. 3466 (1941).
19 Toc. cit. 1Y),
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wird eine homomorphe Abbildung g — g’ von R in den Konstanten-
korper & definiert.

Wenn die Charakteristik p gleich 0 ist, so gilt fir @4 0 auch
#' 40, und daher ist in diesem Falle die Darstellung g — p' tren. Ist
dagegen p 4 0, so kann sie nicht treu sein, weil dann % und R ver-
schiedene Charakteristiken haben, sie mu8 dann den Restklassenring von
R nach einem in p aufgehenden Primideal p treu abbilden. Da nur dann
¥ 0 und p’' = 0 sein kann, wenn K iiber K& inseparabel ist, so Destcht
P aufler aus p =0 aus allen den pw 0, fiir die K einen von 1 ver-
schz'edenm Insqmmbz'litiitsm ad I, iiber K* hat. Ist 3=P,, so ist p= Ry,
ist X ein imagindrer quadratischer Zahlkirper, so zerfallt nach § 2 10.
p in zwel verschiedene Primideale von R, von denen eines p ist; ist
S = Qu,p, S0 ist p das einzige in p aufgehende Primideal von R.

3. Aus der Definition der Darstellung g ->p’ folgt unmittelbar:

Ist p schon in K miglich, so liegt ¢’ in k.
Davon gilt die folgende Umkehrung :
Wenn R kommutativ ist, so ist p in KO miglich, falls ' in kO lieyt.
Beim Beweis setzen wir zunachst nicht voraus, daB p' in % liege.
Eine endliche algebraische Erweiterung k* von k geniigt, wm p in

K* =I*(x, y) 2u ermiglichen. Denn ist n der Grad von y m k()
und

n—1 ’ n—1
at = D' Ai(x) ¥, gt = D Bi(@)y,
i=0 =0

so geniigt es, die Koeffizienten der eindeutig bestimmten rationalen
Funktionen 4; und B; zu adjungieren, diese aber sind algebraisch iiber /0,
weil ein transzendenter Koeffizient, algebraisch spezialisiert, zu unendlich
vielen neuen Multiplikatoren AnlaB gibe, deren Normen nunter einer
festen Sechranke lagen. Die Koeffizienten von A; und B; sind sogar
separabel iiber V. Wenn p ganz rational ist, so liegen sie in LD, weil
die ganzen rationalen Multiplikatoren aus dem Einsmultiplikator z — .,
y —> y durch Additionen gewonnen werden konnen. Fiir p = 0 ist nichts
weiter zu beweisen. Fiir p + 0 und komplexes R ist aber die Invariante
von K absolut algebraisch, woraus die Separabilitit der Koeffizienten
von 4; und B; folgt, weil k¥ vollkommen ist: Fiir ¢ = 2 ist K7 = K’
und daher j»° == j; fiir 6 = 1 zerfallt p nach § 2 10. in zwei verschiedene
Primideale von B und fir eins von diesen, p, muB, weil N'p = p gilt,
nach 2. KP= K7 sein. Ist p* = (n) Hauptideal, so ist K= K7~ K
und daher 77" -- ;.
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Wir wollen k* als endliche separable normale Erweiterung von &V
annehmen. ¢ sei ein Automorphismus von i*/k®. Wir dehnen ihn auf
K* = KO®L* aus, indem wir z¢ =z, y¢ = y setzen, was moglich ist,
weil die Koeffizienten der Gleichung f(z, y) = 0 zwischen z und y in
und um so mehr in k® liegen. x* und y* geniigen ebenfalls der Gleichung

f(x#’ ?/") = 0,

S (@2, ()9 = 0.

Mithin ist z— (24)¢ ein Meromorphismus ¢ von K*/I*. u?ist fiir o
normiert, denn aus o | o folgt 0| 04¢ oder o o#°. p —> u? ist ein Auto-

und daraus folgt

morphismus von R.
(uv)e = po o

folgt sofort aus der Definition von e.

(w—+v)e = pe+r?
Deweisen wir, indem wir ¢ durch (z%)¢ —.x*, (y7)¢ = y? anf K* K*¥
ansdehnen und dann sBp? = ‘BZ zeigen. Denn dann folgt aus p+v-+1=0
zuerst Py Pr Pi ~ const., daraus durch Anwendung von ¢

SBH(, . ‘,Br(, . S’By? ~ const.,
und das bedeutet wf--»*+21¢==0. Da
. . 2% = ¢, y?= y* mod P,
1st, so wird
@ 9 ¢
x? = at, y* = y* mod Py,

das heifit aber, da ‘Bue durch die Reste von x7 und y% bestimmt ist,

g‘B_uQ = $f¢'
Aus

@u)t = p' du
folgt

4
(du” = p°du,

die Darstellung ¢ — ¢’ transformiert sich also bei ¢ ebenso wie R selbst.
Nehmen wir jetzt an, daB g’ in k9 liegt, so gilt

(du)“(J = u' du.

Wenn die Charakteristik p = 0 ist, so folgt daraus wegen der
Trene der Darstellung p = g’ sofort ©¢ = p, folglich sind die Koeffizienten
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von 4;und B; bei jedem ¢ invariant und missen daher in i liegen,
wie behauptet. Im Falle p + 0 konnen wir nicht so einfach schliefen.
Da wir R als kommutativ vorausgesetzt haben, so zerfallt, wie schon
erwihnt, p in zwei verschiedene Primideale p; und p; von R. Der einzige
von der Identitit verschiedene Automorphismus von R vertauscht p,
mit p,. Wire nun nicht u?¢ = g, so wiirde ein dureh p,, aber nicht
durch p, teilbarer Multiplikator # auf einen nicht durch p, teilbaren
Multiplikator u¢ abgebildet werden, und es wiire einerseits u' == 0, weil
w. in p, liegt, andererseits ' 0, weil p€ nicht in p, liegt. Somit ist
pp = p¢, und wir schlieBen wie oben, daB g in K@ moglich ist.

4. Nicht alle Translafionen 7, , von K sind schon in K® moglich,
d. h. filhren K@ in sich iiber, sondern gepau diejenigen, fiir welche g
schon Primdivisor von K© ist. Folglich ergibt sich der kleinste Kon-
stantenkorper k¥, fiir den z,, moglich ist, aus kX = P(j) durch Ad-
junktion der Reste modulo q der Elemente eines Korpers

KO = |9 (z,y) = P(j; x,y),

wenn o Primdivisor ersten Grades in diesem Korper K© ist. Dieser
Korper 1@ ist endlich algebraisch iiber k® = P(j), wenn q in einem
Primdivisor q* von K aufgeht, insbesondere also fiir die hier allein
wichtigen Translationen von endlicher Ordnung. Denn sind 7, .-, 7,

n,y . pfo'
alle Translationen, deren Ordnung in n aufgeht, so ist (,,El ‘)
durch o teilbare Primdivisor von K™¢, der schon Primdivisor in K©
ist; dabei ist p/ die in n enthaltene Potenz der Charakteristik p und
no = nt/p¥. Zudem folgt weiter, daB k® fiir nicht durch p teilbares n
separabel iiber P(j) ist und fiw ¢ = 1 einen Inseparabilititsgrad < p/
hat; fir ¢ = 2 gibt es ja keine Translationen von durch p teilbarer
Ordnung.

der

)N £

§ 4. Das Verhalten der Multiplikatoren
bei Reduktion nach einem Primdivisor des Konstantenkdrpers.

1. Wir setzen jetzt von dem elliptischen Funktionenkorper K nicht
mehr voraus, daf sein Konstantenkdrper k algebraisch abgeschlossen sei.
In % sei durch eine diskrete Kxponentenbewertung ein Primdivisor g
gegeben. P werde hinsichtlich eines nichtkonstanten Elementes = auf K
iibertragen®). Wenn wir voraussetzen, daf 1.  in K prim bleibt,
2. der Restklassenkorper K von K modulo p auch elliptisch ist, und

" 20) Vgl. hierfir die in der Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit: M. DEURING,
Reduktion algebraischer Funktionenkérper nach Primdivisoren des Konstantgnkdrpers.
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3. K den Konstantenkorper & hat, so kénnen wir jedem Divisor a von K

einen Divisor a von K als Restklasse modulo p zuordnen, dergestalt,
daB alle Relationen zwischen Divisoren, Elementen und Divisorenklassen
bei der Reduktion modulo P erhalten bleiben*).

2. Wir wollen untersuchen, wie sich die Multiplikatoren von K
bei der Reduktion nach $ verhalten und betrachten zu diesem Zwecke
wie in § 3 neben K den Doppelkérper K K?. p kann unter Zugrunde-
legung von z?® in der gleichen Weise von K auf K K ¥ iibertragen werden

ist dann die entsprechende Konstantenerweiterung von K/k und z — 2
ist eine isomorphe Abbildung von K/k auf K9/k. Fir KK? als
Funktionenkoérper von x% mit dem Konstantenkorper K sind dann die
Voraussetzungen 1. 1. 2. 3. fiir die Anwendbarkeit der Reduktionstheorie
ebenfalls erfillt. Es sind daher auch filr die Divisoren von K K9/ K
die Reste modulo p erklart. Konstante Divisoren gehen modulo p in
konstante Divisoren iiber.

Ein Multiplikator ¢ von K wird durch eine Restklasse der Divisoren-
gruppe von K K7/ K nach der Untergruppe der konstanten Divisoren
definiert. Diese Klasse geht modulo p in eine entsprechende Restklasse
fir KK*/ K iiber. Auf diese Weise ist dem u ein Multiplikator ¢ von K
eindeutig zugeordnet. Wir kénnen insbesondere w durch einen fiir einen
festen Primdivisor ersten Grades o normierten Meromorphismus u oder
den zugeordneten Primdivisor ersten Grades P, von K K7/ K darstellen.

Wir zeigen

> w ist eine isomorphe Abbildung des Multiplikatorenringes R von K
auf einen Teil des Multiplikatorenringes von K.

Zuerst beweisen wir, daf p — p additionstreu ist: p+»+2 =10

bedeutet. P, B, Pix ~ const.; daraus folgt P P, P; ~ const. und daraus
R+v+1=0.

Zweitens zeigen wir, daf pu — ¢ umkehrbar eindeutig ist. Es
geniigt, wegen s +»v — u -+ aus p + 0 auf & 3 0 zu schliefen. p 4 0
bedeutet, da P, nicht konstant ist. Fiir jedes z aus K gilt

¢r = z* mod P,
und insbesondere

x? = x* mod P,.

Es gibt ein Element z# von K#, das modulo p nicht konstant ist. Demn
die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung fiir « in K#, die p-ganz,
aber nicht simtlich durch p teilbar seien, konnen nicht alle modulo p
konstant sein, weil sonst & konstant wire. Je nachdem z p-ganz ist
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oder nicht, schreiben wir z als Quotienten zweier x-ganzer oder zweier

—glz-ganzer Elemente s und ¢, z=s/¢t. Wir konnen annehmen, daB

t+0 ist. Aus

§P = sH, t? = t* mod P,
folgt 2%)
sP=g¢, 19 = t* mod Py,
also wegen £% 30

2% = §P/1P = st/ t* = 2~ mod B,.

Da also das K-Element z® den nichtkonstanten Rest z# mod %, hat, so
ist B, nicht konstant, wie behauptet.

Wir beweisen weiter die folgende Regel iiber die Vertauschung der
Restllassenbildung mod $ mit dem Meromorphismus p:

(12) ZFE = ot

I

Siir jedes p-ganze z. Sie gilt dann auch fiir Divisoren

(13) Ak = qn
und fiir ganz K
(14) KF —= K&,

Es geniigt, (12) fir z-ganze z zu beweisen, weil jedes 2z Quotient zweier
z-ganzer Elemente ist. Zunichst zeigen wir, daB »* p-ganz und z*
nicht konstant ist. Anderenfalls wire nimlich wegen 1/2% = 0 mod $,,
oder % = x* mod P, der Divisor P, konstant. Fiir jedes x-ganze z folgt
jetzt aus der Kongruenz 2% = z# mod %, die Kongruenz ¥ = z# mod B,
und daher 7 % = 2&,

Da sich die Normierung von g durch o|o# ausdriickt, so ist o!o#
oder o |0 #, d. h. g ist fiir 0 normiert.

Wir zeigen jetzt schlieSlich, daf p— g multiplikationstreu ist,
d. h. wr=pwuv. Wenn p oder » gleich 0 ist, so ist g» =0, und
wy=0. Ist w$+0 und » + 0, so gilt fiir jedes p-ganze z aus K

= (= = @ ==,

das bedeutet aber w» = pv, wie behauptet.
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3. Wenn K und in seinem Konstantenkorper k der Primdivisor
gegeben ist, so hingt der Typus des Restklassenkdrpers K noch davon
ab, welches  wir der Ausdehnung von p auf K zugrunde legen; wir
werden versuchen, x so zu wihlen, daf die Bedingungen 1. 2. 3. in 1.
erfilllt sind. Dariiber gilt der folgende Satz:

z kann, unter der Voraussetzung, dafi j p-ganz ist, so gewdhlt
werderi, dafi 9 in K prim bleibt und K elliptisch mit dem Komstanten-
korper k wird. Die Invariante von K ist der p-Rest 7 von j. Um. ein
passendes x zu erlangen, ist unter Umstinden k endlich algebraisch zu
erweitern und dann P durch einen seiner Primteiler in der Erweiterung
zu erselzen.

Beweis. Da eine endliche algebraische Erweiterung von &k zuge-
lassen sein soll, so konnen wir eine definierende Gleichung von K in
der Normalform

= zxz@—1)(x—41) oder y*—ytazxy = 2

zugrunde legen, je nachdem die Charakteristik » von K von 2 oder von 3
verschieden ist®'). Dabei ist

2= =)l =21 —1" (*+24)°+j(*+2T) = 0
und 240, 1, und «*+2740.

Aus der Voraussetzung, da8 j p-ganz ist, folgt, daB A p-ganz und 2401
oder ¢ p-ganz und ¢®+ 27 § 0 ist. Mithin ist, wenn z der Ausdehnung
von p auf K zugrunde gelegt wird,

372‘——55(9?——-1)(5—7) oder y*—ytazy =

irreduzibel und definiert einen elliptischen Korper K mit dem Konstanten-
korper k.

Von dem eben bewiesenen Satz gilt die folgende Umkehrung:

Wenn z in K so gewdhlt werden kann, daf p in K prim bleibt und
K elliptisch mit dem Konstantenkorper k wird, so ist j p-gane und K hat
die Invariante ;.

Beweis. Wir legen wieder eine definierende Gleichung von K in
der Gestalt

P=z@—1)Ex—1) oder y'—ytazy=72"

29 Loe. cit. 18),
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zugrunde, da es auf eine endliche Konstantenerweiterung nicht ankommt.
Der Nenner von z ist ein Primdivisorquadrat 0%, Wir k6nnen annehmen,
daf o der p-Rest eines Primdivisors o von K ist, jedenfalls nach einer
passenden endlichen algebraischen Konstantenerweiterung. q sei ein
Primdivisor ersten Grades von K, der modulo $ nicht in o iibergeht,

und .z, ein Multiplum von qo—2. x, kann zu P prim angenommen werden.
Dann ist 7, ein nichtkonstantes Multiplum von 02, also z, = s z -+ 0
mit konstanten s, 6 und daher diirfen wir gleich =; = z annehmen. In

der gleichen Weise finden wir ein Element g, von K mit dem Nenner o?,
das modulo p in y iibergeht. =, und y, erzeugen den Korper K und
zwischen ihnen besteht eine Gleichung

(15) g+ hptamy = oaitaziteamto= c9 @)

die wir gleich als p-primitiv annehmen koénnen. Da sie modulo p in
die Gleichung zwischen x und y iibergehen muB, so ist im ersten Falle

h=a =0, g=c¢FO0modp
und
@) =7 @T—1)(x—2).

¢ (x;) hat daher drei Wurzeln & &, & mit

& =0,5=1 und &= A,
Setzen wir dann

on—& .Es'—i__ ax1+h) _
§2_§1 =z, §2_§1 “_}"7 (?/1+ 2 (-Eg -El)

)
2

=Y

so wird
y' = z(x—1) @ —4),

und z,y, 4 gehen modulo p in z, y, 4 iiber, woraus die Behauptung
des Satzes unmittelbar folgt.
Im zweiten Falle ist

g=—h=0¢FO0modp
und
¢ (2) = z®.
‘Wir setzen eine lineare Transformation
(16) x, = Ax+ B, = Fy+Cx+D

an, die
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17) gt hytany = ozt artazrte
auf die Normalform
(18) y—ytezy = at

bringen soll. Vorerst nehmen wir an, daf die Charakteristik von K
nicht 2 ist, dann kénnen wir (17) in der Gestalt

Gyt (azy +h)*
= ge xs+( +£—)x2+(q +iab)x +( +£)
= g1 gt 1 1 Cy 1 gcs 4
und (18) in der Gestalt

(19)

(20) G+ileo—1) = a4 % ot~ Lty

schreiben. Das kubische Polynom rechts in (19) muB durch (16) bis
auf den Faktor gc¢y A® in das kubische Polynom rechts in (20) trans-
formiert werden. Das ergibt die folgenden beiden Gleichungen

@) geo A®= dgcy B*+(4gc,+a*) B*+ (4 gcs+2ah) B (4gcs+ A%
= 49 (co B*+ ¢, B*4-¢; B+ ¢3) + (a B+ 1),

(6gc BB+ 4ga+a )B4+ (2gca+ah)?
= g0 A*(12 B+ (4 g+ a¥);
ferner den Ausdruck

__6gaB'+(4ga+a’)B+Q2getak)
= s &7

(22)

(23) o

fir e.
Elimination von 4 aus (21) und (22) ergibt die folgende biquadrati-
sche Gleichung fiir B

39 s B+ g (4gci+a®) B+ 3 g¢ (29¢+ ak) B?
(24) +3gc(4ges+Ai*) B
+@gecstgesattge h*—ga— ghea) = 0.

Alle Koeffizienten dieser Gleichung sind p-ganz, der letzte ist durch g
teilbar, aber der erste nicht, da ja die Charakteristik von drei ver-
schieden ist. Mithin hat (24) eine durch p teilbare Wurzel B — wir
nehmen hier an, daf (24) alle Wurzeln in k hat, das Huft ja nur auf
eine ausdriicklich zugelassene endliche algebraische Erweiterung von %
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hinaus. Aus (22) ergeben sich dann drei Werte von 4, von denen
einer, 4, kongruent 1 mod p ist. )

Jetzt setzen wir (16) unmittelbar in (17) ein und vergleichen die
Koeffizienten mit denen von (18). Das konstante Glied ergibt

(25) gD”—{-(aB—{—k)D = C0-B3+Cl BS‘I‘CQ B+03,

diese Gleichung hat eine durch p teilbare Wurzel D. Der Koeffizient
von x ergibt

(aB+h+2gD)C = 3¢ AB*+2¢, AB+c, 4.

Der Faktor von C links ist modulo p zuw 2 kongruent, er ist daher
nicht durch p teilbar und um so mehr von O verschieden. Daher wird

S3eB*+2¢ B+t

(26) C=A= BFh+2gD °

dies C ist ersichtlich durch p teilbar. Schlieflich vergleichen wir den
Koeffizienten von y mit dem von z*

29gFD+hF+aBF = —¢, A®
oder
_CoAs

(27) P == BT¥hte,D’

wegen h+2gD=hF 0 modyp ist h+29.D F0.

Es wird =1 mod . Aus (23) folgt weiter, daB der p-Rest
von « gleich dem von @, also gleich dem gegebenen « ist. Damit ist
eine modulo p zur Identitit kongruente Transformation von (17) in die
Normalform (18) gefunden. Sie bleibt auch fiir die Charakteristik 2 giiltig,
denn die Berechnung von B, 4, D, C, F' der Reihe nach aus (24), (22),
(25), (26) und (27) geht auch fiir die Charakteristik 2, weil keiner der
auftretenden Nenner fiir 2 = 0 verschwindet.

Damit ist der behauptete Satz bewiesen, aber dariiber hinaus die
folgende Verschirfung:

Wenn die Ausdehnung von  auf K so gewdihlt werden kann, daf
p in K prim bleibt und K elliptisch mit dem Konstantenkirper k ist, und
wenn
=@ —1)@Z—2 oder y'—ytery =7z
eine definierende Gleichung von K ist, so gibt es ein erzeugendes Element-
paar x, y von K, das modulo p in x, y iibergeht, und das eine Gleichuny
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y¥x—1)(x— 1) oder y'—y+tazxy = 4°

erfillt. Damn ist auch A der p-Rest von A oder & der von «. Unter
Umstinden ist eine endliche algebraische Erweiterung von k nitig.

4. Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die elliptischen Teil-
korper von K modulo p verhalten. & sei eine endliche Automorphismen-
gruppe von K/k, K* ibr Invariantenkorper und * der durch p teilbare
Primdivisor von K*. Die Galoisgruppe von K/K* ist die Faktor-
gruppe ® = B/% der Zerlegungsgruppe 3 nach der Trigheitsgruppe T
von p hinsichtlich K*. Dies wenden wir zundchst in dem Fall an,
daB ® von einer Spiegelung o,,, erzeugt wird. Da K* vom Geschlechte O
ist, so kann nicht K* = K sein, folglich ist 3 = @ und T = 1, p*= »
und ¢, , filhrt p-ganze Elemente in p-ganze iiber. o, , induziert in K
die Spiegelung o35, wir wollen daher sagen, daf ¢, mod $ in o053
iibergehe.

Hieraus folgt weiter, daB die Translation 7, , von X modulo p in
die Translation 733 von K iibergeht. Allerdings ist diese Abbildung der
Translationsgruppe von K in die von K nicht notwendig treu, vielmehr
gehen alle 7, , mit dem gleichen q in ein und dieselbe Translation z;;
iiber. Da fiir uns nur die Translationen endlicher Ordnung wichtig sind,
so wollen wir untersuchen, ob und welche von ihnen in die Identitit
iibergehen koénnen.

Zuerst betrachten wir die Gruppe aller Translationen, deren Ord-
nungen in einer nicht durch die Charakteristik p teilbaren natiirlichen
Zahl n aufgehen. Sie bilden bei hinreichend grofem Konstantenkdrper
eine Gruppe @ vom Typus (%, n) mit dem Invariantenkorper K* = Kn»*'
Nach § 3 2. (14) geht K¢ modulo p in K»¢ iiber. Es wird also wieder
3 = @ (was auch daraus folgt, daB alle Translationen p-ganze Grofien
in p-ganze iiberfithren), und T =1 und alle n® Translationen z, , mit
n[q] = 0 gehen in ebenso viel verschiedene Translatiouen z5; von K
mit #[q) = 0 iber, anders ausgedriickt, die Gruppe der Klassen von
in » aufgehenden Ordnungen von K wird isomorph auf die entsprechende
Gruppe von K abgebildet. Wir konnen das schlieflich auch so fassen

Wenn die Primzahl g von der Charakteristik von K verschieden ist,
so geht die Gruppe &, aller Klassen von K, deren Ordnungen Potenzen
von q sind, modulo p isomorph in die entsprechende Gruppe @q von K iiber.

Weiter betrachten wir in dem Fall, daf K und K die gleiche Prim-
zahlcharakteristik p haben, die Gruppe €, von K. Die p/@—%) Trans-
lationen mit in p/ aufgehender Ordnung von K lassen K7« invariant,
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aber auBierdem hat K den Inseparabilititsgrad po/ iiber K¥'c, Da K*'¢
modulo P in K iibergeht, so haben wir

Ist ¢(K) = o (K), so wird €, isomorph auf €, abgebildet, dagegen
geht fiir o(K) =1 und o (K) = 2 die von 1 verschiedene Gruppe € in
€p =1 ilber.

SchlieBlich gilt im Falle Ch-(K) =0, Ch-(K) = p % 0:

Fiir o(K) =2 geht ganz €y in 1 idiber, fiir o(K) =1 nur eine
Untergruppe, die zur additiven Gruppe aller Restklassen mod 1 vom
rationalen Zahlen mit Polenzen von p als Nennern isomorph ist.

Aus dem Verhalten der Gruppen €, kann leicht abgeleitet werden,
wie sich die elliptischen Teilkorper von K modulo $ verhalten. In jedem
Fall ist (K: K,) = (K : K,), weil das fiir die Teilkorper K** gilt. Die
galoissche Gruppe von K/K, geht in die von K/K, iiber und K, ist
elliptisch. Der Inseparabilititsgrad erhoht sich entsprecheid der Ver-
kleinerung der Gruppe. Wir betrachten weiter nur solche K, iber
denen X zyklisch ist, das genligt, weil fiir die grofite natiirliche Zahl m,
fiir die X, in K™¢ enthalten ist, der zu X isomorphe Korper K™* zyklisch
iiber K, ist.

Wenn % nicht durch die Charakteristik von K teilbar ist, so gibt es

(28) pm) =n [+

aln
Korper K,, iiber denen K zyklisch vom Grade n ist, sie gehen in eben-
soviel verschiedene Korper K, iiber, iiber denen K zyklisch vom Grade = ist.

Ahnlich ist es im Falle Ch -(K)=Ch-(K) =p$0, ¢(K)=o(K) = 1
fiir » = p/ (und daher fiir alle ). Es gibt dann genau einen Teil-
korper K, von K, itber dem K eine zyklische Gruppe der Ordnung pfl
und den Inseparabilititsgrad pf—f* hat, 0.< f1 < f, dieser Korper geht
modulo p in den entsprechenden Teilkorper von K iber. Fir
o(K) =0 (K)=2 gibt es an Koérpern K, mit (K: K,) = p’ nur die
Potenz K7, die modulo p in K? ibergeht. Ist dagegen o (K) =1
und o(K)=2, so gehen die f+1 Korper K,, iiber denen K den
Grad p/ hat, alle in den einen Korper K¥ iiber.

Es bleibt der Fall Ck - (K) =0, Ch-(K) = p % 0 zu untersuchen.
Wenn o (K) = 2 ist, so gehen simtliche Korper K, mit (K: K,) = pf
(nicht nur die, iitber demen K zyklisch ist) in den einen Korper
K,= K7 iiber.



Multiplikatorenringe elliptischer Funktionenkdrper. 231

Wenn o (K) = 1 ist, so gehen von den p’+ p/~* Teilkorpern, itber
denen K zyklisch vom Grade p”ist, p’in den Korper K, iiber, iiber dem
K zyklisch vom Grade p/ ist, einer in K¥ und von den iibrigen je
p/~i— pf~i-1 in den Korper K;, iiber dem K zyklisch vom Grade p/—
und inseparabel vom Grade p*ist, i =1,2,..., f—1.

Es sei nimlich 7, z; eine Basis der Gruppe aller Translationen
von K mit in p/ aufgehender Ordnung und dabei gehe z; mod p in 1
iiber. Dann gehen die p/Invariantenkorper der Translationen ¢, <%,
h=1, .-, p’in K, iiber, die Invariantenkorper der p/—f — p/——1 Trans-
lationen ¥ 2%, h mod p'—, (k, p) =1, in K; und der Invariantenkorper
von z, in K?. Aber in diesem Faile gehen auch noch andere Teilkiorper
von K in K iiber, nimlich die Invariantenkirper derjenigen nicht zyklischen
Translationsgruppen p’-ter Ordnung, die mod. p in die von 1{" erzeugte
zyklische Gruppe iibergehen.

§ 5. Die Automorphismen der einparametrigen Normalformen
und die Einheiten des Multiplikatorenrings.

1. K sei ein elliptischer Korper mit der Invariante j. Fiir einen

algebraisch abgeschlossenen Konstantenkdrper k& konnen wir ihn durch

die Gleichung
(29) ¥ = z@e—1)(x—12).

erzeugen, wenn die Charakteristik p + 2 ist, und durch
(30) y'—ytezy = "

wenn p + 3 ist. Dabei ist

(31) 22(L—2(1—A) =521 (1—N}
(32) ®(a® + 24)° +5 (2 + 27) = 0.

Der Nennerprimdivisor o von z und y kann dabei beliebig vorgeschrieben
werden.

2. Wir betrachten zuerst den Fall p 2. Die sechs Wurzeln
von (33) seien 4;,---, 4. Zu jedem 4, muf es eine erzeugende
Gleichung

¥ = oy —1) (@ —1)

von K geben, die zu dem gleichen Primdivisor o gehort wie (29).
xy ist eine Linearkombination der beiden linear unabhéngigen Multipla 1,
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z von 0~? und y, mud ein konstantes Vielfaches von y sein

T = avZy+by
(34) + ; Gy, by, ¢y aus k.

Y=Yy
Es gilt dann
V¥ =acy = z@x—1)(@x—12)
= (avay + by) (av v + by —1) (@ 2y + by —2s)
= a¥(z,+0b,/a,) @+ (b,—1)/a,) (@4 (b,—41,) a,)
= &2~ D@,~1),

und daraus folgt zunichst

und weiter die folgenden sechs Moglichkeiten fiir a,, by, ,, x»

@ = 1, b= 0, 4 — A 2 = =,
ay = 4, by = 0, l,—-:—;'—, af,,:-—%,
ag = —1, bg =1, g =1—4, x3=1—2,
w=i—1 =1, k=117, o= %
w=—h b= h=l1—b & =127
A A—zx

ag = 1—2, by = 4, A’G=ma z6=l-1'

Zu jedem dieser Wertsysteme gehoren zwei Wertpaare von ¢, und y,

q = #+1, n = +y,

a = =V, = = (V1) ty,

e = 1, ys = Ty,
a=+i(V1—=1), gy =Fi(V1=1)"y,
e = +i(V1), ys = Ti(VA) Py,
o= +(V1I=1P  y=2(V1—-2)"y.

Es gibt daher im ganzen 12 birationale Transformationen der
Normalform (29) in eine andere, wenn verlangt wird, daB o fest bleibe.
Unter ihnen miissen die als fiir o normierte Meromorphismen gedeuteten
Einheiten des Multiplikatorenringes vorkommen, es sind ndmlich gerade
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die, welche 4 in sich iiberfithren. Auf diese Weise erhalten wir fiir
jedes j die Einheitengruppe des Multiplikatorenrings:
Im allgemeinen gibt es nur die beiden Einheiten

z—>x, y—>=ty,

also &1,

Damit es mehr Einheiten gebe,. miissen zwei 4 mit verschiedenen
Indizes gleich sein. Das ergibt die folgenden Muglichkeiten:
1
T’
Falleist 4, = Ay = —1, A4 =24 =2, A, =4 =14%. Farp$ 3
ergibt das die vier Einheiten

1. A = A= —1,7 = 2°3% (A =1 ergibe j = c0). In diesem
x>z, y->xy; xo>—x, Y- Ty,

die eine zyklische Gruppe bilden. Ist aber p = 3, so ist j = O,
alle sechs Werte 1, werden gleich —1 und es gibt daher zwolf

Einheiten
x>, y—=>*xy,
x—>x—1, y— =+,
x>z +1, y—=> 2y,
xr——u, y— Ty,
x—>1—z, y—> Ty,

r—>—x—1, y— F1iy.

R ist die (dem Typus nach einzige) Maximalordnung von Qw,s.
A= 1—12, 4 = }. Das ergibt wieder j = 2°33

1 _1_ i A = —e¢, ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel, j = 0.

Fl']rp:i:?tWil‘d 11=2’4=)"5=*673'2=3'3:;"6=—£2,
und wir haben sechs Einheiten

N

3.4 =

x>, y—>=+y,
x>el@—1), y->ty,
x>exte), y-+y,

die eine zyklische Gruppe bilden. Fiir p = 3 wird wieder j = 0.
Im Falle p § 3, j = 2°3® heifit die definierende Gleichung

¥y =a2*—uz,
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der Multiplikator x> —x, y >4y, den wir mit ¢ bezeichnen wollen,
bildet mit 1 zusammen eine Basis der Maximalordnung des GauBschen
Zahlkorpers P(V'—1), die im Multiplikatorenring enthalten ist.

Im Falle p = 3, 5 = 0 heifit die definierende Gleichung ebenfalls

Y= 2t—z.

¢« sei wieder der Multiplikator x - —z, y > iy und 4 sei der Multipli-
kator z > 241, y—~>y. ¢ ist eine primitive vierte und 7 eine primitive
dritte Einheitswurzel. Es gilt, wie leicht nachzurechnen, die Ver-
tauschungsregel

o = 7', ’

wozu noch die additiven Relationen
#4+1 =0, 9*4+94+1 =0

kommen. Alle zwolf Einheiten sind

1, ¢ —1, 7)
7, h¢, -, ¢,
’]’) ’].‘: - 7’7 —7"'

=+, 9+, 9" haben die Ordnung 4, 4, 4* die Ordoung 3 und —,
—g* die Ordnung 6. Eine Basis von R ist 1, 9, ¢, 4¢, denn die
Diskriminante 4 dieser vier GrdBen ist

+2 -1 0 0
—1 —1 0 0
0 Q —2 1
0 0 1 —2

= —9,

weil Spur (1) = £2, Sp(ke) = Sp(E£qd) = Sp(x9*) = 0,
Sp(n) = Sp(7*) = —1 und Sp(—17) = Sp(—1") =1 ist.
Im Fall p+ 3, = 0 formen wir die Normalform y* = z(x—1) (z+¢)

8
durch x=i—___—z, y=u(l—e 2 in

= 2—1
um. Die sechs Einheiten lauten dann

z—>z, u—>+u; gz, u—> +u.
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Der Multiplikator 2 — ¢z, u— u ist eine primitive dritte Einheitswurzel
und bildet mit 1 zusammen eine Basis dér Maximalordnung des Korpers
der dritten Einheitswurzeln, die im Multiplikatorenring enthalten ist.

3. Mit Hilfe der Normalform (30) behandeln wir den Fall p 3
in ganz d#hnlicher Weise. Zu gegebenem j gibt es zwdlf Wurzeln

@, ---, a3 von (32) und zu jeder dieser Wurzeln mindestens eine lineare
Transfermation .
x = ayxv+b
(35) ;
y = Sy toatdy,
die (30) in

v2—y,te,xy, =

iiberfithrt. Zur Berechnung dieser Transformationen kdnnen wir die in
§ 4 3. behandelte Transformation von gyl hy, +ax,y, = cjat+c o>
+ ¢, 2, -+ ¢, auf die Normalform (30) heranziehen. Zur Berechnung von b
erhalten wir aus (24) die Gleichung

(36) 3v*+ea®b*—3ab®+ 30 = 0.

Diese Gleichung hat eine Wurzel b = 0. Aus (22), (23), (25), (26),
(27) erhalten wir die zugehorigen Werte von a, f, ¢, d, «; das gibt seche
Transformationen:

ay=2¢, b =0, f"={+1 Cv={ 0 10

—1 —ea’ dy=]1, o =¢&'a,

¢ bedeutet eine primitive dritte Einheitswurzel.
Fir die iibrigen b haben wir die kubische Gleichung

(37 b’+%:b’—ab—|-1 =0,

deren Wurzeln nach der Cardanischen Formel

38) b= —%’—— e"l;/ '(%)s+ (—;—)6—-—52"‘./(1-{—(%)855, h=1,23.

sind. (Zunichst nur fir p + 2. Da die Endformel keine Divisionen
durch 2 enthilt, so gilt sie auch fir p = 2.)

Ist 8 eine fest gewihlte dritte Wurzel aus o4 3*— aus (82)
ergibt sich im Falle 5 + 0 der Ausdruck

a(a® —};24)

ﬂ:-—-— 3 —
Vi

’
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so konnen wir
b= —g (@ Fagett gt e h=1,2,3

schreiben. Da zu jedem b drei Werte a gehoren, so wollen wir

b= by = b = —5 (" Hah +AY,
b= by = b = — (&' aBet B,
bio = by = by = “—sl)‘(“’+aﬂ€2+ﬂs€)
setzen, kurz
bantpu = —%(a’+aﬁe"+ﬂ’s”‘) h=1,2,3, p=1,2,8.

Fiir die zugehOrigen a haben wir nach (22)
Binty = (a’+ a Bt BReh)d | 5 a’(a’+apeﬁ+ﬁ’e”‘)’

+§;a(u’+aﬁe"+ﬂ’e”‘)+l.

Da nun
S_ﬂs 38
(39) attafeh 4 f2e% = :—ﬂe" = —
ist, so wird
afﬂH—y (a4 a Beb + g2620)2
[———(a’+aﬂe"+ﬂ'e”‘)+ %aﬁ%‘h—+§a(a—w)’]
= -¥ﬁ’s”‘(a‘+ afBeh 4 B%e?h),

Unter y» verstehen wir eine fest gewithlte Kubikwurzel aus
98eh (a? -+ a B st B2 e?h);
yn ist nach (39) von O verschieden. Mit dieser Abkiirzung kdnnen wir
eyd

(40) Gohip = — 57

setzen.
Fiir 4 haben wir nach (25) die quadratische Gleichung

B+ (ab—1)d = b
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Wir losen sie zunidchst unter der Annahme, daB p + 2 ist:

2d = 1—ab=+ V(11— ab)’+40°.
Fiir den Radikanden haben wir nach (37)

(1—abP44b = 1—2ab+a®h'— 5 a'b'+dab—4

= — 5 @b —6ab+9) = — 5 (@b — 3,

3 (ab—3).

also ist 2d = 1—ab+

Fiir V' —3 konnen wir 2¢ -1 einsetzen, damit erhalten wir die folgenden
beiden Werte fiir denip

—etl o alatt aBet Ao,

;1 ab3h+#=—e~

(41) d8h+y == 82"—] 82____1
—& g by = —e'——gz—a(a’+afe+ B &),

die auch fiir p = 2 gelten, weil keine Nenner auftreten, die fiir 2 = 0
verschwinden.

(26) ergibt
e 7 h

S (a4 o Bt 4 B2 ),
(42) Ceh+p = “ (j‘ij n &
Erm AR LR L)
(27) gibt f
&h . .
T SEeTn AT Al AN
43) s = i
T L 2 (9h)2
i Tor e G )
und (23)
(44) Op—— 36!‘(aj-2'86h) '
h

Die Einheiten des Multiplikatorenrings konnen mit diesen Formeln
ebenso berechnet werden wie oben. Ein neues Ergebnis erhalten wir
nur fir p = 2, worauf wir uns daher beschranken. Die Formeln
fir «, lauten in diesem Fall
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Der einzige Wert von «, fiir den zwei «, mit verschiedenen Indizes
gleich werden, ist « = 0 (aus der zweiten Formel ergibt sich noch die
Losung 7, = ¢#, was aber auf j = oo fithrt). Eine von 41 verschiedene
Einheitengruppe gibt es fiir p = 2 also nur im Falle j = 0, da dann
alle «, gleich 0 werden, so gibt es dann 24 Einheiten und R muf die
Quaternionenmaximalordnung sein. Die 24 Einheiten ergeben sich zu

x—>ehx, y—->y+{(1), h mod3,

z—>efr+ &, y—>y+e’“x—|—{:,; s, t mod3.

Die ersten sechs Einheiten bilden eine zyklische Gruppe, die von
dem Multiplikator x— ez, y—>1-4y erzeugt wird, den wir mit —qg
bezeichnen wollen. 7 ist also eine primitive dritte Einheitswurzel.

n: z-o>z+1l, y-oyt+ zte,
ty: x—>xzte, y-oyt+eaxte,
i zo>x+e, yoy+ exts

sind Quaternioneneinheiten, denn es gilt

hitg = —igty = g,
bty = — gty = 4y,
bgby == — 83 == 3.
Ferner ist
N4 = &7,
Nig = 37,
Ny =— 411,

n mubB sich mit rationalen Koeffizienten a durch die ¢ ausdriicken

7 == Qo+ ay 4+ agss+ asss.
Aus
o == Goby =0y —dstg - agts, 19 = Ggig— 0Oy ts—0as + gk,

Nig = Qotst+a14s— 0y — g4y, gy = ao‘s+a1‘s*“as'1—as,

Nis = Aotz — Ayds + Azt — a, 0l = Gty —0a; +az—asite
folgen die Gleichungen

Qy = das, a = as,

Ao = a1, as = dag,

Ay = 0O, s = M,
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mithin sind alle a einander gleich und weil die Spur der dritten Ein-
heitswurzel 5 gleich —1 ist, so wird

N = _%(1+‘1+‘2+‘s)-
Zusammen mit
t“{=t§=t§:—l, 7#+94+1 =0

sind damit auch alle additiven Relationen zwischen den Einheiten auf-
gestellt.

§ 6. Invariantengleichungen.

1. K sei ein elliptischer Funktionenkirper mit der .absolut trans-
zendenten Invariante j. Zwischen j und der Imvariante j, eines ellip-
tischen Teilkorpers K, von K besteht eine algebraische Gleichung

D(j,50) = 0

mit ganzen rationalen Koeffizienten, in der die hiochsten Potenzem vom j
und j, die Koeffizienten =1 haben.

Beweis. Wir kénnen annehmen, daf der Konstantenkorper %
von K die algebraisch abgeschlossene Hiille von P(;) ist, P der Prim-
kérper. Denn ein noch gréferer Konstantenkdrper kann keine neuen
elliptischen Teilk6rper mehr hervorbringen. Folglich hingt j, algebraisch
von P(j) ab, das bedeutet, daB eine in P irreduzible algebraische Gleichung

D(j,j0) = 0

mit Koeffizienten aus P besteht, die im Falle der Charakteristik 0 gleich
als teilerfremde ganze Zahlen angenommen werden konnen. Wir zeigen
nun, daf @ als Polynom von s, einen konstanten hidchsten Koeffizienten
hat, oder was auf das gleiche hinauskommt, da8 j, eine ganze algebraische
Funktion von j ist. Dazu schrinken wir, was offenbar moglich ist,
k auf eine passende endliche algebraische Erweiterung von P(j) ein.
Nach § 4 3. konnen wir dann K nach einem nicht im Nenner von j
aufgehenden Primdivisor $ von % zu einem Korper K mit der Inva-
riante j reduzieren. Nach § 4 4. geht dabei K, in einen elliptischen

Teilkorper K, von K fiiber. Folglich muf die Invariante 5, von K, nach
§ 4 3. p-ganz sein. Da die Sachlage hinsichtlich j und j, symmetrisch
ist — der Korper K*¢ mit der Invariante j, (K: K,) = = ist in K,
enthalten, so hat @ auch als Polynom von ; einen konstanten hochsten
Koeffizienten.
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In ganz ahnlicher Weise zeigen wir, daB fir die Charakteristik 0
die hochsten Koeffizienten von j und j, in @ gleich 41 sind. Einen
Primdivisor p von P (durch eine Primzahl gegeben) dehnen wir hin-
sichtlich j auf P () und k aus., Die gleiche Schlufweise wie eben zeigt,
dafl j, p-ganz von j abhéingen muf, und das ist fiir alle p nur moglich,
wenn der hochste Koeffizient von j, gleich 41 ist.

2. Wir untersuchen die Polynome @ (¢, {,) naher und kénnen dabei
annehmen, daf k endlich algebraisch ilber P(j) ist. Ist m die grofite
ganze Zahl, fiir die K™ noch K, enthilt, so ist K™* zyklisch iiber K.
Da K™® zu K isomorph ist, so konnen wir von vornherein annehmen,
daB K iiber K, zyklisch ist.

n sei eine nicht durch die Charakteristik p teilbare Zahl. Die
#(n) Teilkorper K;, -+, Ky, Uber denen K zyklisch vom Grade n
ist, haben nach § 3 4. iber P(j) separable Invarianten ji, - - -, jum.

Wir zeigen, daB
um)

(45) @ut, ) = | [ ¢ —jn

=1

ein Polynom von ¢ und j mit ganzen rationalen Koeffizienten ist. Dazun
betrachten wir ein Paar erzeugender Elemente xz,y von K, zwischen
denen eine irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus P(j) besteht, und
dehnen einen Isomorphismus ¢ von %/P(;) durch die Festsetzung
2 =g, y*=1y auf K aus. ¢ filhrt dann den zu der Translations-
gruppe 1, 7, ---, e*~1 gehorigen Korper K in den zu der Gruppe 1,
o lzp, ..., 07 1e"1p gehorigen iiber, vertauscht also die Koérper K
und daher auch die Invarianten jg, untereinander. Die Koeffizienten
von @,(t,7) als Polynom von ¢ sind daher bei allen Isomorphismen
von k/P(j) invariante, separable ganze ganzzahlige algebraische Funk-
tionen von j, also Polynome von j mit ganzen rationalen Koeffizienten,
wie behauptet. @,(t,s) ist ein Produkt von irreduziblen Polynomen
der in 1. betrachteten Art. Wir nennen

mn(t,j) - O

die Imvariantengleichung n-ter Ordnung der betreffenden Charakteristik.
Bevor wir auf den Fall » =0 modp eingehen, bemerken wir:
Ist @,(t,7) = 0 die Invariantengleichung n-ter Ordnung fiir die
Charakteristik 0, so ist dieselbe Gleichung, modulo der Primezahl. p
betrachtet, die Invariantengleichung n-ter Ordnung fm die Charakteristik p,
vorausgesetzt, dafi p micht in n aufgeht.
Das ergibt sich unmittelbar daraus, da8 K modulo p in einen

Korper K mit der absolut transzendenten Invariante j iibergeht, wihrend
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dabei die Teilkorper K auf die entsprechenden Teilkorper von K
abgebildet werden.

Wegen dieser Tatsache wollen wir fiir alle n unter der Invarianten-
gleichung n-ter Ordnung fiir die Primzahlcharakteristik p die modulo p
genommene Invariantengleichung =-ter Ordnung der Charakteristik O
verstehen, obwohl dann unter den Nullstellen von @, (t,7) auBer den
Invarianten der Teilkorper, iiber denen K zyklisch vom Grade n ist,
auch die von anderen Teilkérpern vorkommen konnen.

Die Invariantengleichung p»/-ter Ordnung der Charakteristik p
konnen wir leicht aufstellen. Der Korper iber dem K zyklisch
vom Grade p/ und separabel ist, hat die Invariante j#~, denn seine
p'-te Potenz ist der zu K isomorphe Korper K¥'*. Dagegen hat K¥ die
Invariante j¥. Nach §4 4. wird also die Invariantengleichung »/-ter
Ordnung modulo p

J-1
(‘4’6) (t -—j})_f)),’ (t .___'/'Pf) H (t _jpﬁi—f) 1/—‘_1f—i—1
i=1

J—1
= (/=) (t—*) [T @ "'—p7yr1 = o,
i:=1

tilr 7 = 1 einfach
47) (t—j) (t—47) = 0.

3. n und n" seien zwei teilerfremde ganze Zahlen. Dann ist

wn'')
48) wn'u"(t,.j) = II Dy (tyjh)’
h=1
wenn
wn'')
D, (t,5) = n (¢—n)
h=1
gdt.

Beweis. Kj sei der Korper der Invariante jj itber dem K zyklisch
vom Grade »” ist. In ihm sind y(n’) Korper Ku enthalten, iiber denen
K. zyklisch vom Grade »” ist. Sind ju die zugehdrigen Invarianten, so gilt

win')

m(t’jh) = H (t ——.ihl)'

=1

Uber allen Korpern Kj; ist K zyklisch vom Grade n'n” und weitere
Korper mit dieser Eigenschaft gibt es nicht. Somit ist

O (65) =T ¢ —md =TT 0w t,0:
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In dhnlicher Weise ergibt sich

pil P+l

n—1 y
@) o) =[], 0,05 =[]0,
h=1 J h =1

es ist nur zu beachten, daf aus D - (¢, 7,) einmal der Faktor {—j
wegzulassen ist fir den in K7€ enthaltenen Korper, iiber dem K zyklisch
¥om Grade pf? ist.

Die Berechnung der Polynome @, (¢, ;) ist auf die Berechnung der
Polynome @, (¢, ), p Primzahl zuriickgefiihrt.

Fiir n £ 0modp hat @, (t,j) == 0 lauter verschiedene Wurzeln jp.

Es geniigt, dies fiir eine Primzahlcharakteristik p zu beweisen,
weil ein mehrfacher Linearfaktor von @, (¢, 5) bei der Reduktion modulo p
erhalten bleibt. Gesetzt, etwa j, und j; wéren gleich. Dann enthielte
der Teilkorper K; mit der Invariante ;, die beiden Teilkérper K*¢ und
K;°, die beide ebenfalls die Invariante j, == j; hitten und daher zu
zwei nicht nur um das Vorzeichen unterschiedenc Multiplikatoren gleicher
Norm von K; AnlaB giben. Nach § 3 3. wiare also j; und daher um
so mehr die Invariante j des Teilkorpers K¢ von K, absolut algebraisch,
gegen die Voraussetzung.

(50) Fiir n>1 ist @, (t,j) = @u(j; ).

Beweis. Fiir jede Wurzel ji von @, (¢, 7) = 0 gilt @,(j, j») = 0.
weil Kj zyklisch vom Grade n ilber dem Korper K" mit der Invari-
ante j ist. Da die j, voneinander verschieden sind, so ist @, (j, ¢) durch
D, (t,j) teilbar:

a)n (], t) = q)u (ty.]) ‘/’(L})-
Daraus folgt

D, (t,)) = Ou(j, DY (), 1), D, (t,7) = @.(t, )Y, DYy, 1.
1/'('5).7') q’(jy f) == 1.

Y(t,5) ist daher eine Konstante, und weiter wird ¢/(j, {) = 4+ 1. Aunfier
fitr n = 1, wo
Q,g) =t—j=—@31

gilt, ist ¥ (¢,7) = 1, denn sonst wire

und K hitte einen zu sich selbst isomorphen Teilkorper K, also einen
komplexen Multiplikator, was nach § 3 3. fir p $ 0 nicht geht.
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4. Die p-+1 Wurzeln j; von @, (¢, j) = 0 sind ganze algebraische
Funktionen von j, die nach Potenzen von v = 1/; entwickelt werden
konnen. Wir schreiben jeweils nur das Anfangsglied der Entwicklung hin

g =oou*+ - -, 0nF 0.

Die Anfangsexponenten ¢, sind nicht.positiv.' Da kein j» von j unab-
hingig sein kann — sonst wire ja um so mehr die Invariante j des
in A} enthaltenen Korpers K?¢ von j unabhiingig —, so sind die
Anfangsexponenten e, sogar ‘negativ,

Nach (47) und (50) ist

)
D, (t,5) = (—j) (t—s»)+ 2 ﬁ Peru t7 g8

=0 =0
mit ganzahligen ¢,,. Da hieraus
pit p
I] jh - (_1))'”1].]‘ o + Zo ]7cotuj.‘“
h~=1 r=
folgt, so gilt
pil pil
[Too =1, — 2 o =pt1.

=1

Setzen wir die Reihenentwicklungen ein, so erhalten wir
- -1 e (pi-l) P rple,+1) —p1
(51) (’i TR -}—(p('“, —1) g ™" 4 +... =0,

wo die Punkte Glieder andeuten, in denen » mit einem hoheren Exponenten
als —p(e,+1) vorkommt. Es miissen daher zwei von den Zahlen

ea(p+1), plat+l), —p+1

einander gleieh und nicht kleiner als die dritte sein. Das geht nur

fir e = —p und e, = —1/p. Wegen — Xe; = 1+ p kann hochstens

ein ¢, gleich p sein. Nun gilt fiir jede der Wurzeln jn von @,(¢, j) = 0

auch die Gleichung @,(j, j») = 0. Es gilt daher eine Reihenentwicklung
J F— 0],* u;im + ...

von 5 nach Potenzen von

. 1 -
Uy, = l/jh — 0 m eh..{,....,

h
und davaus folgt ¢neps = 1. Mit dem Kxponenten ¢, kommt also auch

der Exponent /¢, in der Reihe ey, - - -, ¢, 11 vor. Es ist daher wenigstens
ein ¢, gleich —p und wenigstens eins gleich —1/p, und das geht nur,
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wenn ein ji, etwa jp+1, gleich — p, und die dbrigen, e, - - -, ey, gleich
—1/p sind. (Die Exponenten —1/p milssen ja in Gruppen zu je p
anftreten.)

Wir konnen jetzt weiter die Anfangskoeffizienten berechnen, indem
wir bedenken, da8 in (51) die Glieder mit dem Kkleinsten Exponenten
die Summe 0 haben miissen. Das gibt fir A = p+1

(’gﬁ + (pcm,—l) 9;+1 =0, Cpt1 = 1—p Cpp?
und fir h=1,2,---,p

mithin bei passender Numerierung

wh
o = — _"’_——;_ﬁ, {p primitive p-te Einheitswurzel.
Vl -;: 1; i‘]}l)
. & -3
Jh=— —u P+...; ’l:1,2;“‘,p;
Vi—pew

Jorr = (A—pepp)u™P+ -+,

Wir wollen jetzt weiter zeigen, dab

(’:)2) Cpp = 0,
also
S
(53) -{Jn = Lu 4. h=1,2, -, p;
j11+l == u‘*?+ e

gilt. Zu diesem Zwecke nehmen wir eine von p verschiedene Primzahl ¢
und berechnen mittels (48) die Anfangsglieder der u-Entwicklungen fiir

die Wurzeln ju von @pu(t,7) = O:

'] 1 ][:1’2 oD,
jh‘: 7 ;ilv}; q’"/ T’q__{__,._; l:12’...’qq
' ) &y 9
V1—qc® (Vl.——pc;l;})
g )
Jotig = (L —peBYu T Il =1,2,-+, 4
Vi-qq,
G -~
Jnatr = (l—qe@)———""———-u P+ oy h= 12 0

. Py — e
Iyttt = a— qcf,‘f,’) Q—yp (/3,1;')'] w4 .
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(Wir haben die zu p und g gehorigen ¢ durch obere Indizes unterschieden.)
Vertauschen wir die Rollen von p und ¢, so erhalten wir aus der Ent-
wicklung von jpiq,q01
(1— geg)r= = (1—pdpy.

Hieraus folgt, da 1 — pc2) durch keine von p verschiedene Primzahl ¢
teilbar ist. Da es auch durch p nicht teilbar ist, so ist 1—p (“P’ = 1.
Im Falle p >2 ergibt sich sogar 1— pc(l;,) =1, also ¢ = 0 Das
Vorzeichen von 1 — 2¢@ bleibt noch unsicher. Wir bestimmen es durch
die vollstindige Berechnung von @, (t,j).

Eine Methode zur Berechnung von @, (¢, j) die giundsitzlich zum
Ziele fiihrt, ist die folgende. Wir erzeugen K durch eine Gleichung der
Form »* = f(x), etwa durch die Legendresche Normalform

yt = z(x—1) @ —4).
Fiir gerades » ist

177‘)7?/35';2’%?/7‘7:5)1"83/’"'7x2 Y, x- ';
fiir ungerades n

1 1
> {n—1) 2 Hn—1

, 2 .
1’37).’/7%7""3/)"’,-” y & Yy

eine linear unabhingige Basis der Multipla von o~*. Daraus lassen sich
nach Hasse®®) Vertreter p,/o, - - -, pw/o der n* Divisorenklassen finden.
deren n-te Potenzen 1 sind, und zwar ergeben sich Elemente y; = (pi/0)".
Sind p,/o, - -, puwy/o die Klassen von der genanen Ordnung 2. so sind-

]x".?f',:l/, 1737;—),.--,7:(3:, Y, l"/m)

die p(n) zyklischen unverzweigten Erweiterungskorper n-ten Grades
von K und deren Invarianten sind die Wurzeln von @,(¢,7). Fir
p == 2 ist das Verfahren noch ziemlich einfach durchzufiihren. Wir
nehmen die Legendresche Normalform

y: = x(r—1)(@—24).

Die drei Elemente y,. y., y3 sind offenbar y = », y = »r—1 und
Yy =— & 2,.

) H. Hassg, Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper. 1. Joum.
f. d. r. u. ang. Math. 175, 8, 556—62 (1986), 8. b7.
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Es ist
v = (V)P (Va'—1) (Vzi—1),
2 . . . — L
(VL) = (Vam ) (Vat ) (Ve VD) (Va+ V).

X
Aus dieser definierenden Gleichung von K, koénnen wir den zu A,
gehorigen Wert 4, des Parameters 4 berechnen
1—Vi —1-V2 w_(l“—’/ly
1+V2 —i14+Va 1+Vva/l’

1 =

und daraus folgt
jl — 98 (1—}'1 (1‘—]'1))8 — 94 ((1—1)2+161)3
Ba—uny A=t

In #hulicher Weise ergibt sich

(3416 (1 — 1)

y 4

=TT

. (164 (1 — 1) —1)3
e 4 RN

=2 20—

Die Invariantengleichung zweiter Ordnung sei

O, (1)) = B4+ a0+ bt e+ e+ dtj+ et

+ej+f = 0.
Dann ist
(54) a2+ bj+ec = —(i+s2+7s),
(85) bji*4-dj+-e = jijs +ieds +is i,
(56) Jretteitf = —jijais.

Hier setzen wn spezielle Werte von 4 ein und erhalten so lineare
Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f. A= —¢
(¢ primitive dritte Einheitswurzel) gibt j = 0, j, == js = js = 2* 3% 5%,
folglich ist

¢ = —23%5% e = 2%375H° J= —21235

Wir setzen weiter A == 0, nachdem wir vorher mit einer passenden
Potenz von 4 multipliziert haben. Es wird

By =2 W =2, Mg =2 bl = -2t

l=0
(54) multiplizieren wir mit 4*, setzen 4 == 0 und finden

a = —1.
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55) multiplizieren wir ebenfalls mit A und setzen 4 = 0. Auf der
linken Secite steht dann 27, auf der rechten Seite wird 4%j, j; = 0,
aber fir

it (J1Je +/2/a) = l4f2 (]1 +,j3)
ergibt sich

74 ('71 ']-2 —{—]2]«;) - = 920 3, 31,
mithin ist

b = 2*.3.31.

Schlieflich setzen wir 4 = 2, das gibt
J o= 28.3% g = 283%11% 4, = 203% Js = 283%11%
In (55) eingesetzt, ergibt das eine Gleichung fir d, die dann zu
d = 3*.5% 4027
fahrt. Mithin ist die Invariantengleichung zweiter Ordnung®®)

opy PP = O OB ) — 235 )
D] .
+3%5%4027 5+ 2°3°5% (1 +5) — 2'¥3%57 = 0.
Oder

Wy (t,5) = (—j) (t —j°)+ 2831 (£ +¢5°) — 2*3*5° (* + %)

2.67955663 ¢j + 2235565 (t+5) — 22 3°5° = 0.

In der Tat ist also auch ¢ =

Wir kounen jetzt die Anfangsglieder der u-Entwicklungen fir die
Wurzeln einer béliebigen Invariantengleichung @, (¢, j) = 0 berechnen.
Zuniachst betrachten wir den Fall n = p% j, sei eine Wurzel von
,(t,7) = 0. Die Entwicklungen der Wurzeln ji; von @, (¢, jr) lauten

tir 1=1,2,---,p
1

. l = />
Jm== Ly ¥ e, un = 1/,
alsn

1
- wh--Ip .
Iy == g;ﬁ;’ Py + ... fiir 1 = 1,2,---, p,

dabei bedeutet {,: eine feste p-te Wurzel aus §,, und
1

. T I —1
— F Vi f e = e
Ny Spu, 2y + Lo+

) Vel etwa W. WEBER, Lehrbuch der Algebra 111, 8. 248. Gleichung (5) dort

3 ——
ist die Invariantengleichung zweiter Ordnung fiir 3, (m) = ]/j (m).
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fir I = p-+1 dagegen
-jh,p<l~l': N;l_p + e e T “/—1—+- .« .; k = 1’ 2, ECRR
Jpipin = Gk = w4
An diesen Formeln ist ohne weiteres zu erkennen. welche Wurzel von
D, (¢, jn) gleich j wird, namlich j pi1 fir A =1,2,3, .-, p und jpp1.,
fir A = p+ 1. Nach (33) sind daher die samtlichen Wurzeln von @, (¢,

1
. h4-lp ¢
gu=Cp Tu P Il l=1,2,-. ., .

Jora=Lpu "t L==1,2,-0y p—1,

Jpetpit = w4,

So fortfahrend, erhalten wir die Entwicklungsanfinge der Wurzeln von
@ /(1))

1

Jp = C;ﬁr w ¥, homod
1
Il = §f,f~1 w v ., L mod p";l, (e, p) = 1.
— ,,17”
Jne =7 L'f,r—z u ”H, /e mod pf_g, (h. p) = 1.

f—1

+ -+, & mod p, (h,p) = 1,

. h
Jhr1= Epu

. ——
Jhs = U 4 —*—-'

-

Dabei ist jeweils E, eine feste p-te Wurzel aus C,pv'—r_, 1=2....7.

Mit Hilfe von (48) konnen wir schlieilich die Anfangsglieder der
u-Entwicklungen der Wurzeln von @,(¢,;) = 0 fiir ein beliebiges
zusammengesetztes n aufstellen und finden ohne Miihe fiir die in neuer
Weise numerierten Wurzeln jg 5,.wo s alle Teiler von » und /. bei festem »

alle zu (s, —?) teilerfremden Reste modulo s durchliuft

(58) Jon =™ 4 sn, homods, (b uls)==1;

unter (s eine primitive s-te Einheitswurzel verstanden.

Wir wollen schliefilich noch beweisen:

Die Koeffizienten der Reihen (58) sind fiir die Charaliteristil: O ganz.:
Zahlen des Korpers der s-ten Einheitswwrzeln, Wir erhalten daher die
entsprechende Reihen fiir eine Primzahlcharakteristik q. indem iy siv
nach einem Primfaktor von q imn Korper der n-ten Einheilswirzeln
reduzieren.
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Die Herleitung der Reihen (58) zeigt, daB diese Behauptung nur
fir n = p = Primzahl zn beweisen ist. Hier geniigt es, die Reihe

j/‘: “’“7’—*—...

zu betrachten, weil wegen der Symmetrie von @, (¢, ;) die p anderen
1
Reihen jp = ?.J‘,, # ¥ ... Umkehrungen dieser Reihe sind.
Wir schreiben der Dentlichkeit halber @, (¢, j) u?’*? als Polynom
von z == tu? und 1/5 = u und denten dabei Glieder mit positiven Potenzen
von u durch Punkte an

217‘%“1__ 2P + R (I)[) ({_ ]) u?’”ﬁf’_

Die Koeffizienten dieses Polynoms sind ganze Zahlen. Die Koeffizienten d;
der Reihe

= 14diu+-..,

die dieses Polynom zu O macht, berechnen sich bekanntlich aus den
Koeffizienten des Polynoms durch Additionen, Subtraktionen, Multi-
plikationen und auBlerdem Divisionen durch den Wert der partiellen
Ableitung des Polynoms nach z fir z =1, u = 0. Der ist aber offen-
sichtlich gleich 1.

Die solchermafien aufgestellten u-Entwicklungen fir die Wurzeln
der Invariantenpolynome leisten fiir die Theorie der komplexen Multipli-
kation das gleiche wie die g¢-Entwicklungen (Entwicklungen nach
q = ¢**%) in der analytischen Theorie. Es kommt also auf die Konvergenz
der g-Entwicklungen gar nicht an. Die Galoissche Theorie der Invari-
antengleichungen kann mit Hilfe der «- Entwicklungen genau so behandelt
werden wie mittels der ¢-Entwicklungen, worauf wir nicht niher ein-
gehen, weil sich kaum Anderungen ergeben (vgl. WeBER, Lehrbuch der
Algebra ITI, achter Abschnitt).

§ 7. Singuldre und supersinguldre Invarianten.

Da der Typus eines elliptischen Funktionenkorpers durch seine
Invariante j vollig festgelegt ist, so muf sich insbesondere die Struktur
des zugehorigen Multiplikatorenrings durch ; ausdriicken. Mit der
Untersuchung dieses Zusammenhangs befaft sich der Rest dieser Arbeit.

Wir nennen eine Invariante j singulir, wenn der Multiplikatoren-

ring komplex und kommutativ ist, supersinguliir, wenn er nichtkommu-
tativ ist,
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Die singuliiren und die supersinguldren Invarianten sind absolut
algebraisch (algebraisch iiber dem Primkorper), die supersinguliiren Invari-
anten haben sogar hichstens den Grad 2 iiber dem Primkirper.

Beweis. Die Behauptung iiber die supersinguliren Invarianten
haben wir schon zweimal benutzt, sie folgte ja unmittelbar aus der
Tatsache, dall wegen ¢ == 2 K¢ = K?" und daher j*’ = J ist.

Fir die singuldren Invarianten von Primzahlcharakteristik haben
wir die Behauptung ebenfalls in § 3 3. schon bewiesen. sie ergibt sich
aber im folgenden noch einmal.

K = k(z, y) sei ein Korper mit absolut transzendenter Invariante j
und einer endlichen algebraischen Erweiterung k& von P(j) als Konstanten-
korper. Gesetzt, der Multiplikatorenring;R von K wire kompiex. Er
mitBte auch fir Primzahlcharakteristik kommutativ sein, weil 0 = 1 ist.
q sei eine im Quotientenkorper 3 von R prim bleibende Primzahl und
j* eine Nullstelle der Gleichung

@, (5,5) = 0.

Reduzieren wir A nach einem Primteiler von j—j;*, so erhalten wir
nach § 4 2., 3. einen elliptischen Kérper K mit der Invariante ;*. Der

<

Multiplikatorenring R von K umfafite einerseits R, enthielte aber anderer-
scits auch einen Multiplikator der Norm ¢, weil einer der Teilkorper
von K, iiber denen K zyklisch vom Grade ¢ ist, wegen O,(j%, 7% =0
zu K isomorph wiare. Da X keine Zahlen der Norm ¢ enthdlt, so
milBte B nichtkommutativ sein, was fir p = 0, aber auch fir p $ 0
nicht moglich ist, weil 2 nicht in @, , eingebettet werden kann.
Wenn X komplexe Multiplikatoren hat, so gibt es solche, die kein
ganzzahliges Vielfaches eines anderen Multiplikators sind, aber eine
Norm >-1 haben. Ist » die Norm eines solchen Multiplikators p, so
ist K iiber A* zyklisch vom Grade n und daher geniigt die Invariante 5

von K der Gleichung _
(Dn(j'y]) = 0.

Die singuldren Invarianten der Charakteristit 0 sind ganze
algebraische Zahlen.
Um dies zu beweisen, wollen wir den hochsten Koeffizienten einer

Gleichung G
D, j; J) =20

berechnen, der die singuldre Invariante j geniigt. Der hichste Koeffizient
von @,(4,5) ist der Koeffizient der niedrigsten Potenz von » in der
Entwicklung von @,(j, /) nach Potenzen von n. Wir zerlegen @, (¢, )
in Linearfaktoren
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o.t.)= ] @—iw

sn
hmods

(’l,ﬁ,’—;- =1

und setzen fir die js; die Reihenentwicklungen (58) ein

0,0 =[] et =dum),
sin
hmods.(h,s, :) =1

Das niedrigste Glied des Faktors (s, ) ist

w~l fiir §% > n,

9

(1— :C’s') wt fiir &% ==n.

"/ /82 .
— L™ fir $f < m.

Mithin heifit das hochste Glied von @, (j, 7)

(8, 1/8)
~ (s, 1ls) > n§(s,n/s) 2 s%; 8 q(.s- nfs)
. 5 nmn G Is -
(5 jEmsn ®n's) gpsran s Gal g
talls n keine Quadratzahl ist, und
N (s, m¥s)
s IR/ECD]
(60) II 1 — Ez; s il gmm G mas)
I mod m
() =1
fir eine Quadratzahl n = m*

Da es in einem komplexen Multiplikatorenring immer Elemente
mit nichtquadratischer Norm gibt, so geniigt eine singulire Invariante j
der Charakteristik O einer Gleichung

D, (]7 .7) == 0

mit ganzen rationalen Koeffizienten und dem hochsten Koeffizienten 1.
sie ist daher eine ganze algebraische Zahl®*),

§ 8. Existenz und Berechnung der supersinguliren Invarianten.

1. Fiir cinc supersinguliare Invariante der Charakteristik p ist das
zingehirige o gleich 2, d. h. der elliptische Korper K mit der Invariante j
hat keine Divisorenklassen der Ordnung p. Es gilt aber auch umgekehrt:

#) Dies ist der klassische Beweis, vgl. W. Wengkg, Lelihuch der Algebra 1T, 5. 422,
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Wenn o-= 2 ast. K also keine Divisorenklussen der Ohdnung p
hat, so hat K eine Maximalordnung von Qx , als Multiplikatorenring,
die zugehirige Invariante j.ist also supersinguliir.

Nach § 2, 10. geniigt es zu zeigen, daB K iberhaupt komplexe
Multiplikatoren hat. Die Invariante von K geniigt der Gleichung 77" = j.
Das gleiche gilt, unter ¢ eine Primzahl F p verstanden, fiir die g1
elliptischen Teilkorper K, ; von K, iiber denen A zyklisch vom Grade 4
ist. Da j» == j nur p® Losungen hat, so muB es zwei verschiedene
Primzahlen ¢, ¢, geben, derart, daf einer der Korper K, ; die gleiche
Invariante hat wie einer der Korper K,, ;. Daraus folgt aber, dat
K, i einen Multiplikator der Norm ¢, ¢, hat, der nicht rational sein
kann. Damit ist aber schon alles bewiesen.

2. Da die Divisorenklassengruppen der Ordnung p nach §1 um-
kehrbar eindeutig den unverzweigten zyklischen Erweiterungskorpern
p-ten Grades von K entsprechen, so folgt die Existenz von supersinguliren
Invarianten aus der kxistenz von elliptischen Korpern ohne zyklische
Erweiterungen p-ten Grades. Diese konnen wir aber nach einer Unter-
suchung von Hasse?®) leicht aufstellen.

Nach Hasse ordnen wir einem elliptischen Korper K der Primzahi-
charakteristik p eine bis auf einen Faktor s, s+ 0 konstant, ein-
deutig bestimmte Invariante A auf die folgende Weise zu: o sei ein
Primdivisor von K, o ein zugehiriges Primelement und + das bis aut
eine- additive Konstante eindeutig bestimmte ganze Multiplum von o—7
das der Kongruenz

r = o modo!

geniigt. Dann gilt eine Kongruenz

r = 0P —A/o mod p’

mit einer Konstanten 4. Dies .4 ist die Invariante; sie ist, wie gesagt,
von der Wahl von o und  unabhingig bis auf einen Faktor s'—#
s+ 0 konstant. K hat zyklische unverzweigte Erweiterungen oder
nicht, je nachdem 4 # 0 oder A = 0 ist. Daher sind die supersinguliren
Invarianten diejenigen Werte .von j, welche die Invariante A des Korpers K
mit absolut transzendenter Invariante j zu O machen. Wir wollen daher
A fir diesen Kérper berechnen.
a) p=2. Wir gehen von der Normalform

Y-y -ty — o

) H. Hassg, loc. cit. 2%, Nr. 1.
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aus. Finr den Nennerprimdivisor o von z und y ist z/y = « ein Prim-
element. Die ganzen Vielfachen von o~ haben die Form

E-+qz.

v:]]m

Wir haben also

aus
nx = y¥/2% modo?

zu bestimmen oder aus
ki

1+ ex)yx™4+1 = 1 modo.

Das gibt s =1, v = 2. A finden wir dann aus

x = y*/a*— Ay/x modo®
ader
2?/y* = 1 — Ax/y modo?
oder
(1+eax)y'+1 = 1—Ax/y modo®,

was wegen 1/y = 0 modo® mit
ax/y = Az/y modo®

gleichbedeutend ist. Mithin ist einfach

und die einzige supersinguldre Invariante der Charakteristik 2 ist
J = 0,

was mit dem Ergebnis von § 5 3. iibereinstimmt, daB j = 0 die einzige
Invariante ist, zu der eine griofiere Gruppe von Multiplikatoreneinheiten
als 41 gehort.

b) p ¥ 2. Wir erzeugen K durch eine Gleichung

¥ = flx),

wo f(2) = apx®+ ¢y 2° -+ asx + as ein kubisches Polynom bedeutet und
nehmen filr o den Nennerprimdivisor von x und y. Dann ist x/y ein
zugehoriges Primelement und

1 1
¢ 3 (p—-1) 5 (p—3)
Lz, a% -2 2 Yy XYy oy XT [

ist eine Basis der Multipla von o~?. Daher kénnen wir v eindeutig in
der Gestalt
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! (p—1)

= a1x+ . —+—a]]:£x-2
2

+y{fo+ Bt - B 2777

ansetzen. Der Automorphismus von K/k(x) macht aus der Kongruenz

) (p=1) / . :()~3)
((¢1x+...—}-a1,1a~1 )+y(ﬂo+' +'81(p %)x-l )

= y?/zP mod p!
die andere

L -1 Lio—»
(ltla:—}—. ctepia z?” )_‘?/ B+ +l31 z2

(—l)

= — yP/2 mod p,
so daB
1 (p—1)
Q(alx—f— +“11fl_””2 ) = Omod o,
2
das heifit

al:a :"':ap‘l—:o

w

gilt.
Zur Bestimmung von 4 haben wir die Kongruenz

] (ﬂo + e ﬂp~3 23 e )) = yP[2P— A y/xz mod o’

Wir multiplizieren sie mit xz/y und setzen fir y»—! den Ausdruck

FRT?

1 (p—38

’L’I_I'—.’l'r(ﬂ() "f—/glx—]_ T +’gj_’_‘,3_"biz

(p -1)

= f(x)? ))modo.

Da y nicht mehr vorkommt, so kann die Kongruenz auch modulo o*
oder =1 genommen oder schlieflich in die Gestalt

1 .
Lo ( ) (=) -
(f@)z 3)2 pn Ay 207 —{—ﬂ PRts +... +'ﬂ‘p-—§ mod 2
2
gesetzt werden. Mithin ist 4 nichts weiter als der Koeffizient von

1
~5 @
x 2 in dem Polynom

(p 1)

1
. N Y
(f(x)/z?)2 = (ayx 3+ a2+ g 21+ )2

von a1
Wir nehmen zuerst die Iegendresche Normalform mit

f(@) = 2(z—1) (x—4).
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1
. . . (-,
A ist der Koeffizient von o 2 in

1
((1 —z7 (1—2/g))* (‘"‘D’

das heifit
21

1 2 p 132
61) A= ="y ( 2 )7-1' = 5,(4).
i~—=1 I3 L

Offenbar gilt

;(p—l)

sp(U/d)y = A sp (4).

Da 1—2 zu der gleichen Invariante wie 4 gehort, so muf sich s,(1—42)
von s,(4) um einen von 4 unabhéngigen Faktor unterscheiden. Das gibt

1—(1)—1)

Q(l—2) = (—1)

Fiir p == 3 haben wir

sp (A).

d = —1-12
folglich ist
J =20

die einzige supersingulare Invariante modulo 3, in Ubereinstimmung
mit § 5 2.

Fiir p >3 liefert (61) wenigstens die Existenz von supersinguliiren
Invarianten, wir haben uns nur davon zu iiberzeugen, daf die Wurzeln
von s, () = 0 nicht 0 oder 1 sind (j = o):

p-1

3 /p—13? p—1
sp(0) =1, s,(1) :Z ( 9 ) = (L*_L) + 0.
2

i=0 7

Zur Berechnung der supersinguliren Invarianten ist es vor-
teilhafter, von der Weierstraschen Normalform auszngehen, also
S@) = 42 —¢gyx—gy zu nehmen. A ist der Koeffizient von

"'—_;(p_'l) in
(—pa—— a2+ 4); =
- ( p—1 ),
62) 4= 2 ) (— g 4_1;;_1.__,1

. -1 .
L e |

ks ist
g o= 28 gdd mit A = g} —27 42
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1 1 1 1

g, = 2 A%/12, g, = (j—2°8%)?% 12/216.

Setzen wir diese Werte in (62) ein, so erhalten wir
fir p=1 (mod12)

p— 1
S22

= (-— 1) 4 1 d4*
3 4
(63.1) 1 ( 4 )f
12 — 9~ p—1 .
x 2 TG,

,-=Zo @0)! (1’141-?— 3i)! (ﬁil— 4 i)!
fiir p =95 (mod 12)

) (I)"—] !
p—1 _2“—)‘ p—>b

A == 4 (_" l) 4 __1’:&_ 4’/ 12 2
| 3¢
(63.5) s iy
12 ("“ '—‘) p—d .
< 21 jr T (j—28.8%,

R
fir p =17 (mod12)

4 = 16(—1) * 4T g
26 3 4
{63.7) 1}7 ( . )_i
27 e
8 4 . p———7 . })+1 ; J (] 2 3)
= @it (B8 (£ 4!

und fiir p = 11 (mod 12)

(' p—1 ) '
om0 U PO o
A = 64 (“— 1) 1 2:11—"— / 12 !/2 93
(63.11) 3 ®
1'7—231 ( 4 )i 1
o7 p-n
= 21 S G- e

@o@anﬁii—B%(%? !



Multiplikatorenringe elliptischer Funktionénkdrper. 257

Die Summen auf den rechten Seiten dieser Formeln sind bis auf einen
konstanten Faktor die von Hasse®¢) mit P (j) bezeichneten Polynome.
Wir erkennen, daB die von HassE vermutete Gradzahl [p/12] richtig ist.
Fithren wir
= —4(j—2039/27;

als neue Verdnderliche ein, so wird

A
const. y P(j)

‘.'f;"t-l) H
= 2
u;i<-11;— (22)!( 7l ——32)‘( I _Jr_,)‘

v

wenn p = 1 meod 4,
~5H .
const. ;7 127 P())
(64.—1) _ t
viied (25+1)!("—Ei—3i)!(-1’—1‘—1+i)! ’
wenn p = —1 mod 4.

In dieser Gestalt lassen sie sich verhéltnismiBig bequem berechnen.
Wir lassen eine Tabelle der Polynome P (;) und der supersinguliren
Invarianten fir p<C 100 folgen.

Supersingulére Invarianten modulo p.

» P, (5 Warzeln von P, (§) 2633 0
]

2 * m
3 " . )
5 1 * * | 0
65H) 7 1 6 | =
11 1 * 10
13 J=5 o * )%
17 j— 8 8 * |0
19 j—1 7 18 |
23 j—19 19 3o
29 j2E2j+21 2, %5 £ 10

%) H. Hassk, Existenz separabler zyklischer unverzweigter Erweiterungskorper
vom Primzahlgrade p iiber elliptischen Funktionenksrpern der Charakteristik p. Journ.
f. d. r. u. ang. Math. 172, S. 77—85 (1934), S. 81.
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v P,G) Wurzeln von P, )] 26841 0

31 2+2i+8 2, 4 23 | «

37 2352455+ 11 8 3+10) 2 M

41 A+ 19524105+ 18 3, 28, 32 w0

43 P22 4115+ 32 41, 12+8 )2 8 | «

47 J+81j2+3835435 9, 10, 44 36 |0

53| - T74°+8042+95 424 46, 50, 28 +9 /2 * |0

59| j*+ 8934385424315+ 39 15, 98, 47, 48 17 10

61|4%+604¢4852+2752+ 21460 9, 41, 50, 42-+41/2 -

| 67| +58)0 1455 +4724-364+8|66,45+307/2,63+82])/2 | 53 | «

(65) 71| j5+ j+ 33 3 4 28 j2+ 54 - 18 17, 40, 41, 48, 66 94 |0

13| j°+195°+ 1854+ 345248152 19,56,39+51/5,8431)/5 | = |
+67j4+7

791 o550+ 57414632+ 524 | 15, 17, 21, 64. 12+38)/3 | 69 | «
25 -+ 10

831 JjS+11,°+625*+81,°+81,% |17, 28, 50, 67, 38+35]/2 | 68 | 0
+1725 + 48

891 JT+60°486,°+ 87 +-225° | 6,7,13,52,66,76+39 /3 | « | ¢

+ 28524795 + 42
971 J%4+60;57+10 56+ 96454 25¢ 1, 20, 45 +28)/5, -
+ 74534342469+ 78 6+3)5, 81+22)/5

Als allgemeines Ergebnis der vorstehenden Betrachtungen halten wir fest:
Es gibt zu jedem Typus von Maximalordnungen in Qw,, super-
singuliire Invarianten modulo p.
Denn da es iiberhaupt einen supersinguliren Korper K modulo P
gibt, so gibt es unter dessen Teilkorpern solche mit einer vorgegebenen
Maximalordnung von Qw, , als Multiplikatorenring.

§ 9. Existenz der singuldren Invarianten.

1. Die Existenz singulirer Invarianten der Charakteristik 0, und
zwar zu jeder Ordnung in einem vorgegebenen imaginiren quadratischen
Zahlkorper von gerade so vielen, wie die Klassenzahl dieser Ordnung
angibt, ist bekanntlich eine ganz einfache Foige aus der analytischen
Theorie der elliptischen Funktionen. Da diese singuliren Invarianten
ganze algebraische Zahlen sind, so konnen daraus nach § 4, 2., 3. durch
Reduktion nach Primidealen des von ihnen erzeugten Zahlkorpers sin-
guldre Invarianten von Primzahlcharakteristik p gewonnen werden, und
zwar, wie wir uns leicht iiberzeugen, zu jeder Ordnung mit nicht durch 7
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teilbarem Fithrer eines vorgegebenen imagindren quadratischen Zahl-
kdrpers so viele wie die Klassenzahl der Ordnung angibt.

Es bleibt aber offen, ob es nicht noch weitere gibt, die nicht
durch Reduktion erhalten werden kénnen. Um dies zu entscheiden und
alles auf algebraischem Wege herzuleiten, brauchen wir den folgenden
Hilfssatz :

Wenn der Korper K, der Primzahicharakteristik p einen Multi-
plikator w hat, so 1t er sich durch Reduktion modulo einem Primteiler p
von p aus einem Korper K, der Charakteristik 0 qewmnen, von desgen
Multiplikatoren einer in den vorgegebenen Multiplikator g von K, iibergeht.

Er erlaubt uns, von dem im vorigen Abschnitt aufgestellten super-
singuldren Invarianten modulo p zu den singuliren Invarianten der
Charakteristik 0 und dann von da zu den singuliren Invarianten
modulo p zu gelangen.

Beweis des Hilfssatzes. Wir konnen von vornherein annehmen,
daB u komplex ist, denn fiir rationales g ist der Satz selbstverstindlieh.
Weiter konnen wir annehmen, daf die Norm » von g nicht durch p
teilbar und daB w kein Vielfaches eines rationalen Multiplikators m ist,
denn wir konnen @ durch m—j oder m~ 41 ersetzen. K, ist also
zyklisch von nicht durch p teilbarem Grade n iiber K, wenn wir den
Konstantenkoérper als hinreichend groBes Galoisfeld annehmen. = sei
ein endlicher algebraischer Zahlkorper iiber den wir noch verfiigen
werden. Zn X adjungieren wir eine Unbestimmte ; und eine Wurzel A
von

221 —A(1— A1) = jA¥1—A)®

oder eine Wurzel « von
a®(a®424)2 + j (e 4 27) =

je nachdem p 4 2 oder p 4 3 ist. Uber dem Konstantenkorper Z(j, 4)
oder 2(j, @) bilden wir durch die definierende Gleichung

yr=al—10@—4
oder

¥ —ytexy = o

einen elliptischen Korper 3(j, 4; z, y) oder 3(j, «; x, y) mit der Inva-
riante j. Wir erweitern den Konstantenkérper 3(j, 4) oder 3(j, e)
endlich algebraisch zu einem Kérper & derart, daf in k(z, y) = K p(n)
Teilkdrper K, .., K, enthalten sind, fiber denen K zyklisch unver-
zweigt vom Grade » ist; die Invarianten dieser Korper sind die Wurzeln
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Jis++,jum der Invariantengleichung n-ter Ordnung @,(f,;) = 0.
Die j; liegen daher in &, wir wollen auBerdem annehmen, daB fiir jedes ¢
alle Warzeln A)” der Gleichung

P(L-— (1 —4)) = ji i (1— 1)

oder alle Wurzeln af” der Gleichung

ot (ol + 24)° 4, (3 +27) = 0

in & enthalten sind.

Die zu einem in p aufgehenden Primideal von 2 gehorende
Bewertung dehnen wir hinsichtlich j auf 2(;) aus und verstehen unter
p einen ihrer Primteiler in k. Die Restkla.s§énbildung modulo p bezeichnen
wir durch iberstreichen. p wird hinsichtlich « auf %(x) tibertragen,

da 7 iber = transzendent ist, so bleibt p in K prim und K = k(x, %)
ist elliptisch mit der absolut transzendenten Invariante j iber dem
Konstantenkorper k. Ky, - - -, K gehen modulo p in die entsprechenden
Teilkorper K., - - -, Kuo von K mit den Invariantep j,, - - <y Juen dber.

Wir kehren zu dem gegebenen Korper K, der Charakteristik p

zuriick.  jo sei seine Invariante und i, eine Wurzel der Gleichung
2(1— Ao (1 —~h) = jods (1— &)
oder «, eine Wurzel der Gleichung
ad (@8 + 24)%+ jo (e +27) = 0.

Wir wahlen nun den Korper = so, daB er eine Zahl 4, (&) ent-
hilt, deren Rest modulo p mit diesem R (o) identifiziert werden kann.
AuBerdem verlangen wir von =, daB die Divisoren der ganzen algebra-
ischen Funktionen j —j, und A—2AP == L., p(m); h=1,...,6
oder e —aP, i=1,---, pm); h=1,---, 12 von j im Zahler nur
Primdivisoren ersten Grades haben. k; sei der Ring der ganzen algebra-
ischen Funktionen vonj in k. k; besteht dann aus ganzen algebraischen
Funktionen von j, moglicherweise aber ni¢ht aus allen, die in k ent-
halten sind, was die nachfolgenden Uberlegungen ein wenig umstind-
licher macht.

@ sei ein in j — jo aufgehendes Primideal von k;. Es gibt wemg-
stens emen Primdivisor von & mit der Eigenschaft, dag alle durch ibn
teilbaren Elemente von %; das Primideal ¢ bilden, wir bezeichnen ihu
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ebenfalls mit . K geht dann modulo @ in einen Koérper mit der vor-
gegebenen Invariante Jo iiber, wir konnen, da es auf den genanen Kon-
stantenkorper nicht ankommt, annehmen, dag es der gegebene Korper K,
ist. Wird 2 hinreichend grof gewihlt, so ist der vorgegebene Multi-
plikator p in K, maoglich. K,” muB sich bei der Reduktion modulo &
aus einem der Korper K; ergeben, etwa aus K.

Das erzeugende Elementepaar x, y von K mit

P=iG—-1)GE—D [pP—ytazy ==z
bgkeht modulo @ in ein erzeugendes Elementepaar zo, yo von K, mit
= T m— ) @—h)  [¥h YT %y = o
iiber. Das erzeugende Elementepaar 7 #, y,# von I—{;E ‘mit
B =Tl G — 1) G =), [007 — 0P o TP 9" = %,7]

ergibt sich nach § 4 3. aus einem erzeugenden Elementepaar z, ¥,
von 7(: mit
p=nE-GEL, - hteay =3,
wo A («¢,) eine gewisse Wurzel von
(1 — 1, (1~ 1)) = j, (1 =4y

[von &? @2+ 240 +7, @2+ 27) = 0]
ist, die der Kongruenz
i =1 mod g (a, = & mod p)

geniigt, etwa A (o). Weiter sind nach § 4 3. z, y, die p-Reste eines
erzeugenden Elementepaares x,,y, von K, mit

y; = 2, (o, —1) (&, —4) @B—ytezy =12).

Es finden also die folgenden Uberginge statt

x, y, A(e) modulo p in Z, ¥, 4 (@) modulo @ in Z, Yo, 4o (@),
—_— ——

2 Yy A () modulo p in z,, 7, 4, (@) modulo @ in Z,7, ¥;7, &, (&,).
— —
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Die Pfeile geben die Reihenfolge an, in der diese Tripel eines aus
dem anderen gewonnen wurden.

Wir werden weiter unten zeigen, dafi es ein in 2 — 2; («— «,)
aufgehendes Primideal ¢ von k; gibt, das modulo p in das Primideal o
von k; iibergeht. Den zugehorigen Primdivisor ¢ dehnen wir hinsichtlich
a auf K aus, K geht dann modulo ¢ in einen Koérper Ky =: ky(xo, 3o)
itber; wir bezeichnen die Reduktion modulo ¢ durch Anhingen eines
Index 0. K, hat einen durch x,—> x4, ¥ — y10 gegebenen Multiplikator p,
da ja 4,-= Ay, ist. Zufolge der Vertauschungsregel (12), § 4 2. gehen
z.y mod p in x,, y, und x,, y,, in x,#, y, ” iiber. Dem g entspricht
folglich bei der Reduktion der gegebene Multiplikator p von K.

Es bleibt noch die Behauptung iiber  und ¢ zu beweisen, wir
untersuchen zn diesem Zweck etwas allgemeiner. wie sich die Ideale
von k, zu denen von %; verhalten.

Fiir jedes Ideal a von #; ist die Menge a der Reste modulo p
von p-ganzen in a enthaltenen Elementen ein Ideal von ;.

Fir zwei Ideale a und b gilt offenbar

ab = a-b
anb & anb,
und a &b, wenn a S 6.
Aus der Primfaktorzerlegung
= '.el'. . ,)e"
a ¥y Ya
eines Ideals von k; folgt also
T L Nl Sl APNUSPAOS
£, 9, Yy =0 =9, Yn

Kin Primidealteiler ¢ von a geht daher in einem der Ideale gJ:f. wegen
@% 2 9% also in einem der Ideale ¢, auf. Andererseits geht ein Prim-
T 1

idealteiler @ von g; in go:" und daher in a auf. Die Primidealteiler
von ¢ sind also genau die der @;.

Wir zeigen nun, daf fiir ein Primideal ersten Grades y entweder
¢ =k; oder wieder ein Primideal ersten Grades von %; ist, so daf,
wenn wie oben fir a=(A—2)), a nur Primfaktoren ersten Grades
enthilt, jeder Primfaktor ¢ von a aus einem Primfaktor ¢ von a hervor-
geht und den Grad 1 -hat. Wir betrachten zu jedem p-garnzen z aus /;
seinen konstanten Rest { modulo . Wenn filr ein solches z der Rest {
nicht p-ganz ist, so ist ¢ = /;, denn es wird 1

z/{ = 0modg, also
wegen 2/t =0, 1 =0 modp. Wenn @ nicht gleich %; wird, so sind
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alle { p-ganz und aus z=2{ mode folgt z=1{ modp, p ist daher
ein Primideal ersten Grades.

3. Zu jeder imaginir quadratischen Zahlkorperordnung R gibt es
singquldre Invarianten der Charakteristik 0, denen dies R als Multipli-
katorenring eugeordnet. ist.

Beweis. Es geniigt, einen elliptischen Koérper K, der Charakte-
ristik 0 anzugeben, dessen Multiplikatorenring R, den gleichen Quotienten-
korper = hat wie das vorgegebene R. Denn sei fiir jede Primzahl ¢
(wgy {g), @2 (g)) eine Basis von R,,, welche die Darstellung S;(u)
(§ 2 5.) von R, vermittelt und C, eine ganze ¢-adische Matrix, welche
sie in eine Basis w, (g), w; (¢) eines Moduls der Ordnung R, transformiert.
Diese Matrizen C, konnen fast alle unimodular gewahlt werden, sie
legen dann nach § 2 6. einen Teilkorper K von K, fest, dessen Multi-
plikatorenring R ist.

Es sei p eine Primzahl, die in 2 prim bleibt. @, enthdlt dann
einen zu 2 isomorphen Teilkorper, der Multiplikatorenring eines Korpers K
der Charakteristik p mit supersingulirer Invariante also ein Element g,
das diesen Korper erzeugt. Nach dem in 2. bewiesenen Hilfssatz kann

K durch Reduktion modulo einem in p aufgehenden Primdivisor aus
einem Korper K der Charakteristik 0 gewonnen werden, von dem ein
Multiplikator w in w iibergeht. u geniigt aber derselben quadratischen
Gleichung wie ¢ und erzemngt daher 2, womit alles bewiesen ist.

X ser ein wmaginirer quadralischer Zahlkorper, in dem die Prim-

zahl p in zwei verschiedene Primideale zerfillt, und R eine Ordnung
von 2, deren Fiihrer nicht durch p teilbar ist. Es gibt singulire Invari-
anten der Charakteristik p, zu demen der Multiplikatorenring R gehirt.

Beweis. Wir gehen von einem Korper K, der Charakteristik 0
aus, dessen Multiplikatorenring R, den Quotientenkdrper = hat. Da
seine Invariante ; eine ganze algebraische Zahl ist, so kénnen wir als
Konstantenkorper einen endlichen algebraischen Zahlkorper nehmen, und
wenn wir, eine passende Verinderliche x zugrunde legend, einen Prim-
faktor von p.in diesem Zahlkorper auf K iibertragen, so erhalten wir
nach § 4 3. durch Reduktion nach diesem Primfaktor einen elliptischen

Korper K der Charakteristik p mit der Invariante j, dessen Multipli-
katorenring Ry, eine Ordnung von 3 ist. Wie oben nehmen wir zu jeder
Primzahl ¢ + p eine ganze g-adische Matrix C,, die eine die Darstellang S,
von Ry vermittelnde Basis (o, (g), ws(g)) von Ry, in eine Basis eines
Moduls von R, transformiert. Nach § 2 6. legen sie zusammen mit
beliebigen ¢y, und 7(K,: K) einen Teilkérper K von K, mit dem Multi-
plikatorenring R fest.
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4, Wir bemerken zum SchluB noch, daB es fiir jede Charakteristik
auch elliptische Korper gibt, die nur rationale Multiplikatoren haben
solche mit absolut transzendenter Invariante.

§ 10. Die vollstandigen singuldren Invariantensysteme.
Klassenzahirelationen.

1. Wir wollen die Beziehungen untersuchen, die zwischen singu-
laren Invarianten mit Multiplikatorenringen gleichen Quotientenkdorpers
bestehen.

Zuerst betrachten wir einen elliptischen Korper K, dessen Multi-
plikatorenring R eine Ordnung in dem imaginiren quadratischen Zahl-
korper X ist. Wenn die Charakteristik p von K nicht 0 ist, so zerfillt
sie in ¥ in zwei verschiedene Primideale p, und p,. Ist a ein Ideal
von R, so hat K® die Ordnung R, von a als Multiplikatorenring
(§2 2., 9.). Zu Teilkorpern K mit dem gleichen Multiplikatorenring R
wie K fithren also die cigentlichen ldeale von R, die die Ordoung R
haben. Zwei von ihnen, K* und K™, sind genau dann isomorph, haben
also die gleiche Invariante, wenn &, und a, Aquivalent sind. Ky g/bt
daher unter den Teilkirpern K genau soviel nichtisomorphe wie Ideul-
klassen in R, wenn wir noch beweisen, daff jeder Teilkotper K, von K.
dessen Multiplikatorenring gleich R ist, in der Gestalt A, = K2 mit
einem Ideal-a von R geschrieben werden kaunn. Ks erscheint dann jeder
Idealklasse von R eine singulire Invariante zugeordnet. Um K, = K?
zu zeigen, betrachten wir fir jedes ¢ F p die zu K gehorige Darstellung
S, von = (§2 5.) und die zu K, gehorigem Matrizen (’;, auierdem fiir
p + 0 die Darstellung s, und das zu K, gehorige ¢,. o,(g), w:(q) =ei
eine Basis von R,, die S, vermittelt. (w,(q), w:(g))(; muf dann Basis
eines Moduls &, der Ordnung R, sein (§ 2 7.). Fir p 4 0 setzen wir
weiter, wenn sp die p;-adische Darstellung von X ist und K den Inse-
parabilitatsgrad p/ iiber X hat, a, = R, p" pf, wo . den Exponenten
der in ¢, enthaltenen Potenz von p bedeutet. a, ist nur fir endlich
viele ¢ nicht gleich R, und daler gibt es ein Ideal a von R, dessen
g-adische Komponenten diese a, sind. Wir zeigen K, = K2 Zunichst
stimmen die Inseparabilititsgrade I(K : K,) und I(K:K?) iiberein, sie
sind beide gleich p/. Da ferner sowohl die in (K:K,) als auch die in
(K : K enthaltene Potenz von p gleich p*i? ist, so stimmen auch die
in den Separabilitatsgraden von K iiber K, und von K itber K* ent-
haltenen Potenzen von p iiberein.c Schlieflich haben nach §2 9. die
Matrizen C, fir K* die gleiche Bedeutung wie fir K,. Daher ist nach
§ 2 6. in der Tat K2 = K,.
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Wir wollen die Gesamtheit aller Invarianten der Teilkorper von K
ein vollstiindiges singulires Invariantensystem zum Kirper S nemnen. In
ihm gibt es zu jeder Klasse einer Ordnung von =Z eine Invariante, also
soviel Invarianten, zu denen diese Ordnung als Multiplikatorenring gehért,
wie Klassen in der Ordnung. Die Existenz eines vollstindigen Invari-
antensystems zu 2 haben wir bewiesen. Es konnte aber mehrere geben.

2. Entsprechende Uberlegungen konnen wir fiir die supersinguliren
Invarianten der Charakteristik p anstellen. K sei ein elliptischer Korper
der Charakteristik p, dessen Multiplikatorenring R; eine Maximalordnung
VOR Qu,p ist. Ist @z ein Linksideal von R;, so ist der Multiplikatoren-
ring von K** die Rechtsordnung R, von az. Da zwei Korper K** und
K% genan dann isomorph sind, wenn az und &y dquivalent sind, so gibt
es unter den Teilkérpern von K genau soviel nichtisomorphe, wie Ideal-
klassen in Qw,,. Ebenso groB ist die Anzahl der supersinguliren Inva-
rianten der Charakteristik p, soweit sie bei den Teilkorpern von K
itherhaupt vorkommen. Wir wollen ihre Gesamtheit wieder ein woll-
stiindiges System von supersinguliren Invarianten der Charalteristik p
nennen.

Zu zwei supersingularen Invarianten j; und ;» des vollstindigen
Systems gehdren genau dann isomorphe Multiplikatorenringe Ry und
R.,. wenn die zugehorigen Korper K* wnd K™ in einer Beziehung
ap, = Cu i, y stehen, ¢; zweiseitiges Ideal von R;, denn genau dann
haben a; und a;, isomorphe (oder zum gleichen Typus gehorige) Rechts-
ordnungen R, und R, *). Statt as, = €;ay y konnen wir anch
@, = & Cnp, 7 schreiben. Py a, sel das zweiseitige Primideal von Ry, ,
dessen Quadrat p ist. Kin zweiseitiges Ideal von R ist- dann entweder
gleich Ry, n oder gleich ps 5 n, unter n eine rationale Zahl verstanden.
Mithin gibt es ein oder zwei supersingulive Invarianten in dem voll-
stiindigen System, deren zugeordnete Multiplikatorenringe vom gleichen
Typus sind, je nachdem p in diesem Typus Hauptideal ist oder nicht.
Im ersten Fall ist die Invariante offenbar rational, im zweiten sind die
beiden Invarianten rom Grade zwei und zueinander konjugiert. DaB
beide Fille vorkommen, zeigt die Tabelle (65).

3. Es gibt zu jedem miglichen Quotientenbereich X nur ein voll-
stiimdiges singuliives oder supersinguliires Invariantensystem.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall 3 = (), ;. Die Anzahl
aller supersinguléren Invarianten der Charakteristik p ist nach 2. ein
Vielfaches der Klassenzahl von (... Die von EICHLER®®) bherechnete
Klassenzahl von Qo p,

) Vgl. M. DeuriNG, Algebren, Ergebn. der Math. IV,(, §. 89,
%) M. ErceLer, Uber die Idealklassenzahl total definierter Quaternionenalgebren,
Math. Zeitsehr. 43, €. 102109 (1937).
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—1
—ZLI-Q— fiir p = 1mod12,
p—5 ) X .
T+1 fir p = 5mod 12,
(66) =
%——}—1 fir p = Tmod 12,
PE“ +2 fir p = 11mod12,

stimmt aber nach (63) mit der Anzahl aller supersingularen Invarianten
der Charakteristik p iiberhaupt iiberein, wenn wir annehmen, da8 das
Polynom P(j) lauter verschiedene Wurzeln hat. Damit ist die Einzig-
keit des vollstiindiger Invariantensystems bewiesen, und 2ugleich, daf P(j)
in der Tat lauter verschiedene Wurzeln hat. Dies unmittelbar dem Aus-
druck (63) (oder auch (61) eder (64)) fiir P(;) anzusehen scheint nicht
leicht zu sein.

Wir wollen die Einzigkeit des supersinguliren Invariantensystems
fir die Fille p31mod 12 beweisen, ohne uns auf die Eichlersche
Klassenzahlformel zu stiitzen. Fiir p = 2 und p = 3 haben wir schon
in § 8 2. gezeigt, daB es nur eine supersingulire Invariante gibt. Es
sei jetzt p == 2mod 3. Da in diesem Falle Q,, den Korper der dritten
Einheitswurzeln enthilt, so gibt es wenigstens eine Maximalordnung,
in der dritte Einheitswurzeln liegen. Nach § 5 2. ist das nur finr die
Invariante j = 0 moglich. Durch eine Invariante ist aber das voll-
stindige supersinguldre Invariantensystem bestimmt. Es gibt also nur
eins. Ganz ebenso schlieBen wir fir p = —1mod4. In Qw,, gibt es
eine Maximalordnung mit vierten Einheitswurzeln, zu der nach § 5 2.
die Invariante j == 2%3° gehort und dadurch ist das vollstindige
System festgelegt. Die Primzahlen p = 1 mod 12 entziehen sich dieser
Schluweise.

Wir betrachten daher zuniichst den Fall der Charakteristik 0.
Wenn wir uns auf die analytische Theorie stiitzen wollen, so ist natiirlich
nichts mehr zu beweisen. Verzichten wir darauf, so konnen wir folgender-
mafen vorgehen. 2 sei der gegebene imagindre quadratische Zahlkorper.
8, und S, seien zwei vollstindige Invariantensysteme zu I, die wir
als gleich erkemnen wollen. Wir betrachten nur die % Invarianten
Jit - -+ ji,n des Systems §;, die zur Maximalordnung R von I gehéren.
Wir betrachten einen elliptischen Korper K, der Invariante j;,; und
einen Koérper K, der Invariante jo;. Von den beiden gemeinsamen
Konstantenkorper & setzen wir voraus, daB er den Korper I enthalt,
nach § 3 3. sind dann alle Multiplikatoren, die zu j;, bei algebraisch
abgeschlossenem Konstantenkorper gehoren, schon in K; mdglich. ¢ sei
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eine Primzahl = 2 mod3, die in 2 prim bleibt, q ein Primfaktor von
q in L, und % der Restklassenkérper von %k modulo q. K* sei ein
elliptischer Korper der Charakteristik 0 mit supersinguldrer Invariante
und dem Konstantenkdrper k. Wir dehnen nach § 4 3. q so auf K; aus,
daB K; modulo q in einen elliptischen Korper K; der Invariante j; ; mit
dem Konstantenkorper L iibergeht. Nach §4 2. und §2 10. ist
der Multiplikatorenring von K; eine Maximalordnung R; von Qe,,, die
einen zuwr Maximalordnung von I isomorphen Teilring 0; enthilit.
Wegen der FKinzigkeit des supcrsinguliren Invariantensystems
modulo ¢ kann daher K; isomorph auf einen Teilkérper IEV von K*
abgebildet werden. wobei % elementweise in sich iibergehen soll. Es
gibt ein Element & von R,, das 0, in o, transformiert, 0, == £-19, &.
Der Multiplikatorenring & 'Ry & von K3* enthalt dann ebenso wie R,
den Ring 0,. Daraus folgt aber, daf es ein Ideal a von o, gibt, fiir
welches 'R, & =— a~1R, a gilt*). K+ geht modulo q in einen Teil-
korper K2 von K, iber. dessen Bild in Ki*, K}, die Maximalordnung
a'R,a = §1R & als Multiplikatorenring hat. K% hat daher die
gleiche Invariante wie K,, und das bedentet, dafi eine Kongruenz

Ju1 = jiie modq

besteht, wo I(g) einen gewissen der Indizes 1, ...,/ bezeichnet. Die
Primzahlen ¢ kdnnen nun gekennzeichnet werden als diejenigen Prim-
zahlen, die in dem von X und P(V'-—3) verschiedenen quadratischen
Teilkorper des biquadratischen Korpers 2 (1 —3) in Primfaktoren
ersten Grades aufspalten, welche ihrerseits in (1 —38) prim bleiben.
Solcher Primzahlen ¢ gibt es aber nach dem Bauerschen Satz®’) unendlich
viele. Fiir unendlich viele von ihnen hat /(g) ein und denselben Wert /.
Da j;: nach unendlich viel verschiedenen Primidealen von %k mit j;;
kongruent ist, so gilt 721 == si,; und damit ist die Einzigkeit des voll-
standigen singuliren Invariantensystems der Charakteristik 0 zum
Kérper X bewiesen.

s bleibt jetzt noch zu zeigen, dafi auch die singuldren Invarianten-
systeme von Primzahlcharakteristiken und die supersinguliren Invarianten
von Charakteristiken ¢ = 1 mod 12 einzig sind. Wir greifen dazu aus

) V. Kokinex, Maximale kommutative Korper in einfachen Systemen von hyper-
komplexen Zahlen, Mém. Soc. Roy. Sci. Bohéme 1932, S. 124 (1933); § 8, Satz 3.

M) Vgl etwa M. DEUrING, Neuer Beweis des Bauerschen Satzes, Journ. f. d. 1.
u. any, Math.
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zwei Invariantensystemen der Charakteristik ¢, die wir als gleich
erkennen wollen, je eine, j; und j, heraus, wobei wir annenmen konnen,
daB in dem zu j; gehorigen Multiplikatorenring R; ein Teilring ; ent-
halten ist, der zu der Maximalordnung 0 eines gewissen imaginiren
quadratischen Zahlkorpers 3 isomorph ist. 1, w sei eine Basis von 0.

Nach dem Hilfssatz in 2 kounen wir K; durch Reduktion modulo einem
in ¢ aufgehenden Primdivisor q aus einem Korper K; der Charakteristik 0
gewinnen, dessen Multiplikatorenring » enthalt, und daher die Maximal-
ordnung von = ist. K, und K, sollen dabei einen endlichen algebraisciren
Zahlkérper & als gemeinsamen Konstantenkorper haben, der modulo g

in den gemeinsamen Konstantenkorper k von K, und K‘, tibergeht. Wir
konnen sogar, da es nur ein singuldres Invariantensystem der Charakte-
ristik 0 zu 3 gibt, K; als Teilkdrper von K; auffassen. Dadurch wird

K, zu einem Teilkorper von K;; j, und j, gehoren folglich zu dem
gleichen Invariantensystem, was zu beweisen war.

4, Nachdem die Einzigkeit der singuliren Invariantensysteme der
Charakteristik 0 bewiesen ist, konnen wir in der ublichen Weise die
klassischen Klassenzahlrelationen von KroNECKER*') ableiten. Wir gelien
darauf nicht weiter ein.

Wir konnen aber in #hnlicher Weise aus den singuliren und super-
singuliren Invariantensystemen von Primzahlcharakteristik neue Klassen-
zahlrelationen ableiten. Vorher beweisen wir:

Jede absolut algebraische Invariante j einer Primzahlcharakteristil p
ist singulir oder supersinguldr.

Es sei j?’f =4, Wenn j nicht sppersingulir ist, so gilt fiir einen
Korper K der Invariante j 0 = 1. K ist zu seinem Teilk6rper K Y iso-
morph (einen hinreichend grofien Konstantenkorper vorausgesetzt), da
er die gleiche Invariante hat. Mithin hat K einen Multiplikator = der
Norm p/, der aber keine Potenz von p sein kann, weil K7¢ wegen ¢ = 1
nicht rein inseparabel unter K ist. s ist daher komplex, womit der Satz
bewiesen ist.

Nach § 3 2. gilt fiir eins der beiden Primideale, in die p im Multi-
plikatorenring R von K zerfillt, etwa fir p,, K™= K”. Es ist dann

[ = (m) Hauptideal in R. Wir konnen das auch anders ausdriicken:
d sei die Diskriminante der Ordnung R. Wir betrachten die bindren
quadratischen Formen der Diskriminante d. pJ = Hauptideal bedeutct,
daB p/eine eigentliche Darstellung durch die Hauptform der Diskriminante
gestattet, also durch z®*— y*d/4 oder z*+zy — y* (d —1)/4, je nach-
dem d =0 oder d =1 mod 4 ist.

31 Vgl. etwa W. WeBER, Lehrbuch der Algebra Iil, S. 423.
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Die Anzahl der singuliren Invarianten ; der Charakteristik 3 mit
dem gleichen Multiplikatorenring ist gleich der Klassenzahl %(d) von 4.

Wir betrachten in dhnlicher Weise auch die supersingularen Invari-
anten j.
Wenn j? = j ist; so gibt es nach 2. im zugehorigen Multiplikatorenring
ein Element der Norm p, d.h.p ist durch die quaternire Normenform
der Diskriminante —p® des Multiplikatorenrings (eigentlich) darstellbar.
Ist dagegen j? % j, aber j7=j, so ist p durch die Normenform nicht
darstellbar, aber p®. Im ersten Fall sind alle Potenzen von p durch
die Normenform darstellbar, im zweiten nur die mit geradem Exponenten.

Uberlegen wir nun, wie sich alle p/ Elemente des Galoisfeldes
f-ten Grades anf die singuldren und supersinguliren Invarianten ver-
teilen, so erhalten wir die folgende Klassenzahlrelation:

Fs gilt
(67) 2 h (dpf‘) + ty= /.

Dabei: qurchliuft dr alle nicht durch p teidbaren Diskriminanten definiter
Iendirer quadratzsckm Formen, fir die p’ durch die zugehirige Haupt-
Sorm eigentlich darstellbar ist, und ¢, bedeutet die Amzahl derjenigen
Idealklassen einer gegebenen Maximalordnung R ton Qsw,p, welche R in
solche Maximalordnungen transformieren, deren quaterndre Normenformen
p! darstellen.

Nach 2. konnen wir auch sagen:

Fiir gerades f ist t s die durch (66) gegebene Klassenzahl von GQe,p
und fiir ungerades f die Anzahl der Typen von Maximalordnungen von
Q,p, tn denen das in p aufyehende Primideal Hauptideal ist, deren
Normenformen also p darstellen; oder auch
h+t
__2" )
wo & die Klassen- und ¢ die Typenzahl von @w,, bedeutet.

tp*:tﬂ‘:"‘:h, tp:tﬂ:...:—;

§ 11. Kongruenzrelationen fiir die singuldren Invarianten.

1. Der Ubergang von elliptischen Korpern der Charakteristik O zu
solchen von Primzahlcharakteristik, den wir schon wiederholt anwandten,
ergibt bemerkenswerte Kongruenzrelationen zwischen den singuliren
Invarianten.

K sei ein elliptischer Korper der Charakteristik O mit singuldrer
Invariante 5. Der Konstantenkorper sei ein endlicher algebraischer
Zahlkdrper &, von dem wir apnehmen, daf er ; und den imaginéren
quadratischen Zahlkorper 3 enthalt, auf den der Quotientenkorper 3
des Multiplikatorenrings R von K durch das ganze Differential von K
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isomorph abgebildet wird (§ 8 2.). Alle Multiplikatoren sind dann in A
moglich (§ 3 3.).

» sei ein Primideal von /, das wir nach $4 3. so auf K aus-
dehnen, daf K modulo $ in einen elliptischen Korper K der Invari-
ante j mit dem Konstantenkorper % tibergeht. Wir wollen ubntersuchen,
wie der Multiplikatorenring von K mit dem von K zusammenhingt.
Wir wollen uns in dieser Arbeit auf den Fall beschrinken, daf die
durch p teilbare Primzahl p in 2 nicht voll zerfillt, so dal j super-
singuldr ist; der andere Fall ist einer weiteren Arbeit iiber die Klassen-
korper der komplexen Multiplikation vorbehalten.

Wir behaupten: Der Multiplitatorenring R von K ist eine Maximal-
ordnung von Qw,p, die mit dem Kirper 2 diejenige Ordnung gemeinsam
hat, deren Fiihrer aus dem Fiihrer von R durel weglassen der in thm
enthaltenen Potenz von p entsteht.

Zum Beweis brauchen wir nur zu beachten, daf nach § 4 4. die in
§ 2 5. eingefiihrte Darstellung S, (¢) von = fiir K die gleiche Bedeutung
hat wie fir K, falls q eine von p verschiedene Primzahl ist; wihrend
also R der Durchsclinitt aller g-adischen Hiillen R, von R mit R, ist,
ist der in R-liegende Teil von X der Durchschnitt aller R,, soweit er
aus p-ganzen Zahlen besteht und daher ist der Fithrer dieses Teils das
Produkt der Fiihrer aller R,, aber der von R das Produkt der Fiihrer
aller R, mit dem von R,.

Betrachten wir zuerst den Fall p = 2. Da es nur die eine super-
singuldre Invariante O gibt, so gilt:

FEine singulire Invariante 5 der Charakteristik O ist entweder durch
keinen Primfaktor von 2 teilbar oder durch jeden, je nachdem 2 in dem
zugehirigen imaginir quadratischen Kirper 2 wvoll zerfiillt oder wicht.

Dies Ergebnis ist bemerkenswert, weil es mit einem von H. WEBER auf
merkwiirdige Weise mittels der Kroneckerschen Grenzformel bewiesenen
Satze in Zusammenhang steht. Dieser Satz®®) heifit folgendermaBien: Es sei

) ;l:,/(a)—{—l)
. ’ 2
f((l)) - '/ ((ﬂy) ’
wo
i X Zwin
sy = o5 [ i)
n=1

die Dedekindsche y-Funktion bedeutet; durch f kann die absolute Inva-,
riante j(w) folgendermafien ausgédriickt werden:

s (B 16y
J(w) = F@)™

) W. Wenrr, Lehrbuch der Algebra I1T, . 540/541.
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w = w,/wy sei der Quotient zweier Zahlen w,, wy, die die Basis eines
Ideals irgendeiner Ordnung in einem imagindiren quadratischen Zahl-
korper £ bilden, dann ist

Jle)/ 141

eine Einheit, wenn 2 in X voll zerfallt, sonst ist erst das Produkt von
S(@)/V'2 mit einer gewissen Potenz von 2 mit positivem Exponenten
eine Einheit.

Die Folgerung, die hieraus fiir j(w) zu ziehen ist, ist offenbar
der oben bewiesene Satz: j(w) ist durch keinen Primfaktor von 2 teil-
bar oder durch jeden, je nachdem 2 in 3 voll zerfallt oder nicht.

Nur der erste Fall erfordert bei WEBER die transzendente Methode,
im zweiten Fall kann die in f(w) enthaltene Potenz von 2 auf algebra-
ischem Wege bestimmt werden. Beschrinkt man sich auf die ent-
sprechende Frage fiir j, so kann das mittels der in § 6 4. berechneten
Invariantengleichung zweiter Ordnung geschehen. Wir gehen nicht
weiter darauf ein.

Ahnlich scharfe Aussagen wie fir p — 2 erhalten wir fiir die
librigen Primzahlen, fir die Qw,, nur eine Klasse hat, also fiir p=13,
5, 7, 13. Fur 3 und 5 lauten die Aussagen ganz entsprechend:

J st durch keinen Primfaktor von 3 oder B teilbar oder durch
jeden, je nachdem 3 (5) in I wvoll zerfallt oder nicht.

Ferner

J—2°8% =41 ist durch keinen Primfaktor von 7 teilbar oder
durch jeden, je nachdem T in 3 wvoll zerfillt oder nicht.

J— b ist durch keinen Primfaktor von 13 teilbar oder durch Jeden,
je nachdem 13 in 3 voll zerfidllt oder micht.

Fir die ibrigen p miiite genauer bekannt sein, wie sich die
supersinguldren Invarianten auf die verschiedenen Maximalordnungstypen
verteilen, andererseits, in welchen Maximalordnungstypen eine gegebene
Ordnung von 3 enthaltep ist.

2. Beispiele.

j(V'—1) = 2°. 3% ist durch 2 und durch 3 teilbar, denn 2 und 3
werden in P(V'—1) nicht voll zerlegt. j—5= 1T mod18 ist nicht
durch 13 teilbar, 13 wird voll zerlegt. Aber 2°.3%—96.3% — o ist
durch 7. teilbar, denn 7 wird nicht voll zerlegt.

Uberhaupt wird 2°¢. 3% fir jede in P(V'—1) nicht voll zerfallende
Primzahl p supersinguldr, da ja p =7 oder 11 mod12 ist.

Betrachten wir dagegen ;(1'--4) = 2%.3%.11%, zum gleichen

singuléren System gehorig wie j(V'—1). Wieder ist ,7(1/ —4) durch
2 und 3 teilbar. Weiter ist

2%.3%.11%—26.3% = 93.33(1 331 —8) = 0 mod 7,
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aber
2%.3%.11° = 0 mod 11,

fiir 11 kommt also eine andere supersingulire Invariante heraus als bei
JV=1).
Ebenso fiir 19:

95.38,118 — 66% = 9% = 9.81 = 9.H = = 7 mod19.
23: 28.3%.11% = 66% = 20®* = — 3% = — 27 19 mod 23.
31: 928.8%.11% = 66° = 4* = 2 mod31.
43: 28.3% 11% = 66% = —20® = — 8000 = 41 mod 43,

47: 2%.3%.11% = 66° = 44 mod47.

In P(V'—3) mit j(—3}+3V —38) = 0 zerfallen die Primzahlen
= —1 mod3, also =5, 11 mod 12 nicht voll, fiir die in der Tat j =
supersinguldr ist. Fir ,](V —=3) = 2¢. 3%. 5% haben wir

24.3%. 5% =0 mod5, =2% 3% modll, =8 modlT7,
=19 mod23, =2 mod29, = 3 mod4l, = 44 mod47.

In P(V'—5) mit j(V —5) =26.5V5(164+7V5)'(9—4V'5)
zerfallen 11, 13, 17, 19, 31, 37 nicht voll. Es wird

o 0, wemn 15 = 4
jV—b) = { 1= 25.3%, wemn V5 = —4 mod 11,
J(V=5) =5V 5(8+1V5)’4+4V'5)
5V5(—4+6V5)4+4V5)
V5(—2+3V5)(1+V5) = V5(13+1V5) =5 mod 13,

I

j(V=5) = —3VH(—1+1¥5)(9—4V5) =8 modl7,

P 28. _ V= 9

j(V—=5) = mod 19, je nachdem _ mod 19,
7 V= —9

R 2 o V= 6

j(V—b) = mod 31, je nachdem _ ._ mod 31,
4 V= —8

j(V—=5) =3+21V13 mod3T.




