
Die Typen tier Multiplikatorenringe elliptischer 
Funktionenk5rper. 

G. Herglotz zum 60. Geburtstag gewidmet. 

Von MAX DEURtNG. 

Einleitung. 
1. Ill einer Reihe yon Arbeiten hat H. HASSE die Theorie der 

Multiplikation der elliptischen Punktionen auf algebraisehem Wege ent- 
wickeltl). Das Ziel, das er dabei vornehmlieh verfolgte, war dig Rie- 
mannsche Vermutung fiir die Kougruenzzetafunktionen vom Oeschleehte 1, 
oder was auf das gleiehe hinausl~uft, die folgende Behauptung iiber die 
Lt~sungsanzahl elliptischer Kongruenzen zu beweisen: Kosei ein dliptischer 
Fanktionenk~rper iiber dem Galoisfeld ko von q ~ pY Elementen (p Prim- 
eahl). Die Anzahl der Primdivisoren ersten Grades yon 1(o oder aucl~, 
unger f ( x ,  y ) ~ - 0  eine definierende Gleichung yon Ko verstanden, die 
Anzahl der in ko .qelegenen L~sungen dieser Gleichung, vermehrt um die 
Anzahl der im Nenner yon x oder y aufgehenden Primideale ersten Grades, 
ist gleich der Norm des Multiplikators ~ -  1 yon K ,  wo ~ der Multi- 
plikator z ~ zq ist ~). Es scheint der Aufmerksamkeit der Mathematiker,. 
die sich mit diesen Fragen beschi~ftigen, entgangen zu seiu, daft dieser 
Satz fiber Kongruenzen yore Geschleehte 1 schon GAuss, wenigstens in 
dem Sondeffall der lemniskatischen Funktionen, bekannt gewesen ist. 
Denu nichts anderes sagt die letzte Eintragung im Gauflschen Tagebuch 
aus, die folgendermatien lautet: 

Observatio per induetionem faeta gravissima theoriam residuonlm 

1) H. HASSE, Beweis des Analogons der Riemannschen Vermutung ffir die Artin- 
sehen und F. K. Schmidtschen Kongmenzzetafunktionen ill gewissen elliptischen F~llen, 
Nachr. Ges. d. Wiss. GSttingen, Math.-Phys. KI. 1933, S. 253--262; 2. Abstrakte Be- 
grQndung der komplexen ,Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funktionen- 
kSrpern, Abh. Math. Semin. Hamburg. Univ. |0, S. 325--348 (1934); 3. Zur Theorie der 
abstrakten elliptischen Funktionenk6rper, I. Joum. f. d. r. u. ang. Ma~. 17~, S. 55--62, 
lI., 8. 69--88, IlL S. 193-208 (1936). Eine einfachere Theorle in M. DEu~x~G, Arith- 
metische Theorie der Korrespondenzen al~ebraischer Fauktionenk~rper, I. Journ. f. d. r. 
u. ang Math. 177, S. 161--191 (1937), II. 183, S. 25--36 (1941). 

2) Siehe H. H.~,SSEI), 3~ HI. S. 206, 
19.7 
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biqu~lratieorum cure functionibus lemniseafieis elegantissime nectens, 
Puta  si a + b i  est humerus primus, a - - 1 - } - b i  per 2-}-2i divisibilis, 
multitudo omnium soht ionum congruentiae 

inchsis  

fit 

1 ~- z x + y y + x x y y  (rood a + b i )  

x - - - - -  ~v, y = 4-i ;  x = ~ i ,  y = ov 

( a - -  1)2+ bb. 

1814 Iul. 9, 

Ffir N ( a +  b i) ~ 100 ist dies yon R. DEDEKIND nachgeprfift worden 

nnd R. FRICKE hat darauf hingewiesen, daft zwischen 

x - -  sinlemn u und y ~- cos|emn u 

gerade die Gleichung 

1 : x J + y t + x 2 y  I 

bestehtS). Schliefllich hat aber G. HERfiLOTZ die Gauflsclle Behauptung 
bewiesen 4); seine Methode, die Teilung der  elliptischen Funktionen dutch 
~r--1 = a - - 1  + b i  zu verwenden, ist im Grunde die gleiche, die 
H. HASSE in seiner ersten Arbeit fiber die Riemannsche Vermutung 
benutzteb). 

2. In den bisherigen Arbeiten fiber die Multiplikation der elliptischen 
Funktionen ist kaum n~her untersucht worden, was fiir Multiplikatoren- 
ringe R elliptischer FunktionenkSrper K mOglich sind. Ffir die Charak- 
telistik 0 ist das nattir]ich bekannt und ergibt sich in einfachster Weise 
aus der Auffassung der elliptischen Funktionen als doppeltperiodische 
Funktionen: R ist entweder der Ring F d e r  ganzen rationalen Zahlen 
oder eine Ordnung in einem imagini~ren quadratischen ZahlkOrper und alle 
diese Ringe kommen tats~chlieh als Multiplikatorenringe vor. H.HASSE 
entdeckte, daft es fiir Primzahlcharakteristik noch eine dritte MSglichkeit 
gibt: n kann dana auch eine Ordnung in einer definiten Quaternionen- 
algebra sein. Ich habe dana genauer gezeigt, daft die Verzweigungs- 
stellen dieser Algebra ~ und p sind6). Wir wolien diese Algebra mit 

3) VgL GAuss' Werke X, 1. Abt., S. 571/572. 
~) G. HEI{r Zur letzten Eintragung im Gaul~schen Tagebuch, Ber. d. Math.- 

Phys. KI. d. Siichs. Ak. d. Wiss. Leipzig 73, S. ~71--276 (1921). 
5) H. HASsEI), |., S. 258/259. 
6) M. D]~URING I) II., insbesondere w 5, 6. 
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Q~.p bezeichnen. Es war aber bisher nicht bekannt, ob bei gegebener 
Primzahlcharakteristikp aUe drei Fiflle, nitmlich 

1. R ---~/I, 2. R eine vorgegebene Ordnung in einem vorgegebenen 
imagiu~tren quadratischen Zahlk0rper und 3. R eine vorgegebene Ordnung 
in Q~:.;,, m(iglich sind oder ob noeh weitere Einschrankungen gemacht 
werden miissen. Im folgenden soll nun gezeigt werden, daft erstens ira 
Falle 2. die Primzahl p in dem quadr~tischen Zahlk(Irper in zwei ver- 
schiedene Primideale zerfallen und der Ffihrer yon R zu p teilerfremd 
sein mul~ und zweitens, daft im Falle 3. R eine Maximalordnung yon 
Qz.~, sein muff. Abet alle dermaflen gekennzeichneten Typen yon R 
kommon wirklich vor. 

3. Der Typus eines elliptischen Funktionenk(irpers K kann durch 
die Invariante j gekennzeichnet werden, die ffir die Charakteristik 0 
einfach die absolute Invariante aus der Theorie der Modutfunktionen 
ist, fiir p ~ 2 aus der Legendreschen Normatform sich ebenso erklitren 
l~t~t wie fiir die Charakteristik 0, aber fiir p ~ 2 auf eine andere Weise 
eingeffihrt werden mu137). 

Es ist bekannt, daft fiir die Charakteristik 0 die elliptisehen 
K~irl)er K mit komplexem R algebraisc]te Zahlen j als Invarianten. haben. 
Und zwar gibt, es, wenn h die Klassenzahl yon R ist, genau h ver- 
schiedene Invarianten j mit R als zugehorigem Multiplikatorenring; diese 
h Werte yon j sind konjugierte ganze algebraisehe Zahlen. 

Fiir Primzahlcharaktel~stik p gilt etwas ganz Entsprechendes: R sei 
eine vorgegebene Ordnung in einem vorgegebenen imaginaren quadratischen 
Zahlk(Irper, in dem p in zwei verschiedene Primideale zerfallt. Es gibt 
genau so viel verschiedene Invarianten j ,  zu denen der Multiplikator- 
ring R geh0rt, wie die Klassenzahl h yon R betragt; alle diese j sind 
absolut algebraisch (algebraisch fiber dem Primk5rper). Wenn f der 
Exponent der Idealklasse yon R ist, der einem der beiden in p auf- 
gehenden Primideale yon R angeh0rt, so haben die j den Absolutgrad 
((~rad iiber dem PrimkOrper)f, sie zeffallen also in h / f  Gruppen yon 
je ./' untereinander konjugierten. 

Wen u aber R eine vorgegebene Maximalordnung in Q~,p ist, in 
tier der Primteiler yon .p Hauptideal ist, so gibt es genau ~ine Invariantej,- 
zu der dieser Multiplikatorenring gehOrt, sie ist absolut rational. Ist 
der Primteiler yon p kein Hauptideal, so gibt es zwei konjugierte 
Invarianten yore Absolutgrad 2 zu diesem Multiplikatorenring. Die Anzahl 
der j ,  zu denen eine.Maximalordnung yon Q~,~ als Multiplikatorenring 
geh(lrt, ist gleich der Klassenzah] von Qo~,~o. 

7) ~[. D~uR~g(~, h~varianten und Normalformen elliptiseher l~unktionenk6rper. 
Hath. Zeitsehr. 47, 47--56 (1941). 
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Die Klassenzahl h ist gleich 1 far p = 2 und p = 3, weiter istS~ 

h = 

p - - 1  
12 

f f i rp  ~-- 1 rood12,  

p - - 5  
-12-  + 1  f f i r p  -~- 5 rood12,  

p - - 7  
12 + 1  fiirp----~ 7 m o d 1 2 ,  

p - - l I  
11 + 2  fiir p -------11 mod 12. 

Ebenso groI~ ist mithin die Anzahl der j mit nichtkommutativem R. 
Wir werden zeigen, daii R genau dann liichtkommutativ ist, wenn es 
in K keine Divisorenklassen vom Exponenten p gibt (wenn also der 
Fall  ~ - 2  vorliegtg)). Nach H. HASSE t~ tritt  das genau dann ein. 
wenn eine gewisse Invariante A, fiir die er den Ausdruck 

p--1 
,~t 12 

p--5 

A =  p--7 
ga `4 1~ 

p--l l  
g~ g8 .4 12 

P(j ' )  f i i rp - -=  1 rood12,  

P ( j )  ffirp----- 5 rood12,  

P(3") ffirp------ 7 rood12,  

P ( j )  ffir p-------11 rood 12 

angibt, gleieh 0 wird, g~ und g8 sind dabei die Koefiizienten einer 
definierenden Gleichung 

y" = 4 x S - -  g~ x - -  g8 

der Weierstraflschen Normalforin yon K ,  `4 ist die Diskriminante 

`4 = . 4 -  27 gl 

und P(j ' )  bedeul~et ein Polynom der Invariante j ,  yon dem wenigstens 
feststand, daft sein Grad hOchstens gleich dem Exponenten der daneben- 

s) Nach M. EICHLER, Uber die Idealldassenzahl total definiter Quaternionen- 
algebren, Math. Zeitschr. 43, S. 102--109 (1937). 

9) M. DEUmN(} 1), II. w 5, 6. 
to) H. HASSE, Existenz separabler zykllscher unverzweigter Erweiterungsk6rper 

Yore Primzahlgradep l~ber elliptischen FunktionenkSrpern der Charakteristik p, Journ. 
f. r. u. ang. Math. 172, S. 77--85 (1934), w 1. 
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stehenden Potenz yon .4 ist. Vergleichen wir mit der Klassenzahl, so 
erkennen wir, daft diese Gradzahl, wie yon HASSE vermutet, genau ist, 
auflerdem, dag P(j) keine Doppelwurzeln hat. Die Wurzeln yon P(j) 
sind die Invariantenwerte mit nichtkommutativem Multiplikatorenringen, 
den einzelnen Typen von M aximalordnungen yon Qoo,~ zugeordnet, wozu 
im Falle p ~ 5 rood 12 j = 0, im Falle io----- 7 rood 12 j----- 2638 und 
im Falle p ~ 11 rood 12 j = 0 und j ~ 2636 kommen. Fiir p = 2 und 3 
ist j = 0 die Invariante mit nichtl~ommutativem Multiplikatorenring. 

Die Invariante A kann fibrigens mit der von HASSE und WITT ~) 
gegebenen Definition ohne weiteres explizit ausgerechnet werden; .wir 
erha!ten, je naehdem wir die Weierstragsche oder die Legendresche 
Normalform zugrunde legen, die folgenden beiden Ausdrficke fiir A: 

A = 

W0 

a 

p - I  p--1 p - 1  
(--1) 4 3 4 d 12 

p-1 _ p=6 ..... p - j .  
2 ' ( - -1 )  4 3 4 d 12 

p--8 p--7 p--7 
2 4 ( - -1 )  4 

26(--1) 

(!?-2.1--)! q), ( j ) f i i r  p ~  1.rood 12, 

'q' ( P - 2  1) !  q)p ( j)ff ir  p------5mod 12, 

p--8 p-- l l  p-- l l  
4 3 -  ~ - A  l ~ - - - [ P - - l ~ t O p ( j ' ) f i i r  = - - l lmod12  

~ '~ ' /  2 1" i ,  , 

p ( . - - ~ ) ' ( 1 -  2 ~. 3 '  . j - ' ) '  

( % '  .... 

ffirp~----1 rood4 
und 

Or(j) = j[~P~Y.,] 
~ f )  (1 - -  ~~ 3 ~ . j - 9  ~ 

_._. 4 i 

fiir p = - - 1  m o d 4 ;  
p--1 

b) A = ( - -1)  2- - E 2 h i ffir __> 3; P 
i = o  i / 

11) H. HASSE mid E. WITT, Zyklische unverzweigte ErweiterungskSrper yore 
Primzahlgrade ~ tiber einem algebraischen Funktionenkiirper der- Charakteristik p, 
Mh. Math. Phys. 43, S. 477--492 (1936). 
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dabei ist ~ eine der sechs Wurzeln yon 

j = 2s. (I - -  Z ( 1 - -  ),))~ 

Die Form a) eignet sich auch zur numerischen Berechnung der 
,supersingul~iren" Invarianten (mit nichtkommutativem R) fiir kleine 
Werte yon p. 

4. Es ist leicht einzusehen, dab fiir Primzahlcharakteristik jeder 
elliptische K0rper mit absolut algebraischer Invariante komplexe Multi- 
plikatoren hat. Die pf  Elemente des Galoisfeldes G~, verteilen sich 
daher als Invarianten auf elliptische KOrper mit komplexen R, und 
wenn wir untersuchen, welchen Bedingungen diese R geniigen miissen, 
so ergibt sich die folgende Klassenzahlrelation: 

dn.~ bezeichne diejenigen nicht durch p teilbaren Dislo'iminanten 

definiter binib'er quadratischer Formen, deren zugeh6rige Hauptform die 

natiirliche Zahl n eigentlir darstell6 und h (d,. p) die It'lassenzahl yon d,. p. 
Dann gilt 

wobei t~. fiir gerades f die unter 3 angegebene Klassenzahl von Qx.v 

und fiir ungerades f das arithmetische Mittel yon Klassen- und Typen- 
zahl yon Q~,p ist. 

5. Um die obigen Ergebnisse herleiten zu k0nnen, m0ssen wir yon 
elliptischen Ktirpern der Charakteristik 0 zu solchen yon Primzahl- 
charakteristik fibergehen kOnnen und umgekehrt. Darfiber gelten die 
folgenden beiden allgemeinen Satvze: 

1. Im Konstantenk~'per k des ellilatischen Fu~ktionenk6rpers K sei durch 

eine Exponentenbewertung ein _Primdiv~sor p ge.qeben. Dann und 

nut dann, weq~n die Invariante j von K p-ganz ist, gibt es eine 

definierende Gleiclmng f ( x ,  y ) ~  0 van K, die auch modulo p 

irre&w.ibel u~zd yore Geschlechte 1 ist. Den Divisoren, ih'visoren- 

klassen und Multiplikatoren yon K k6n~en dann bestimmte Divisoren, 

Divisorenklassen und Multiplikatoren des Restklassenl;6rpers K von 

K modulo pals  ,,Reste" so zu.qeordnet werden, dc~ die Relationen 
zurischen Elementen, Divisoren, Klassen. und Multiplikc#oreq~ bei der 
Restklassenbildung eq'halten bleiben. 
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Wenn der K6~er  Ko der Printr, ahlcharakteristik p einen Multi- 
plikator-fi hat, so liiflt er sich durch Reduktion modulo einem Pvim- 
teiler I! yon p aus einem K6rper Ko der Charakteristik 0 .qewinnen, 
yon dessert M~dtiplikatoren einer modulo p in den vorgegebenen Multi- 
plikator -fi iibergeht. 

Der zweite Satz enthMt die Methode yon }IERGLOTZ und HASSE 
als Sonderfall. 

Aus dem ersten Satz- ergibt sieh, wie sieh ein elliptiseher KOrp~r K 
der Charakteristik 0 mit komplexem R bei der Reduktion naeh einem 
im 1~ aufgehenden Primideal p verh/tlt - -  wit  kSnnen den Konstanten- 
k0rper yon K als eadliehen algebraischen Zahlkorper annehmen. R wird 
bei dieser Reduktion auf einen Teil des Multiplikatorenringes R des Rest- 
klassenktirpers K yon K rood Ii abgebildet. Ii ist aber im allgemeinen 
grittier als R. Wenn p im QuotientenkOrper 2~ yon R in zwei ver- 
sehiedene Primideale zerfltllL so ist R diejenige Ordnung yon ~, deren 
Ffihrer der yon p fi'eie Bestandteil des Ftihrers von R ist. Wenn p 
in 2" prim bleibt oder verzweigt ist, so ist R eine Maximalordnung 
ill Q~r 

Aus diesen Beziehungen kann die Klassenk~rpertheorie yon 2" her- 
geleitet werden, worauf in einer spateren Arbeit genauer eingegangen 
werden soil. 

Da die Invariante): yon / f  die p-Restklasse der Invariante j yon 
K ist, so folgt fiir jedes in 2 nieht roll zerlegte p, dalt j modulo p 
eilm der h supersingul~ren Invarianten modulo 19 ist. 

Hieraus ergeben sieh neue bemerkenswerte Tatsaehen tiber die. 
Zerlegung yon Primzahlen in gewissen algebraisehen Zahlk(Irpern, die 
in einer spitteren Arbeit untersueht werden sollen. Nur den einfaehsten 
Fall wollen wit erwahnen: Da die supersingulttre Invariante modulo 2 
gleieh 0 ist, so sind die Klasseninvarianten jeder Ordnung eines imagi- 
nih'en quadratisehen Zahlk~rpers ungerade oder gerade (d. h. zu 2 teiler- 
fremd oder nieht), je naehdem 2 in Z voll zerlegt wird oder nieht. 
Dieser Satz ist n~mlieh die Folgerung, die aus einem Satze yon 
H. WEBER fiber die Funktion 

fiir 

f ( o , )  = e 34 ___ ~ (t,;) 

7~i or 

- -  I - I  
J P = I  

( f ( . , ) " - -  16)' 
J (aO ~--- f (o ) ' *  
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zu ziehen ist. Jener Satz, den ]:[. WER~.a mittels der Kroneckerschen 
Grenzformel bewies, lautet: Wenn ~ einen imagingren quadratisch~ 

1 

�9 �9 | e  ZahlkSrper erzeugt, in dem 2 voll ze~fiillt, so ist f(eo)2 ~ e/he Einhe~t "~. 

w 1. Die Teilk6rper eines eiliptischen FunktionenkOrpers. 
1. K sei ein elliptiseher FunktionenkOrper mit dem algebraiseh- 

abgesehlossenen KonstantenkOrper k. Wit  erhalten eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung der Klassen nullten Grades C zu den Primdivisoren 
von K, wenn wir, einen beliebigen Primdivisor a yon K als Normiemngs- 
primdlvisor zugrunde legend, der Klasse C den naeh dem Riemann-Roeh- 
sehen Satz eindeutig bestimmten Primdivisor ~ der Klazse o C zuordnen. 
oder umgekehrt, dem Primdiv.isor o die Klasse yon p/'a. Wir wollen die 
Klasse yon p/o km, z mit [p] bezeiehnen und die Gruppe der Klassen nullten 
Grades additiv sehreiben; 

bedeutet also einfach 
[p,] --1- [p,] ----- [p~] 

o o o 

Wir fiihren nun naeh H. HASSE Is) die Spiegelungs- und Translations- 
automorphismen yon K/k  ein. ql und q2 seien zwei (gleiche oder ver- 
schiedene) Primdivisoren von K. Nach dem Riemann-Roehschen Satz 
gibt es ein Element z mlt dem genauen Nenner qt q~. K ist quadratiseh 
und separabel tiber k(z) (aueh dann, wenn die Charakteristik yon K 

1 
2 ist, weft die einzige inseparable quadratische Erweiterung k (z ~) yon 
k (z) das Geschleeht 1} hat) und hat daher einen yon der IdentitRt ver- 
schiedenen Automorphismus aq,. q,, der e lest liiBt und q, mit q~ vertauscht. 

~q,,q, heiflt ein Spiegeluugsautomorphi.~nus vo~ K .  Vertauscht aq~,% 

die beiden Primdivisoren p~ una p~, so ist a~, o, ~ a~,,q~, denn es gibt 

ein Element a z ~  ~ mit konstanten a, ~, dessen Nenner ql qJ und dessen 

Z~thler 01 Ps ist, der Invariantenk6rper yon %, ~, fiillt also mit dem you 

ca,,qs zusammen, Es genfigt daher die Spiegelungen ao,, zu betrachten. 

Da, unter p irgendeinen Primdivisor verstanden, P p o,q al:~ 
o o 

12) H. WER~R, Lehrbueh der Algebra, III, w 142, Die Norlnen. der C Klassen- 
invarianten. 

13) H. HASSE, Zur Theorie tier abstrakten elliptischen Funktionenk6rper, II. Journ. 
f. d. r. u. ang. Math., 175, S. 69-88 (1936), w 1. 
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Divisor yon k (z) aquivalent zu 1 ist, so gilt 

[p%,q] ~- [q] - -  [p], insbesondere [p%,~ ~_ _ [p], 

woraus sieh der Name Spiegelung erkl~trt. 
Fiir den Automorphismus 

't-o, q ~ o'~, o o'o,q 

yon K / k  gilt 

( I )  [p%,q] = [p%,o%,q] ~___ [ q ] _ _  [~p%,,~] ~___ [p] + [q].  

ro, q heil~t eine Translation yon K .  

2. Wir schlie~en jetzt an die Theorie der Multiplikatoren von K 
an, wie sie in den beiden unter ~) angegebenen Arbeiten yon M. D~URINC, 
entwiekelt worden ist. Ein Multiplikator/~ yon K kann emerseits als 
eine homomorphe Abbildung [p] ~ p [p] der Gruppe der Klassen mfllten 
Grades in sieh aufgefaflt werden, andererseits als ein normierter Mero- 
morphismus z ~ zl' yon K. Zur Normierung der Meromorpbismen benutzen 
wir den gleichen Primdivisor o wie in 1. zur Erklarung yon [p]. Dann 
gilt zur Bildung yon t~ [P] die folgende Regel 

f ,  = 

Deun ~ wird dadurch auf die Klasse yon p/o angewandt, dal~ erst die Norm 
yon p /o  in Beziehung auf K," genommen und diese dann durch ~-1 
in K abgebildet wird. 

Aus (2) folgt: 

Die Primdivisoren p, fi~r welche 

++ - - - -  q 

yilt, sind die Primteiler yon qV. 

Die [p] mit ~ tP] = 0 bilden eine Klassengruppe der Ordnung 
Nt*/ I~ ,  weil ja die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren in K eines 
Primdivisors yon K~' gleich dem Grade Nt~ dividiert durch den Inie- 
parabiliti~tsgrad I t, yon K~ K~' ist 6). 

Eine Nebengruppe der Gruppe t~ [p] ~---0 in der votlen Klassen- 
gruppe besteht aus allen p mit p,[p] ~ - q  ffir ein festes q. Wenn 
1, [P] ----- 0 ist, so bleibt jeder Primdivisor q~' yon K~' bei der Translation 
TL,,~ lest, denn q u ist die I~,-te Potenz des Produktes der verschiedenen 
L0sungen ~ yon p, [~] ~ [q], die yon vo,~ nm' untereina~der vertauseht 
werden. Daraus schliel3en wir, daft jedes Element yon K," bei vo,~ fest 
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bleibt, denn es gilt der folgende Hilfssatz von H. HASSE~S): 

Ein Automorphismus v eines Funktionenk6rpers K, der alle Konst~t~fen 
und edle Primdivisoren fezt liiflt, ist die Identitiit. 

Beweis :  v kann jedes y aus K nut um einen konstanten Faktor e.,t 
i~ndern: yr ~- euy. Fiir konstante y ist e u ~ 1. Ffir nichtkonstantes y 
haben wir 

( y + l )  r --= ~u+~ ( y +  1) = y r +  1 = e u y +  1, 

(e~+l -- eu) y ~ -  1 - -  e,l! 1. 

Da die rechte Seite der letzten Gleichung konstant ist, so mull Eu+~ ~ 1, 
d. h. yf ~ y sein, wie behauptet. 

Da die Anzahl der Translationen ro,~ mit ~ [p]-----0 gleich dem 
Separabilitatsgrad yon K/K~'  ist, so haben wir den Satz: 

K ist Ober Kt' abelsch und die Galoisgruppe yon K~ KI' besteht aus 
den Translationen ~,~ mit t~ [p] ---~ O. 

Insbesondere besteht fiir einen natfirlichen Multiplikator n die 
Galoisgruppe yon K / K "  aus allen Translationen, deren Oz~lnung in n 
aufgeht. Sie ist daher eine abelsehe Gruppe vom Typus (n, n), wenn 
die Charakteristik p nicht in n aufgeht und vom Typus (n/pJ, n/l/, 
p~'f-~-~), wenn 1 / d i e  in n enthaltene Potenz yon p ist; a ist, nur yore 
K0rper K abh~ngig, gleich 1 oder 2e). 

3. Es sei jetzt Ko ein beliebiger elliptischer Teilk0rper yon K mit 
dem gleichen Konstantenk0rper k. K ist fiber Ko unverzweigt, iIT~" 
zeigen, daft die Galoisgneppe yon K /  Ko eine endliche Translationsgruppe 
ist, so daft Ko dutch die Angabe dieser Translationsgrui~l~e und des l~se- 
parabilitdtsgrades yon K /  Ko i~nerhalb K gd,'ennzeichnet ist. 

Wir k0nnen offenbar gleieh annehmen, daft K fiber Ko separabel 
ist. K '  sei der yon K fiber Ko erzeugte NormalkOrper. K'  ist unver- 
zweigt fiber K und daher elliptisch. # sei ein Automorphismus yon 
K ' / K o .  Zeigen wir, daft # eine Translation von K '  ist, so ist der 
Beweis erbracht, weil sieh dadurch K'  als abelsch fiber Ko erweist und 

daher mit K zusammenfi~llt, o' sei ein Primdivisor yon K ' ,  o ' e ~  L~*. 
e ~ r ist ein hutomorphismus von K'/k,  der o' lest lii6t, also ein 

fiir o' normierter Meromorphismus yon K' ,  der eine Einheit des Multi- 
plikatorenringes yon K '  darstellt. Ftir einen Primdivisor q yon K' gilt 

[ q ' ]  - -  _ - -  [ q ' , ] .  
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Gesetzt, es w~re e ~ 1. Dann gabe es eine Klasse [q'] mit 

(1 - -  * - 0  [q ' ]  - - -  [ o * l ,  [q ' ]  - -  [ q " l  - -  [ o ' 1 ,  

[q'] ---- [q"] + [o*] - -  [q"~o,o*] ----- [q'r 

q ware also eine Tragheitssubstitution yon q' iiber Ko, was der Unver- 
zweigtheit yon K' /Ko  widersprache. 

4. Wir wollen die Multiplikatoren eines elliptisehen Teilk6rpe~rS Ko 
yon K mit denen yon K selbst in Beziehung setzen. Die Multiplikatoren 
yon Ko sollen Ms Meromorphismen fiir die Norm Oo yon o in Ko normiert 
sein. o geht in Oo auf. 

sei ein Multiplikator yon K. F~r die Klassenbildung in K~ 

gilt die Regel : 

3) [p~] ~ [p]-. 

Denn [p~" ist die Klasse von ~ / o / ' ,  [p~'] aber zufolge tier eben fest- 
gesetzten Normierung in Ko = K~' auth. 

Hieraus leiten wir die folgende Darstellung der Translationen 

yon K." darch die yon K ab 

~-o,r ,q/~ - -~  ~ - - 1  ~o, q/'t �9 

Es gilt namlich 

[p,"~-' *~ ,.] = [p%, ~] _ [p*.,,]" _ - - _  [p~" + [ql ~ 

[p~'] + [q~l = [p/"~ 4'], 

- -1  --1 
der Automorphismus ~ , q #  ~ ~o,o~, yon Kl~/k last  daher alle Prim- 

divisoren yon K ~' fest und muB die Identit&t sein, 

Ko sei irgendein elliptischer Teilkorper von K.  Wir wollen unter- 

suchen, unter welcher Bedingung das yon einem Meromorphismus I* yon 

K entworfene Bild K6" yon Ko in Ko enthalten ist und also einen Mero- 

morphismus yon Ko liefert, der dann ffir oo normiert ist. Zu diesem 

Zwecke berechnen wir die Galoisgruppe yon K / K ~  aus tier yon K/Ko. 
Wir zeigen 

�9 ~ ist genau dann ein Automorphismus yon K / K ~ ,  wenn, # [~] ----- q 

geeetzt, vo, q ein Automorphismus yon K /  Ko ist. 

B e w e i s :  Die hutomorphismen yon K/Ko seien t o , , , . . . ,  vo,,,o, 

Po bedeute irgendeinen Primdivisor yon Ko und ~. irgendeinen Primdivisor 
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yon K. Wit bereehnen p%,~. Den l~bergang yon einer Klasse [p] zu 

dem Primdivisor p wollen wit dadm'eh andeuten, dal3 wit die Klasse in 
r,nde Klammern setzen: ([p]) = p. p~, ist die Norm eines PrimdMsors p 
yon K naeh Ko, also 

~t o 

~'o - -  H (N + M;]) ~(~': ~;~. 

Wit haben daher 

no n o 

C t :  11 , = [1 + 
i = l  i = l  

([pu] -E- [q~']) sei die Norm des Primdivisors t)~ von K naeh Ku, also 

Naeh (2) gilt 

l#1q + [(V~] =Lvl]=o([~ d + [r])~ �9 

t, [~] ---- [p] + [@. 

Jetzt kOnnen wir ([pu]-~ [q/~])%,s ausreehnen 

- -  ,v ([0d + I~]) - -  . t  h . i K , a  

= ([p] + [q;] + f~ I~]) ~, 

Und daraus folgt 

~ ~  = H @1 -~ [q,] + ~" [~ 1)''~':~;'" 

Damit po ~~ ~---pu wird, miissen offenbar die ~o Klassen [qdq-U~ 
his auf die Reihenfolge ]nit den Klassen [qi] fibereinstimmen, and das 

ist genau dann der Fail, wenn /~ [g] zu der Gruppe der [qd gehtirt, wie 

behauptet. 
Um Ko # v011ig festzulegen, mtissen wir noch den Inseparabilitats- 

grad yon K / K o  u angeben. Der ist abet das Produkt der Inseparabilit~tts- 

grade yon K- liber KI~ und fiber Ko, 
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Aus dem bewiesenen Satz folgt ohne weiteres, daft, wenn 
n ~-- no "I(K:Ko) der Grad yon K fiber Ko ist, K n* in Ko enthalten ist. 

Ferner haben wir die folgende Antwort auf die oben gesteUte 
Frage, welehe Multiplikatoren yon K auch Multiplikatoren yon Ko seien : 

t~ ist genau dann ein Multiplikator von Ko, wenn die Gruppe der 
Klassen [qi], welche den Automorphismen ~o,~,'" "1 v~,~,o yon K/Ko  enl- 
spreclten, dutch t~ in sich abgebildet wird: 

t, [q~] = [qj].  

Insbesondere ist das no4aehe jedes Multiplikators von K aueh 
Multiplikator yon Ko. 

5. Wit  zeigen jetzt, wie ein l~[ultiplikator t~ yon K,  der zugleieh 
Multiplikator yon Ko ist, als Homomorphismus der Klassengruppe yon Ko 
aus seiner Wirkung auf die Klassen yon K abgeleitet werden kann. 
Es gilt einfach: 

(4) t~ [NK~Ko ~] = [NK/h-o (~ [~,])]. 

B e w e i s  : 

-r /.1--1 = [(~v~,,/,~g (2%~.  ~))~-'] = [ ~ . o ~  ((2v.;,,~ ~) )1 

= [~'~/Ko 0'  [~l)]. 

6. Dutch [p] --, [NK/Ko P] wird die Klasseng~tppe yon K homomorph 

, , f  die ~,on Ko abgebildet; dabei gehe~ geracle die Klassen [p] in 0 iiber, 
f i ir die vo,~ zur Galoisgruppe yon K /  Ko geh6rt. 

7. Aus dem vorstehenden folgt, dag die Multiplikatorenringe It 
und Ro yon K und Ko einen niehtleeren Durehsehnitt haben. Es ist 
abet' nieht yon vornherein klar, dab ffir die Elemente dieses Dureh- 
schnittes die Reehenoperationen in Ilo mit denen in It fibereinstimmen. 
Fa r  die Multiplikation allerdings folgt es sofort aus der Definition des 
Meromorphismenproduktes. Fiir die Addition beweisen w i r e s  so: 

/~, t~, t~s seien drei Elemente des Durehsehnittes yon 11 und 80, 
deren in R genommene Summe 0 ist. Wir mfissen zeigen, daft auch 
ihre Summe in Ro gleieh 0 ist. Zu /~i geh6rt ein Primdivisor ersten 
Grades ~u~ des Doppelk6rpers K K ~ / K  ~), und t~-}-/~ -t-/~8 -~- 0 bedeutet 
~u~" ~u," ~ ~ (o~)s in KK'r. In K K ~  ist der zu Ko geh6tSge Doppel- 

11) M. Dsu~L~, Arithmetische Theorie der Korrespondenzen algebraiseher 
FunktionenkOrper, II. w 5, 2. Journ. f. d. r. u. ang. Math. 183, S. 25-36 (1941). 
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kOrper Ko Ko ~ enthalten, und zu m a l s  Meromorphismus yon Ko geh0rt 
offenbar der Primdivisor yon Ko K~o/Ko, in dem !~ ,  aufgeht, also die 
Norm ~(o) ~e, yon !~# naeh KoKo ~. Die Norm yon o~ ist oo ~. Ans der 
Xquivalenz ~a , .  !~i, ' �9 ~I~, ~ (o~)a folgt also durch Normbildung die )~qui- 
valenz 

!g(o) !B(o). ~(o) ~ a �9 , . . ,  (%) , 
'- l,e~ r p ~  ,u s 

die aussagt, dati die Summe der #~ als Meromorphismen yon Ko eben- 
falls 0 ist. 

w 2. Die Multiplikatorenringe der TeilkOrper. 
1. Wieder sei wie in w 1 K ein elliptischer K0rper mit algebraisch 

abgesehlossenem Konstantenk0rper k. Die Charakteristik yon K sei p 
( =  0 oder 4 0). Der Quotientenk0rper 2 des Multiplikatorenringes R 
yon K ist entweder der K6~2aer P der rationalen Zahlen, ein imagini~r- 
quadratiseher Zahlk6rper oder die bei 1 u n d p  verzweigte (definite) 
Quaternionenalgebra Q~,p (was nut flit p 4 0 m(iglich ist). R ist eine 
Ordnung in ~.  

Ahnlich wie den Elementen /~ yon R die Teilk6rper/t '~' lassen sich 
auch den Linksidealen a yon R elliptisehe Teilk6rper yon K zuordnen. 

a sei ein Linksideal yon R. Das Kompositum aller K0rper K",  
a-----0 rood a, ist ein elliptischer Teilk6rper yon K, den wit mit K �9 
bezeiehnen. Wenn a ~ Ra Hauptideal ist, so ist offenbar K �9 ---- K". 
(Aus dem Additionstheorem schlieften wir leicht, daft, wenn 

a : -  (R  a , ,  . . . ,  R a t )  

gilt, K a d a s  Kompositum der endlich vielen K(irper K ~' ist.) 

Die Galoisgruppe yon K iiber K a ist als der Durchschnitt der Galois- 

gruppen yon K iiber allen K% u~__-0 rood a, die Gruppe aller Trans- 

lationen v,.~, a [p] ~ 0.  

Wenn aL ~ 0 rood a ist, so gilt K a, c K a . 

2. Der Multiplikatorenring yon K a hat, wie wir in w 1 5. zeigten, den 

gleichen Quotientenkorper v wie R. Dariiber hinaus gilt aber: 

Der Multiplikatorenring Ro yon K*-~-  Ko ist die Rechtsordmmg 

yon a in ~. 

Beweis .  Vorlaufig beweisen wir nur, dab Ro die Rechtsordnung- 
yon a umfaftt, daft Ro auch nicht grO~er ist, beweisen wir spater (9.). 
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Wir erkl~tren, wie ein Element /~o der Rechtsordnung yon a auf 

die Elemente yon Ko anzuwenden ist. Ein Element z von Ko ist eine 

rationale Funktion z - -  R (z~ ~, . . . ,  z t r einiger Elemente z i aus K(Irpern 

Ka ' ,  a ~ 0  moda ,  zi aus K. Die ai#o liegen in a und daher wird 
durch 

= R (z a'o, . . .  
�9 ' t 

ein Element von K a definiert. Es ist leicht einzusehen, daf  z ~o nieht 

davon abhitngt, wie z durch Elem~nte e ~' dargestellt wird, anders aus- 

gedriickt, dag 

R (z~ '~~ " '"~ �9 . . ,  z t ) ~ 0 

ist, sobald 

' a l  ~ e 'ft t  R (z~ , . . .  z t )  = I) 

gilt: Es gibt eine natfirliche Zahl n, so daft n#,o in R liegt. Aus 

folgt dann 

o = R 

und daraus 

R (ZlX ~ .... at ", ~t) = 0 

, - , , , 0 , , , -  
. . .  . ~ , " ' - ,  Z t . )  

"" z "11~ = O, R ( z ' ~  '+:~ ", t 

Aus der Defnition der Anwendung yon #o auf Ko ergibt sieh unmittelbar, 
'\ 

daft #o ein Meromorphismus yon Ko ist. 

p o ist ftir Oo = ArK/Ko o normiert, d.h. es ist Oom = NKo/K~o 0o, anders 

ausgedriickt, Oo geht in Oo p~ auf. Zum Beweis sei a irgendein Element 

yon a. Oo, o r und o~I~o sind durch o teitbar, folglich ist der durch o, 

also durch Oo, teilbare Primdivisor des zwischen Ko == K"  und /~aPo 

gelegenen K0rpers Ka~o gleich oom. 

In dem Fall, wo a ein Ideal mit maximalen 0rdnungen ist, kann 
der Multiplikatorenring yon K" nattirlich nieht grOfer sein als die Rechts- 
ordnung yon a, die noeh n0tige Ergitnzung des Beweises eriibrigt 
sich dann. 

3.  E s  is t  (K:  K a) ----- N a .  

Wir beweisen diesen Satz zunitchst nut ftir den Fall, daf  R maximal 
ist und verschieben den allgemeinen Beweis auf 9. 
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Die Linksordnung yon a sei Its, die Rechtsordnung von a, also 
der Multiplikatorenring von K a sei R2. Wir wollen ein Ideal mit der 
Liuksordnung Ri und der Rechtsordnung Itj mit aij bezeichnen und dem- 
entsprechend a~j statt a schreiben. Es sei jetzt ass ein zu (K:  K a) 
teilerfremdes ganzes Linksideal yon Rs, ffir das a~2 a~s ~--- [l~ a Haupt- 
ideal ist~6). Wegen K a ~ Kay, ist (K:  K") ~- 0 rood (K:  Ka,~), aus 

folgt also 

es sei etwa 

Ebenso gilt 

mit ganzem t'. 

( K  : K a) ~ N a  ~ Na~ �9 N a ~ s  

Naie ~--- 0 (rood (K:  Ka)), 

I 
Nal2 :-- t (K:  Ka).  

N a ~  = t' (Ka,,: Ka,,t%) 

Da aber 

Na~, Na,8 -~- N a  --~- (K:  K*) ~--- (K:  Kal,) (Ka,, :Kal~a,') 

ist, SO muff t--~ t ' ~  1, (K:  K a) - - N a  sein, wie behauptet. 

4. Wenn 2" die Quaternionenalgebra Qoo.~ ist, so ist R eine Maximal- 

ordnung yon 2". 

B e w e i s. Ffir eiu Linksideal a v o n  l1 mit maximalen Ordnungen 
ist der Multiplikatorenring von Ko--- K a maximal. Da in Ko der zu 
K isomorphe Teilk6rper K ~va~ enthalten ist, so geniigt es anzunehmen, 
daft It maximal ist und zu beweisen, dab alle elliptischen Teilk6rper 
yon K ebenfalls maximale Multiplikatorenringe haben. Das werden wir 
daraus schlieflen, daft jeder elliptische Teilktirper Ko yon K zu einem 
Linksideal a yon R geh~rt: Ko ---- K a. Das wiederum folgt daraus, dal~ 
es ebenso viele elliptische Teill~0rper von K gibt, iiber denen K einen 
vorgegebenen Grad n hat, wie ganze Linksideale von it mit der Norm n. 
Wir zerlegen n in eine Potenz_pf der Charakteristik und ein dazu teiler- 

remdes Primzahlpotenzprodukt no = []q~'. Jedes ganze Linksideal 

der Norm n yon R ist der Durchschnitt yon eindeutig bestimmten Links- 

idealen der Normen pf ,  ~f', q~ �9 �9 .. Die Anzahl der ganzen Linksideale 

mit der Norm q[' ergibt sich leicht zu 1-1-qi+ q ~ - " ' " - 4 - q ~ ,  dagegen 

15) Fiir kommutatives ~ ist das bekannt. Daii es auch ffir QoQ,p gilt, wurde 
rOll NEHRKORN gezeigt: H. NEHRKORN, t~ber abs.olute Idealklassengruppe und Ein- 
heiten in algebraischen ZahlkSrpern, diese Abh. 9, S. 318--334 (1933). Siehe auch 
M. DzuRn~G, Algebren. Ergebn. der ~Iath. IV, 1, S. 10.6, Satz 27. 
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gibt es nur ein ganzes Linksideal der Norm pJ. Folglich gibt es 

H ( l + q ~ + q ~ J r ' " + q ~ )  

ganze Linksideale der Norm n. 

Da es in K keine Divisorenktassen tier Ordnung p gibt, so ist die 
Galoisgruppe yon K fiber einem Teilk0rper Ko mit (K : Ko) = n yon der 
Ordnung no und Ko ist die pf- te  Potenz des Invariantenkfirpers dieser 
Galoisgruppe. Infolgedessen gibt es ebenso viele K(~rper Ko wie Klassen- 
gruppen no-ter Ordnung in K. Da die Gruppe aller Klassen mit in no 
aufgehender Ordnung das direkte Produkt zweier Zyklen der Ordnung no 
ist, so wird diese Anzahl gerade gleich 

I 1  (1 + q~+ q~i ~- " "  ~- q~') 

was zu beweisen war. 

5. Die Gmppe Eq der Klassen von K, deren Ordnung eine Potenz 
tier Primzahl q ist, ist ffir q ~ p zu der additiven Gruppe der Rest- 
klassen modulo 1 aller Paare (r~, r~) yon rationalen Zahlen isomorph, deren 
Nenner Potenzen yon q sind, fiir q --:-p dagegen entweder zu der Gruppe 
der Restklassen modulo 1 aller rationalen Zahlen, deren Nenner Potenzen 
von p sind - -  Fall a := 1, oder sie besteht nur aus der Klasse 0 ~ [o] - -  
Fall a---- 2. 

Ist q ~= p, so wollen wir das der Klasse [p] zugeordnete Rest- 
klassenpaar mit r [p] bezeichnen. Ffir einen Multiplikator t~ gilt 

rte [P] -~- r[p] Sq (t~') mod 1, 

w0 Sq(10 eine bestimmte ganzzahlige q-adische Matrix bezeichnet. 
is ~ Sq (t~) ist eine treue Darstetlung yon R~6). 

Fiir q ~ p, ~ ~ 1, nennen wir die [p] zugeordnete Restklasse r~ [p]. 
Es wird dann 

rl/~ [p] ~ r~ [p] sj, (t~) mod 1 

mit einer ganzen p-adisehen Zahl sp [~]. Wiederum ist te -~ sj, [t~] eine 
treue Darstellung yon R. 

Die Darstellung 5~ (#) oder st, (#) kann eindeutig zu einer treuen 
Darstellung von 2" erweitert werden. Fiir  Elemente ~ yon R si~d (dle 
Sq (Is) und sj, (#) ga~z. Wi t  ze~qen, daft umgek~I~rt das Element I~ ton 

15) 9[. DEURI~X'G, hrithmetische Theorie der Kcrrespondenzen algebraischer 
FunktionenkSrper, II. ~ 5, 6, Journ. f. d. r.~a. ang. hlath. 183, S. 25--36 (1941). 
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in R liegt, wenn alle 8q (~) ganz sind, und, falls p :~ O, auflerdem t* 
p-ganz ist. 

Beweis .  n sei eine natiirliehe Zahl, ffir die das n-lathe yon t, 
in R liegt, t~ selbst gehOrt zu R, wenn jeder Automorphismus. ~.p yon 
K / K  "t aueh Knu elementweise lest litflt und wenn augerdem der Inse- 
parabilitatsgrad I ( K : K  he) in I (K:KnU) aufgeht. Das erste ergibt 
sich so: Wir k0nnen annehmen, daft die O,'dnnng yon v,.~ eine Potenz 
~iner PrimzaM q ist. Ffir q 4 p w i r d  hath  w  n . r [ p ] ~ 0  rood1, 
folglieh 

n .  rt~[p] ----- n .  r [p] Sq (#) ~ 0 rood 1 

und fiir q = p ,  o ----- 1, da sp (#)f i i r  p-ganzes # ganz ist, 

n .  r~ [p] ~ 0 rood 1, n . r~ l , [p ]  ~ n . r~  [p]sp(#) ~ 0 mod 1, 

also ist n a c h w  1 2. vo,~ ein Automorphismus yon K/K'*~'. 

I ( K : K  '~e) I I ( K : K " / ' )  zeigen wir so: p J  sei die in n enthaltene 
Potenz yon p und pZ die in N# enthaltene. Es wird 

I ( K :  K n~) ~ pfa und I ( K  : K"I~) -~ vI a+,t, 

aber 2 ist nicht negativ, da # p-ganz ist. 
6. ~ sei eine endliche Klassengruppe yon K.  ~q bedeute die 

Untergruppe der Elemente yon ~ ,  deren 0rdnungen Potenzen der Prim- 
zahl q sind. Ffir q ~: p bilden die rationalen q-adischen Matrizen 

r~t rj~ 

deren beiden Zeilen (ril, r~2), rood 1 genommen, in ~q enthaltenen Klassen 
zugeordnet sind, ein Linksideal Iq im Ring der ganzen q-adischen Matrizen. 
Denn die Differenz zweier Matrizen R ist wieder eine Matrix R ,  weil 
~q eine Gruppe ist, das Produkt GR einer ganzzahligen Matrix G mit 
einer Matrix R hat als Zeilen ganzzahlige Linearkombinationen der 
Zeilen yon R und ist daher selbst eine Matrix R ,  schliefllich ist das 
Produkt jeder Matrix R mit dem Hauptnenner der endlich vielen r [p], 
[p] aus ~q, ganz. Da alle ganzen Matrizen in ][q enthalten sind, so ist 

l:q ~- iq 1 ein ganzes Rechtsideal. rq wird yon einer ganzen q-adischen 
Matrix Cq erzeugt, die his auf einen unimodularen Rechtsfaktor eindeutig 
bestimmt ist. R geh0rt genau dann zu [q, wenn RCq ganz ist. Daher 
sind die Elemente [p] der Gruppe ~q durcfi 

(5) r[p]Cq ~ 0 rood 1 
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gekennzeichnet und die Ordnung yon ~q ist die in der Determinante 
yon Cq enthaltene Potenz yon q. Fast  alle Cq sind unimodular und kOnnen 
gleich der Einsmatrix E genommen werden. 

Im Falle p 4 0, a ~ 1 kann ~ auch eine p -Unte rg~ppe  ~ haben. 
Die deren Elementen zugeordneten Restklassen r~ [p] haben einen Haupt- 
nenner c~, der bis auf einen p-adisehen Einheitsfaktor eindeutig bestimmt 
ist. Die Elemente yon ~ sind dann dur'ch 

(6) rl [p] cl, ~ 0 mod 1 

gekennzeichnet und die Ordnung yon ,~p ist die in c~ enthaltene Potenz 
~'ou p. 

Dutch alle Cq und cp ist ~ festgelegt. 
Wenn umgekehrt ffir jede Primzahl q 4 p eine ganze q-adisehe 

Matrix Cq, die nur fiir endlich viele q nicht unimodular ist and auflerdem 
im Falle p ~: 0, a ~ 1 eine ganze p-adische Zahl c~ gegeben ist, so 
geh6rt zu ihnen eine endliehe Klassengruppe ~ .  

7. Ko sei ein elliptiseher Teilk(irper yon K und ~ die dutch 
[p]-~ vo,~ mit tier Galoisgruppe yon K/Ko isomorphe Klassengruppe. 
Innerhalb K ist Ko durch ~ and I ( K :  Ko) oder, was auf das gleiehe 
hinauslauft, dutch die Matrizen Cq, cp and I ( K :  Ko) bestimmt. 

Aus der Darstellung [p] -~ r [p] der q-Klassengruppe Eq yon K kann 
eine entsprechende Darstellung der q-Klassengruppe yon Ko abgeieitet 
werden, indem 
(7) r [N~qK ~ p] ~-  r[p] Ca rood 1 

gesetzt wird. Denn der Homomorphismus r [p] --> r [p] Cq bildet genau 
die [p] auf 0 ab, flu" welche ro,~ ein Automorphismus yon K/Ko ist 
(w 1 6.). Ebenso kann im Falle p 4 0, ~ ~-- 1 fiir die p-Klassengrappe 

(8) rl [h~'/K o p] ~ rl [p] c v rood 1 

g~esetzt werden. 
Wenn ~ ein gemeinsamer Multiplikator yon K und Ko ist, so gilt 

fiir jedes Element [p] yon Eq 

(9) rt~ [NK/~-~ P] ~ r [N~-/Xo (~ [p])] ~--~ r #  [p] Cq ------ r [p] Sq (t~) Cq 

~- r [Z~-/A-, p] Cq t Sq (#) Cq mod I 

nnd ebenso im Falle p ~: 0, a ~- 1 ffir ein Element [p] yon (~p 

( lo)  r,#[_~%Kop] =--- ,-, [ ~ K o  0,[~]) ]  = r , ~  l~] cp ~-  r, [~] 8j,(t,)c~, 
r~ [~'/Ko P] sp (,,,,) mod 1. 
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Mit anderen Worten: 

Die Matr ix  Cq transformiert die zu K gel~iirige q-adische Darstelbo,.q 
yon ~ in die zu Ko gel~6rige, wiihrend im Falle p ~- O, r : 1 ~u K ~t~d 
Ko die gleiche p-adische Darstellung von Y. geh6rt. 

8. Wir bestimmen jetzt die Darstellungen Sq (#) und sq (#) genauer. 
Da der natfirliche Multiplikator n nichts welter ist als die Bilduno" 

der n-ten Potenzen in der Klassengruppe, so gilt: 

Ist  ~ der rationale Zahlk6rper, so ist 

( n O ) d i e z w e i m a l g e n o m m e n e i d e n t i s d ~ e D a r s t e l h , n g v o , ~ 2 "  
= 0 n 

und sl,(n) --- n .  

Ist  .~ - -  Q~r so ist Sq (#) die irredazible q-adische Darstellung zweiten 
Grades yon ~ .  

Denn andere irreduzible q-adisehe Darstellung yon Q~.p gibt 
es nicht. 

Es bleibt der Fall naher zu untersuchen, wo 2" ein imaginiir- 
quadratischer Zahlk6rper ist. Wir behaupten, daft danu .air q :~ p S,~ (/~ 
die reguli~re Darstellung yon ~ und, im Falle p :[ O, a = 1, sp (tt.) die 
p~-adische Darstelhmg you ~- ist, wo p~ eins yon zwei t'erschiedeue~t 
in p mtfgehenden Primidealen yon 2" bedadet. 

Die Behauptung fiber sl,(t,) ist selbstverstandlich, weft es andere 
p-adische Darstellungen ersten Grades yon 2" nicht geben kann. Ebenso 
ist die Behauptung fiber jedes in ..~ nicht voll zerfallende q ~:_,v selbst- 
verstandlich, q ~: p sei in 2" das Produkt zweier verschiedener Prim- 
ideale q, und q,. Es gibt dann zwei iniiquivalente rationale q-adische 
Darstellungen ersten Grades ~/t und ~/, yon 2", und es ist zu zeigen, dab 
Sq (t*) mit der Summe .41-}- ~1, aquivalent ist. .l~ bildet genau die durch 
qi teilbaren t* auf durch q teilbare Zahlen ab. Da wir nach 7. die 
Behauptung nur fiir irgetldeinen elliptischen TeilkOrper yon K zu beweisen 
brauchen, so kOnnen wir annehmen, daft R die Maximalordnung you 2" 
ist. Gesetzt, Sq(~) ware nicht zu~hq-. /2,  sondern etwa zu 2.11 iiqui- 
valent. Far  ein durch q~, abet nicht durch q, teilbares Element /~ 
yon It ware dann die De te rminan te  Sq(#)i  nieht dureh q teilbar, und 
es gabe daher keine Klasse der Ordnung q mit rt* [p] =~ 0 rood 1 oder 
/~ [P] = 0. Die Galoisgruppe yon K / K / '  enthielte daher kein Element 
der Ordnung q, was dem widersprieht, dab (K: Kf ')--A'I*,  durch q 
teilbar ist. 

9. Wir gehen jetzt noch genauer auf dell Fall ein, dab 2' eiu 
imagini~rer quadratischer ZahlkOrper ist. 
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Die Zahlen lltq der q-adischen Erweiterung 2"q von -*', ffir welr 
~'q (t,,q) eine ganze q-adische Matrix ist ~q  [p] ist durch 

rt)q [p] -= lim r# i  [p] 
i---> oo 

ftir eine gegen ttq konvergente Folge yon Zahlen It~ aus I~ zu definieren), 

bilden eine Ordnung Rq in ~q. Bezeichnen wit noch im Falle p ~= 0 

mit I~p die Maximalordnung von x.p, so ist It der Durchschnitt von allen 

Rq und Rv, und Rq (q # p oder = p) ist die q-adisehe Grenzmenge vo.n It. 

Wir holen jetzt die fiir komplexes kommutatives I~ noch aus- 

stehenden Beweise dafiir nach, dal~ die Ordnung It' eines Ideals a yon IT 

der Multiplikatorenring yon K a ist und dal~ ( K : K  a) ~ N a  ist. 

Die Darstellung Sq(tt) wird durch eine passende Basis to, (q), 
~).~ (q) yon Ilq erzeugt: 

it (col (q), to2 (q)) --- (to, (q), ~ (q)) Sq (t"). 

a~, a~ sei eine Basis yon a, 

(~,, ,~) = (o,, @ ,  ~,~ (q)) A,,. 

Aus 

a (~t (q), t,,, (q)) = (a,, %) A q '  Sq (c~) 

folgt, daft Aq Sq (a) fiir a aus a ganz ist, Aq ist also ein gemeinsamer 

Linksteiler aller Matrizen Sq(a), t,.=--. 0 rood a. Andererseits li~l~t sich 

Aq mittels zweier ganzen q-adischen Matrizen//1 und H~ in der Gestalt 

Aq - -  S~, ( . )  H, + .~,~ (.~) g .  

ausdrficken, wir brauchen die H~ nur aus 

(~, (q), ~ (q)) H,  = (1, o) ,  

( ~  (q), ~ (q))H,  = (0, 1) 

zu bestimmen. Daher ist A,, ein gr61~ter gemeinsamer Linksteiler aller 
S, l (•), a ~ 0 m o d  a .  

Fiir ein Element vo., der Galoisgruppe yore K / K  a, dessen Ordnung 

eine Potenz yon q ist, gilt alp]-----0, also r a  [p] ~ 0 rood 1, wenn 

a ----- 0 rood a oder r [p] Sq (u) ~ O' mod 1 und daher r [p].Aq ~ 0 mod 1, 

Ist umgekehrt r[p]Aq~---0 rood 1 fiir eine Klasse [p], deren Ordmmg 
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eine Potenz yon q ist, so wird 

r a [p] ~ r[p]Sq(a)  ~ 0 mod 1 ffir alle a--= 0 rood a 

und daher ist ~,~ ein Automorphismus yon K / K  a. Das  bedeutet, daft 
wir ffir den Teilk{h'per/~o ~ K a die Matrix ~q gleieh Aq nehmen k6nnen. 

Zu K a geh6rt daher die q-adische Darstellung A~ 1 8q (#) Aq, die q-adische 
Grenzmenge R~ des Multiplikatorenringes R' v~)n K a ist die Ordnung des 
Moduls aq, der q-adischen Grenzmenge yon a und R' ist der Durch- 
schnitt aller R~ mit R~, das ist aber die Ordnung yon a. 

(K: K a) - - N a  k6nnen wir jetzt w6rtlich genau so beweisen wie 
ffir maximale R. Es ist nur zu bemerken, daft jetzt feststeht, daft R~ 
der Multiplikatorenring yon ala ist und da~ aueh ffir nichtmaximales R~ 
ein zu ( K : K  a) teilerfremdes Ideal a~s so gewahlt werden kann, daft 
a~, az8 ein Hauptideal ist~7). 

l 0. Aus dem Vorstehenden ergeben sich einschrankende Bedingungen 
ffir den Typus des Multiplikatorenringes. Indem wir den Fall nur 
rationaler Multiplikatoren beiseite lassen, behaupten wir: 

K babe einen komplexen Multiplikatorenring R mit dem Quotiente~. 

kurper Y.. Wenn die Cbarakteristik yon K 0 ist, so ist E ein imqgin~rer 

quadratischer Zahlk6~Ter. Wenn die Charakteristik p ~ 0 ist und a ~-- 1, 

so ist I ein imagintirer quadratischev Zahlk6rper, in dem p in zwei ver- 

schiedene Primideale zerfd, llt und R eine Ordnung von ~: mit nicbt 

dutch p teilbarem Fiih~' .  Ist dagegen a ~-- 2, so ist ~" ~ Q~.p und R 

eine Maximalordnung in Qr 

Die Behauptung ffir p ~ 0 ist schon bewiesen. Sei p # 0 und 
a-----1. Da es eine p-adisehe Darstellung ~--.sp (t~) yon ~ gibt, so 
zerfi~llt p in zwei verschiedene Primideale von ~'. Da R der Durch- 
schnitt aller Rq ist, so ist die im Ffihrer von R enthaltene Potenz yon # 
der Ffihrer yon Rp, abet R~ ist die Maximalordnung yon 2p (9.), ihr 
Fiihrer also 1. Im Fa l lep  ~t 0, a ~  2 ist Kp~ ~ K ~2 und daherjV~m-j, 
es gibt folglich nur endlich viele nicht isomorphe Ktirpertypen dieser 
Art, insbesondere hat das gegebene K nur endlich viele nicht isomorphe 
elliptische Teilktlrper. Ware nun ~ ein imaginarer quadratischer Zahl- 
k0rper und nieht Q~c.p, so hatten, unter q~, q~, . . .  die in ~ prim bleibenden 
Primzahlen verstanden, die Glieder einer Folge K-----K~, K~, . . .  von 
Teilktirpern yon K, wo jeweils K~ fiber K~+I zykliseh vom Grade qi ist, 
lauter verschiedene Invarianten, weil es sonst in ~ ganze Zahlen mit 
Normen qi qi+~ . . . . .  q~+h gabe. 

~7) W.W~BSR, Bemerkungen zur arithmetischen Theorie der biniiren quadratischen 
Formen, Nachr. Ges. d. Wiss. Gfttingen, 1929, S. 116--130; Satz 1. 
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w 3. Multiplikatoren bei nicht algebraisch abgeschlossenem 
Konstantenk0rper. Die durch das ganze Differential vermittelte 

DarsteUung des Multiplikatorenringes. 
!. Wir betraehten wie in den vorhergehenden Abschnitten einen 

elliptischen Funktionenkorper K mit algebraisch abgeschlossenem Kon- 
stantenk0rper k. Wenn x, y ein erzeugendes Elementepaar yon K / k  
ist und die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung f(x, y ) =  0 dem 
Teilkfirper k (~ yon k angeh0ren, so gibt es einen Teilk~rper K (~ = k(~ (~, y) 
yon K mit dem Konstantenk~rper k (~ aus dem K durch Konstanten- 
erweiterung hervorgeht, k (~ enth~ilt stets die lnvariante j von K .  A~derer- 
seits kiinnen x, y so gewtihlt werden, daft k (~ ~ P (j) und K (~ : P (3"; x, y) 
ein eltiptischer Kiirper mit wenigstens einem Primdirisor ersten Grades ist 
(P bedeutet den Primkfirper)lS). P( j )  ist also der kleinstmOgliche 
Konstantenk0rper ffir einen Funktionenk0rper K (~ aus dem sich K dm'ch 
Konstantenerweiterung ergeben soll, K (~ k : K. 

2. K (~ : k (~ (x, y) sei ein elliptischer Kfirper mit K (~ k = K.  
Wir fragen danach, fiir welche zwischen k (~ und k gelegenen Kfirper k (1) 
ein gegebener Multiplikator # yon K / k  schon in Yl)(x, y ) =  K (1) mtlg- 
lich ist, das heigt, warm der mit einem durch x--> ~:~, y-+ y* zu K(t) /k  (~) 
isomorphen K0rper K (t) r / k (~) gebildete DoppelkOrper K (~) K r �9 als 
Funktionenktirper yon x~ fiber K einen Divisor ~) hat, der den Multi- 
plikator p definiert. 

Da es uns nur auf den Typus ankommt, so setzen wir voraus, daft 
K ~~ einen Primdivisor ersten Grades o hat. Wie ftir k kOnnen wir dann 
dutch !~g ~ ~ o'r /~ (o)~ eindeutig einen Pfimdivisor ersten Grades !l~# 
bestimmen, der den Multiplikator It definiert und fiir den !~g (o) : o gilt~9). 
Das durch 

zu jedem z aus K (~) eindeutig bestimmte Element z# aus K o) ergibt einen 
fiir o normierten Meromorphismus z ~ z# yon KO)/k (~), wenn also der Multi- 
I,likator p in K (1) m6glich ist, dann auch der zugeb6rige f i i r  o normierte 
M,,romorphismus. 

Die Multiplikatoren yon K (1)/k a) bilden einen Teilring Rt des vollen 
Multiplikatorenringes R yon K / k .  

2. du sei ein ganzes Differential von K (~ Durch 

(11) (du)I" --~ #' du 

~s) Vgl. M. DEUm~G: Invarianten und Normalformen elliptischer Funktionen- 
k6rper und Zur Theorie der Moduln algebraiseher Funktionenk6rper. Math. Zeitschr. 47, 
S. 34--56 (1941). 

to) Loc. tit. Jq. 
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wird eine homomorphe Abbildung ~ / ~ '  you R in den Konstanten- 
k0rper k definiert. 

Wenn die Charakteristik p gleich 0 ist, so gilt fiir /~ ~: 0 auch 
/,' :]: 0, und daher ist in diesem Falle die Darstellang ~-->/~' treu. ]st 
dagegen p :~ 0, so kann sie nicht treu sein, well dann k und R ver- 
schiedene Charakteristiken haben, sie mul] dann den Restklassenring vo~ 
R nach einem in p aufgehendeu Primideal p treu abbilden. Da nut danu 
/~ :~ 0 und ~t ~__ 0 sein kann, wenn K fiber K~' inseparabel ist, so b~s~(l~t 
p aufler aus l~-~-O aus allen den # ~ 0 ,  f i i r  die K e i n e n  ton 1 re~'- 
scldedenen Inseparabilitiitsg~'ad I~ iiber Kz~ hat. Ist  :~ ~ Po, so ist p =- R p, 
ist ~-" ein imaginiirer quadratischer Zahlk6rper, so zerfiillt uadt w 2 |0.  
p in zwei verschiedene Primideale yon R, ton denen eines p ist; ist 

~-  Q~, p, so ist p das einzige in p ar162 Primideal yon R. 

8. Aus der Definition der Darstellung t~ ~/* '  folgt unmittelbar: 

Is t  t~ schon in K (~) m~iglich, so liegt /~' m k (~). 

Davon gilt die folgende Umkehrung: 

Wenn R kommutativ ist, so ist i~ in K (1) m~qlich, falls /~' in k (~) liefl. 

Beim Beweis setzen wir zuniiehst nicht voraus, daff /,' in k ]iege. 

Eine endliche algebraiscl~e Erweilerung k* ton k genii.qt, mn l* in 

K *  ~ k* (x, y) zu erm~iqlicl, en. Denn ist n d e r  Grad yon y hz k (~) (~c) 
und 

i = 0  i ~ O  

so genfigt es, die Koeffizienten der eindeutig bestimmten rationalen 
Funktionen Ai und Bi zu adjungieren, diese aber sind algebraisch fiber 1.'% 
well ein transzendenter Koeffizient, algebraisch spezialisiert, zu unendlich 
vielen neuen Multiplikatoren Anlai] giibe, deren Normen unter einer 
festen Schranke lagen. Die Koeffizienten ton Ai ~nd Bi siJld soq~o" 
separabel iiber k% Wenn it ganz rational ist, so liegen sie ill k (z), well 
die ganzen rationalen Multiplikatoren aus dem Einsmultiplikator x o.(:, 
y--) y durch Additionen gewonnen werden kOnnen. Ffir p ~- 0 ist nichts 
welter zu beweisen. Ffir p 4 0 und komplexes R ist abel" die Invariantej  
yon K absolut algebraisch, woraus die Separabilit~tt der Koeffizienteu 

you A~ und B~ folgt, well k (~) vollkommen ist: Fiir a ~ 2 ist K ~ ' - - -  I(~ '~ 

und daherjp ~ - - j ;  fiir a = 1 zerfAllt p nachw 2 l 0. in zwei verschiedene 

Primidea]e yon R und ftir eins yon diesen, p, muff, well Np  ~ p gilt, 

nach 2. KP = KP sein. ]st ph __ (u) Hauptideal, so ist K ~ " ~  K ~  K 

mLd ( laher .y '  - - / .  
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Wir  wollen k* als endliche separable normale Erwei terung yon k (t) 
ammhmen. ~ sei ein Automorphismus von k * / k  (~). Wir dehnen ihn auf 
K *  ~--- K (~) k* aus, indem wi t  xe = x, ye __ y setzen, was m(~glich ist, 
weil die Koeffizienten der Gle ichungf (x ,  y) ~ 0 zwisehen x und y in ko 
und um so mehr in k (t) liegen, xg und y'~ genfigen ebenfalls der Gleichung 

mid daraus folgt 
f (  xn, y~) ~-- O, 

f = o .  

Mithin ist z ~  (zU)e ein Meromorphismus #e yon K * / k * .  #e ist fiir o 

normiert, denn aus o { o ~ folgt 0el 0 ~`e oder o oi~e. 1~ ~ / ~0 ist ein Auto- 

morphism~ts yon R. 
(1~ v)e =- ~,e ro 

folgt sofort  aus der Definition yon q. 

(tt + v)e - f,e + v e 

beweisen wir, indem wir Q durch (x~).o -----x'r, (y~)O, __~ y~ auf K *  K *(p 

ausdehnen und dann ~t,e --= if3 "~ zeigen. Denn dann folgt aus ~ + v +  Z = 0 

zuerst  ~#  ~ ~z ~ const., daraus durch Anwendung yon r 

~i,e" ~,,e" ~,,r ~ const., 

und das bedeutet  #,o _{_ re_4_ ~r :-= 0. Da 

ist, so wird 
x (r ~ -  x,", y~.--~ y," mod !13 ~, 

o 

x'~ ~ x, "e, y~- -~  y~'r mod !13~, , 

das heigt aber, da ~ , e  
i 

= 

Aus 

folgt 

dutch die Reste  yon x ~r und y~ bestimmt ist, 

(du)n  ~ /t' d u  

(du)ae  ,o -~  # " d u ,  

die Darstellung tt ~ t~' transformiert  sich also bei Q ebenso wie R selbst. 

Nehmen wir jetzt  an, daft # '  in k (1) liegt, so gilt 

(d u) ~e = I*' d u .  

Wenn die Charakterist ik p ~ 0 ist, so folgt daraus wegen der 
Treue der Darstelhmg tt ~ # '  sofort #o ~_ it, folglich sind die Koeffizienten 
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von Ai trod B, bei jedem r invariant uml mfissen daher in /~) liegen, 
wie behauptet. Im Falle p ~ 0 k~nnen wir nieht so einfaeh schliefien. 
Da wir R als kommutativ vorausgesetzt haben, so zeffitllt, wie schon 
erwAhnt, p in zwei versehiedene Primideale p, und Ps yon R. Der einzige 
yon der IdentitAt versehiedene Automorphismus yon I~ vertauscht p, 
mit Pz. Wi~re nun nieht it ~ - - -# ,  so wfirde eiu dureh p~, aber nieht 
durch p~ teilbarer 3Iultiplikator ~t auf einen nicht dureh p~ teilbaren 
Multiplikator tt ~ abgebildet werden, und es wi~re einerseits tt' - -  0, weiI 
~t in p, liegt, andererseits tt' 4 0, weil #e nieht in p, liegt. Somit ist 
i~ ~---t ~-~ und wir schlieflen wie oben, daft # in K r m~glich ist. 

4. Nieht alle Translafionen vo.~ yon K sind schon in K ~~ m~glich, 
d. h. fiihren K r176 in sich fiber, sondern ge~tau diejenigen, fiir welche q 
schon Primdivisor yon K r176 ist. Folglich ~rgibt sieh der kleinste Kon- 
stantenk~rper/~),  ffir den vo, q m~glieh ist, aus k r176 ~ P (j) durch Ad- 
junktion der Reste modulo q der Elemente eines K~rpers 

K ~~ = k{~ y)  --~ P ( j ;  x ,  y) ,  

weun o Primdivisor ersten Grades in diesem K6rper K ~~ ist. Dieser 
KOrper I~ ) ist endlich algebraisch fiber /~o~ = p ( j ) ,  wenn q in einem 
Primdivisor q* von K r176 aufgeht, insbesondere also fiir die hier alleiu 
wichtigen Translationen yon endlicher Ordnung. Denn sind ~1,---, T% 

( ,,o ) f~ 

alle Translationen, deren Ordnung in n aufgeht, so ist o ,~r '  p der 

dureh o teilbare Primdivisor von K n*, der sehon Primdivisor in K ~~ 
ist; dabei ist p f  die in n enthaltene Potenz der Charakteristik p un6 
no ----- nZ/p ~t. Zudem folgt weiter, da6 k ~) fiir nieht durch/9 teilbares n 
separabel fiber P ( j )  ist und fiir a : 1 einen Inseparabilit~tsgTad __< l d  
hat;  fiir a-----2 gibt es ja keine Translationen yon durch p teilbarer 
Ordnung. 

w 4. D a s  V e r h a i t e n  d e r  M u l t i p l i k a t o r e n  

bei  R e d u k t i o n  n a c h  e i n e m  P r i m d i v i s o r  d e s  K o n s t a n t e n k 0 r p e r s .  

l. Wir setzen jetzt yon dem elliptisehen FunktionenkOrper K nieht 
mehr voraus, daft sein KonstantenkOrper k algebraisch abgeschlossen sei. 
In k sei dureh eine diskrete Exponentenbewertung ein Primdivisor 
gegeben, p werde binsiehtlich eines niehtkonstanten Elementes x auf K 
iibertragent~ Wenn wir voraussetzen, da6 1. ~ in K prim bleibt, 
2. der RestklassenkOrper K von K modulo p auch elliptiseh ist, und 

~) Vgl. hierfiir die in der Math. Zeitschr. erscheinende Arbeit: M. D~URING~ 
l~eduktion algebraischer Funktionenk~rper nach Primdivisoren des Konstant~nktirpers~ 
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3. K den Ko~istantenk0rper k hat, so konnen wir jedem Divisor a v o n  K 

einen Divisor a von K als Restklasse modulo ~ zuordnen, dergestalt, 
dal] alle Relationen zwischen Divisoren, Elementen und I)ivisorenklassen 
bei tier Reduktion modulo ~ erhalten bleiben~~ 

2. Wit  wollen untersuchen, wie sich die Multiplikatoren yon K 
bei tier Reduktion nach 0 verhalten und betrachten zu diesem Zwecke 
wie in w 3 neben K den Doppelk0rper K K ~ .  ~ kann unter Zugnmde- 
legung von x~ in der gleichen Weise von K auf K K ~  iibertragen werdeu 

wie hinsichtlich x von k auf K.  Der Restklassenk0rper K K ~ - ~ - K  K ~  

ist dann die entsprechende Konstantenerweiterung yon K/f~ und z---> z'r 

ist eine isomorphe Abbildung yon K / k  auf Kr Fiir K K  'r als 
FunktionenkC}rper von xr mit dem Konstantenk0rper K sind dann die 
Voraussetzungen 1. 1 .2 .3 .  ffir die Anwendbarkeit der Reduktionstheorie 
ebenfalls erfiillt. Es sind daher auch fiir die Divisoren yon K K r  
die Reste modulo ~ erkli~rt. Konstante Divisoren gehen modulo ~ ill 
konstante Divisoren iiber. 

Ein Multiplikator it yon K wird durch eine Restklasse der Divisoren- 
gruppe yon K K ~ / K  nach der Untergruppe der konstanten Divisoren 
definiert. Diese Klasse geht modulo ~ in eine entsprechende Restklasse 
fiir K K ~ / K  iiber. Auf diese Weise ist dem # ein Multiplikator ~ yon J(" 
eindeutig zugeordnet. Wir ktinnen insbesondere ~ durch einen ffir einen 
festen Primdivisor ersten Grades o normierten Meromorphismus # oder 
den zugeordneten Primdivisor ersten Grades ~I, yon K K r  darstellen. 

Wir zeigen 
I~ ~ ~ ist ei~e isomo~'phe Abbildu.ng des Mult~s R yon K 

au f  einen Teil des Multiplikatorenringes yon K.  

Zuerst beweisen wir, daft # -~ t~ additionstreu ist: t, + ~ + ), = 0 
bedeutet. ~I~ ~, '  ~z ~ const., daraus folgt ~# ~ !~z ~ const, und daraus 

fi +,, +~- o. 
Zweitens zeigen wir, dal~ l~ ~ / i  umkehrbar eindeutig ist. g s  

genfigt, wegen p, ~ r ~ / ~  -{- v- aus /~ ~: 0 auf t~ :~ 0 zu schliegen. # 4 0 
bedeutet, dab ~ ,  nicht konstant ist. Ffir jedes z aus K gilt 

und iffsbesondere 
z'~ ~ z "~ rood ~I, 

x~ ~ xn mod ~ , .  

Es gibt ein Element z~ yon Ku, das modulo 0 nieht konstant ist. Denu 
die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung fiir x in Ku, die 0-ganz~ 
abex nieht sitmClieh durch ~ teilbar seien, k0nnen nicht alle modulo p 
konstant sein, weil sonst ~ konstant ware. ,le nachdem x O-ganz ist 
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oder nieht, sehreiben wir z als Quotienten zweier x-ganzer oder zweier 
1 

m - g a n z e r  Elemente s und t, z = s / t .  Wir k(Innen annehmen, da~ 
X 

t-~: 0 ist. Aus 

folgt ~o) 
8 q~ ~ 8 u 

8r ~ 8/z 

t~---- tu mode3 u 

t~ ---- tu mod ~3u, 

also wegen i~ 4 0 

z~ -~- s~ / t~--~- sU / b u = zn mod ~u .  

Da also das K-Element z~ den niehtkonstanten Rest zu rood !~ u hat, so 

ist !~/~ nieht konstant, wie behauptet. 

Wir beweisen weiter die folgende Reqel iiber die Vertauschung der 

.Restklassenbildung rood ~ m i t  dem l~[eromo~Thismus t~ : 

m _  

(12) ~-~-= zU 

f i i r  jedes O-ganze z.  Sie gilt dann auch f # r  Divisoren 

(13) ~~ = a, '~ 

und  f i i r  ga~z K 

(14) K ~ == K u .  

Es gentigt, (12) ffir x-ganze z zu beweisen, weil jedes z Quotient zweier 

x-ganzer Elemente ist. Zuniiehst zeigen wit, daft xU 0-ganz  und xU. 

nicht konstant ist. hnderenfalls wRre namlich wegen 1/x~ :__ 0 rood V~ 

oder x~ ~_ xU rood !~u der Divisor !~ u konstant. Ffir jedes x-ganze z folgt 

jetzt  aus tier Kongruenz z~ ~-  zU rood ~u die Kongruenz z~ ~ zU mod ~u 

und daher ~-~ ----- zU. 

Da sich die Normierung yon t~ durch o]ou ausdriickt, so ist ~iou 

oder o t  b-X, d. h. ] / i s t  ffir b- normiert. 

Wit  zeigen jetzt schliel~lich, da~ /~-->fi multiplikationstreu ist, 

d . h .  ~ J ~ v .  Wenn t~ oder v gleich 0 ist, so ist t ~ - ~ = 0 ,  und 

, ~ = 0 .  Ist ~ : ~ 0  und u ~r 0, so gilt ffir jedes 0-ganze z aus K 

- -  ) = = = 

das bedeuter aber fi~ = t~v, wie behauptet. 
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3. Wenn K und in seinem KonstantenkOrper k der Primdivisor p 
gegeben ist, so hi~ngt der Typus des RestklassenkSrpers ~" noch davon 
ab, welches x wir der Ausdehnung yon ~ auf K zugrunde legen; wir 
werden versuchen, x so zu wi~hlen, daft die Bedingungen 1.2. 3. in I. 
erftillt sind. Dartiber gilt der folgende Satz: 

x kann, unter der Voraussetzunq, daft j ~-ganz ist, so gew~hlt 

werden, daft p in K prim bleibt und 1~ elliptisch mit dem Konstanten- 

k6rper k w~rd. Die Invariante yon K ist der O-Rest j yon j .  Um ein 

passendes x zu erlan.qen, ist unter Umstgnden k endlich algebraisch zu 

erweitern und dann ~ &erch einen seiner Primteiler in der Erweiterung 

zu ersetzen. 

Beweis.  Da eine endliche algebraische Erweiterung yon k zuge- 
lassen sein soll, so k6nnen wir eine definierende Gleichung yon K in 
der Normalform 

y t ~  x ( x - - 1 ) ( x - - Z )  oder y * - - y + a x y  = x a 

zugrunde legen, je nachdem die Charakteristik p yon K yon 2 oder yon 3 
verschieden ist'~). Dabei ist 

2 8  ( 1  - -  Z ( 1  - -  Z ) )  s = jZ* (1 - -  Z)* 

und Z 4 O, 1, 

( a ' + 2 4 ) ' + j ( a ' + 2 7 )  = 0 
und a s +  27 ~ 0. 

Aus der Voraussetzung, dab )" p-ganz ist, folgt, dab Z p-ganz und ~-4 0, 1 

oder a p-ganz und ~s ~ 27 ~: 0 ist. Mithin ist, wenn x der Ausdehnung 

von p auf K zugrunde gelegt wird, 

irreduzibel und definiert einen elliptischen K6rper k mit dem Konstanten- 

k6rper k. 
Von dem eben bewiesenen Satz gilt die folgende Umkehrung: 

Wenn x in K so gewghlt werden kann, daft p in K prim bleibt und 

elliptisch mit dem Konstantenk6"rper -k wird, so ist j p-ganz und K hat 

die Invariante ~j. 

Beweis.  Wir legen wieder eine definierende Gleichung yon K in 
tier Gestalt 

~l) Loc. cir. Is). 

!5 
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zugrunde, da es auf eine endliehe Konstantenerweiterung nicht ankommt. 
Der Nenner yon ~ ist ein Primdivisorquadrat ~ .  Wir ktinnen annehmen, 
daft 5-der p-Rest eines Primdivisors o yon K ist, jedenfalls nach einer 
passenden endlichen algebraiscben Konstantenerweiterung. q sei ein 
Primdivisor ersten Grades yon K, der modulo p nicht in E fibergeht, 

und xl ein Multiplum yon q o -~. x~ kann zu p prim ~ngenommen werden. 

Dann ist ~ ein niehtkonstantes Multiplum yon E-2, also ~ ----- ~ ~ % ~  

mit konstanten ~-, ~ und daher dfirfen wir gleich :~1 = 5 annehmen. In 

der gleichen Weise finden wir ein Element.yi von K mit dem Nenner ~s, 
das modulo p in ~ fibergeht, x~ und y~ erzeugen den K0rper K und 
zwisehen ihnen besteht eine Gleichung 

(15) g y ~ + h y l + a x l y ~  = CoX~+ClX~+C~X~--]-c~---- Co~(Xl), 

die wir gleich als p-primitiv annehmen ktinnen. Da sie modulo p in 
die Gleichung zwischen x und y fibergehen muff, so ist im ersten Falle 

und 
h ~ a --~ 0, g------ Co~0  m o d p  

(x~) = ~ ( 5 - -  1) (x - -  ~).  

(xl) hat daher drei Wurzeln -~1 ~ ,  ~8 mit 

Setzen wir dann 

x l -  -~1 -~8 -  -~1 

so wird 

(y~4 ax  h (~.j__~l)- ~ = Y 

y '  = x (x  - 1)  ( x  - 1),  

und x, y, i gehen modulo p in x, ~, l fiber, woraus die Behauptung 

des Satzes unmittelbar folgt. 

Im zweiten Falle ist 

und 

g ~ - - h  ---- c ~  0 m o d p  

Wir setzen eine lineare Transformation 

(16) 

an, die 

Xl -~- A x +  B,  Yl = F y + C x +  D 
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(17) gy2 + by, -]- axl y~ = Co x~,-[- c~ x ~ + ca x +  cs 

auf die Normalform 

(18) y ~ - - y + a x y  -~ x s 

227 

bringen soll. Vorerst nehmen wir an, da~ die Charakteristik yon K 
nicht 2 ist, dann k(Innen wir (17) in der Gestalt 

(gy~ + ~ (ax~ + h))' 

(19) ----gcox~_}_(gc,_+a_~_~)x2+(gc~+~ah)x1+(gcs_}_h_~_~) 

und (18) in der Gestalt 
a 2 a 

(20) (y -]- ~ (-  x - -  1))' = x s +  -~- x s - -  ~-  x -]- �88 

schreiben. Das kubische Polynom reehts in (19) muff durch (16) bis 
auf den Faktor  g co A s in das kubisehe Polynom rechts in (20) trans- 
formiert werden. Das ergibt die folgenden beiden Gleichungen 

(21) 
g Co A8 ~ 4 g co B ~ + (4g c~ + a') B '  + (4 g c~ + 2 a h) B -{- (4g c~+ h') 

4g (co BS + c, B~ + c~ B + cs) + (aB-{-h) ~, 

(6 g co B ~ + (4 g c~ + a s) B + (2 g cs + a h)) 8 

gco AS (12 B-{-(4 gc~-{-a')) ; 

ferner den Ausdruek 

6 gco B'-{ - (4gc, + a') B +  (2gcs + ah) 
( 2 1 )  . = - -  

gco A s 

ffir a. 
Elimination yon A aus (21) und (29) ergibt die folgende biquadrati- 

sehe Gleichung ffir B 

(24) 
3g' c~ B" + gco (4gci+ a') BS-[ - 3 gco (2gcs + ah) B s 

+ 3 gco (4gcs -~-h s) B 

+(4gc l  cs+gc8 a~+gcl h s - . q c ~ -  ghc~a) ---- O. 

Alle Koeffizienten dieser Gleichung sind p-ganz, der letzte ist dureh p 
teilbar, aber der erste nieht, da ja die Charakteristik yon drei ver- 
schieden ist. Mithin hat (24) eine durch ~ teilbare Wurzel B - -  wh' 
nehmen hier an, daft (24) alle Wurzeln in k hat, das l~uft ja nur auf 
eine ausdrticklich zugelassene endliche algebraische Erweiterung yon k 
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hinaus. Aus (22) ergeben sich dann drei Werte yon A,  von denen 
einer, A, kongruent 1 mod St ist. 

Jetzt setzen wir (16) unmittelbar in (17) ein und vergleichen die 
Koeffizienten mit denen yon (18). Das konstante Glied ergibt 

g D '  + ( a B -+- h ) D -~- co. BS -+- c~ B~ Zf- c~ B -~- ca , 

diese Gleichung hat eine durch St teilbare Wurzel D.  Der Koeffizient 
yon x ergibt 

( a B ~ h - } -  2 gD)  C = 3 co AB~--~ 2 c~ A B ~ c ~  A.  

Der Faktor yon C links ist modulo St zuj h kongruent, er ist daher 
nicht durch St teilbar und um so mehr yon 0 verschieden. Daher wird 

3 coB~-4 - 2ctB-4- c~ 
(26) C = A 

a B - k - h + 2 g D  ' 

dies C ist ersichtlich durch St teilbar. 
Koeffizienten yon y mig dem yon x s 

oder 

(27) 

Schlieiilich vergleichen wir den 

2 g F D - } - h F ~  a B F  ~- --co A s 

F ----- Co A s 
a B - f - h ~ - 2 g D  ' 

wegen h A - 2 g D ~ - - - h ~ 0  modst ist h - 4 - 2 g D � 8 9  

Es wird F~---.1 rood $1. Aus (23) folgt weiter, daft der St-Rest 
yon a gleich dem yon a, also gleich dem gegebenen a ist. Damit ist 
eine modulo p zur Identitiit kongruente Transformation yon (17) in die 
Normalform (18) gefunden. Sie bleibt auch ftir die Charakteristik 2 giiltig, 
denn die Berechnung yon B, A, D, C, F der Reihe nach aus (24), (22), 
(25), (26) und (27) geht auch fiir die Charakteristik 2, weil keiner der 
auftretenden Nenner ftir 2 ~ 0 verschwindet. 

Damit ist der behauptete Satz bewiesen, aber darfiber hinaus die 
folgende Verschiirfung: 

Wenn die Ausdehnung yon St a u f  K so gew~.hlt werden kann, daft 
St in K prim bleibt und K elliptisch mit dem Konstantenk6rper k ist, und 
wenn 

eine definierende Gleichung van K ist, so gibt es ei~ erzeugendes Element- 
paar x, y van K ,  das modulo St in x ,  y i~berqeht, und das eine Gleichung 
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y~ (x - -  1) (x -- X) oder y~- -  y ~- a x y  ~ x ~ 

erfiillt. Dann ist auch -~ der p-Rest yon ). oder a de'," van a.  Tinter 

Umstgnden ist eine endliche al.qebraisehe Erweiterung van k n6tig. 

4. Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die elliptischen Teil- 
kOrper yon K modulo 0 verhalten. ~ sei eine endliche Automorphismen- 
gruppe yon K / k ,  K*  ihr Invariantenkfirper und 0* der durch ~ teilbare 
Primdivisor yon K*. Die Galoisgruppe yon K / K *  ist die Faktor- 
gruppe ~ ~ ~/~:  der Zerlegungsgruppe 3 naeh der Tragheitsgruppe ~: 
yon p hinsichtlich K*. Dies wenden wir zunachst in dem Fall an, 
daft {~ yon einer Spiegelung. ao, q erzeugt wird. Da K* vo.m Geschlechte 0 

ist, so kann nicht K* ~ K sein, folglich ist 3 ~ {~ und ~: = 1, p* =_~ 
und ao,~ ftihrt O-ganze Elemente in 0-ganze iiber, ao, q induziert in K 
die Spiegelung ar,,~, wir wollen daher sagen, daft ao, q rood ~ in a~,i 
iibergebe. 

Hieraus folgt weiter, daft die Translation v,,~ yon K modulo p in 

die Translation vi, i yon K iibergeht. Allerdings ist diese Abbildung der 

Translationsgruppe yon K in die yon ~" nicht notwendJg treu, vielmehr 
gehen alle Vo, q mit dem gleichen ~ in ein und dieselbe Translation t~,i 
iiber. Da fiir uns nur die Translationen endlicher 0rdnung wichtig sind, 
so wollen wir untersuehen, ob und welche yon ihnen in die Identitat 
fibergehen k6nnen. 

Zuerst betraehten wir die Gruppe aller Translationen, deren Ord- 
nungen in einer nicht durch die Charakteristik p teilbaren natiirliehen 
Zahl n aufgehen. Sie bilden bei hinreiehend grol~em Konstantenk6rper 
eine Gruppe {~ yore Typus (n, n) mit dem InvariantenkC~rper K* ~ K ns'. 

Nach w 3 2. (14) geht K ns modulo ~ in ~ne  fiber. Es wird also wieder 
3 ~ $ (was auch daraus folgt, daft alle Translationen p-ganze Grfiflen 
in p-ganze iiberffihren), und ~:---~ 1 und a l l e n  s Translationen vo.r mit 

n [q] ~ 0 gehen in ebenso viel verschiedene Translatiouen v~,~ yon k 
mit n[~-} ~ 0 fiber, anders ausgedrfickt, die Gruppe der Klassen yon 
in n aufgehenden Ordnungen yon K wird isomorph auf die entspreehende 
Gruppe yon K abgebildet. Wir k~nnen das schliel~lieh auch so fassen 

Wenn die Primzahl q van der Charakteristik van K verschieden ist, 

so geht die Gruppe ~q aller Klassen van K ,  deren Ordnungen Potenzen 

w n  q sind, modulo p isomorph in die entsprechende Gruppe ~q yon K idber. 

Welter betrachten wir in dem Fall, dab K und K die gleiche Prim- 

zahlcharakteristik p haben, die Gruppe ~ yon K. Die pS'~2-oem) Trans- 

tationen mit in pS'aufgehender 0~dnung yon K lassen K ] ,  invariant, 
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aber auBerdem hat K den Inseparabilit~tsgradp~f fiber K ~'~. Da KP f~ 

modulo ~p in ~ ' e  fibergeht, so haben wir 

Ist  a (K)  ----- a (K), so wird r163 isomorph au f  r abgebildet, dageqen 

geht f i i r  a (K)  -~ 1 und a (K)  -~- 2 die von 1 verschiedene 6h'uppe ~r  in 

~p ~ 1 aber. 

SehlieBlieh gilt im Falle Ch . (K)  ~ O, Ch . (F, ) = p ~ 0: 

Far a(K--) ~ 2 geht gang r163 in 1 ~ber, fi~r a ( I f ) - =  1 nu t  eine 

Untergruppe, die zur additiven qrulrpe aller Restklassen rood 1 yon 

rationaden Zahlen mit Polenzen yon p ads Nenner~ isomorph ist. 

Aus dem Verhalten der Gruppen {~q kann leicht abgeleitet werden, 
wie sieh die elHptisehen Teilk0rper yon K modulo ~ verhalten. In jedem 

Fall ist (K :  Ko) ---- (K: Ko), weil das ffir die Teilk0rper K as gilt. Die 

galoissche Gruppe you K / K o  geht in die yon K / K o  fiber und Ko ist 
elliptisch. Der Inseparabilitatsgrad erh0ht sich entspreehefid der Ver- 
kleinerung der Gruppe. Wir betrachten weiter nur solehe Ko, fiber 
denen K zykliseh ist, das genfigt, weil fttr die gr0ilte natfirliehe Zahl m, 
fiir die Ko in K Me enthalten ist~ der zu K isomorphe K0rper K ~ zyklisch 
fiber Ko ist. 

Wenn n nieht dutch die Charakteristik yon K teilbar ist, so gibt es 

(n) - n ] - [  ( I  + q-,)  
qln 

KOrper Ko, llber denen K zyklisch vom Grade n ist, sie gehen in eben- 
soviel verschiedene KOrper Ko fiber, fiber denen K zyklisch vom Grade nist. 

~.hnlich ist es im Falle Ch. (K)  ~ Ch. (K)  -~ p ~- O, r  ~ r  ~- 1 

ffir n ~ p f  (und daher fiir alle n). Es gibt dann genau einen Teil- 
k0rper Ko yon K, fiber dem K eine zyklische Gruppe der 0rdnungp fl 
und den Inseparabilit~tsgrad pY-fl hat, 0 ~ f ~  ~ f ,  dieser K0rper geht 
modulo p in den entsprechenden Teilk0rper von K fiber. F ~  

~(K)-----r (K)-----2 gibt es an K0rpem Ko mit (K: K o)-----1~ f nut die 
Potenz K~', die modulo ~ in / ~  fibergeht. Ist dagegen ~(K)~---1 

und ~ ( K ) - - 2 ,  so gehen die f ~ l  K0rper Ko, fiber denen K den 
Grad p/hat ,  alle in den einen K0rper K~' fiber. 

Es bleibt der Fall Ch . (K)  ----- O, Ch . ( K )  --~- p ~- 0 zu untersuchen. 

Wenn ~ (K) --~ 2 ist, so gehen s~mtliche K0rper Ko mit (K:Ko) -----pt 
(nicht nur die, fiber denen K zyklisch ist) in den einen ~0rper 

/~o ~ K ~  fiber. 
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Wenn ~ (_~) = 1 ist, so gehen yon den ioY+p t-1 TeilkOrpern, fiber 
denen K zyklisch vom Grade p/ist,  pfin den K0rper Ko fiber, fiber dem 
/ (  zyklisch vom Grade p: ist, einer in ~ t  und yon den fibrigen je 

pf-~--p/-*-i  in den K6rper/~, fiber dem K zyklisch vom Grade lo/-i 
und inseparabel vom Grade pi ist, /----- 1, 2 , . . . , f - - 1 .  

Es sei nAmlich ,~, *s eine Basi~ der Gruppe aller Translationen 
yon K mit in p!  aufgehender Ordnung und dabei gehe *s rood p in 1 

fiber. Dann gehen die p/InvariantenkOrper der Translationen *x#2, 
h = 1, �9 �9 p t  in Ko fiber, die Invafiantenk0rper der p / - t _ p f - t - x  Trans- 
lationen ~{' ~,  h mod pf--i, (h, t)) = 1, in /~ und der InvariantenkOrper 

yon ~ in K~'. Aber in diesem Falle .qehen auch noch and, re Teilk6rper 

van K in ~[~ i~ber, niimlich die Invariantenk6rper derjenigen nicht zyklise~en 

Trandatiansgruppen ~/-ter Ordnung, die rood. p in die van ~ '  er~eugte 

zyklische Gruppe idbergehen. 

w 5. Die Automorphismen der einparametrigen Normalformen 
und die Einheiten des  Multiplikat0renrings. 

1. K sei ein elliptiseher KOrper mit der Invariante j .  Ffir einen 
algebraisch abgeschlossenen KonstantenkSrper k k0nnen wir ihn dutch 
die Oleichung 
(29) y~ = x (x - -1 )  (x--~.). 

erzeugen, wenn die Charakteristik .1o ~ 2 ist, und durch 

(ao) y ' - -  y + a x y  = x s, 

wenn i0 ~ 3 ist. Dabei ist 

(31) 

(32) 

2' (l - -  z (1 - z)), .=  ix ,  (l - x),, 

u a ( a a + 2 4 ) s + j ( a a + 2 7 )  = O. 

Der Nennerprimdivisor o yon x und y kann dabei beliebig vorgesehrieben 
werden. 

2. Wir betrachten zuerst den Fall p 4 2. 
yon (33) seien 21, . . . ,  ~ .  Zu jedem 2~ muff 
Gleichung 

2 
v .  = x~  (x~  - 1) (x~ - -  z )  

Die sechs Wurzeln 
es eine erzeugende 

yon K geben, die zu dem gleichen Primdivisor o geh0rt wie (29). 
x~ ist eine Linearkombination der beiden linear unabh~ngigen Multipla 1, 
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x yon o -~ und y~ muff ein konstantes Vielfaches yon y sein 

x : a~x~Tb,  
(34) ; av, b~, c~ aus k. 

y =-= cv yr 
Es gilt dann 

yS s : c , , ~  = x ( x - - 1 ) ( x - - i t )  

---- (avx, -I- by) (a~x, .-I- b, - -  1) (avx~, --~ b , , - - i t , , )  

--: a~(x, ,  + b,,/a,,) ( x - t -  ( b , , - - 1 ) / a , , )  ( x +  (b , , - -  it,,)/a,,) 

= 4 x . ( x . -  1 ) . ( x , -  it.), 

und daraus folgt zunachst 
8 

~----  a v 

und weiter die folgenden sechs MOglichkeiten ffir c~-, b,,, its, x,,  

al --~ 1, bl --~ O, itl -~- it, x l  -~- x ,  

1 x 
al  ~ it, bs ~ O, its ~ - ~  , xs ~ - ~  , 

as ~ - - 1 ,  bs -~  1, its ~ 1 - - i t ,  xs ~ -  l - - x ,  

] 1 - - x  

1 i t - - x  
a~ : - -~ , ,  b6 : ~t, it6 : 1 - - ~ ,  x5 ~ T '  

it it - -  x 
a6 ~ -  1 - - i t ,  b6 ~ i t ,  ~'~ ~ ;t - -  l ' x e  ~ it 1"  

Zu jedem dieser Wertsysteme geh0ren zwei Wertpaare yon cv und yv 

cl ~ -4-1, YL ~ -t-y, 

c, = + ( V ~ ) ' ,  ys = • ( V ~  -By,  

cs -----" . . t-i ,  ys ---- ~ i y , 

c, = •  8, y ,  = - T i ( V ~ ' - ~ i ~ ) - ' y ,  

c~ = -4- i ( V-~)',  y,  = ~ i ( V ~ )  -~y ,  

Es gibt daher im ganzen 12 birationale Transformationen der 
Nm~alform (29) in eine andere, wenn verlangt wird, dab D lest bleibe. 
[Inter ihnen miissen die als tilt o no~mierte Meromorphismen gedeuteten 
Einheiten des Multiplikatorenringes vorkommen, es sind n~tmlich gerade 
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die, welche A in sich fiberffihren. Auf diese Weise erhalten wir fiir 
jedes j die Einheitengruppe des Multiplikatorenrings: 

Im allgemeinen gibt es nur die. beiden Einheiten 

x---> x,  y---> • y ,  

also 4- 1. 

Damit es mehr Einheiten gebe,, mtissen zwei it mit verschiedenen 
Indizes gleich sein. Das ergibt die folgenden M~glichkeiten: 

1 
1. it - -  i t '  ~ l ' j  ~ 2838 ( i t ~ l  e r g ~ b e } ~ ) .  In diesem 

Falle ist i t 1 ~ A ~ - - l ,  i t s - ~ - A ~ 2 ,  it4~it~�89 F i i r p 4  3 
ergibt das die vier Einheiten 

x ~ x ,  y ~ 4 - y ;  x ~ - - X ,  y ~ i y ,  

die eine zyklische Gruppe bilden. IsL aber p ~ 3, so ist j ~ 0, 
alle sechs Werte it~ werden gleich - - 1  und es gibt daher zwtilf 
Einheiten 

x " *  x ,  y ~ -4-y, 

x ~ x - - 1 ,  y ~  •  

x -") x ~ l , y --* -4- y , 

x -") --  x ,  y ~ T i y ,  

x - * l - - x ,  y "*  ~ i y ,  

x--)  - -  x - - 1 ,  y -," -T i y .  

R ist die (dem Typus naeh einzige) Maximalordnung von Q~.s. 

2. it ---- 1 - - i t ,  it ~ ~. Das ergibt w i e d e r j  ~ 2 e3 s. 
1 

3. it - -  1 - - i t  ' it ~ - - ~ '  E eine primitive dritte Einheitswurzel, ) ' ~  0. 

Ftir p # 3 wird it1 ~ it4 ----- it6 ~ - - ~ ,  it2 ~--- its ----- ire ~- - - ~ ' ,  

und wir haben sechs Einheiten 

x - * x ,  y ~  •  

x - ~ e ( x - - l ) ,  y - . - 4 - y ,  

x - ~ ' ( x ~ ) ,  y ~  •  

die eine zyklische Gruppe bilden. F t i r p  = 3 wird wieder j - - - -0 .  

im Falle p 4 3, j ---- 2 e 3 s heiflt die definierende Gleichung 

yS ~ X $  X~ 
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der Multiplikator x ~ - -  x ,  y ~ i y ,  den wir mit ~ bezeiehnen wollen, 
bildet rnit 1 zusammen eine Basis der Maximalordnung des Gaul~sehen 
Zahlk0rpers P ( ~ ,  die im Multiplikatorenring enthalten ist. 

Im Falle p-----3, j ~ 0 heil~t die definierende Gleichung ebenfalls 

y l  = Xs. X. 

, sei wieder tier Multiplikator x ~ -  x ,  y ~ i y  and ~/ sei der Multipli- 
kator x --, x + 1, y --, y. ~ ist eine primitive vierte und ~/ eine primitive 
dritte Einheitswurzel. Es gilt, wie leieht nachzureehnen, die Ver- 
tauschungsregel 

1 

wozu noch die additiven Relationen 

,Jq-1 ---- 0, q ' + ~ + l  ~ 0 

kommen, hlle zwOlf Einheiten sind 

1, ,, - - 1 ,  ~, 

q, t/I, --~/, ~ / ~ ,  

-4-,, -4-t/,, 4-~/% haben die Ordnung 4, q, ~ die 0rdnung 3 und - - q ,  
--~/J die Ordnung 6. Eine Basis yon R ist 1, f/, ,, q , ,  denn die 
Diskriminante A dieser vier Gr(lflen ist 

A __ 

+ 9  - - 1  0 0 
~ 1  - - 1  0 0 

0 O - - 2  1 

0 0 1 ~ 2  

weft Spur (-I-1) = 4 - 2 ,  S p ( - V O  ~ 8p( -q -qO = Sp( -4 -~ 'O  = O, 
Sp(~l) = S p ( q ' ) - - - - - - - 1  und S p ( - - q ) =  Sp(--~f ')---~ 1 ist. 

Im Fall p ~ 3, j = 0 formen wir die Normalform yS __ x ( x  --1) (x-q-e) 
8 Z ~ 6  - -  

dureh x ~--- 1~------~' y = u (1 - -~ )  ~ in 

u s ~ z s - 1  

urn. Die sechs Einheiten lauten dann 
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Der Multiplikator z--, ez, u ~ u ist eine primitive dritte Einheitswurzel 
und bildet mit 1 zusammen eine Basis der Maximalordnung des K0rpers 
der dritten Einheitswurzeln, die im Multiplikatorenring enthalten ist. 

3. Mit Hilfe der Normalform (30) behandeln wir den Fall  p 4 3 
in ganz ~thalicher Weise. Zu gegebenem j gibt es zw{)lf Wurzeln 
a~, . . . ,  a~s yon (32) und zu jeder dieser Wurzeln mindestens eine lineare 
Transformation 

(35) 

die (30) in 

x ~ a~x,, d-  b,,, 

y ~ f , , y , , + c , , x , , + d , , ,  

iiberfiihrt. Zur Berechnung dieser Transformationen k0nnen wir die in 
w 4 3. behandelte Transformation yon gy~ -{- hy I --[- ax I Y! ---~ co~ "Jr- cI~ 

csx ~ -{- c 8 auf die Normalform (30) heranziehen. Zur Berechnung yon b 
erhalten wir aus (24) die Gleichung 

(36) 3b'--~aZb~--3abJ~ 3b ---- O. 

Diese Gleiehung hat eine Wurzel b ~ 0. Aus (22), (23), (25), (26), 
(27) erhalten wir die zugehOrigen Werte yon a, f ,  c, d, a;  das gibt sech~ 
Transformationen: 

a , , : ~ " ,  b , , = O ,  f v ~ - - - - - 1 '  cv--~ - - 6 " a '  d " : l l '  a , , ~ " a ,  

E bedeutet eine primitive dritte Einheitswurzel. 
Fa r  die iibrigen b haben wir die kubische Gleichung 

as b I b + 1 O, (37) bS~ -~- - -  a 

deren Wurzeln nach der Cardanischen Formel 

a B 

(38) b ~ 9 ~h - - ~  1-{- h ~ 1 , 2 , 3 .  

sind. (Zunitchst nur fitr p ~ 2. Da die Endformel keine Divisionen 
dutch 2 enthitlt, so gilt sie auch fitr p ---~ 2.) 

Ist  # eine fest gewRhlte dritte Wurzel aus aa-[ - 3 s -  aus (32) 
ergibt sich im Falle j ~ 0 der Ausdruck 
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so k0nnen wir 
1 

schreiben. Da zu jedem b drei Werte a gehOren, so wollen wir 

setzen, kurz 

1 
b, = ba = be ~ 9 (a ' - [ -aB + ~ ' ) ,  

b~ = bs --~ b9 = - - I  C a ' + a a e + ~ ' e z ) ,  

1 ( a ' + a / $ . '  + $ ' . )  
blo = b l l  = bl~ ~--- - - - ~  

1 
b~+~ = _ _ ~ ( . , +  a $ . h + f . 2 h )  h = 1, 2, 3, 

Ftir die zugeh0rigen a haben wir nach (22) 

4 1 s , e ,  ak+~ = - - ~ ( a ' +  a ~ +  f ~ ) ' +  ~ ~ ~a ~- ~ +  ~ '~)" 

Da nun 

p = 1 , 2 , 3 .  

a s -  ~ '  3'  
(39) as-4 - a ~  + ~%~ -= = 

ist, so wird 
8 a ~ + ~  = (a j + ~ ~ + ~%~) '  

x - - - ~  a 3 

-~ 

Unter rh verstehen wir eine fest gewithlte Kubikwurzel aus 

9 5e h ( a t +  a s i a  + ~%~); 

ra ist nach (39) Yon 0 verschieden. Mit dieser Abktirzung k0nnen wir 

(40) a~§ -= 27 

se~en. 
Fttr d haben wir nach (25) die quadratische Gleichung 

d l + ( a b ~ l ) d  ~ b s. 
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Wir Risen sie zuni~chst unter der Annahme, dal~ p # 2 ist: 

2 d  = 1 - - a b - + -  V ( 1 - - a b ) " q t - 4 b  ~. 

Ftir den Radikanden haben wir nach (37) 

4 a g b ~ 4 a b _ _ 4  ( 1 - - a b ) ~ + 4 b  8 ---~ 1 - -  2 a b - ~ a ~ b ~ - ~  

I (a b - -  3) ~, --'~ - -  ( a ~ b ~ - - 6 a b + 9 )  - -  3 

V : 3  
also ist 2d---- 1 - - a b ~  ( a b - - 3 ) .  

3 

Ftir V~---3 k(innen wir 2e-~-1 einsetzen, damit erhalten wir die folgenden 
beiden Werte fiir dau+f, 

e - - 1  e - -  - - - e - ~ - - ~ - a b , ~ h + u  = - - e  2] la(a~-~-a lSeh  + fl*e2h)' 

(41) dah+~, ~-- --~A----ff--aban+~, 

27 

die auch fiir p---~ 2 gelten, weil keine Nenner auftreten, die ftir 2 -  0 
verschwinden. 

(26) ergibt 
~,-', r~ ( . %  . ~ , ~ +  ~ , ~ ) ,  

27(2e-4- 1) 
(42) Cah+U ------ #r ~'h t~ $ e2h) 

(27) gibt f 

(43) fsh+u : 

und (23) 

~h 

9 ( 2 e + 1 )  
$h 

9 ( 2 e ' + 1 )  

~ ( ~  + ~ ~ ~ + ~, ~2h),, 

3 ~'  (,~ + 2 ~  h) 
(44) ash+ /~ = - -  rh 

Die Einheiten des Multiplil~atorenrings ktinnen mit diesen Formeln 
ebenso berechnet werden wie oben. Ein neues Ergebnis erhalten wir 
nur ffir p---~ 2, worauf wir uns daher beschri~nken. Die Formeln 
ftir a~ lauten in diesem Fall 

a~ - -  e va ;  v ~ 1 , 2 , 3 ;  

aSh+u ~ :  a'ug/7~; h ~ l, 2, 3; /~ ~--- 1, 2, 3. 
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Der einzige Wert  von a, ffir den zwei a~ mit verschiedenen Indizes 
gleich werden, ist a = 0 (aus der zweiten Formel ergibt sich noch die 
L0sung r/~ = ~',  was aber auf j = oo fiihrt). Eine yon 4-1 versehiedene 
Einheitengruppe gibt es ftir p = 2 also nur im Falle j ----- 0, da dann 
alle a~ gleieh 0 werden, so gibt es dann 24 Einheiten und R mu~ die 
Quaternionenmaximalordnung sein. Die 24 Einheiten ergeben sich zu 

x ~ E a x ,  y ~ y + l  0 1 ' h mod3, 

X"~X"~-~  t, y - - > y ' { - r  i~s, s, t mod3. 

Die ersten sechs Einheiten bilden eine zyklische Grappe, die yon 
dem Multiplikator z . - * e x ,  y - > l - l - y  erzeugt wird, den wir mit - - ~  
bezeichnen wollen. ~/ ist also eine primitive dritte Einheitswurzel. 

'1: x - > x + l ,  y - > y +  x ~ - ~ ,  

ts: x - > x + e ,  y - > y + ~ S x + e ,  

is: ~ - > x - {  - ~ ,  y - > y +  ~ x - { - ~  

sind Quaternioneneinheiten, denn es gilt 

Ferner  ist 

/ '2 / '8 = - -  &8 /'S = & l ,  

q ta ---- tl  tl, 

mug sich mit rationalen Koeflizienten a dutch die t ausdrticken 

q - -  ao @ al tl + as ts + aa ts. 

A n 8  

~ t  1 ~--- a o s t - - a l  - - a t t a  2 t -aa t~ ,  

~l s2 - - - - -  ao st ~- al ta - -  as - -  as tl , 

q ss = ao ta - -  af  ss + as ~ - -  at , 

folgen die Gleichungen 

a o - - - ~ a s ,  

ao : al  

ts ~i ~ ao ts ~ al ta - -  aj  nt- aa tl , 

ta ~1 ~ ao ta -~ al t: ~ as q - -  a s ,  

al  ~ a~ ~ 

as ~ aa, 

ao ~ a s ,  a~ = a 1, 
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mithin sind alle a einander gleich und weil die Spur der dritten Ein- 
heitswurzel ~ gleich - - 1  ist, so wird 

~/ = --�89 
Zusammen mit 

sind damit aueh alle additiven Relationen zwischen den Einheiten auf- 
gestellt. 

w 6. lnvariantengleichungen. 
1. K sei ein elliptischer Funktionenk6rper mit der .absolut trans- 

zendenten Invarianfe j. Zwischen j und der Invariante Jo eines ellip- 
tischen Teilk6rpers Ko yon K besteht eine algebraische Gleichung 

o ( j , / o )  = o 

mit ganzen rationalen Koeffizienten, in der die h6chsten Potenzen yon j 
und jo die Koeffizienten 4-1 haben. 

Beweis.  Wir kOnnen annehmen, daft der Konstantenk0rper k 
yon K die algebraisch abgeschlossene Hfille von P(?') ist, P der Prim- 
k6rper. Denn ein noch grO•erer Konstantenk0rper kann keine neuen 
elliptischen TeilkOrper mehr hervorbringen. Folglich hangt f l  algebraiseh 
yon P(j) ab, das bedeutet, daft eine in P irreduzible algebraische Gleichung 

�9 (j, jo) = 0 

mit Koeflizienten aus P besteht, die im Falle der Charakteristik 0 gleich 
als teilerfremde ganze Zahlen angenommen werden k0nnen. Wir zeigen 
nun, daft �9 als Polynom von jo einen konstanten h6chsten Koeffizienten 
hat, oder was auf das gleiche hinauskommt, dab jo eine ganze algebraisehe 
Funktion yon j ist. Dazu schri~nken wir, was offenbar m6glieh ist, 
k auf eine passende endliche algebraische Erweiterung yon P( j )  ein. 
Nach w 4 3. k0nnen wir dann K nach einem nicht im Nenner yon j 

aufgehenden Primdivisor 0 yon k zu einem KOrper _~ mit der Inva- 

riante 2= reduzieren. Nach w 4 4. geht dabei Ko in einen elliptischen 

Teilk(Irper Ko yon K fiber. Folglieh muff die Invariante ]o yon Ko naeh. 
w 4 3. 0-ganz sein. Da die Sachlage hinsichtlich ] und Jo symmetrisch 
ist - -  der K6rper K ne mit der Invariante ), (K:Ko) - -  n ist in Ko 
enthalten, so hat �9 auch als Polynom yon j einen konstanten h0chsten 
Koeffizienten. 
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In ganz i~hnlicher Weise zeigen wir, da~ fiir die Charakteristik 0 
die h(ichsten Koeffizienten yon j und jo in �9 gleich 4-1 sind. Einen 
Primdivisor ~ yon P (durch eine Primzahl gegeben) dehnen wir hia- 
sichtlich j auf P (j) und k aus.. Die gleiehe Schlugweise wie eben zeigt, 
da~ jo p-ganz yon j abhi~ngen mug, und das ist ftir alle 1~ nur mtlglich, 
wenn der htichste Koeffizient yon jo gleich 4-1 ist, 

2. Wir untersuchen die Polynome �9 (t, to) nigher und k6nnen dabei 
annehmen, daft k endlich algebraisch fiber P0") ist. Ist m die gr(/gte 
ganze Zahl, ffir die K 'n~" noch Ko enthMt, so ist K ~e zyklisch fiber Ko. 
Da K '~ zu K isomorph ist, so k(innen wit yon vornherein annehmen, 
dab K fiber Ko zykliseh ist. 

n sei eine nicht durch die Charakteristik p teilbare Zahl. Die 
#(n) TeilkOrper K ~ , . . . ,  Kv(,,), fiber denea K zyklisch vom Grade n 
ist, habea n a c h w  3 4. fiber P(j)  separable Invarianten j~,.-.,)'~r 
Wir zeigen, dal~ 

,u Ca) 

(45) q),, (t. j} : 1-I (t --jh) 
h ~ l  

ein Polynom yon t und j mit ganzen rationalen Koeffizienten ist. Dazu 
betraehten wir ein Paar erzeugender Elemente x, y yon K, :zwischen 
denen eine irreduzible Oleichung mit Koeftizienten aus P (3") besteht, und 
dehnen einen Isomorphismus Q von k/P(j)  durch die Festsetzung 
xe = x, yr auf K aus. Q ftihrt dana den zu der Translations- 
gruppe 1, 3, . . . ,  v,,-1, geh0rigen K0rper K in den zu der Gruppe 1, 
~ - I ~ , . . . ,  e-x,n-~o, gehtirigen fiber, vertauscht also die K(irper Kh 
und daher auch die Invarianten j(h) untereinander. Die Koeffizienten 
yon On(t,j)  als Polynom yon t sind daher bei allen Isomorphismen 
yon k/PO') invariante, separable ganze ganzzahlige algebraische Funk- 
tionen yon j ,  also Polynome yon j mit ganzen rationalen Koeffizienten, 
wie behauptet. O,~(t,j) ist ein Produkt yon irreduziblen Polynomen 
der in 1. betrachteten Art. Wit nennen 

O, ( t , j )  = 0 

die Invariantengleichung n-ter Ordnung der betreffenden Charakteristik. 
Bevor wir auf den Fall n ~ 0 modp eingehen, bemerken wir: 
Ist O n ( t , j ) ~  0 die Invariantengleichung n-ter Ordnunq fi~r die 

Charakteristik O, so ist dieselbe Gleichung, modulo der Primzahl, p 
betrachtet, die Invariantengleichung n-ter Ordnung fiir die Charakteristik p, 
vorausgesetzt, daft p nicht in n aufgeht. 

Das ergibt sich unmittelbar daraus, dab K modulo p in einen 

K(irper _K mit der absolut transzendenten Invariante 3:fibergeht, wi~hrend 
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wenn 
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dabei die Teilk6rper Kh auf die entsprechenden Teilk0rper yon 
abgebildet werden. 

Wegen dieser Tatsache wollen wir ffir alle n unter der Invarianten- 
gleiehung n-ter Ordnung f~r die Primzahlcharakteristik p die modulo p 
genommene Invariantengleichung n-ter Ordnung der Charakteristik 0 
verstehen, obwohl dann unter den NullsteUen yon qJ,~(t,j) aufler den 
Invarianten der Teilk0rper, fiber denen K zyklisch vom Grade n ist, 
auch die yon anderen Teilk6rpern vorkommen kSnnen. 

Die Invariantengieiehung /J-ter  Ordnung der Charakteristik p 
k6nnen wir" leicht aufsteNen. Der K0rper fiber dem K zyklisch 

;p--f vom Grade pf  und separabel ist, hat die Invariante .} , denn seine 
1/-te Potenz ist der zu K isomorphe K0rper K~'. Dagegen hat K~ f die 

Invariante j~f. Naeh w 4 4. wird also die Invariantengleichung pf-ter 
Ordnung modulo p 

]'--1 

(46) (t-j,,-%' (t.-.ir H (t-2"'-') /-'-'/-'-' 
i = l  

$-1 

= ( t , ' - i ) ( t - i r  H (t,,'-'-'-?,'-'),,-,- o, 
ffir i = 1 einfach 
47) ( t " - - j )  ( t - - i f )  = O. 

3. n' und n" seien zwei teile~:fremde ganze Zahlen. Da**n ~st 

tp(n") 

qb,, ,"(t , j )  = I I  *,, ,(t ,fl) ,  
h : 1 

~ ( n " )  

�9 ,,., (t, j) = I ]  (t --jh) 
h = l  

gilt. 
Beweis. Kj, sei der K0rper der Invariante jh fiber dem K zykliseh 

yore Grade n" ist. In ihm sind q~(n')K0rper Kh~ enthalten, fiber denen 
hS, zykliseh vom Grade n" ist. Sindjl~ die zugeb6rigen Invarianten, so gilt 

~p(n') 

�9 (t, j,,) = H ( t - jh , ) .  
l = l  

Uber allen KOrpenl Kh, ist K zyklisch yore Grade n' nn und weitere 
Ktirper mit dieser Eigenschaft gibt es nicht. Somit ist 

= ] - ]  q},,, (t, jh): O,.,,., (t, j ) ( , I  (/' --3,a) = -iY 
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In ahulieher Weise ergibt sich 

p + l  
p ;-1 O~,S-1 (t, f l )  

- �9 - - ,  ( t ,  j )  : [ I  ( t -  ih)  (49) Opl (t, j )  ----- [ - I  t - - j  " ' 
h = l  h = 1  

es ist nur zu beachten, daft aus 0 / _ ,  (t, jh) einmal der Faktor t - - j  

wegzulassen ist ffir den in K p* enthaltenen K0rper, fiber dem h), zyklisch 

~ m  Grade pt-~ ist. 

Die Berechnung der Polynome O,  (t, j)  ist auf die Berechmmg der 
Polynome a)p (t, j ) ,  p Primzahl zurfiekgeffihrt. 

F#,r n ~- 0 mod~ hat q), (t, j)  ~ 0 lauter verschiedene Wm'zel'n jh. 

Es genfigt, dies ffir eine Primzahlcharakteristik p zu beweisen, 
weil ein mehrfacher Linearfaktor yon O, (t, j)  bei der Reduktion modulo p 
erhalten bleibt. Gesetzt, etwa j~ und .]~ waren gleich. Danu enthielte 
der Teilk0rper K~ mit der Invariante jt  die beiden Teilk0rper h "~" und 

K~ 8., die beide ebenfalls die Invariante j t  ~ j2 hatten und daher zu 
zwei nicht nur um das Vorzeichen unterschiedene Multiplikatoren gleicher 
Norm yon Kt Anlal~ gaben. Nach w 3 3. ware also .?~ mid daher um 
so mehr die Invariante j des Teilk6rpers K ''*von K~ absolut algebraiseh, 
gegen die Voraussetzung. 

(50) F i i r  n > l ist 02, (t, j)  : q),, (fi t). 

Beweis .  Fiir jede Wurzel jh yon O,, ( t , j )  -~- 0 gilt O,,(j, jh) -~ O. 
well Kh zyklisch vom Grade n iiber dem K6rper K n~ mit der Invari: 
ante j ist. Da die jh voneinander verschieden sind, so ist O, (j, t) durch 
0,, (t, j)  teilbar: 

*,, (j, t) = O,, (t, j) qJ (t, j ) .  
Daraus folgt 

O,,( t , j )  - -  0,, (j, t).q, (j, t), 0,, ( t , j )  --~ O,, ( t , j )  q ,( t , j )  ,p(j, t). 

q , ( t , j )  q,(j, t) - -  I.  

qJ(t,j) ist daher eine Konstante, und weiter wird q,(j, t) ~ • 1. Auger 
fiir n = 1, wo 

O ( t , j )  - -  t - - j  - ~  - - O ( j , t )  

gilt, ist qJ(t,j) : 1, denn sonst ware 

O ( t , j )  = - -  O(j ,  t), q)() , j )  = 0 

und K hatte einen zu sich selbst isomorphen Teilk6rper Kh, also eiue~l 
komplexen Multiplikator, was nach .~ 3 3. fiil" 1, :~: 0 nicht geht. 
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4. Die p -k 1 Wurzeln .]h yon 0~! (t, j )  : 0 sind ganze algebraische 
Funktionen yon j ,  die nach Potenzen yon u = 1/j entwickelt werden 
kt~nnen. Wit schreiben jeweils mlr das Anfangsglied der Entwicklung bin 

jh = ('l,u ~ ` + ' ' ' , O h : f  O. 

Die Anfaugsexponenten o, sind nicht.positiv. Da kein jh yon j unab- 
hangig sein kaun - -  sonst wii.re ja um so mehr die Invariante j des 
in Kt, enthaltenen K0rpers Kv, yon j unabhitngig - - ,  so sind die. 
Anfangsexponenten eh sogar'negatjv. 

Nach (47) und (50) ist 

0,, ( t , . i )  ..... (t,'-i) (t-2')+ ~ ~ vc,.~, v'.i." 
v = 0  11=0 

mit ganzahligen e,, z. Da hieraus 

p {-1 p 

I 1  ;,, : ( - , y ,  + flo,, o,,a, 
h ~ 1 

folgt, so gilt 
p i l  p l l  

I1  o,, = ( - 1 )  p - l ,  - - h g l e h  = p--{-1. 
h =  I 

Setzen wit  die Reihenentwickhmgen ein, so erhalten wir 

(51) d,+~ e~(p ', ~) j, i-p(,~-tq)+ ,h U: + ( 1 ' % , -  1) eh ~ u - v + ~ +  �9 �9 �9 = O, 

wo die Punkte Glieder andeuten, in denen u mit einem h0heren Exponenten 
als - - p ( e h + l )  vorkommt. Es miissen daher zwei yon den Zahlen 

eh(p-t- 1), p ( e h + l ) ,  - - p + l  

eiuauder gleich und nicht kleiner als die dritte sein. Das geht nur 
fih' eh ~ - - p  und e h - - - - l i p .  Wegen--2"eh  ~ l + p  kann h(ichstens 
din eh gleich p sein. Nun gilt fiir jede der Wurzelnjh yon O~,( t , j )  ~ 0 

auch die Gleichung Ov( j ,  jh  ) ~ O. Es gilt daher eine Reihenentwickluug 

y - -  % i , ? . + . . .  

yon j naeh Potenzen yon 

'~0~ l / )h  : =  1 ___ N,--eh _ { . . . .  

Qh 

uud daraus folgt eh eh* ~ 1. Mit dem Exponenten eh kommt also aucb 
der Exponent l:'el, ill tier Reihe e,, �9 �9 e v t-1 vor. Es ist daffier wenigstdns 
ein eh gleich - - p  und wenigstens eius gleich - - 1 / p ,  und das geht nur, 
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wenn ein jh, etwa j~+~, gleieh - - p ,  und die iibrigen, ex, . . . ,  ev, gleich 
--1/1~ siud. (Die Exponenten ~ l / p  mtissen ja in Gruppen zu je p 
auftreten.) 

Wir kfinnen jetzt welter die Anfangskoeftizienten bereehnen, indem 
wir bedenken, daft in (51) die Glieder mit dem kleinsten Exponenten 
die Summe 0 haben mfissen. Das gibt fiir h : = - p + l  

q~+~ "4- (pcpp-- 1) ~+~ ----- 0 ~,+~ p + l  

und fiir t~ ~--- 1, 2, . . . ,  p 

( p c r v - - 1 )  t ~ + l  = O, 

mithin bei passender Numerierung 

=- 1 - - p c p r  , 

~h 

~r ~v primitive p-te Einheitswurzel. 
1 - - p  %, 

�9 .h  1 

j~, = -%' u - ~ + . . . ;  h = l ,  2 , - . . ,  p; 

.i~+~ = (1--pc~v)u-P + . . . .  

Wir wollen jetzt weiter zeigen, daft 

(52) Cry, = O, 

also 

{j~ - •  Jh = ~ u  l'-t-'-'" b= = 1 .2 ,  ( 5 3 )  ' , "" , P ;  
,+1 ~ U - v @  " ' "  

gilt. Zu diesem Zweeke nehmen wit eine yon p versehiedene Primzahl q 
und bereehnen mittels (48) die Anfangsglieder tier u-Entwieklungen fib" 

die Wurzeln jht v0n O l r  = 0: 

1 

+ . . . ;  j h l - -  , . . ,~u  
V 1 -  , c ,q ) (V 1 - - , c , , ) l  x -qq r -~p I 

.. P_ 

j p + l , l  - -  - ,  "~q ( 1 - - p C ~ )  q~r el ~ -  "" "; 

__q 
~"q U v + . . . ;  jh,q+l = (1 - -  ac(q)~ 

�9 (P) q jp+x,,+~ = ( t - -  qc(,,~,]) (1 v,,,,p) ,~-2,q + . . . .  

h = 1 , 2 , - " , p .  

1 ~ 1 , 2 , . . . , q  

1 ~--- 1 , 2 , . . . , q ;  

h = 1 , 2 , . . . , p ;  



Mu, ltil)likatorenringe elliptischer FunktionenkSrper. 245 

(Wir haben die zu p und q gehOrigen c durch obere Indizes unterschieden.) 
Vertauschen wir die Rollen yon p und q, so erhalten wir aus der Ent-  

wickhmg yon .~p ~_~,q ~ " 

ct p)')q---~ (l - -  qc(q~) ~'-1 = (1 - - p  _)p. �9 

Hieraus folgt, dal~ 1 - -  ,~ c(P) durch keine yon ZJ verschiedene Primzahl q 
J -  - F P  

teilbar ist. Da es auch dutch p nicht teilbar ist, so ist 1 - - p  c(pV~ ) = ~ 1. 
c(P ) ---~ 1, also '(P) ~ 0. Das Im Falle p > 2 ergibt sich sogar 1 - - p  rv ('pl, 

Vorzeiehen yon 1 ~ 2 ~(2) bleibt noch unsicher. Wir bestimmen es durch 
~'22 

die vollsti~ndige Berechnung yon q)~ (t, j ) .  
Eine Methode zur Bereehnung von O,, (t ,  j )  die grundsatzlich zmn 

Ziele fiihrt, ist die folgende. Wir  erzeugen K durch ehle Gleichnng der 
Form y~ ~ - - - f ( x ) ,  etwa durch die Legendresehe Normalform 

y~ -=: x (x - -  1) (x - -  it). 

Fiir  gerades n ist 
1 1 

1, x ,  y ,  x ~, x y ,  x a, x ~ y ,  , x 2 , - 1  x'-' " 

fiir ungerades n 
1 1 (~t--1) 

1, x ,  y ,  x ~, x y ,  , x- ~ (,-1) x "  �9 �9 �9 ~ Y 

eine linear unabhangige Basis der Multipla von o-" .  Daraus lassen sich 
naeh HASSI~ 2~) Vel~retcr p Jo ,  . . . ,  p,,/o der n z Divisorenklassen finden, 
deren n-te Potenzen 1 sind, und zwar ergeben sich Elemente yi ~ (~/o)". 
,~ind p , / o , . . . ,  p,,,o,)/o die Klassen yon der genauen Ordnung n.  so sind- 

tt _ _  

die q~(n) zyklischen unverzweigten Erweiterungsk6rper u-ten Grades 
yon K und deren Invarianten sind die Wurzeln yon O , ~ ( t , j ) .  Fiir 
p - -=  2 ist das Verfahren noch ziemlich einfach durehzuffihren. Wir 
nehmen die Legendresche Normalform 

y-" = x(:r - -  1) (x - -  it). 

Die drei Elemente y t ,  Y~, Y:~ sind offenbar y ~ x ,  y ~ , r - - 1  mrd 
y.~ -~  x - -  it. 

~z) H. HAss~, Zur Theorie 4er abstrakteu elliptischen Funktionenk6rper: I. Jom~l. 
f. d. r. u. ang. Math. 175, S, 55--62 (1936), 8. 57. 
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Es ist 
y~ = ( V x ) :  ( V x " - - I )  (~/x~--X),  

Aus dieser definierenden Gleiehung yon /Q kOnnen wit den 
gehOrigen Wert  1, des Parameters ). bereehnen 

l - I / z  - 1 - v z  t l- w . \  ' 
z' = i + v z  : - J + V z  - -  ~ ~ \ I . §  

und daraus folgt 

j~ = 2 s ( 1 - -~ ' ( l - - i t t ) ) a  = 2'  ( (1- -  Z)2 + 1 6  Z)s 
),~ (1 - - ) , , ) 0  A (1 - -  ).)* 

In ~thnlieher Weise ergibt, sieh 

j ,  = 2'  ()~"+ 16 (1 - -  Z)) s 
z, (1 - -  4) ' 

j a - -  2' (16 Z ( 1 - -  )0 - - 1 )  a 
). (1 - -  ).) 

Die Invariantengleichung zweiter Ordnung sei 

zu K, 

O~ (t, j )  ----- t s + j s  + a t ' j  ~ + b t* j  + b t j * +  c t'  ~ c j ' +  d t j  + e t 

- + - e j + f  - - -  O. 
Daun ist 

(54) 

(55) 

(56) 

,,j~ + bj  + c = - - ( j , + j ~  + j , ) ,  

r:j ~ + d j  + e = .i, J~ +J~J.~ +J.~A, 
j s  + cff  + ej + f - -  - - j ,  .]~.]s . 

Hier setzen wn' spezielle Werte von ). ein und erhalten so lineare 
Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten q ,  b ,  c ,  d ,  e ,  f . )~ ---- - -  

(E primitive dritte Einheitswurzel) gibt j ~ 0, .]~ ~.12--~j8 ~ 24 33 5 a, 
folglich ist 

C ~ - - 2 4 3 4 5  s, e - ~  2 s 3 7 5 6  , f = - - 2  ' ~ 3  9 5 9  �9 

Wir setzen weiter 9 . - - 0 ,  nachdem wir vorher mit einer passenden 
Potenz yon ~ multipliziert haben. Es wird 

. ~  4 �9 --- 21(~, ).Js ~=o - -  - - 2 ~ "  )"J  I~=o 2s' ).Jl ~,=o --: 2', ~ ";~ ~=o 

(54) multiplizieren wir mit ~4, setzen ) . - - -0  und finden 

a === - -  1 . 
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55) multiplizieren wit  ebenfalls mit )d und setzen it ~ 0. Auf der 
) 4  * �9 iinken SeRe steht dann 2 ~G b, auf der rechten Seite wird . .h38 ~--O, 

aber fiir 

)? (fi j~ +j~, is)  = -4 ;. /. ;1~ (,jl q- . js)  

ergibt sich 

mithin ist 

) ? ( j , j ~  +j~j .~)  z=p = 2 '0. 3 . 3 1 ,  

b --- 2 ~ . 3 . 3 1 .  

Schliel31ich setzen wir ). I---2, das gibt 

j = 2 6 . 3  s, j ,  = 2"~3Sll s, j.~ ~ 2~3 s, js  = 2 S 3 S l l  s. 

In (55) eingesetzt, ergibt das eine Gleichung fiir d, die dann zu 

d = 3s -5s .4027  

fffln't. Mithin ist die Invariantengleichung zweiter  Ordnung 's) 

q,~. ( t , . i )  = t s - - k j  ' - -  t~j~--k 24 3 . 3 1  ( t ' j - ~ -  t f f )  - -  2 '  3 '  5 s (t  g + j ' )  
(57) 

+ 3 s 5 s 4027 t.i + 2 '~ 3 ~ 5 ~ (t  + j )  - -  2 's 39 5 "q ---- O. 

Oder 
qh  (t, j )  ~- ( t ' - -  j )  (t - - j ' )  + 2 '  3 . 3 1  ( t ' j  + t f l )  - -  2 '  3 '  5 s ( t ' - t - i f )  

2 .  6795563 0-4- 2 s 3 n 5 G (t  + j )  - -  2 "  3" 59 ~--- O. 

In der Tat  ist also aueh c(~2~ = 0. .  

Wi t  k0mlen jetzt  die Anfangsglieder der u-Entwieklungen fib' die 
Wm'zeln einer beliebigen Invariantengleiehung On (t, j ) ~  0 bereehnen. 
Zmliiehst betraehten wir den Fall  n ==p~. jj, sei eine Wurzel yon 
O/, ( t , j )  = 0. Die Entwieklungen der Wurzeln jm yon q)v (t, jn) lauten 
fib' l=~  1 , 2 , - - . , p  

1 

jht = .~, u h " + ' "  ", Uh == 1/it, 
also 

1 

,,.hA lp --1~' . . j la  ~ sp' u "4- �9 fiir h - ~  1 , 2 , . . . , p ,  

dabei I)edeutet ~2~ eine feste p-te  Wurzel aus ~v, und 
1 

~ l  - -  j l 
Jp+l,'l -= ~P'/'I,r + . . . .  ~p ~--1 + , , ,  

"-':~) Vgl. ehva W. WEUER, I,ehrbuc]l der Algebra II1, S. 248. Gleichung (5) dort 

ist dip Invariantenglei(.lmn~" zweiter Ordnun~ ftir y~ 0',) : "VJ 0 ~ 
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fiir l ---- p + 1 dagegen 

J1,,p+a'---- u~v + . . . .  u - z +  . . . ;  h --~ 1, 2, " " , 1 ' :  

= + . . . .  + - . . .  

An diesen Formeln ist ohne weiteres zu erkennen, welche Wurzel voll 
Op (t, jh) gleieh j wird, nitmlich f i , ,p~ fiir h --= l,  2, 3, �9 .'., p und jp+~.:: 
fiir h = p  + 1. Nach (33) sind daher die sitmtlichenWm'zehl yon Ot,,(t,.f, 

1 

,h+lp - . D l 1, ') I' . jht--~- S2o' U P" + . . ,  , =-- , , , . . . .  

jp+l,l -~ ~,l U - z + . . . ,  l ::-- 1 , 2 , . . . ,  p - - l ,  

fi,+l, p ~I ~ u -j~ + " " ". 

So fortfahrend, erhalten wir die Entwieklungsanfitnge der Wurzeln yon 
o (t,j) 

1 

Ja ---~ %/u  h rood 1I, 
1 

�9 h l't "-, h rood 1 / -a  , 

1 

)h,2 .... ~pt-~lt pf-~ h nlod p f - 2  
f - - I  

j l , , f - i - -  ~.~ u - v  + . . . ,  h rood p,  

j l , , : - -  u / + . . . .  

(h, p) - -  1. 

(h. p) - -  1. 

(D, p) - - -  1 ,  

Dabei ist jeweils ~p~ eine feste p-re Wurzel aus ~p,-!, 1 -~-- 2, . . . .  t .  

Mit Hilfe yon (48) k0nnen wir schlie~lich die Anfangsglieder der 
u-Entwieklungen tier Wurzeln yon O n ( t , j ) =  0 fiir ein beliebige~ 
zusammengesetztes n aufstellen und finden ohne Mfihe fiir die in neuev 
Weise numerierten Wurzeln js, a,. wo s alle Teiler yon tt und h bei festem 

alle zu s, teilerfremden Rest~ modulo s durehliiuft 

(58) .is, t, = ~.~ u -"'s' + " " ,  s i n ,  h rood s, (D, s, n/.,') == 1 ; 

unter ~s eine primitive s- te  Einheitswurzel verstandeu. 

Wir  wollen schlieglich noch beweisen: 

Die Koeffizienten der Reihen (58) sind . f i i r  (lie ~ 'lmr,Meristil," 0 #am,; 
Zahlen des K6rpers der s-ten Einheitswurzeln. l~5"t" erhalten daDer dr, 
entsprechende Reihen fib" eine Primzahlcharakteristik q. indem ,,Jr .,'i,' 
nach einem Prin~faktor yon q im K6rper der n-ten Einheil,~wm'~dtt 

re&~zieren. 
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Die Herleitung der Reihen (58) zeigt, daft diese Behauptung nur 
fiir n ~ p  = Primzahl zu beweisen ist. Hier genfigt es, die Reihe 

j p  =-- H- -P  .q.- . . . 

zu betraehten, weil wegen der Symmetrie yon O j , ( t , j )  die p anderen 
1 

�9 .h - Reihen jh - -~ l ,  u J' q - . . .  Umkehrungen dieser Reihe sind. 

Wir sehreiben der Deutliehkeit halber q)p ( t , j ) u ~  ''+p als Polynom 
yon z - -  tup und 1 / j  = u und deuten dabei Glie(ler mit positiven Potenzen 
yon .~ dureh Punkte an 

.~.p~, l - -  Zp .J I_ . . . .  (l)p ( t ,  j )  II ~'a ~P.  

Die Koeflizienten dieses Polynoms sind ganze Zahlen. Die Koeffizienten d~ 
der Reihe 

die dieses Polynom zu 0 maeht, berechnen sieh bekanntlich aus dea 
Koeffizienten des Polynoms durch Additionen, Subtraktionen, Multi- 
plikationen und auflerdem Divisionen durch den Wert der partiellen 
Ableitung des Polynoms nach z fiir z ~ l, u = 0. Der ist aber often- 
sichfiieh gleich 1. 

Die solehermaflen aufgestellten u-Entwicklungen flit die Wurzelu 
der Invariantenpolynome leisten fiir die Theorie der komplexen Multipli- 
kation das gleiche wie die q-Entwicklungen (Entwicklungen nach 
q---  e 2''i) in der analytischen Theorie. Es kommt also auf die Konvergenz 
der q-Entwicklungen gar nicht an. Die Galoissehe Theorie der Invari- 
antengleichungen kann mit Hilfe der u-Entwicklungen genau so behandelt 
werden wie mittels der q-Entwicklungen, worauf wir nicht naher ein- 
gehen, weil sich kaum ~nderungen ergeben (vgl. WEU~:a, Lehrbueh der 
Algebra II], achter Abschnitt). 

w 7. Singul~ire und  s u p e r s i n g u l a r e  Invar ianten.  

Da der Typus eines elliptisehen Funktionenk(/rpers dureh seine 
Inva~:iante j viillig festgelegt ist, so mul~ sieh insbesondere die 8truktur 
des zugeh(irigen Multiplikatorenrings dureh j ausdriieken. Mit der 
Untersuehung dieses Zusammenhangs befal~t sieh der Rest dieser Arbeit. 

Wir nennen eine Invariante j sinquliir, wenn der Multiplikatoren- 
ring komplex und kommutativ ist~ supersi,nguYir, wenn or niehtkommu- 
tativ ist. 
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Die singtd?iren und d~e supersin.q~diiren It~,'arianten siud absolut 
aOebraisch (algebraisch iiber dem Primk6rper), die supersinguliiren lnrari- 
auten lmben soqar hiidtstens den Grad 2 iiber dem Primk6rper. 

Beweis .  Die Behauptung fiber die supersinguli~ren Invarianten 
haben wir schon zweimal benutzt, sie folgte ja unmittelbar aus der 

Tatsache, dat] wegen a =:-2 K ~r -----Kr ~ und daher j r '  : j  ist. 
Fiir die singulitren Invarianten yon Primzalflcharakteristik haben 

wir die Behauptung ebenfalls in w 3 3. sehon bewiesen, sie ergibt sich 
aber im folgenden noch einmal. 

K = k (x, y) sei ein K6rper mit absolut transzendenter Invariante j 
und einer endlichen algebraischen Erweiterung k yon P(j) als Konstanten- 
k6rper. Gesetzt, der MultiplikatorenringsR yon K ware kompiex. Er 
mfil]te auch ffir Primzahlcharakteristik kommutativ sein, weil a = 1 ist. 
q sei eine im Quotientenk6rper ~" yon I~ prim bleibende Primzahl und 
j* eine Nullstelle der Gleichung 

q)q(j,j) = O. 

Reduzieren wir K nach einem Primteiler yon j - - i f ,  so erhalten wir 

n a c h w  4 2., 3. einen elliptischen K6rper /~  mi t  der Invariante j*. Der 

Multiplikatorenring R yon K umfaflte einerseits R, enthielte aber anderer- 
scits auch einen Multiplikator der Norm q, weil einer der TeilkOrper 

yon )~', fiber denen K zyklisch vom Grade q ist, wegen Oq (j*, j*) ---= 0 
zu K isomorph w~tre. Da 2" keine Zahlen der Norm q enth~dt, so 
miilite R nichtkommutativ sein, was fiir p ~ 0, abet auch ffir p :[: 0 
nicht mOglich ist, weft 2 nicht in Q:r eingebettet werden kann. 

Wenn K komplexe Multiplikatoren hat, so gibt es solche, die kein 
ganzzahliges Vielfaehes eines anderen Multiplikators sind, aber eine 
Norm ~ 1 haben. Ist n die Norm eines solehen Multiplikators t~, so 
ist K fiber K" zyklisch vom Grtlde n und daher genfigt die Invar ian te j  
yon K der Gleichung 

O,,(.~,j) : O. 

Die singuli~ren lnvarianten der Charakteristik 0 sind gauze 
al.q~,braisclle Zahlen. 

Um dies zu beweisen, wollen wit den h6ehsten Koeffizienten ei ,er  
Gleiehung 

O,,(j , j)  : 0 

berechnen, der die singul~tre Invariante j geniigt. Der h6chste Koeffizient 
yon O,~(j,j) ist tier Koeffizient der niedrigsten Potenz yon ~ in der 
Entwicklung von O~(j, j) nach Potenzeu yon ~. Wir zerlegen a),,(t, j) 
in l,inearfaktorel~ 
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8 n 
h m o d s  

und setzen fiir die j,,h die Reihenentwickhmgen (58) ein 

�9 -dr  - - l l  8 1 4  ~ �9 �9 
�9 "( ,] ,J)  --- H .). 

Das niedrigste Glied des Faktors (s, h) ist 

u. -~ fiir s * > n, 

(1 "~'" s" - -  -~s )u  - ~  fiir --- n .  

~h tt--n/~ - - ~ s  fiir s ~ <  n. 

Mithin lleil~t das h6chste Glied yon O, ( j , j )  

-r i f(s,  his) 
~" s f f ( s ,n / s )  ~ n q(s,n,ts) 2 s 

- - . . . . .  - s l n  �9 ( s , n / s )  

(5'~0 2 .  '',~':~" (~'"'"~) ~:",'<~ ~ ("'~) = .i ~ ' '  

falls n keine Quadratzahl ist, lind 

~-m).? s ~ m " s > m  (s mS,'s) ' 

h rood m 
( h ,  ~'n) ~ 1 

fiir eiue Quadratzahl n ---- mL 
Da es in eiuem komplexen Multiplikatorenring immer Elemente 

mit nicht~uadratiseher Norm gibt, so geniigt eine singuliire Invariante j 
der Charakteristik 0 einer Gleichuug 

~o,, ( j ,  j )  == o 

lnit ganzen rationalen Koeffizienten und dem h6chsten Koeffizienten 5. 
sie ist daher eine ganze algebraische Zahl24). 

8. Ex i s t enz  und  B e r e c h n u n g  de r  supe r s inguRt ren  Invar ian ten .  

| .  Fill. eine supersingul~tre Inwu'iante de'l" Charakteristik p ist das 
zugeh(irige a gleich 2, d. h. der ellil}tisehe K0rper K mitder  hwar i an te j  
hat keine Divisol'enklassen der 0rdn'ung p. Es gilt al)er auch umgekehrt: 

'-'a) Dies ist dcr klassische Bewcis, vgl. W. Wm~mt, Lehrbuch tier Algebra I[I, S.-122. 
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Wenn a . =  2 ist, K also keine Divisorenklassen der Ordnung 1' 
hat, so hat K eine Maximalordnun.q van Q~r als Mr 
die zugeh6rige !~,variante j , i s t  also supersinguliir. 

Naeh w 2, 10. gentigt es zu zeigen, daft K iiberhaupt komplexe 
Multiplikatoren hat. Die Invariante yon K gentigt der Gleiehungj~' : j .  
Das gleiehe gilt, unter q eine Primzahl .:[:1 ~ verstanden, ftir die q + 1 
elliptisehen Teilk0rper Kq,~ yon K, iiber denen K zykliseh vom Grade q 
ist. Da j : = :  j nut pZ L0sungen hat, so muff es zwei verschiedene 
Primzahlen ql, q., geben, derart, daft einer der Ktirper K,~,,~, die gleiehe 
Invariante hat wie einer der KOrper Kq,,;,,. Daraus folgt aber, dati 
K,~,,~, einen Multiplikator der Norm qlq*. hat, der nieht rational sein 
kann. Damit ist aber sehon alles bewiesen. 

2. D a  die Divisorenklassengruppen der Ordnung p naeh w 1 um- 
kehrbar eindeutig den unverzweigten zyklischen Erweiterungsk0rpern 
p-ten Grades yon K entsprechen, so folgt die Existenz yon sut}ersinguliiren 
invarianten aus der Existenz yon elliptischen KCirpern ohne zyklische 
Erweiterungen p - t en  Grades. Diese k(Innen wit abet nach einer Unter- 
suchung yon HASSE ~'~) leicht aufstellen. 

Nach HASSE ordnen wir einem elliptischen K~irper K der Primzahl- 
eharakteristik p eine his auf einen Faktor  s~-J ', s 4 0 konstant, ein- 
deutig bestimmte Invariante  A auf die folgende Weise zu: o sei ein 
Primdivisor yon K, ~ ein zugeh0riges Primelement und r alas bis auf 
eine. additive Konstante eindeutig bestimmte ganze Multiplum yon o- r  
das der Kongnmnz 

r ----- o)-? mod o -1 

gentigt. Dann gilt eine Kongruenz 

c ~ o ) - P - - A / o ~  rood  o ~ 

mit einer Konstanten A. Dies A ist die Invariante~; sie ist, wie gesagt. 
yon der Wahl von o und oo unabhangig bis auf einen Faktor  s 1--~'. 
s :[: 0 konstant. K hat zyklische unverzweigte Erweiterungen oder 
nicht, je nachdem A 4 0 oder A ----- 0 ist. Daher sind die supersinguliirea 
Invarianten diejenigen Werte.von j ,  welehe die Invariante A des K0rpers K 
mit absolut transzendenter Invariante j zu 0 machen. Wir wollen daher 
A.fiir diesen Ktirper berechnen. 

a) p - -  2. Wir gehen von der Normalform 

y~ --- y + a x y  --- x 3 

~:') H. H~ASSE, loc. cir. '-,2), Nr. I. 
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aus. Fiir den Nennerprimdivisor o von x und y ist x / y  .= ~ ein Prim- 
element. Die ganzen Vielfachen yon o-" hfiben die Form 

Wir haben also 
V = l~X 

~ns  
~x  --~ y ~ / x  ~. mod o -1 

zu bestimmen oder aus 

~] ~-  1 modo. 
(1 + e , x ) yx -  '~ + 1 

Das gibt ~ =  1, v - -=x .  A finden wir dann aus 

,)der 

,)der 

x -~- y ~ / x ~ - - A y / x  modo ~ 

x a / y  ~ -~- 1 - A x / y  modo ~ 

(1-[-c~x)y-l-~- 1 --~-- 1 - - A x / y  modo -~, 

was wegen 1 /y  --~ 0 mod o s mit 

~ x / y  =--- A x / y  modo ~ 

gleichbedeutend ist. Mithin ist einfach 

A ~ of~ 

und die einzige supersingul~tre Invariante der Charakteristik 2 ist 

j = 0 ,  

was mit dem Ergebnis yon w 5 3. fibereinstimmt, dab j ~ 0 d.ie ehlzige 
Invariante ist, zff der eine grO~ere Gruppe yon Multiplikatoreneinheiten 
als 4-1 gehOrt. 

b) p 4 2. Wir erzeugen K durch eine Gleichung 

y '  = f ( x ) ,  

w o  f ( x )  -= ao x a ~ ~ x ~'~ a2 x ~ a3 ein kubisches Polynom bedeutet und 
nehmen fflr o den Nennerprimdivisor yon x und y. Dann ist x / y  ein 
zugehOriges Primelement und 

1 1 
1, x ,  x ~, ~ x- ~ (p-l) x=., (l,-a) �9 . .  , y ,  x y ,  . . . ,  y 

ist eine Basis der Multipla yon o-p. Daher k(~nnen wi t  v eindeutig ill 
tier Gestalt 
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1 ! 

2 , 2 

ansetzen. I)er  Automorphismus yon K/k(x )  macht aus der Kongruenz 

'0'; 2 (11--1) . X2 ( p - 3 )  
( r  - " ' ' - } -  O~P--1 " ~ - Y  flo-[- " ' " - { - f l ~  

2 2 (p-  3) 

~___ yP/xp mod o~ 
die andere 

~q x n t- n t- a p ~q. x ~- (p-l) x 2 (P-'~) 
" ' "  _ _ .  --Y ~o+"'+~lp_~, 

2 ' 2  

- -  y~?,/x p rood 0 - 1 ,  

so dab 

.'. ( , , - , ) 1  
2 a l X "  ~-  " . .  -~-, a i r _  1 X z ] ---~ Omodo -1, 

2 
das heil~t 

gi l t .  

O~ 1 ~--- O~ 2 ~ ' ' "  ----- O~p-- 1 ~ 0 
2 

Zur Bestimmung yon A haben wir die Kongruenz ( 1) 
y ~o'q- " + Z p - . ~  x i(p-8) �9 , ~ y ~ / x ~ - -  A y/x  rood o ~ 

, 2 

Wir multiplizieren sie mit x / y  und setzen fiir y~'-~ den Ausdruck 
1 

f ( x )  )-(p-l) ein 

A ---- ,]"(x) 2 ~'--1) M-~' - -  x 4- fll x -]- . . .  + S p -  .~ x rood o. 
' 2 

D a y  nicht mehr vorkommt, so kann die Kongruenz auch modulo o: 
oder x -q genommen oder schliel~lich in die Oestalt  

1 ~ (p- - l )  1 p 1 _ ~  - ~ - ( p - - a )  . . . . . . .  
( f(x)/x~) i(j '-l) A x  " + Pox + "'" + fl~l--,~ m o d x  2 

- 2 

gesetzt  werden. Mithin ist A nichts welter  als der Koeffizient yon 
1 

9'; 2 ( F - l )  �9 in dem Pob'nom 

= + + + ( 1 1 - - 1 )  

YOn x -1. 

Wit  nehmen zuerst  die Legendresehe Normalform mit 

, f ( x )  - -  x ( x - - 1 ) ( x - - k ) .  
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1 
�9 ( p - j )  . 

A ist der Koeffizicnt y o n  x '-' IB 

1 

((1 - -  x -I) (1 - -  ).ix)) -' (v-,) 
das heifit 

(61) 

Offenbar gilt 

.~ = , - 1 ) ' - ' " - " ~  / ~ J z, = , . ( ,  9" 
i : l  \ i / 

1 

h, (1/;~) ). 2 (J'-~) = sp ().). 

Da 1 - - ) .  zu der gleichen Invariante wie  ~ geh6rt, so muff sich s t ( 1 - - s  
yon s~,()J um einen yon it unabhitngigen Fak to r  unterseheiden. Das gibt 

1 

s.  (1 - -  ;.) = ( - -  1) ~-(~'-~) sj, (;9. 
F f i r p  :=: 3 haben wir 

A -= - -1 - - - ) .  
folglich ist 

j = 0 

die einzige supersinguli~re Invariante modulo 3, in Ubereinstimmung 
mit w 5 2. 

Fiir p/-> 3 liefert (61) wenigstens die Existenz von supersingulfi.ren 
Invariauten, wir haben uns nut  davon zu iiberzeugen, dab die Wurzelu 
yon s 1,().) = 0 nicht 0 oder 1 sind ( j - -  ~ ) :  

p - - I  1) 
s,,(o)--= 1, s , , O )  = _ 4 o .  

Zur Berechnung der supersingul~tren Invarianten ist es vor- 
teilhafter, yon tier Weierstra~schen NormMform auszugehen, also 
f ( x ) -~ -4a : s - - y~x - -g8  zu nehmen. A ist der Koeffizient yon 

1 
j .  2 (p -  1) . 

Ill 
1 

(--.q$ X - - : t - - . q 2  X--2 J[~ 4 )  2- (ft .-i) ,  

aIso 

( . 71 ) ,  .,__, 
(62) A = ( _ ~  i i~ g.~) (--:h) 4 

,,~' i !h ! (  - p - 1  ) 8i.i-~n ...... 2-- 2 - - i - - h  ! 

Es isL 
. j  _~: 06 ..~:~(ta ! # . o Y2":' mit d = / /~--2~g~,  

. . . .  i - -h  
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daher 
1 1 1 1 

g.2 = J~ "t'a / 1 2 ,  g8 == (J - -2"3 '~)2  " t2 /216 .  

Setzen wir diese Wer te  in (62) ein, so erhalten wi t  

fiir p ~ 1 (rood 12) 

A = ( - - 1 )  4 , t 2  ]o--1 
3 4 

(63.1) 

• / 1 
i=o (2i)t" ~-//--4 

f(ir p ----- 5 (mod 12) 

(63.5) 

A ~--- 4 ( - - 1 )  4 d 1: g~ p--5 

3-~-- 

P,-,~ ( 4 )  ~ 

x / ~  ~ ~ 1 - -  

p--1 
j 12 

~J --5 
. . . .  i j r, 

fiir 1~ ~ 7 (mod 12) 

A ~ 1 6 ( - - 1 )  4 p-7 .4 ~ :qs 

((~3.7) 3 * L-~_ ( _~_)' 
4 - -  p--7 

und f i i r p  ~-  11 (rood12) 

p - - 3  1 ! P--'711 -- 

A - - - 6 4 ( - - 1 )  4 I 12 v -  xl g~ gs 
(63.11) 3 15 

~-:n ( 4 ) /  
12 ---  f i T -  p - - l l  

j 12 

- - - '  (j  - -  '2 ". 3')', 

~" - -  2 ~ .  33) i ,  

- - -  i (j. _ 2G" 38)~ 

(.; - 7 6 " 3 s )  i. 
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Die Summen auf den reehten Seiten dieser Formein sind bis auf einen 
konstanten Faktor die yon I-IASSE se) mit P(j) bezeichneten Polynome. 
Wir erkennen, daft die yon HASSE vermutete Gradzahl [p/12] riehtig ist. 

Ffihren wir 
t ~ - - 4  ( j - -  2 ~ 3s)/27j  

als neue Ver~tnderliehe ein, so wird 

, , / ;4 .1)  

(64.--1) 

_FP l 
const.j  ~ J P i j )  

wenn p ---- 1 rood 4, 

[ --p l 

eonst, j -  L~J p. (i) 

~ -  Z ti 
'g'<aA~-' (2i~-I)'( p - 7 "  4 3i)!( -p+14 +i) !  

wenn p ~- -- I  rood 4. 

In dieser Gestalt lassen sie sich verh/iltnismitfig bequem berechnen. 
Wir lassen eine Tabelle der Polynome P(j) und der supersingularen 
Invarianten ffir p < 100 folgen. 

(65~ 

8upersingulfire Invarianten modulo p. 

Pp (j)  Wurzeln yon Pp ( j)  

2 

3 

5 

7 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

1 

1 

1 

.i - 5 
j - - s  

j - - 7  

:i--1:~ 
j 2 + 2 j + 2 1  

5 

8 

7 

19 

2, 25 

26 3 ~" 0 

0 0 

* 0 

6 * 

1 0 

* 0 

18 �9 

3 0 

* 0 

~) H. HASSE: Existenz separabler zyklischer unverzweigter Erweiterungsk~rper 
yore Primzahlgrade p iiber elliptischen Funktionenk6rpern der Charakteristik p, Journ. 
f. d. r. u. ang. Math. 172, ~. 77--~5 (1934), S. 81. 
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(65) 

Pp (j) Wurzeln yon Pp (j) 2 ~ 3 a P 

31 j~ + 25j + 8 
37 ja+23j~+5j+ 1l 
4i j3 + i9j2 + lOj +18 
43 j~ + 21j2 + ll  j + 32 
47 ja+31j2:b33j+35 
53 j~+ Tj3+30j~+gj+24 
59 j4 + a9 js + 35 j~ + 31j 4- ~9 
61 j, + 60j'+ 8j3+ 27j 2+ 21j + 60 
67 js+53j4+4ja+47j2+36j+8 
71 j,~+j4+ 33ja+ 283-2+ 54j + 18 
73 j~+ 1935+18j4+34ja+31j" 

+ 6 7 j + 7  
79 jG + 55 j~ + 57j 4 + 63j ~ +j~ + 

25j + 10 
83, j~ T ll j~ + 62j~ + 81ja + 81.j~ 

+ 7~j + 43 
891 j7 + 60j~ + 86j~ + 37j~ + 22ja 

+ 23j~+ 79 j+  42 
97 I js+60j~+lOj~+96j~+2j~ 

-{- 74j3+ 3j~+ 6 9 j +  78 

2, 4 
S, 3 +_ 10 ]/-2 

3, 28, 32 
41, 12+8 I/r2 

9, 10, 44 
46, 50, 28 + 9 ]/-2 

15, 28, 47, 48 
9, 41, 50, 42 +4 ]/#2 

6~;, 45 + 30 V~ ,  63 + 32 V-~ 
17, 40, 41, 48, 66 

9, 56, a9 • V~-, s ~. s7V-~ 

15, 17, 21, 64. 72 ~-38 ]/-3 

17, 28, 50, 67, "~8-2 35 ]/-'2 

6,. 7, 13, 59, 66, 76 + 39 ]/-3 

1, 20, 45 # 28V5, 
76 +_ 3 ]/r~- 81 +__ 22]//5 - 

23 

8 
36 

17 

53 
24 

69 * 

(;8 0 

�9 o. 

~ I 
0 

0 
0 
0 

O 

Als allgemeines Ergebnis der vorstehenden Betrachtungen halten wir lest : 

Es gibt ,-~ jedem Typus yon Maximalordnungen in Q~,~, s~q~er- 
singuliire Invarianten modulo p. 

Dean da es iiberhaupt einen supersinguliiren K0rper K modulo p 
gibt, so gibt es unter  dessen Teilk6rpern solche mit einer vorgegebenen 
Maximalordnung yon Q~,v als Multiplikatorenring. 

w 9. E x i s t e n z  der s ingularen lnvarianten.  

| .  Die Existenz singul~,rer Invarianten der Charakteristik 0, und 
zwar zu jeder Ordnung in einem vorgegebenen imagin~iren quadratisehen 
Zahlk0rper yon gerade so vielen, wie die Klassenzahl dieser 0rdnung 
angibt, ist bekanntlich eine ganz einfaehe Foige aus tier analygischen 
Theorie der elliptischen Funktionen. Da diese singul~ren Invarianten 
ganze algebraische Zahlen sind, so k6nnen daraus nach w 4, 2., 3. durch 
Reduktion naeh Primidealen des yon ihnen erzeugten Zahlk6rpers sin- 
g ut~re Invarianten yon Primzahlcharakterist ik p gewonnen werden, und 
zwar, wie wir uns leieht iiberzeugen, zu jeder Ordnung mig nicht durch p 
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teilbarem Ffihrer eines vorgegebenen imaginaren quadratischen Zahl- 
k0rpers so viele wie die Klassenzahl der 0rdnung angibt. 

Es bleibt aber often, ob es nieht noch weitere gibt, die nicht 
durch Reduktion erhalten werden ktinnen. Um dies zu entscheiden und 
alles auf algebraischem Wege herzuleiten, brauehen wir den folgenden 
Hilfssatz : 

l|~nn der Kb'~Ter K~) der Prim~ddcharakteristik p einen ~ult i-  
plikator ii hat, so li~flt er sich durch Reduklion modulo einem Primteiler O 
yon p aus einem Kb'rper Ko der Charakteristik 0 gewinnen, yon descen 
Multiplikatoren einer in den vo~'gegebenen Multiplikator -~ yon Ko iibergeht. 

Er erlaubt uns, yon dem im vorigen Absehnitt aufgestellten super- 
singuliiren Invarianten modulo p zu den singuli~ren Invarianten der 
Charakteristik 0 und dann yon da zu den singulitren Invarianten 
modulo p zu gelangen. 

B e w e i s  des H i l f s s a t z e s .  Wir kOnnen yon vornherein annehmen, 
daft tt komplex ist, denn ffir rationales t~ ist der Satz selbstversti~ndlich. 
Weiter k(innen wir annehmen, daft die Norm n yon t/ nieht dureh p 
teilbar und dab ~ kein Vielfaehes eines rationalen Multiplikators m ist, 

denn wir k6nnen fi dureh m - ~  oder m -~ t / +  1 ersetzen. Ko ist also 

zyklisch yon nicht dutch p teilbarem Grade n fiber KoU , wenn wir den 
Konstantenk(irper als hinreichend grofies Galoisfeld annehmen. ~ sei 
ein endlicher algebraischer Zahlktirper fiber den wir noch verffigen 
werden. Zu 2" adjungieren wir eine Unbestimmte j und eine Wurzel ;~ 
von 

2 s (1 - -  ) .  (1 - -  it))o : j ) . 3 ( 1  - -  ),)u 

oder eine Wurzel a yon 

- - - - -  0 

je nachdem p =~ 2 oder p :~ 3 ist. Uber dem Konstantenktirper ~( j ,  4) 
oder ~(.], a) bilden wir durch die definierende Gleichung 

oder 
= - -  1) (x  - 4) 

y ~ - - y + a x y . ~ -  x 3 

einen elliptischen K(h'per ~(j ,  ).; x, y) oder :z'(j, c~; x, y) mit der Inva- 
riante j .  Wir erweitern den Konstantenk(irper ~( j ,  4) oder ~(j~ a) 
endlich algebraisch zu einem K0rper k derart, dali in k(x,  y) ----- K #(n) 
TeilkO'per K 1 , . . . ,  K~(,,). enthalten sind, fiber denen K zyklisch unver- 
zweigt vom Grade n ist; die Invarianten dieser Ktirper sind die Wurzeln 



260 M. Deuring. 

j~ , -  �9 �9 j~n) der Invariantengleichung n-ter 0rdlmng 0,~ (t, j )  = 0. 
Die j i  liegen daher in k,  wir wollen auflerdem annehmen, daft ffir jedes i 
alle Wurzeln -i der Gleiehung 

2S(l - -  i t , (1--  ~i)) s = ji ).~ (1 - -  it)~ 

oder alle Wurzeln a] ') der Gleiehting 

a~ (a~. + 24) s +.j~ (a~. + 27) = 0 

in k enthalten sind. 
Die zu einem in 1~ alffgehenden Primideal yon 2 gehih'ende 

Bewertung dehnen wir hinsiehtlieh j auf ~( j )  aus und verstehen unter 
i~ einen ihrer Primteiler in k. Die Restklas~nbildung modulo p bezeiehnen 
wir dureh tiberstreiehen, p wird hinsiehtlieh x auf k(x) fibertragen, 

da-)~ tiber Z transzendent ist, so bleibt p in K prim un4 K-----k, (x, ~) 

ist elliptiseh mit der absolut transzendenten rnvariante j fiber dem 

KonstantenkOrper k. K~, �9 �9 K~,(,) gehen modulo p in die entspreehenden 

"feilktirper K,, . . - ,  i~,(,) von /s  mit den Invarianten j , , . . ,  Lo,) tiber. 

Wir kehren zu dem gegebenen K0rper /(o der Char~kteristi'k p 

zurtiek. 3o sei seine Invariante und ~-o eine Wurzel der Gleiehung 

2s(1 ~o(l_~o))a = 2 - -  = ,~o ito (1 - -  ito) 2 

oder ~ eine Wurzel der Gleichung 

-& " - -8  S 7 .  - 8 % (% + 24) , + j o  (% + 27) ---- o .  

Wir w~thlen nml den K0rper ~ so, daft el" eine Zahl ito (no) ent"- 

hitlt, deren Rest modulo p mit diesem io (a0) identifiziert werden kana. 

Auflerdem verlangen wir von 2,  daft die Divisoren der ganzen algebra- 

ischen Funkti0nen j - - j o  und it ~it~.h), i == 1, �9 - . , /~ (n) ; h ~--- 1, .. -, 6 
oder a - - a ( ?  ), i =  1 , - ' ' , t ~ ( n ) ;  h ' - - 1 , - . . ,  12 yon j im Zlthler urn' 

Primdivisoren ersten Grades haben, kj sei der Ring der ganzen algebra- 

ischen Funktionen yon j in k. -k~ besteht dann aus ganzen algebraischen 

Funktionen yon jo mOglicherweige aber nicht aus allen, die in k ent- 

halten sind, was die uachfolgenden ~berlegungen ein wenig umstiind- 

lieher macht. 
~b sei ein in j - - j o  aufgehendes Primideal yon lq. Es gibt wemg- 

stens emen Primdivisor von k mit der Eigenschaft, daft alte durch ihn 

teBbaren Elemente yon k/ das Primideal i~ bilden, wit bezeichnen ihu 
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ebenfalls mit ~.  K geht dann modulo ~ in einen K~rper mit tier vor- 

gegebenen Invariante jo fiber, wir k(innen, da es auf den genauen Kon._- 

stantenk0rper nicht ankommt, annehmen, dai] es der gegebene Ktirper Ko 

ist. Wird ~" hinreichend grofi gewi~hlt, so ist der vorgegebene Multi- 

plikator ~ in Ko m(iglich. Ko ~ muff sich bei der Reduktii)n modulo ~5 

aus e inem der K0rper Ki ergeben, etwa aus K1. 

Das erzeugende Elementepaar x, y yon K mit 

~ _ -  ~(~_~)(~-it-) [ y ~ - ~ + .  ~ = ~] 

geht modulo ~5 in ein erzeugendes Elementepaar Xo, yo von Ko mit 

~o 2 - -  x-~ x(~o-- 1) x(~o--~) [Y~)--Yo+-%oxOYo = ~] 

fiber. Das erzeugende Elementepaar xo~, yo I~ yon Ko ~ mit 

y o ~ = ~ o ~ - l ) ~ - ~ o ) ,  ~ - ~ + X o ~ o ~ o  ~= ~o~] 
ergibt sich n a c h w  4 3. aus einem erzeugenden Elementepaar Xx, y~ 

yon K 1 mit 

Yl ---~2 ~--- ~ (X11-- 1) (-~1-- it--l), [ ~112- Y--1 -j{- a~ ~1 Yl == ~a], 

W0 it~ (e~L) eine gewisse Wurzel you 

2 s (1 - -  it1 (1 - -  itl)) 8 ---- j ,  ).21 (1 --  itl) ~ 

Iron <~(a-~l ~ - 2 4 ) ' + ~ ( - d ~  -]- 27) = 0] 

ist, die der Kongruenz 

it-~------ ~ rood ~ (~  ------ ~ rood i~) 

genfigt, etwa ~(~)" (~)" -- -- _~ ~a~ ~. Weiter sind nachw 4 3. Xl, yl die p-Reste eines 

erzeugenden Elementepaares xx, .Yl Yon K 1 mit 

y~ = x~ (x 1 - -  1) (x~-- it1) (Yl ~ - -  Y, + al x~ Yl = x~). 

Es finden also die folgenden Ubergange statt 

x, y, it(a) modulo p in x, y, it(a-) modulo ~ iu xo, Yo, ito(~), 

xl, y~, it~(~) modulo p in x~, y~, itl (~) modulo ~ in ~ ,  ~ ,  ito (~-o)o. 
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Die Pfeile geben die Reihenfolge an, ill der diese Tripel eines aus 
dem anderen gewonnen wurden. 

Wir werden weiter unten zeigen, da6 es ein ill ) . -  ).1 ( e ~ -  ~x,) 
aufgehendes Primideal t,9 yon kj gibt, das modulo p ill das Primideal ~.~ 

yon ~'j iibergeht. Den zugehOrigen Primdivisor t.) dehnen wit hinsichtlich 
x auf K aus, K geht dann modulo 1.9 in einen K(irper Ko --- ko.(Xo, yoi 
iiber; wit' bezeichnen die Reduktion modulo g.) durch Anh',tngen eines 
Index 0. Ko hat einen durch xo-~xul ,  yo--)y~o gegebenen Multiplikator t', 
da ja ).o ~: ).,,, ist. Zufolge der Vertauschungsregel tl2), w 4 2. geheu 

x, y rood p in xo, Yo und x~o , Y~o in Xo~ , yo ~ fiber. Dem /, entspricht 

folglich bei der Reduktion der gegebene Multiplikator ~ yon Ko. 
Es bleibt noch die Behauptung fiber ~5 und ~) zu beweisen, wit 

untersuchen zu diesem Zweck etwas allgemeiner, wie sich die Ideale 
yon kj zu deuen yon ]q verhalten. 

Fib' jedes Ideal a yon ~i ist die Menge h der Reste modulo p 

yon p-ganzen in a enthaltenen Elementen ein Ideal yon ~.. 
Fiir zwei Ideale a und 5 gilt offenbar 

a5 ~ d . ~  

a n 5  ~ a r ib ,  
und aC_b, wenu a__cD. 

Aus der Primfaktorzerleguug 

eines Ideals yon lq folgt also 

e h 
c a- . . . .  

Ein Primide,~lteiler ~ yon a geht daher in einem der ]deale ~,~, wegen 

~,d~' ~ ~ '  also in einem de," Ideale ~ auL Andererseits geht ein Prim- 

idealteiler ii~ yon ~i in ~a~' und daher in d auf, Die Primidealteiler 

yon d sind also genau die der ~ ,  
Wit' zeigen nun, dab fiir ein Primideal ersten Grades F entweder 

i .~---ki  oder wieder ein Primideal ersten Grades von l,:j ist, so daft, 
weun wie oben fiir n ~  (;~--).t), a nur Primfaktoren ersten Grades 
enthi~lt, jeder Primfaktor ~., yon ~ aus einem Primfaktor ~,~ von ~ hervor- 
geht und den Grad 1 -hat. Wit betrachten zu jedem p-garlzen z aus l,:i 
seinen konstanten Rest ~ modulo ~.). Weml fiir ein solches ~ der Rest 

nicht p-ganz ist, so ist -~;~ ~ lq, denn es wird 1 - - z / ~  ~ 0 mode.), also 

wegen z /~  ~ 0, 1 ~--0 modt.,. "~Velln ~:, nieht gleieh /,~ wird. so sind 
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alle ~ p-ganz und aus z ~--- ~ mode folgt ~ ~- ~- mode, ~ ist daher 
ein Primideal ersten Grades. 

3. Za jeder imagin~ir quadratischen Zahlkiirperordnung R gibt es 
singuldre ]nvarianten der CharaMeristik O, denen dies R als Multipli- 
katore.nrin(./ zu.qeordnet, ist. 

Beweis. Es geniigt, einen elliptisehen Ktirper Ko der Charakte- 
ristik 0 anzugeben, dessen Multiplikatorenring Ro den gleiehen Quotienten- 
k0rper ~ hat wie das vorgegebene R. Denn sei fiir jede Primzahl q 
(~o~ (q), O~o~(q)) eine Basis yon Ro,, welche die Darstellung Sq(/~) 
(w 2 5.) yon Ro vermittelt und Cq eine ganze q-adische Matrix, welche 
sie in eine Basis ~ (q), ~s (q) eines Moduls der 0rdntmg Rq transformier~. 
Diese Matrizen Cq kOnnen fast alle unimodular gewithlt werden, sie 
legen dann nach w 2 6. einen Teilktirper K yon Ko fest, dessen Multi- 
plikatorenring R ist. 

Es sei p eine Primzahl, die in 2" prim bleibt. Qo~,p enthalt darn 

einen zu :~ isomorphen Teilktirper, der Multiplikatorenring eines K(irpersK 
der Charakteristik p mit supersingultirer Invariante also ein Element ~ 
das diesen Ktirper erzeugt. Nach dem in 2. bewiesenen Hilfssatz kann 

/~ dm'ch Reduktion modulo einem in p aufgehenden Primdivisor aus 
eiuem K(irper K der Charakteristik 0 gewoRnen werden, yon dem ein 
Multiplikator/~ in ~ tibergeht, p, gentigt aber derselben qaadratischen 
Gleichung wie /t und erzeugt daher ~, womit alles bewiesen ist. 

2" sei ein 2magindrer q~adratischer ZahlkUrper, in dem die tu 
zahl p in zwei verschiedene Primideale zerfdllt, z~nd R eine Ordnung 
~on :~'. deren Eiihrer n icht durch p teilbar ist. Es gibt singulgre Invari- 
anten der Charakteristik ~v, zu denen der Multiplikatorenring R gehUrt. 

Beweis.  Wir gehen yon einem K0rper Ko der Charakteristik 0 
~ms, dessen Multiplikatorenring Ro den Quotientenktirper :~ hat. Da 
seine Invariante j eine ganze algebraisehe Zahl ist, so k(innen wir als 
Konstantenk(Irper einen endlichen algebraisehen Zahlk6rper nehmen, und 
wenn wir, eine passende Veritnderliche x zugrunde legend, einen Prim- 
faktor yon p.-iu diesem Zahlktirper auf K fibertragen, so erha!ten wir. 
nach w 4 3. durch Reduktion nach diesem Primfaktor einen eiliptischen 
K(irper /~ der Charakteristik p mit der Invariante ~ dessen Multipli- 
katorenring Roo eine 0rdmmg yon :~ ist. Wie oben nehmen wit zu jeder 
Primzahl q ~ p eine ganze q-adisehe Matrix Cq, die eine die Darstelltmg Sq 
von Roo vermittelnde Basis (o~(q), ~~(q)) yon R~q in eine Basis eines 
Moduls yon Rq transformiert. NacH w 2 6. legen sie zusammea mit 
beliebigen cp und I (Ko:K)  einen TeilkCtrper K yon Ko mit dem Multi- 
plikatorenring R fest. 
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4. Wir bemerken zum Schlu~ noch, da6 es ffir jede Charakteristik 
such elliptisehe K(~rper gibt, die nur rationale Muttiplikatoren haben 
solche mit absolut transzendenter Invariante. 

w 10. Die vollstandigen singulfiren lnvariantensysteme. 
Klassenzahlrelationen. 

1. Wir wollen die Beziehungen untersuehen, die zwisehen singu- 
listen Invarianten mit Multiplikatorenringen gleiehen Quotienlenk0rpers 
bestehen. 

Zuerst betrachten wir einen elliptischen K(irper K, dessen Multi- 
plikatorenring R eine Ordnung in dem im~'initren quadratischen ZahL 
kttrper 5 ]st. Wenn die CMrakteristik p yon K 1ficht 0 ]st, so zerfi~llt 
sie in ~ in zwei verschiedene Primideale PL und p_~. Ist a ein Ideal 
yon R, so hat :K a die 0rdnung R~ yon a als Multiplikatorenring 
(w 2., 9.). Zu Teilk0rpern K a mit dem gleichen Multiplikatorenring R 
wie K ffihren also die eigentlichen ldeale vou R, die die 0rdmmg R 
haben. Zwei yon ihnen, K a~ und K a', sind gen'au dann.isomorph, haben 
also die gleiehe Invariante, welm a~ und a~ ~tquivalent sind. Es .qibt 
daher unter den Teilk6rpern K genau soy]el nicldisonw~flte wie Ide~l- 
klassen in R, wenn wir noch beweisen, da~ jeder Teilk(irper Ko yon K. 
dessen Multiplikatorenring gleich R ]st, in der Gestalt ho - - K  a mit 
einem Ideal.a yon R geschrieben werden kann. Es e~:~cheiut dann jeder 
Idealklasse von R eine singuldre Iuvariante zugeordne[. Um h o  ~ K a 
ZU zeigen, betrachten wir ftir jedes q �89 p die zu K geh(irige Darstelhm~ 
8q yon ~ (w 2 5.) und die zu Ko gehOrigen Matrizen (?,j, au/~erdenl fiir 
p ~: 0 die Darstellung sp und das zu Ko gehorige r a~ (q), to~ (q) ~ei 
eine Basis yon Rq, die Sq vermittelt. (o~(q), to~(q))Cq muff dann Basis 
eines Moduls aq tier Ordnung Rq. sein (w 7.). Ffir p ~ 0 setzen wit  
welter, wenn s~ die p~-adische Darstellung yon 2" ]st und K" den hlse- 
parabilitatsgrad pJ  fiber K o hat, a~ ~ fly, nh nf r] r2"~ W0 ]l dell Exponenten 
der  in c~ enthaltenen Potenz yon p bedeutet, aq ]st nur fiir endlich 
viete q nicht gleich Rq und daher gibt es ein Ideal a yon R, desseu 
q-adische Komponenten diese aq sind. Wit  zeigen hi, ~ K a. Zuniichst 
st]tureen die Inseparabilitatsgrade I ( K :  Ko) und I (K . :K  a) iiberein, sic 
sind be]de gleich pf. Da ferner sowohl die ill (K: Ko) als allch die in 
( K : K  a) enthaltene Potenz yon p gleich pk ~t ]st, so stimn/en auch die 
in den Separabilitatsgraden yon K fiber Ito und yon K tiber K a ent- 
haltenen Potenzen yon p fiberein.' Schliel~lich haben n a c h w  2 ~. die 
Matr~en Cq fiir K" die gleiehe Bedeutung wie fiir Ko. Daher ]st uaeh 
w  6. in tier Tat  K a ~--- Ko. 
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Wit woUen die Gesamtheit aller lnvarianten der Teflk0rper yon K 
ein vollst~b~diges singul~res Invariantensystem zum K6rper ~" nennen. Ill 
ihm gibt es zu jeder Klasse einer Ordnung yon ~ eine Invariante, also 
soviel hlvarianten, zu denen diese 0rdnung als Multiplikatorenring gehOrt, 
wie Klassen in der 0rdnung. Die Existenz eines vollstandigen Invari- 
ante nsystems zu 5" haben wir bewiesen. Es k(/nnte aber mehrere geben. 

2. Entsprechende Uberlegungen k6nnen wir ffir die supersingularen 
Inva'ianten tier Charakteristik p anstellen. K set ein elliptiseher K6rper 
der Charakteristik p, dessen Multiplikatorenring R~ eine Maximalordnung 
yon Qoc,p ist. [st aih ein Linksideal yon Ri, so ist der Multiplikatoren- 
ring yon K a" die Rechtsordnung R~ yon a~h. Da zwei K(irper K ~ und 
K a" genan dann isomorph sind, wenn ao~ und aa aquivalent sind, so gibt 
es unte~' den Teilktirpern yon K genau soviel nichtisemorphe, wie Ideal- 
klassen in Qor Ebenso grog ist die Anzahl der supersingularen Inva- 
rianten der Charakteristik p, soweit sie bet den Teilk6rpern yon K 
iiberhaupt vorkommen. Wir wollen ihre Gesamtheit wieder ein voll- 
stiindiges System yon SUl)ersinguliire~l ]m, aria~len der Ch.aral,'leristik 1) 
nennen. 

Zu zwei supersingUl~tren Invarianten j~ und j~ des vollstandigen 
Systems geh(/ren genau dann isomorphe Multiplikatorenringe Ilh, und 

Ilh~, wenn die zugeh(irigen K~h'per K a% trod K a% in einer Beziehung 
a#,.~ = e;~ a~h, r stehen, e;i zweiseitiges Ideal yon It;, denn genau dann 
haben a#,~ und ail,~ isomorphe (oder zum gleiehen Typus geh(irige) Reehts- 
ordmmgen Rh, nnd R~,._'~7). Statt aih~ : :  ciiam, y k6nnen wir aueh 
ai,,. ~ a~h, Oh/,, r schreiben, p/qh t set das zweiseitige Primideal von Ilh,, 
dessen t~uadrat 1) ist. Ein zweiseitiges Ideal yon Ill,, ist. dann entweder 
gleieh Ilh, n oder gleieh Ph,~,, n, unter n eine rationale Zahl verstanden. 
Milhin gibt es ein oder zwei s~tpo~ingulgre Invarianten in dem voll- 
.s.tibnd~qen ,System, de~'en zugeordnete 3lultiplikatorenrinqe corn ,qleichen 
Typus sind, je naehdem p in diesem Typus Ha,plideal ist oder nicht. 
lm  erste~t Fall ist die Invariante o]fe~bar rational, i~n zweiten sind die 
beiden lnvarianten tom Grade zwei and zueinander konjugiert. Dag 
beide Falle vorkommen, zeigt die Tabelle (65). 

3. Es gibt zu jedem m6gliehen Quotientenbereidl ~-" )mr ei~ volt- 
stii~diqes si.ng~ddres oder supersin.quliires Invarianten'system. 

Beweis .  Wir betraehten zuerst den Fall 2" ~- Q~,z. Die Anzahl 
aller supersingul~iren Invarianten der Charakteristik p ist naeh 2. ein 
Vielfaehes der Klassenzahl yon Q~,j,. Die yon EmHLER ~s) bereehnete 
Klassenzahl yon Q:r 

'-'~) Vgl. M. DF~um.~(~, Algebren, Ergebn. der Math. I V,~, S. 8,9. 
~s) M. E~cm.Ea, ~ber die Idealklassenzabl total definlerter Quaternionenalgebren, 

Math. Zeitschr. 43, S. 10-o--109 (1937). 
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(66) 

p - - 1  
fiir p ----- l m o d 1 2 ,  

12 

p - - 5  
12 + 1  fiir 1~ ---- 5 m o d 1 2 ,  

p - - 7  
12 4-1 fiir p ~ 7mod12 ,  

12--11 
12 + 2  fiir 1~ ----- l l m o d l 2 ,  

stimmt aber nach (63) mit der Anzahl aller supersingul~tren Invarianten 
der Charakteristik 1~ iiberhaupt tiberein, wenn wir annehmen, da~ alas 
Polynom P(j)  lauter verschiedene Wurzeln hat. Damit ist die Einzig- 
keit des vollstiind(qen Invariantensystems bewiesen, und zugleich, daft t)( j  ") 
in tier Tat lauter verschiedene WuCzeln hat. Dies unmittelbar dem Aus- 
druck (63) (oder auch (61) oder (64)) fiir P(j) anzusehen scheint nicht 
leicht zu sein. 

Wir wollen die Einzigkeit des supersingularen Invariantensystems 
fiir die FaIle p ~  1 rood 12 beweisen, ohne uns auf die Eichlersche 
Klassenzahlforme] zu stfitzen. Ffir p ----~ 2 u n d p  ----- 3 haben wir schon 
in w 8 2. gezeigt, daft es nur eine supersinguliire Invariante gibt. Es 
sei jetzt p ~ 2 rood 3. Da in diesem Falle Q~.2, den K0rper der dritten 
Einheitswurzeln enthitlt, so gibt es wenigstens eine Maximalordnung, 
in der dritte Einheitswurzeln liegen. Nach w 5 2. ist das nut fiir die 
lnvariante j ~ 0 m0glich. Durch eine Invariante ist aber das voll- 
standige supersingulare Invariantensystem bestimmt. Es gibt also nut  
eins. Ganz ebenso schlieaen wir fiir p ~--- - -1  rood 4. In Q~,~, gibt es 
eine Maximalordnung mit  vierten Einheitswurzeln, zu der naeh w 5 2. 
die Invariante j - - 2 e 3  s gehtirt und dadurch ist das vollstiindige 
System festgelegt. Die Primzahlen p ------ 1 rood 12 entziehen sich dieser 
Sehlufiweise. 

Wir betrachten daher zunachst den Fall  der Charakteristik 0. 
Wenn wir uns auf die analytische Theorie sttitzen wollen, so ist natfirlich 
niehts mehr zu beweisen. Verzichten wir darauf, so k0nnen wh' folgender- 
maflen vorgehen. 2" sei tier gegebene imaginiire quadratische Zahlk(~rper. 
81 und 82 seien zwei vollstitndige Invariantensysteme zu 2,  die wir 
als gleieh erkennen wollen. Wir betrachten nur die h Invarianten 
j i ,~. . . j i ,  h des Systems 8i, die zur Maximalordnung R yon 2 geh0ren. 
Wir betrachten einen elliptischen K0rper K~ der Invariante j~,~ und 
einen Ktiroer K~ der Invariante j2,~. Von den beiden gemeinsamen 
Konstantenk0rper k setzen wir voraus, daft er den K6rper 2" enth~dt, 
nach w 3 3. sind dann alle Multiplikatoren, die zu ji,~ bei algebraisch 
abgesehlossenem Konstantenk6rper gehtiren, schon in K~ maglich, q sei 
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eine Primzahl ~ 2 mod 3, die in 2' prim bleibt, q ein Primfaktor yon 

q in l,. und k der Restklassenk~rper yon k modulo q. K* sei eiu 
elliptiseher K~rper der Charakteristik 0 mit supersingularer Inv/triante 

und dem Konstantenk~rper k. Wir dehnen n a c h w  4 3. q so auf Ki aus, 

dab Ki modulo q in einen elliptisehen Kt)rper ](i der Invarianteji ,1 mit 

dem Konstantenkr ),' iibergeht. Naeh w  2. und w  10. ist 

der 3fultiplikatorenring yon Ki eine Maximalordnung I~. yon Qoo,~,, die 
einen zur Maximalordnung yon 2" isomorphen Teih'ing oi enths 

:~" "o " Wegen tier Emmgkelt  des supersingularen Invariantensystems 

modulo q kaml daher Ki isomorph auf einen Teilkt)rper K f  yon K*  

abgebildet werden, wobei k elementweise in sich iibergehen soll. Es 

gibt eiu Element ~ yon R_~, das o~ in 0, transformiert, b x =--~-~o2~. 

l)er Multiplikatorenring-~-1 I~-~ von K~, ~ enthalt dann ebenso wie R~ 
den Ring 0z. Daraus folgt aber, dal3 es ein Ideal h von -o~ gibt, fib' 

welches ~ : ~ R ~ - - :  a--41t, a gilt~). K~ geht modulo q in einen Teil- 

korper K~ yon Kx iiber, dessen Bild in K~*, ~-;~ �9 K1 , die Maximalordnung 

a - 1  ~1 a - - ~  .1 [~ ~ als Multiplikatorenring hat. K~ hat daher die 

gleiehe Inwu-iante wie ItS, und das bedeutet, daft eine Kongruenz 

.j'_,,l ~ .Jl , . , l)modq 

besteht, wo l(q) eiuen gewissen der Indizes 1 , . . - ,  h bezeichnet. Die 
Primzahlen q k~nnen nun gekennzeichnet werden als diejenigen Prim- 

zahlen, die iu dem yon 2' und P(1/--Z33) verschiedenen quadratischen 

Teilkt)rper des biquadratischen K0rpers 2"(V~-33) in Primfaktoren 

erslen Grades aufspalten, welchc ihrerseits in 2 " ( I / ~ 3 )  prim bleiben. 
Soleher Primzahlen q gibt es aber nach dem Bauerschen Satz 8o) unendlich 
viele. Fiir unendlich viele von ihnen hat l(q) ein und denselben Wert  l. 
I)a j.,,~ nach unendlich viel verschiedenen Primidealen von k mit.j~,l 
kongruent ist, so gilt .j2,~--.j~,~ und damit ist die Einzigkeit des voll- 
st~udigen singul~tren Invariantensystems der Charakteristik 0 zum 
K~rper 2' bewiesen. 

Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dab auch die singularen ]nvarianteu- 
sy.sr, eme yon Primzahlcharakteristiken und die supersingul~ren Invarianten 
v~,l~ Charakteristiken q ~ 1 rood 12 einzig sind. Wir greifen dazu aus 

29) VL. Ko~ iNEK,  Maximale kommutative K6rper in einfachen Systemen von hyper- 
komplexen Zahlen, i~I~m. Soc. Roy. Sci. Boh~me 1932, S. 1--24 (1933); w 3, Satz '3. 

'~') Vgl. etwa M. I)ErR~N,, Neuer Beweis des Bauerscheu Satzes, .lourn. f. d. r. 
u. an-'. Math. 
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zwei Invariantensystemen der Charakte~istik q, die wir als gleich 

erkenneii wollen, je eine, .i'~- und ~ hezaus, wobei wit annelamen ktlnnen, 

daf  in dem zu j l  geh{irigen Multiplikatoren.ring Ri ein Teilring ~ ent- 
haIten ist, der zu der Maximalordnung o eines gewissen imag4niiren 
quadratischen Zahlk(Irpers 2 isomorph ist. 1, o~ sei eine Basis von o. 

Nach dem Hilfssatz in 2 k(I]/nen wir K~ dutch Reduk~ion modulo einem 
ill q aufgeheuden Primdivisor q aus einem Ktirper Ki der Charakteristik 0 
gewinnen, dessen Multiplikatorenring ~o entha!t, und daher die Maximal- 
0rdnung you :~ ist. K1 und K2 sollezr dabei einen endlicheu algebraisel~en 
Zahlk(irper k als gemeinsamen Konstantenktirper haben, der modulo q 

in dell gemeinsamen Konstantenktirper k yon K~ und K, fibergeht. Wit  
k~nnen sogar, da es nur ein singuliires Invariantensystem der Charakte- 
ristik 0 zu :Z gibt, K~ als TeilkOrper von h'~ auffassen. Dadurch wird 

/ ~  zu einem Teilk0rper yon K~; j~ und .]a geh(iren folglich zu" dem 
gleichen Invariantensystem, was zu beweisen war. 

4. Naehdem die Einzigkeit der singularen Invariantensysteme der 
Charakteristik 0 bewiesen ist, ktinnen wir in der iiblichen Weise (lie 
klassisetien Klassenzahlrelationen von KRONECKERSZ) ableiten. Wit gehen 
darauf nicht welter ein. 

Wit ktinnen aber in i~hnlicher Weise aus den singuli~ren und super- 
singularen Invariantensystemen yon Primzahlcharakteristik neue Klassen- 
zahlrelationen ableiten. Vorher beweisen wir: 

.lede absolut algeb~'aische Invari~nte j einer P~'imzahlchc~r~d,'teristik p 
ist si~zguldr oder sz~persin.q~ddr. 

Es sei .J~/--]--. Wenn j nicht sppersingulgr ist, so gilt fiir einen 

K(irper K der Invariante j a ----- 1. K ist zu seinem TeilkOrper K / iso- 
morph (einen hinreichend grofen Konstantenktirper vorausgesetzt), da 
er die gleiche Invariante hat. Mithin hat K einen Multiplikator z tier 
Norm pf, tier aber keine Potenz yon p sein kann, well Kr~  wegen a ~ 1 
nicht rein inseparabel unter K ist. u ist daher komplex, womit der Satz 
bewiesen ist. 

Nach w 3 2. gilt fiir eins der beiden Primideale, in die l~ im Multi- 

plikatorenring R yon K zerfi~llt, etwa ffir [h, K p' ----:-K ~'. Es ist dann 
of ~ (Tr) Hauptideal in R. Wir ktinnen das auch anders ausdrticken: 
el sei die Diskriminante der Ordnung R. Wir betrachLen die binfiren 
quadratisehen Formen der Diskriminante d. O ( :  Hauptideal bedeutet, 
daft p /e ine  eigentliche Darstellung durch die Hauptform der Diskriminante d 
gestattet, also durch x ~ -  y~ d / 4  oder x2-k-xy  - -  y~ (d - - 1 ) / 4 ,  je naeh- 
dem d ~ 0 oder el ~ 1 mod 4 ist. 

3z) Vgl. etwa W. WEBER, Lehrbuch der Algebra HI, S. 423. 
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Die Anzahl der singuliiren Invarianten j der Charaktexistikt~ mit 
dem gleiehen MUltiplikatorenring ist gleich der Klassenzahl h(d) yon d, 

Wir betraehten in ~hnlicher Weise auch die supersingulRren Invari- 
anten j.  
Wenn . j P - - j  ist; so gibt es naeh 2. im zugeh0rigen MuJtiplikatorenring 
ein Element der Norm p, d .h .p  ist dureh die quaterniire Normenform 
der Diskriminante --17 des Multiplikatorenrings (eigentlieh) darstellbar. 
]st dagegen jP ~: j ,  abet j P ' ~ j ,  so ist p dutch die Normenform nieht 
darstellbar, aber p~. Im ersten Fall sind alle Potenzen yon p dutch 
die Normenform darstellbar, im zweiten nut die mit geradem Exponenten. 

Uberlegen wir nun. wie sieh alle pfElemente des Galoisfeldes 
./:ten Grades auf die singul~tren und supersinguli~ren ]nvarianten ver- 
teilen, so erhalten wir die fo-lgende Klassenzahlrelation: 

Es (jilt 
(67)  z, + - -  .p  J: 

Dabei durchl~iuft d;,r alle nicht dutch p teilbaren Diskriminanten definiter 
binii~'er quadratiseher Fro'men, fiir die p:f dutch die zu.qeh6roe Haupt- 

form e~qentlieh darstellbar ist, und tpt bedeutet die Anzahl derjenigen 
Mealkhtss(q~ einer .qegebenen Maximctlordnun.q I1 yon Q~c,p, welche R in 
sob'he Maximalordnunqen transjbrmieren, deren quaterniire Normenf~men 
pf r 

Naeh 2. k0nnen wir aueh sagen: 
Fi$r gerades f #t tz, r die durch (6'6) .qegebene Klassenzahl yon Q~,1o 

,otd .jt~r ungerades f die Anzahl der Typen yon Maximalordnungen yon 
Q~,;,, in denen das in p aufqehande Primideal Hauptideal ist, deron 
Normenformen also p darstellen ; oder aueh 

h q - t  
t~,,= t,,,--- . . .  = h, t p - -  t~ . . . .  2 ' 

wo h die Klassen- und t die Typenzahl yon Q~,~ bedeutet. 

w 11. Kongruenzrelat ionen fflr die singul~iren |nvarianten.  

1. Der Ubergang yon elliptisehen K(irpern tier Charakteristik 0 zu 
solehen yon Primzahleharakteristik, den wir schon wiederholt anwandten, 
ergibt bemerkenswerte Kongruenzrelationen zwisehen den singulAren 
Invarianten. 

K sei ein elliptiseher Ktirper der Charakteristik 0 mit singulArer 
Invariante j .  Der KonstantenkOrper sei ein endlieher algebraiseher 
Zahlk6rper k, yon dem wir annehmen, dat~ er j und den imagini~ren 
quadratisehen ZahlkOrper 2" enthAlt, auf den der Quofientenktirper :~ 
des Mtdtiplikatorenrings R yon K dureh das ganze Differential yon K 



270 M. Det~ring. 

isomorph abgebildet wird (w 3 2.). Alle Multiplikatoren sind dann in K 
mSglich (w 3 3.). 

U sei ein Primideal yon k, das wit nach w  3. so auf K aus- 
dehnen, daft K modulo 0 in einen elliptischen K0rper K der Invari- 
ante j mit dem Konstantenktirper k tibergeht. Wir wollen Ul~tersuchen, 
wie der Multiplikatorenring yon K mit dem yon K zusammenhangt. 
Wir wollen uns in dieser Arbeit auf den Fall beschranken, daI~ die 
durch p teilbare Primzahl p in ~ niclit voll zerfMlt, so dal3 j super- 
singular ist; der andere Fall  ist einer weiteren Arbeit iiber die Klassen- 
k6rper der komplexen Multiplikation vorbehalten. 

Wir behaupten: Der Multiplikatorenring R vo~ K isl eine Maximal- 
ordnu~q yon Q~,p, die mit ~em KSrper ~ diejeniqe Ordnun~ qemeinsam 
hal, deren Fiihrer aus dem Fidwer ~on R 'dutch weglassen der ~r~ ibm 
enthaltenen Potenz yon p entsteht. 

Zum Beweis brauchen wir nur zu beachten, dat] nach w 4 4. die in 
w 2 5. eingeftihrte Darstellung Sq (#) von ~ fiir K die gleiehe Bedeutung 
hat wie ffir /s falls q eine von p verschiedene Primzahl ist; wahrend 
also R der Durchsclinitt aller q-adischen titillen Rq von R mit R~, ist, 
ist der in R liegende Tell yon ~ der Durchschnitt aller Rq, soweit er 
aus p-ganzen Zahlen besteht und daher ist der Ftihrer dieses Tells das 
Prodt~kt der Ffihrer aller Rq, aber der yon R das Produkt der Fiihrer 
aller Rq mit dem yon Rp. 

Betrachten wir zuerst den Fall p z 2. Da es nur die eine super- 
singulare Invariante 0 gibt, so gilt: 

Eine singulgre Invariante j der Charakteristik 0 ist entweder d'urch 
keinen Primfaktor yon 2 teilbar oder durch jeden, .']e nachdem 2 in dent 
zugeh6rigen imagindr quadratischen K6rper ~ roll ze~:fdllt oder nicht. 

Dies Ergebnis ist bemerkenswert, well es mit einem vonH. W~BF.a auf 
merkwiirdige Weise mittels der Kroneckersehen Grenzformel bewiesenen 
Satze in Zusammenhang steht. Dieser Satz*~) heilit folgendermafien : Es sei 

n i  

f ( " )  = ,j (o,) ' 

WO 
271i ~ 27~in I 

,,(o,) = 5 I I  p 
n :  1 

die Dedekindsche q-Funktion bedeutet; durch J' kann die absolute Inva-  
riante j (~o) folgendermai]en ausgddriickt werden: 

(.f('~o) ~ a -  16) n 
j (~o) ~- f(co)~ 4 

~) W. W~nER, Lehrbuch der Algebra III, S. ;)40/54]. 
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oJ --~- ~o~/~ 2 sei tier Quotient zweier Zahlen oJ~, co~, die die Basis eines 
Ideals irgendeiner Ordnung in einem imaginaren quadratischen Zahl- 
k0rper ~ bilden, dann ist 

2'(~,)/ k ~  

eine Einheit, wenn 2 in 2' roll zerfallt, son~t ist erst das Produkt  yon 
f ( o ~ ) / i 2  mit einer gewissen Potenz yon 2 mit positivem Exponenten 
eine Einheit. 

Die Fo!gerung, die hieraus ftir j(co) zu ziehen ist, ist offenbar 
tier oben bewiesene Satz: j(~o) ist durch keinen Primfaktor yon 2 teil- 
bar oder durch jeden, je naehdem 2 in .Y. voll zerfMlt oder nicht. 

Nur der erste Fall erfordert bei WEUER die transzendente Methode, 
im zweiten Fall  kann die in f(~o) enthaltene Potenz yon 2 auf algebra- 
ischem Wege bestimmt werden. Besehrankt man sich auf die ent- 
spreehende Frage ffir j ,  so kann das mittels der in w 6 4. bereehneten 
Invariantengleiehung zweiter Ordnung geschehen. Wit  gehen nicht 
welter darauf ein. 

Xhnlich scharfe kussagen wie fiir p ~---2 erhalten wit fiir die 
iibrigen Primzahlen, fiir die Q~,p nur eine Klasse hat, also /fir p -~- 3, 
5, 7, 13. Fiir 3 und 5 lauten die Aussagen ganz entsprechend: 

j ist durch keinen Primfaktor von 3 oder 5 teilbar oder &lr('t~ 
jeden, je nachdem 3 (5) in 2 voil z~f~illt oder nicl~t. 

Ferner  

j - -  2 6 3 ~ : : - j  Jr 1 ist durch keinen Primfaktor yon 7 teilbar odes" 
durch jeden, je nachdem 7 in ~ roll zerfdllt oder nicht. 

j ~  5 ist durch keinen Primfaktor yon 13 teilbar oder durch jeden, 
je nachdem 13 in ~ ~,oll zerfdllt oder nicht. 

Ffir die iibrigen p miifite genauer bekannt sein, wie sich die 
supersingularen Invarianten auf die verschiedenen lffaximalordnungstypen 
verteilen, andererseits, in welchen Maximalordnungstypen eine gegebene 
Ordnung yon ,~ enthalten ist, 

2. Be i sp i e l e .  

j ( V - ~ I )  ~ 28. 3 s ist dutch 2 und dutch 3 teilbar, denn 2 und 3 
werden in P (]/~---1) nicht roll zerlegt, j - -  5 ~--- 7 rood 13 ist nieht 
dutch 13 teilbar, 13 wird voll zerlegt. Aber 28. 3 8 ~ 2 6 .  3a~---0 ist 
durch 7. teilbar, denn 7 wird nicht voll zerlegt. 

t?berhaupt wird 26. 3 s ftir jede in P ( ] / ~  ) nicht yoll zerfallende 
Primzahl p supersingul~tr, da ja p ~--- 7 oder 11 rood 12 ist. 

Betrachten wir dagegen j ( ] / - ~ 4 )  ~ 2 a. 33. 11 ~, zum gleichefi 
singularen System geh6rig wie j ( P ~ - - l ) .  Wieder ist j ( ] / - - - 4 )  dutch 
2 und 3 teilbar. Weiter ist 

2:~'3~'11~--2~'33 ~ 23. ~3 (1331--  8) ~ 0 rood7, 
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aber 
28.3 s. 113 ---- 0 mod l l ,  

fiir 11 kommt also eine andere supersingulfire Invariante heraus als bei 

.j ( V - - l ) .  
Ebenso ffir 19: 

2 s. 3 a. 11 a = 66 a - ~ -  9 3 ~--- 9.81 ~ 9 . 5  :~ 45 ~ 7 modl9.  

23: 2s.3a. 1t a ~ 668 ~ 20 :~ ---- - - 3  s == - -27  ~ 19 rood23. 

31: 28.3 a.118 ~ 6 6 8 ~  4 s _ ~  2 rood31. 

43: 2 a .3 s . l l s  ~ 668 ~ _ 2 0 8  __ _ 8 0 0 0  ------- 41 rood43, 

47: 28.38. 112 ~ 66 s ~--- 44 mod47. 

In P ( ] / ~ 3 )  mit j ( - -  �89 q- �89 V~--3) ~ 0 zerfallen die Primzahlen 
~-  1 rood3, also -----5, 11 modl2 nicht voll, ffir d ie in  de rTa t  j - -  0 

supersingular ist. Fiir j(l/-----3) ~- 2 ' .  38. 5 s haben wit 

2 ' .  38. 58 ~--- 0 rood5, --~28.3 s m o d l l ,  ~ - 8  modlT, 

19 rood23, ----- 2 rood29, ------ 3 rood41, ~---- 44 rood47. 

In P(V~--55) mit j ( V - - 5 )  - -  2 6 .  5 V 5 ( 1 6  + 7 V5 ):~(9 - -  4 V 5 ) 
zerfallen 11, 13, 17, 19, 31, 37 nicht voll. Es wird 

0, wenn 1/'5 --= 4 
rood 11, 

j (  V---~ ) - -  28. V S  =-- - - 4  1 ------ 38, wenn 

j ( V - - 5 )  ----~ 5 V 5 ( 3  4- 7V-5)8(4 + 4V5-) 

5 V 5 ( -  4-{- 6 V-5) (4-q-4V5)  

------ V5( - -2+3V5) (1 - - [ -V-5 )  ~--- V5(13 -b  ]J5)  ~ 5 modl3, 

j ( V ~ - 5 )  ~ - - 3 V - 5 ( - - 1 + 7 V 5 ) a ( 9 - 4 V 5 )  ~ s modl7,  

{ 2  ~. 3 s V 5  ~ 9 
j (V~-55)  --~ moal9 ,  je nachaem l / 5  

7 - - 9  

j ( I / - - - 5 )  ~ mod31 je nachdem ]/.~- 
4 ' - - 6  

j(I/~-5.5) ~- 3 ! 2  V ~  rood37. 

modlg,  

rood 31, 


