Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper I
Die Struktur der Gruppe der Divisorenklassen endlicher Ordnung.

Von Helmut Hasse in Gottingen.

In meiner der Riemannschen Vermutung fiir einen elliptischen Funktionenkorper
mit endlichem Konstantenkérper gewidmeten Arbeit!) habe ich eine ausfiihrliche Dar-
stellung dieses Gegenstandes in diesem Journal in Aussicht gestellt. Es ist mir inzwischen
gelungen, den Aufbau der ganzen Theorie und insbesondere den Beweis der Riemann-
schen Vermutung ganz erheblich zu vereinfachen. Eine vorldufige Mitteilung dariiber
habe ich in den Gottinger Nachrichten 1935 erscheinen lassen. Ich gebe hier die in Aus-
sicht gestellte ausfiihrliche Darstellung.

Mit Hinblick auf die Aufgabe der Verallgemeinerung der ganzen Theorie auf be-
liebiges Geschlecht g vermeide ich es absichtlich, soweit nur irgend méglich, spezielle
explizite Formeln oder Kenntnisse iiber elliptische Korper auszunutzen, selbst wenn
dadurch die Beweise fiir den nur am elliptischen Fall Interessierten reichlich abstrakt
erscheinen. Als vorldufig ausreichender Priifstein fiir die anzustrebende Verallgemeine-
rungsfahigkeit hat mir die durchgingige zwanglose Einbeziehung des Falles der Charakte-
ristik p = 2 gedient, den ich friiher wegen der Abweichungen in der Erzeugung durch
eine Normalform ausschlieBen mufte. Insbesondere brauche ich nirgends auf die expli-
ziten Formeln des Additionstheorems zuriickzugreifen, sondern komme mit dessen im-
pliziter Darstellung durch eine Determinantenrelation sowie mit seiner Verankerung
in der Multiplikation der Divisorenklassen aus. Der ganze Aufbau der Theorie hat jetzt
rein strukturellen Charakter. Es werden keinerlei sogenannte Abschidtzungen mehr vor-
genommen. Auch fillt die Anwendung des Dirichletschen Einheitensatzes fort. In meiner
vorldufigen Mitteilung trat an seine Stelle der Struktursatz von Ostrowski iiber archi-
medisch bewertete Korper. In einer daran anschlieBenden Note ist es Herrn Behrbohm
gelungen, ohne diesen Struktursatz auszukommen. Durch seinen Beweis, den ich mit
formalen Vereinfachungen durch Herrn Teichmiiller hier aufnehmen werde, wird auch
der letzte Rest des transzendenten Grenzwertbegriffs beseitigt; der gesamte Aufbau der
Theorie hat nunmehr formal-algebraischen Charakter.

Ich beginne in diesem Teil I mit einem neuen Beweis des Satzes iiber die Struktur
der Gruppe der Divisorenklassen endlicher Ordnung. An Stelle des friiher fiir diesen
Beweis benutzten induktiven Verfahrens, verwende ich hier eine SchluBweise, die aus
der Theroie der WeierstraBpunkte geldufig ist, ndmlich die Betrachtung von Differential-

1) H. Hasse, Abstrakte Begriindung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funk-
tionenkorpern, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934), 326—348.
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determinanten. Dabei stiitze ich mich auf die in der vorstehenden Arbeit frei von Cha-
rakteristikeinschrankungen entwickelte Theorie der hoheren Differentiale.

Das frither in diesem Beweis benutzte induktive Verfahren werde ich spéter in
verallgemeinerter Form zur Herleitung der grundlegenden Normenidentitdt im Mero-
morphismenring entwickeln. Ich iibersehe im Augenblick noch nicht, ob sich der in
diesem ersten Teil gegebene mehr rechnerische Beweis nicht vielleicht doch ganz eriibrigen
14B8t, vorlaufig jedenfalls kann ich seine Vorwegnahme fiir gewisse Schliisse in den folgenden
Teilen nicht entbehren.

In einem weiteren Teil II werde ich die Theorie der Automorphismen und Mero-
morphismen, sowie das Additionstheorem entwickeln, und in einem letzten Teil 111 dann
die Struktur des Meromorphismenrings untersuchen und die Riemannsche Vermutung
beweisen.

1. Es handelt sich hier um den Beweis des folgenden Satzes:

Sei K ein algebraischer Funktionenkirper einer Unbestimmten vom Geschlecht 1 iiber
einem algebraisch-abgeschlossenen Konstantenkorper k der Charakteristik p (= 0 oder
Primzahl).

Fiir die Anzahl h, der Divisorenklassen C von K mit C" = 1 gilt dann:

1 hy = n?% wenn n =0 mod. p;
hn=mn, wenn n=p’ und A =I=0}
@ {hn=1, wenn n=p’ und A =0 (P +0).

Dabei ist 4 folgendermaBen erklirt: Ist p irgendein Primdivisor von K und = ein
(lokales) Primelement zu p, so gilt fir das bis auf eine additive Konstante eindeutig be-

stimmte ganze Multiplum v von %5 mit

~1—— mod

v 1
7P Ty

i

genauer

1 A
vE—ﬁ'—; mOd. :po

mit 4 in k. Wie an anderer Stelle 2) gezeigt wurde, ist die Klasse von A im Sinne der

2) Siehe dazu: 1. H. Hasse, Existenz separabler zyklischer unverzweigter Erweiterungskorper vom Prim-
zahlgrade p iiber elliptischen Funktionenkérpern der Charakteristik p, Journ. f. Math. 172 (1934), 77—85.
2. H. Hasse—E. Witt, Zyklische unverzweigte Erweiterungskérper vom Primzahlgrade p iiber einem algebraischen
Funktionenkorper der Charakteristik p; erscheint demniichst in den Monatsh. f. Math. u. Phys. (Wirtinger-
Festschr.).

Der in der letzteren Arbeit fiir beliebiges Geschlecht g gegebene Invarianzbeweis fiir die entsprechende g-reihige

Matrix 4 bei Transformationen 4 = SAS™? (S reguliir, in %) stellt sich im hier vorliegenden Spezialfall g= 1 einfach
so dar: Ist w das wesentlich einzige ganze Multiplum von —1: (p = p) mit
Pp

w=

q =

mod. p°,
8o ist
— S 10
=—= mod. p

mit S = 0 aus k. Dann ist
v=@w—uP + Aw)S?
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Transformationen 4 = 4 S (S &0, in k), also die Alternative A +0 oder 4 =0
von der Wahl von j, = unabhiingig, also eine Invariante von K.

Durch den obigen Satz wird ersichtlich die Struktur der Gruppe aller Divisoren-
klassen endlicher Ordnung von K vollstindig beschrieben; fiir den Fall, da8 & der absolut-
algebraische algebraisch-abgeschlossene Korper der Primzahlcharakteristik p ist, ist
damit die Struktur der Gruppe aller Divisorenklassen nullten Grades, und dann natiirlich
auch der Gruppe aller Divisorenklassen von K iiberhaupt bestimmt.

2. Zum Beweis des Satzes sei o ein beliebiger Primdivisor von K. Nach dem Rie-
mann-Rochschen Satz ist fiir jede Divisorenklasse C nullten Grades von K dim C (o) = 1,

p

also C durch einen Quotienten Y eindeutig représentierbar; umgekehrt représentiert
natiirlich jeder solche Quotient % eine Divisorenklasse C nullten Grades. Die C mit

C" =1 entsprechen dabei umkehrbar eindeutig den p mit E—" ~ 1, fiir die also ﬁ—”g y

ein Element aus K ist.
Um diese p, soweit 5= o, zu charakterisieren, wihlen wir eine Basis y, =1, ¥, .. ., ¥,
der ganzen Multipla von L in K; es ist ja dim (0*) = n. Ein nicht-konstantes ganzes
Dn

Multiplum

Coy Cpy- « +y Cn—1 iDL K )

Y=CoYo T ¥t T Gl (cl, ..., Cn— nicht alle 0

1. i . . i
von — ist dann und nur dann von der Form y = f—n , wenn ein Primdivisor p von K

derart existiert, daB fiir die lokalen Differentialquotienten

D%y = 0 mod. p (x=0,..,n—1)
gilt; dabei bezeichnet = irgendein lokales Primelement zu p. Die fraglichen p sind daher
dadurch charakterisiert, daB fiir sie das Kongruenzensystem

n—1
DYy =ié(')c,~Df,")y,. = 0 mod. p (x=0,...,n—1)

eine Losung cg, ¢y, - - -, Cp—t in k mit nicht simtlich verschwindenden ¢, . . ., c»— hat.
Wegen y, =1, also Dy, =1, DPy,, ..., D&y, =0 ist dafiir notwendig und hin-
reichend, daB die Determinante

|D®y.| = 0 mod. p (Gyx=1,...,n—1).
Nach dem in der vorstehenden Arbeit bewiesenen Satz ist nun

b, = | D%y (Gre=1,..,n—1)

das wesentlich einzige ganze Multiplum von :11-; mit

und es ist

Journal tiir Mathematik, Bd. 176. Heft 1. 8
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ein von der Wahl der Basis unabhingiger Divisor aus der (4 4 ..+ -+ (n — 1))-ten
Potenz der Differentialklasse von K. Damit haben wir:
p"

I. Die Primdivisoren p == o von K mit i 1 sind genau die Zdhlerprimteiler des

Differentialdivisors
b, = |DPy,] (Gye=1,...,n—1)

von K, wo die y; eine Basis der nicht-konstanten ganzen Multipla von o K sind.

Die Anzahl der verschiedenen p ergibt sich hiernach, wenn man zum Ausdruck
bringt, daB8 b, den Grad O hat, weil die Differentialklasse von K den Grad O hat, und
wenn man beachtet, daB der Nenner von b, nur eine Potenz von o ist, weil die y,, also
auch die D™ y, diese Eigenschaft haben.

3. Unsere Behauptungen (1) und (2) werden auf Grund von I und der anschlie-
Benden Bemerkungen bewiesen sein, wenn folgendes gezeigt ist:

IT1 1. 1Ist n==0 mod. p, so ist

bn .

b =

mit einem ganzen durch o nicht teilbaren Divisor 3 , der jeden seiner Primdivisoren p genau
zur Potenz p* enthdlt.
Die n? — 1 verschiedenen Primdivisoren p von 3, bilden dann mit o zusammen das

pn

volle System der Losungen von = ~ 1.
on
IT 2. Ist n=p® (p=0), so ist fir A =0
by

L

mit einem ganzen durch o nicht teilbaren Divisor 3 ,, der jeden seiner Primdivisoren p genau

zur Potenz ¥ enthdlt.

Fiir A =0 ust der Nenner von by niedriger als 0®—9% und etwaige Zdihlerbeitrige
von by wdren hoher als p?’.

Fir A 4 0 bilden dann die p* — 1 verschiedenen Primdivisoren p von By mit o

zusammen das volle System der Losungen von ﬁ—:, ~1.

Fiir A = 0 folgt, daB in Wahrheit d,» = 1 ist. Denn die Gradbilanz ergibt jeden-
falls kp — 1 < p* —1; wegen der gruppentheoretischen Bedeutung der %,» folgt daraus
speziell h, = 1, also erst recht hy = 1. Man beachte fiir die Gradbilanz, daB auch hier

jedenfalls 9,» == 0 ist, was in den anderen Fillen aus der Endlichkeit der Zihlerbeitrige

folgte. Wire namlich d,» = 0, so giilte nach I 2—; ~ 1 fiir alle Primdivisoren p von K,

im Widerspruch zu der nach II 1 bereits feststehenden Existenz von Primdivisoren p == o
Ll
Dn
4. Zum Beweise von II 1 und II 2 gehen wir nach dem Muster der Theorie der
WeierstraBpunkte vor 8).

?

mit ~ 1 fir irgendein zu p primes 7.

3) Siehe etwa Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902,
489 ff.
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Ist p ein beliebiger Primdivisor von K und w ein zugehoriges lokales Primelement,
so existiert eine fiir p, # normierte Basis y; der nicht-konstanten ganzen Multipla von ;)%,
némlich derart, dal die m-adischen Entwicklungen der y; folgendermaBen beginnen:

Yy=n" e (i=1,...,n—1)
mit eindeutig bestimmten Exponenten
Py < eee < Vg1
Dann ist

%) Vi [Tt
Dg‘)yi=(x)n" +.--,

und demnach
AT (x=1,...,n—1)

D%y = (")

der Beginn der m-adischen Entwicklung der Determinante ID:‘)%-L Fiir die hier als
Anfangskoeffizient auftretende Zahldeterminante ergibt sich ohne weiteres

(( ) [7 1)1 'V, — Y
j—t
a) Der Nenner von b, (p =0, = = w).
Die Dimensionsrelationen

dim (o?) ={: ((‘;3),, n)}

ergeben das Exponentensystem
(Pgy ooy Pnm1) = (—mn,...,—2), als0 vy =—n+i—1.
Dafiir ist

= (_ 1)n—1 n,

En—Za=—r—1), (%)

und somit
Dy = (4P
Fiir n == O mod. p ergibt das die Nennerbehauptung in II 1.
Fir n = p” normieren wir y; = & + ... noch genauer. Sei w gemaf der De-

. 1 .
finition von A ein ganzes Multiplum von = mit

w=ow?P—Awt 4 ..

Dann hat das ganze Multiplum

r—1

2
w? = w? + AP

w” 5 S X A”Mlﬁ“""rp
1 0
von die Eigenschaft

= o — AV
wo zur Abkiirzung

AP — AP T

gesetzt ist. w® ist also als erstes Basiselement y, geeignet.
8*
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Dann ist
Dy, = (TF) P — a4 (Y e+

X

- _A(-)<-—1) G

»
weil nach dem Hilfssatz 1 am Schluff (Nr. 6)

(—P') = (__1)"(1"—:_" x) =0mod.p (x=1,...,p —1)

x
gilt.
Hiernach treten fiir die Berechnung der w-adischen Entwicklung der Determinante
|D®y,| nur folgende einfachen Anderungen ein: », = — p ist durch —1 zu ersetzen

(dementsprechend erste Zeile an den SchluB) und der Koeffizient A ist herauszuziehen.
Man erhilt so
0, 1 A®) i—p”)
DYy = 4%|(*

— A(V) w—(p"—l)p" A
Das ergibt die Nennerbehauptung in II 2.

w_(p21'—p")+... (i, %=1’...,pv_1)

b) Der Zihler von d, (p* ~0”, p == 0).
Die Dimensionsrelationen
. (o" n—i (i=0,...,n—1
d‘m(ﬁ)z{ 1 §i==n) )}
ergeben das Exponentensystem
t i=1,.. .,n-——2)}
n (i=n—1) ’

®
| DY y,| =
= Yi| = nzm + .

Fir n &= 0 mod. p ergibt das die Zghlerbehauptung in II 1.
Fiir n = p” miissen wir die Berechnung der z-adischen Entwicklung der Deter-

(vy- -y )= (,...,n—2,n), also vi——:{
Dafiir ist

Ty, — T =1,

und somit

minante !D(")yi] genauer anlegen. Wir konnen die ersten p” — 2 Basiselemente y,
genauer so normieren:

y, =7+ ba" 1t 4 ... i=1,...,pr—2)
mit gewissen b; aus k. Ferner sei genauer
¥—1

yp’—l = 7P +2£ cln?"'}‘l + .-
mit gewissen c; aus k.
Dann ist
DYy, = ( Z) 2+ b, (p"j) AT (=1, 0" —2),

pr—1

x i O Y A 9 x
D:r)yr"—1=(1:c)np + c‘(p P )npﬂ— S
=1
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(i)_{O (i<x)}
2/ 1 (i==%)
und nach den Hilfsséitzen 1, 2 am SchluB (Nr. 6)

SRR A

Weil nun natiirlich

(x=1,...,p—1)
gilt, ist die Matrix

10 eees o 1{1 )

(VNN . .

DN

\\ \\ \\

. NN . - .
PPy = SO0 ) mod. | | |

: SN0 : :

0«-v-- 01 bpr—s b

rt” oo Cpon? g ? pr*

also ihre Determinante
0, | PS5t »
|D,, Y, = (Cp,,__l —-).é'l blcj) A N

Das ergibt die Zahlerbehauptung in II 2 auf Grund des jetzt noch zu erbringenden Nach-
weises, dal
=2
eyt — 2 be, = A®
in der schon friiher auftretenden Bedeutung ist.
6. Um diesen letzteren Nachweis zu erbringen, sei v zu p entsprechend erklirt,
wie oben w® zu 0. Wegen der Invarianz von A ist also »® ein ganzes Multiplum

1 . ¢
von I mi

14

(») S e
v F i 7T

o xma,

v

P . . 1 . . .
Wegen y ,_, = %—p—, ist dann y,,_, v ein ganzes Multiplum von < Seine n-adische Entwick-

lung beginnt so:
o »"—2 ” Y
yp,__lv( g +£1 cA:tt’1 + (cpy — A" .

Daraus folgt

v'—2

2, v 2 -
y""“lv( ) ——1‘21 €Y1 = (G — A )_51 ¢,b,) 2 T

Das Element links ist hiernach ein ganzes Multiplum von 31;, mit durch pP—! teil-

barem Zihler. Wegen dim (523:1) = dim (%;,) =1 fiir einen Zihlerprimteiler p
von Dy ist dann der Zihler sogar durch p?” teilbar, d. h. die Klammer rechts ist gleich 0.
Das ist die noch zu beweisende Behauptung.

6. Hilfssdtze iiber Binomialkoeffizienten.

Hilfssatz 1. (“;") - (‘i’fk’f” —Omod. p fir i +k= p% iyk=1,...,p"—1.
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Beweis. Bekanntlich ist der Exponent der genauen Potenz von p in n! gleich

* %) gleich

P [ﬁ] Daher ist der Exponent der genauen Potenz von p in ( k

o (58— [ (2]

Fiir jedes g ist der Beitrag zu dieser Summe = 0. Unter den gemachten Voraussetzungen
iiber i, k liefert p = » einen Beitrag > 0.

Hilfssatz 2. (pv ;: k) =" mod. p‘fﬁr k=1,..,p —1.

Bewers.

=)o )

Eingegangen 16. Oktober 1935.



