
Bemerkung zur vorstehendon hrbeit 
von Herrn Chevalley. 

Von EWALD WARNING in Hamburg. 

In der vorstehenden Arbeit*) hat Herr  CHEVALLEY bewiesen: Falls 
ein System con Polynomen (mit Koeffizienten aus einem Galois-Feld), 
dessert Variablenzahl gr0fier als die Summe der Grade der einzelnen 
Polynome ist, die gemeinsame NullsteIle O hat, so hat es stets noch eine 
weitere gemeinsame Nullstelle. 

Durch Fortffihrung des Beweisgedankens yon Herrn CttEVALLEY 
soll im folgenden gezeigt werden, da~ zwischen den Nullstellen eines 
solchen Systems yon Polynomen gewisse Relationpn bestehen, aus denen 
insbesondere folgt, dalt die Anzahl der Nullstellen durch die Charakteristik 
des Galois-Feldes teilbar ist. Die Anzahl der Nullstellen ist also ent- 
weder ~- 0 oder ~> der Charakteristik. 

Im zweiten Tell dieser Bemerkung werden die Nullstellenrelationeu 
des ersten Teiles nither untersucht; dabei ergibt sich eine genauere 
Schranke ftir die Anzahl der Nullstellen. 

Der dritte Tei] enthalt Beispiele yon Polynomen ohne Nullstellen. 
Herrn ARTIN habe ich fiir Anregungen zu danken. 

I~ 

k sei ein endlicher kommutativer KOrper mit q --- pm Elementen 
und der Charakteristik p. f ( X )  ~ f ( x ~ , . . . ,  x , )  sei ein beliebiges 
Polynom in den n Unbestimmten (xi, . . . ,  x,,) ~- X yore Gesamtgrade g 
mit Koeffizienten aus k. Nach dem Hilfssatzl) yon Herrn CttEVAIJ,EY 
gibt es zu f ( X )  ein eindeutig bestimnltes reduziertes Polynom f * ( X )  

f ( X )  rood. (xq - -  x l, �9 �9 a'~, - -  :,',), welches ill jeder einzelnen Un- 
bestimmten Xk einen Grad ~ q - 1  hat, und dessen W ( ' r t e f *  (B) ~ f ( B )  
sind, fiir jeden Punkt  11 des n-dimensionahm affin(,n Raumes R,, iiber k 
[d. h. B ~ (l~, �9 �9  b,,) mit bk beliebig aus k] . . / '*  (X) hat einen Gesamt- 
grad g* ~ g. 
(1) F(X)  = 1 - - / ' - '  (X) 

ist (lann ein Polynom iil)er k vom Gesamlgrade ( q - -  l)ff mit deu Werten 

l, Wel l l l  ,f(B) ~ O, 

F ( B )  = o . . . .  / ' (B)  -~ O. 

�9 ) ~ D6monstration d'une hylmlhb.s[' de M. Artin ,, diesc Abh. 11, S. 73--75. 
l) ,Lemme 1, der vorsteh(!nd(m Arbeit, S. 74. 

7~; 
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Sei nun A = ( a ~ , . . . ,  an) ein beliebiger Punkt des /? . ,  so ist 
n 

(x) = [ I  { i - (xk-ak)q-~}  
k = l  

das reduzierte Polynom mit den Werteu 

F ' ( B )  = 1~'  wenn B : A ,  
, ,, B ~ : A .  

Wenn also A t , . . . ,  A~ r beliebige, verschiedene Punkte des Rn sind 
[Ai  ~ -  (a i l , . .  ", ain) mit aik beliebig aus k], so ist 

* F *  ~ (2) F~,, .... ,A , (X)  = ~ _ ,  A,(X) (--1)n H { ( x k - a i k ) q - l - 1 }  
i = 1  i = 1  k = l  

das reduzierte Polynom mit den Werten 

1, wenn B ~ A i  fiir ein 
F *  

(B) -~ O, ,, B ~: Ai ,, alle i 
A I , . . . A  r (i = 1 

I n  k ist 
q--1 

( X - -  a )  q - 1  - -  ( x  - -  a )  q x q - -  a q _ ~_~ x q _ l _ ~ , ,  a y  ' 

x - - a  x - - a  ~=o 
also 

mit 

1 q--1 

(Xk - -  a ik)  q - 1  - - 1  = x~ -1-~ . a,~ " ~k 
~ ' ~ 0  ~ ' ~ 0  

'" w e n n  0 < v < q - - 1 ,  r(v) = a i k  ~ - ~  
~ik [aqk 1 -  1, ,, v ~ q - -  1. 

Somit ist 

�9 �9 ~  r ) ,  

(3) 
F2, ,  ..., ( x )  

= 
O~,k_'_q--1 

Wi~hlt man als A 1 , . . . ,  Ar gerade si~mtliche verschiedenen Null- 
stellen des Polynoms f ( X ) ,  so ist F ~ , , .  ,Ar (X)  ----" F * ( X )  das zu 
F ( X )  z l - - f q - i ( X )  gehfirige reduzierte Polynom, denn fiir jeden 
Punkt B des Rn ist 

F * ( B ) - ~  F ( B ) =  {10'sonst.Wennf(B):0' d . h . B : A ~  fiirein i =  1 , . . . , r ,  

Aus der Bedingung 

(4) Grad (F(X)} ~-- ( q - - 1 ) g  ~ Grad {F*(X)} 
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folgt, falls ( q - - 1 ) n > ( q - - 1 ) g ,  d.h. n > g  ist, dab die Koefilzienten 
der Glieder h6heren als ( q - -  1). g-ten Grades in (3) verschwinden mfissen. 
Also gilt 

r 

(5) Z . . . . .  = o 
i = l  

n 

ffir alle v l , . . . , ~ ' n  mit 0 ~ v k ~  q - - 1  und ~ vk < (q - - 1 )  (n - -  g) . 
k = l  

[Wenn n =<g, so ist (4) wegen Grad {F*(X)} =< ( ~ - - l ) n  stets erffillt; 
(5) ist dann inhaltslos.] Wenn alle J , k < q - - 1  sind, so bedeutet  (5) 
nach Definition der ,.(~)- t , $ ~  ~ 

~ " " 0 ail . . . . .  ain 

n 

fiir 0 =< ~k < q - -  1 und ~ vk < (q - -  1) (n - -  g). Wenn etwa v~ = q - -1  

n 

und 0 ~ v k < q - - 1  ffir k = 2, . . . ,  n mit ~_,vk<(q--1)(n--g) ,  so 
k = l  

folgt aus (5) 
$* 

/ " s  iv't* 
0 = ~ (a~i - - 1 - 1 ) .  ai2 . . . . .  ain 

~ a~l �9 ai2 �9 air �9 ai2 . . . . .  ain.  i = 1  

Naeh dem Vorhergehenden ist die zweite Summe Null, also ist aueh die 
erste Summe gleich Null. Dureh Induktion naeh der Anzahl der auf- 
tretenden Exponenten q -  1 folgt also aus (5) 

(6) a n . . . . .  ai, , 

n 

ffir alle ganzzahligen v~,. . . ,  v~ mit 0_<vk_<q--1 und ~yk<(q--1)(n--g) .  
k = l  

Wegen aTk = aik ist dabei die Besehr~nkung ~'k <= q -  1 fiberflfissig. 
Diese Relationen (6) far die Koordinaten der Nullstellen Ai yon f (X )  
lassen sieh zusammenfassen in dem 

S a t z  1. J ( X ) =  f ( x ~ , . . . ,  x,,) sei ein beliebiges Polynom in n 
Unbestimmten iiber k vom Gesamtgrad g <  n; A~, . . . ,  Ar seien siimtliche 
(verschiedenen) Nullslellen yon f (X) .  Dann gilt fiir jedes Polynom 
~(X) = ~(x~,..., xn) ~ber k, dessert reduzierter Gesamtgrad < (q--1)(n--g) 
ist : 

(A,)  = o . ' )  
i = l  

2) Der Satz gi l t  natfirlich ebenso ttir die ,,a-Stellen" yon f ( X )  [a beliebig aus k], 
dean das sind die Nullstel len des Polynoms f ( X ) -  a .  
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Ffir ~ (X) ---- 1 [d. h. in (5) und (6): alle ~'k ~ 0] folgt insbesondere, 
r 

dal3 in k ~ 1  ~ 0 ist, d .h .  
i = 1  

S a t z  I a. Wenn g ~ n ist, so ist die Anzahl der (verschiedenen) 
Nullstellen yon f ( X )  durch die Charakteristik p des Kb'rpers k teilbar; 
also entweder ~ 0 oder ~ p ,  2p,  . . . .~ )  

Entsprechendes gilt f i i r  die simultanen L6sun.qen mehrerer Polynom- 
gleichungen: Seien f i  (X)  ~ f .  (xl, . . . ,  x , )  (i ~ 1, . . . ,  s) s Polynome 
der n Unbestimmten (Xx, �9 �9 Xn) ~ X fiber dem K6rper k; die Gesamt- 
grade derJ i  (X) seien gi. Bezeiehnet man mit At, �9 �9 Ar die sitmtliehen 
(versehiedenen) gemeinsamen Nullstellen aller s Polynome f~ (X), . . . ,  f~ (X),  
und ersetzt man (1) dureh 

8 

(1)' _b-'(X) = 1V'[ (1- -J~q- '  (X)), 
i = 1  

also 
F ( B )  = {10 ' wenn alle f , . ( B ) =  0, d.h. B = A,, fiir e i n u =  1 , . . . ,  r, 

sonst, 
8 

so lassen sich mit g ~ ~_~gi Satz und Beweis w(irtlich fibertragen. 

II. 

Seien a l , . . . ,  an-a beliebige Elemente aus k, und bezeichne 
N ( a l , . . . ,  an-g) die Anzahl derjenigen A i ,  deren Koordinaten an n - - g  
Stellen [etwa an den ersten, bei passender Numerierung der Unbestimmten] 
die Werte  aik ~ ak haben (ftir k ~ 1, . . - ,  n - - g ) .  Dann gilt der 

H i l f s s a t z .  N ( a i , . . . ,  an-g) ist modulo p yon den Werten der ak 
unabhdn.qig. 

Zum Beweise gentigt es, zu zeigen, dalt fiir beliebiges c~(4-al) 
aus k stets 

N(a l ,  a~, . . . ,  an-g) ~--- N(el ,  a ~ , . . . ,  an-g)(mod.p)  
ist. Setzt man 

h(x)  = x q - l - 1  = I ]  ( x - - a ) ,  
r 1 6 2  
a-f-o 

so ist 

(7) V ' ( X )  = h ( x ,  - a~) . h i x ~ - -  a~) . . . . .  h(Xn--g  - -  an -g )  
x l  - -  c~ 

3) Wenn f ( X )  iaberhaupt eine Nullstelle hat. so ist die Anzahl der Nullstellen 
p. Der ill der Einleitung erwahnte Satz yon Herrn CHEVALLE'r (,Thd0r~me* der 

vorstehenden Arbeit, S. 75) ist also [zuniichst nut far ein Polynom f ( X ) ]  hierin ent- 
halten, wcil stets p ~ 2 ist. 
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ein Polynom yore Gesamtgrade (q - - 1 )  (n - -  g ) - -  l ,  welches wegen 

h (x j - -  al) h (xl -- cl) 
- -  [ I  (xl-- a) = folgende Werte hat: 

X l - -  Cl g c  k X l - -  a l  
g ~ a l , r  l 

~0(B) = (--1)"-g / Ii, wenn b l =  alund bk=  a# fiir k = 2 , . . . , n - - g ,  
�9 - -  ,, b l : c l  ,, bk---ak ,, k - ~ - 2 , . . . , n - - g ,  

a l - -c l  ( 0' sonst. 

Daher gilt nach Satz 1 im K6rper k die Gleichung 

r 

(8) 0 = ~ ~ (A,) 
i = 1  

=: (--1)"-g �9 {2V(al, a~, . . . ,  an-g) - -  N (cl, a~, . . . , an_g)}. 
(~i- Vl 

Die beiden Anzahlen sind also kongruent rood. p. 
Sei X ' =  a(X) eine beliebige lineare Transformation der Unbestimm- 

n 
ten [x~ = a~o-]- ~ a,~x~, zi~ beliebig aus k ffir 1 ~ i ~ n und 0 ~ v _~ n].  

v = l  

Dann gilt ffir die A~ ---~ a(Ai) und fiir jedes Polynom ~ (X) fiber k, dessert 
reduzierter Gesamtgrad < (q - - 1 )  (n - -  g) ist, analog zum Satz 1: 

r 
~ (A~) = 0. Dies folgt direkt aus dem Satz 1 ffir die Nullstellen A~ 

i = l  

von f ( X ) ;  denn wenn man in Satz 1 start ~(X) das Polynom ~6(X) 
= ~  ((~(X)) verwendet, dessert reduzierter Gesamtgrad sicher ~ dem 
reduzierten Gesamtgrad yon ~ (X) ist, so ergibt sich 

r $" 

0 =- ~_~ ~o~ (A,) -= ~_~ ~ (a (A,)). 
/.=I i = I  

Da man jeden g-dimensionalen linearen Unterraum des Ra durch eine 
eindeutige lineare Transformation a des R .  auf den Rgum: 

{ x~ = a, ftir v =  l ,  . . . ,  n - - g  (a~ck; fes t ) ,  
x~ beliebig aus k ftir n -  g <  J, ~ n 

abbilden kann, so folgt aus dem vorhergehenden Beweis des Hilfssatzes 
[mit ~6 ( X ) =  ~p (~ (X)) statt ~ (X) in (7) und (8)]: 

Sa tz  2. Fi~r parallele g-dimensionale lineare Unterrdume des Rn 
sind die Anzahlen der darin enthaltenen Ai Icongruent rood. p. 

Der Hilfssatz ist gleichwertig rail denjenigen Relationen yon Satz 1, 
in deren ~ ( X )  htichstens n - - g  verschiedene U~tbeslimmle vorkommen. 

DaB der Hflfssatz aus den angegebenen Relationen von Satz 1 folgt, 
ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis, weil in ~p (X) nur n - - g  ver- 
schiedene Unbestimmte vorkommen. 
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r h (x el) 7 
Umgekehrt liifit sich den h (x - -  a) [bzw. | aus x ---- c- J jedes Poly- 

nom in x, insbesondere die Potenz x ~, linear kombinieren, wenn der Grad 
v < q - -  1 [bzw. < q - -2]  ist; denn man kann die Werte einer solchen 
Linearkombination L (x) an q [bzw. q - -  l] Stellen mit x ~ fibereinstimmend 
vorschreiben, x " - - L ~ x )  ist dann ein Polynom in x fiber k, dessert Grad 
kleiner als die Anzahl seiner Nullstellen [q bzw. q --  1] ist, d.h. x " - - L  (x) 
ist identisch Null. Aus den Polynomen qJ(X) der Gestalt (7) kann man 
daher alle Potenzprodukte x~'-x~' . . . . .  x ~"-g linear kombinieren, bei n -  g 

denen 0 ~ v~ ~ q - - 2  und 0 < vk :< q - - 1  ffir k =  2, . . . ,  n - - g  
ist; also [bei geeigneter Numerierung der Variablen] alle Potenzprodukte 
von , ~ - - g  Variablen, deren Grad in jeder einzelnen Variablen _< q - - 1  
ist bei einem Gesamtgrad ~< ( q - - l ) ( n - - . q ) .  Aus den Relationen (8) 
folgen also die Relationen (6) fiir diese Potenzprodukte und daraus 
folgt die Behauptung. 

Wenn die Anzahl r a l l e r  Nullstelleu Ai nicht Null ist, so ergibt 
sich aus Satz 2 eine untere Abscbiitzung ffir r: 

1. Sei ffir einen .q-dimensionalen linearen Raum L C Rn die Anzahl der 
darin enthaltenen A~ nicht kongruent Null rood. p, also ~ l;  dann also 
auch ffir alle zu Lg parallelen q-dimensionalen linearen Ritume. Durch 
jeden der qn Punkte des Rn geht genau ein zu Lg paralleler g-dimen- 
sionaler Raum r( ')  und da jeder dieser L~ ") qg Punkte enth~lt, so at~g 

stimmen je qg dieser qn Riiume fiberem. Der R,, besteht also aus genau 
l .(v) qn-g verschiedenen zu Lg parallelen R~tumen ~g ; die Anzahl r 

aller Ai ist also sicher > q'~-g. 
2. Sei fiir jeden g-dimensionalen linearen Raum des Rn die Anzahl der 

darin enthaltenen Ai  kongruent Null rood. p. Dann gibt es (falls r :~ 0 
ist) eine ganze Zahl s (1 ~ s ~ g), so daft ftir jeden s-dimensionalen 
linearen Raum die Anzahl der darin enthaltenen A i  kongruent Null 
mod. p ist, fill" einen gewissen ( s -  1)-dimensionalen Raum L,-1 aber 
die entsprechende Anzahl ~ 0  (rood. p) ist. Durch jeden der q ' - -qS-1 
augerhalb Ls-~ liegenden Punkte des Rn gibt es genau eiuen 
s-dimensionalen linearen Raum, der Ls-1 enthi~lt; dieser enthiilt 
q 8  q.~-i nicht in L.,-1 liegende Punkte. Daher gibt es genau 

f in __ qS-l_ : qn-S+~ . . . .  - -  1 = qn-s + + q + 1 
qC" - -  q~-I q - -  1 

r(~) je zweien verschiedene s-dimensionale lineare Ritume - s  , welehe zu 
Ls---~ als Durchschnitt haben. Wenn die Anzahl der Ai  in Ls-~ 

a (mod.p) ist, mit 1 ~ a = < p - - l ,  so gibt es also in jedem 
L(~) mindestens p - - a  Punkte Ai, welche nicht zu Ls-~ geh(Iren. 8 
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Die Oesamtzahl aller Ai ist also > a + (p - -  a). qn-S+~_ 1 In 

diesem Fall 2 ist also q -  1 

qa-S+l _ 1 q,~-g+l _ 1 
r > > > qn-a. 

q - - 1  = q - - 1  
Daher gilt allgemein: 

Sa tz  3. Wenn das Polynom f (X)  (mit g <  n) i~berhaupt eine 
Nullstelle hat, so ist die Anzahl aller (verschiedenen) Nullstellen vo~ 
f (X)  mindestens qn-g. 

Wenn r # 0 ist, so gilt also. stets r :> q. Satz 3 ist auger ffir 
n = g + l  und k --~-/~(p) [Primk(irper mit p Elementen] eine Verscharfung 
der aus Satz l a  folgenden Abschittzung r ~ p. 

Daft es zu bel.iebigem g und n mit n > g  Polynome [sogar homogene 
Formen] vom Grade g in n Unbestimmten mit genau q'~-a Nullstellen 
gibt, zeigt folgendes Beispiel, welches icb Herrn H. MAASS verdanke: 

Sei G(y~, ... ,  Ya) eine Form g-ten Grades in g Unbestimmten, welche 
nur die triviale Nullstelle, alle yi ~ O, besitzt; etwa die Normenform 

des 0berkfirpe~s vom Relativgrad g iiber k. Setzt m a n  y i ( X )  = ~tikXk 
k = l  

(i = 1 , . . . , g )  mit n neuen Unbestimmten (x~, - - . ,x~)  ~ X, wobei 
T =( t ik)  eiue Matrix fiber k yore Rang g i s t ,  so ist 

f ( x )  = ( x ) ,  . . . ,  

eine Form g-ten Grades in X mit genau q"-g Nullstellen. Denu sei 
etwa. die Determinante der ersten g Spalten von T ungleich Null, so 
lassen sich zu beliebigen xg+~, . . . ,  xn aus k die Werte yon x ~ , . . . ,  xg 
eindeutig so bestimmen, dag alle yi = 0 sind, d. h. f ( X ) =  O. 

III. 

Dai~ es in jedem endlichen Ktirper [auger im Primk(irper R(2)] zu 

beliebigem Grad g > 1 und beliebiger Variablenzahl n ~ 'q re&tzierte 
- - q - 1  

Polynome 4) ol~e Nullstellen gibt, zeigt folgendes Beispie]: 
Da es fiber k Oberk6rper beliebigen Gradcs gibt, so gibt es ill k 

insbesondere zu jedem ganzen g mit l < g  ~ q - - I  [ist nur m0glich, 
wenn q > 2] ein irreduzibles Polynom ~a(x) einer Unbestimmten x vom 

Grade g. Also ist f i X ) = f ( x ~ ,  . . . ,  Xn) = ~,~ x~. ein reduziertes 
~k= 1 

Po]ynom in n Unbestimmten In beliebig] yore Grade g, welches kdne 

Nullstelle hat. Dutch Produktbildung solchcr Polynome I f (X)- - - -  

I I~a, xik mit g : .qi und ~t --=- hi, wobei 1 < . q i ~  q - - 1  und 
= k i ~ l  ~=1 

4) Filr reduzierte  Polynome gilt  na, 'h Definition stet~ !1 = < - ( q -  1)~ .  
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1 ~ hi] kann man sich v o n d e r  Einschritnkung g <_ q - -1  freimachen 

und braucht nur zu fordern, da~ g > 1 und n > g ist. [Fiir q ~ 3 
= q - - 1  

muff man bei ungeradem g noch ein reduziel~es Polynom in zwei 
Unbestimmten vom Grad 3 benutzen, welches keine Nullstelle hat; etwa 

(x, y) ~ x~y-Fx~+ y~+ 1.] 
Ftir g ~ q - -1  und beliebiges n seien noch zwei Beispiele explizit 

angegeben: 
1. Wenn die Charakteristik p von k nicht gleich 2 ist, so hat 

/ n \ q - - I  

f ( x l , "  ", xn)~-- _.(k'~=lxk) -F 1 stets die Werte 1 oder 2, ist also ein 

reduziertes Polynom ohne Nullstelle. 

2. Wenn k nieht Primk(irper ist, also k ~: R(p) [ohne Einschrankung 
n 

fiir die Charakteristikp], so ist f (x l . - . . ,  x , ) ~  ~ ~ - l ~ a  mit aCk ,  
k ~ l  

aber a (J= R(p), ein reduziertes Polynom ohne Nullstelle. Denn die Werte 
der einzelnen Summanden aq-1 sind 0 oder 1, liegen also in R(p); die 
Werte yon f ( x l , . . . ,  x,) liegen also sicher nicht in R(p), sind also 
stets ~= 0. 

Im ausgeschlossenen Fall des Primktirpers R(2) hat jedes reduzierte 
nicht-konstante Polynom mindestens eine Nullstelle, denn ein reduziertes 
Polynom ohne Nullstelle hat dort stets den Wert I, ist also konstant. 

H a m b u r g ,  im September 1934. 


