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am29. Septembe2003in Mainz.

SehrgeehrteDamenundHerren!

LassenSie mich mit einerAufgabebeginnen.Die meistenvon lhnenkennenvermutlichdasEin-
siedlerspielAuf einemkreuzformigerSpielbrettaus33 Feldernliegen32 SpielsteinedasFeldin der
Mitte bleibt frei (Abb. 1). Nun darf gezogeroderehergesprungemverden:bei jedemZug darf mit
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Abb. 1: Grundstellung Abb. 2: Nachzwei Ziigen

einembeliebigenSteinparallel zu den AchsendesSpielfeldesibereinenNachbarsteirgesprungen
werden,wenndasFeld dahinterfrei ist. Der Gbersprungen&teinwird entfernt.Nach zwei Ziigen

kanndasBrett etwa so aussehemvie in Abbildung2. Am Endesoll nur ein Spielsteinibrig bleiben

undzwar aufdemFeldgenaun derMitte desSpielbrettsich will nunnicht GiberdiesesGeduldspiel
reden sonderniberdie folgendeVariante die von JohnConway stammit.

Conway ersetztzunachstdaskreuzformigeSpielbrettdurch ein nachallen Seitenunbegrenztes
Feld.Als Ausgangsstellunbelegenwir alle Felderunterhalbeinergedachtenvaagerechtehinie mit
Spielsteinen(Abb. 3). Wir habenein Meer von Steinenvor unsund nennendie obersteReiheder
Klrze wegendenHorizont. Nun spielenwir nachden alten Regeln. Fir den erstenZug habenwir
im Wesentlichengd.h. bis auf die offensichtlicheSymmetrie hur eine Moéglichkeit. Nachdrei Zligen
kanndasFeldsoaussehewie in Abbildung4.



Abbildung 3: Grundstellungn ConwaysAufgabe

Abbildung4: Nachdrei Ziigen
Und dasist ConwaysFrage:
Wie hochliberdenHorizontkannein Spielsteingelangen?

OhneeinigesExperimentiereiist esschwey dasErgebnisvorherzusagerManchewerdenangesichts
desunendlichervVorratsan Spielsteinerspontarsagenmankamebeliebigweit. Die Abbildungen5
bis 8 zeigenwie esweitergeherkdnnte.Dabeiwird schnellklar, dassesnichtganzsoeinfachist und
dassdasProblemdarinbestehtdie Spielsteineauchzur Baustellezu bekommen:
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Abbildung5: Nach7 Ziigen.

Abbildung6: Nach12 Ziigen.



Abbildung7: Nach15 Zugen.

Abbildung8: Nach20 Ziigen.



In diesemVortragmdochteich Uberein heuristischefrinzipreden dasbeivielenmathematischen
Fragestellungefruchtbarist: Die Suche nach Invarianten. Ich will dasThemamit Beispielererlau-
ternundhoffe, dasgdabeidie allgemeinerPrinzipiendeutlichwerdenlch habeversuchtdie Beispiele
maglichstallgemeinverstandlicrzu wahlen,ganzkonnteich auf Rechnungemicht verzichten.

Sie,meineDamenund Herren,habenjetzt die Wahl, mir entwedemveiter zuzuhéreroder wenn
derVortragan Spannungerliert, sichganzdemConwayscherProblemzu widmen.

Daich Giberinvarianzalsheuristische®rinzipredenwill, kannich keinemathematisch®efiniti-
onvoranstellensondermureineumgangssprachlichdie zudemrechtvageausallenmusswennsie
aufviele Beispieleanwendbaseinsoll. Ich will in derSprachelerBrettspieleredendie Ubertragung
in ganzlichandereGebietefallt nicht schweywenndasPrinzipklar ist.

Ein SpielbestehauseinerAusgangsstellunfyon SpielsteineraufeinemSpielbrettlund Spielre-
geln,die festlggen,welcheVerdnderunge(Spielziige puldssigsindundwelchenicht. Einelnvariante
einerStellungist eine Gréf3e(eine Zahl, ein Vektor eine Restklassegin Polynometc.), die nur von
der jeweiligen Stellungabernicht vom bisherigenSpielerlauf abhdngtund die sich bei zuldssigen
Zligennicht &ndert.

Aus dieserFestlggung emgibt sich sofort dasFolgende:lst manvon einer StellungA mit regel-
rechtenzZiigenzu einerStellungB gelangt,so habenalle Invariantenin A und B denselbeWert. Im
Umkehrschluseildtdas:Hat maneinelnvariantegefundengdie in A undB verschieden&Vertean-
nimmt, soist esunmaglich,mit zulassigerZziigenvon A nachB zu gelangenWichtig ist dabei,dass
esauf dengenauerpieherlaufvon A nachB Uberhaupnicht ankommt. Zugleichist die Warnung
angebrachtlassdie Gleichheitvon Invariantenkein hinreichende&riterium seinkann.Dazugibt es
logischkeinenGrundundin derPraxiszahlreicheGegenbeispiele.

InvariantensindunsibrigensausdenandererNaturwissenschaftaewohl bekanntDie Erhaltung
derGesamtmasdseichemischeorgangendie ErhaltungderEnegie beinichtatomare®organgen,
die Impulserhaltungdie Ladungserhaltungtc. sind fundamentaleergebnisseder Chemieund der
Physik.BeachterSie,dasdieseErhaltungssatzgweils auchnurbei EinhaltunggewisserSpielreggeln
gultig sind. Bei der SpaltungeinesAtoms sind Masseund Enegie fur sichgenommerkeineswes
invariant.

Esist nutzlich, bei der Analysevon Aufgabenundin der Konstruktionvon Invariantenauf solche
Begriffe zuriickzugreifenlch werdespaterdenBegriff der Enegie gebrauchenindzwar nicht, weil
eseinenexakteninhaltlichenZusammenhangebenwird, sondernweil ich die zahlreichemssozia-
tionenausnutzemdochte die SieandiesenBegriff knupfen.

Beispid 1. Wir entfernerauseinemQuadratvon 8 x 8— Feldernzweieinandegegeniiberligende
Ecken. Die Aufgabelautetnun: Kann mandasibriggebliebend-eld mit Dominosteinerder GroR3e
1 x 2 luckenlosund Uberlappungsfreilberdeckn (Abb. 9)? Dies stellt sich als ziemlich schwierig
heraus Wir kdnnendie Aufgabevariierenund allgemeinerRechteck der Kantenlangenn und n



Abbildung9.

betrachtenWennm undn beideungeradesind, soist die Losungder Aufgabeoffenbarunmaglich,
weil die Anzahlm - n — 2 dertbriggebliebenefelderungeradest. (Nebenbesindwir hier ibereine
ganzeinfachelnvariantegestolpertdie Paritat(gerade/ungeradeer Felderanzahdindertsichbeider
BeleggungdurchDominosteinenicht, weil jederSteineinegeradeAnzahlvon Feldernabdeckt. Falls
andererseitsn geradeundn ungeradest, sokannmanganzsystematiscirorgehenundeineL6sung
angebenAus demfolgendenBild fur denFall m = 6 undn = 9 wird der Algorithmussofortklar:

Abbildung10.

EsbleibtderFall, dassn undn beidegeradesind. Hatteich die urspriinglicheAufgabeetwasanders
formuliert, so waredie Lésungvielleicht sofortklar gevorden:Ich habedasWort Schachbrettdas
bei einem8 x 8—Feld eigentlichnahgeleggen hatte, bevul3t vermieden Also noch einmal dieselbe

Aufgabemit einemSchachbrett:



Abbildung11.

Dawir zweiwei3eEcken entfernthabenpleibenauf demBrett 32 schwarzeFelder abernur 30
weilReFelderiibrig: esentstehein Uberschusson 2 schwarzenFeldern JedemDominosteinwird aber
immergenauein schvarzesundein weiResFeldabdeckn, egal wie wir ihn platzierenunddamitam
Uberschussichts andern.Eine Uberdeckunglurch Dominosteindst alsodeshalbunmaglich,weil
bei vollstandigerUberdeckungder Uberschusgyleich 0 — 0 = 0 sein miisste.DasselbeArgument
funktioniertnatirlichauchfir denallgemeinerfall von beliebigengeraderzahlenm undn.

Die Invariante die hier zur Losungfuhrt, ist die Differenz

AnzahlderschwarzenSteine — Anzahlderweif3enSteine.

DasVerschwinderdieserlnvarianteist aberfir allgemeinerd=lachenals die obenbetrachteterein
zwar notwendigesaberkein hinreichendeXriterium, wie man sich an einfachenKonstellationen
leichtklar macht.

Beispid 2. Mit demerstenBeispiel verwandtist die EulerschePolyederformel/Wennmandie
Oberflacheeiner Kugel mit einemNetz aus Polygonflacheniberzieht,oder etwas allgemeinerein
korvexesPolyedetbetrachtetsogilt bekanntlichfir die AnzahlenderEcken,KantenundFlacherdie
Formel

E-K+F=2.

Die alternierend&summeauf derlinken Seitebezeichnetnanals die Eulercharakteristikler Sphéare.
Die Formellasstsichwie folgt benveisenWir projizierendasNetzderKantendurchZentralprojektion
von einemPunktaus,deraufkeinerKanteliegt, in die Ebene Die ProjektioneinesWiirfelssiehtetwa
soaus:



Abbildung12.
Wir wollen nundie folgendenZiigezur VeranderunginesebenerGrapherzulassen:

1. Die ZusammenziehunginerKante,die verschieden®unkteverbindet,zu einemPunkt.Dabei
verschwindetineKanteundihre beidenEndpunkteverschmelzezu einemPunkt.Die Bilanz
istsomittB'! =F -1, K'=K—-1,F'=F.

2. EntferneneinerKante,derenEndpunktegleich sind. DabeiverschwindetlieseKante,und die
beidenbisherdurchdie Kantegetrennterverschiedene@ebieteverschmelzerEsergebensich
alsodie folgendenveranderungen®’ = £, K'= K — 1, F' = F — 1.

Entscheidendst, dasssich bei beidenZiigendie Eulercharakteristiéy — K + F nichtandertsieist
einelnvarianteunterdiesenzZigen.

Mit diesenbeidenZiigenkannmananfangen einengegebenerGrapherzu vereinfichen.Indem
mandenerstenZug auf drei derinnerenKantendesWirfelgraphenAbb. 12) anwendeterhaltman
nacheinandedie Bilder

Abbildung13. Abbildung 14. Abbildung15.

undeineAnwendungdeszweitenZugsauf die geschlossenianteemibt



Abbildung16.

Mankannsoweitermachenbisnurnochein Punktibrigbleibt. OffensichtlichkanndurchdieseZige
jedeszusammenhangen@ébeneGraphennetin endlichvielenZigenaufeineneinzelnenginsamen
Punktreduziertwerden NebendemPunktbleibt noch— nichtzu vergessent die Ebenedarumherum
Ubrig. Die EulercharakteristilerrechnesichamEndezu1l — 0 + 1 = 2, alsowar sievon Anfangan
gleich2.

Beispiel 3. DasfolgendeSpielstammtvon Maxim Kontseich. Wir spielenaufeinemQuadranten
der Ebene,der nachrechtsund nach obenunberenztist, und denwir in lauter Einheitsquadrate
zerlggen.Es gibt nur eine Spielregel: Wenndie beidenPlatzerechtsund oberhalbeinesSteinsnicht

Abbildung17.

belegt sind, so kannmanden Steinentfernenund auf die beidenbisherfreien Felderje einenStein
setzen(Abb. 17). Kontserichs Aufgabelautetwie folgt:



Gagebensei die Anfangsstellungbei nur ein Stein auf dem Brett sitzt, und zwar in der linken
unterenEcke. Ist esmdglich, durchgeschickteziigedie sechs~elder die in derEcke eine Treppeder
Breiteund Héhe 3 bilden, vollstdndigvon Steinernzu befreien?

Die folgenderBilder zeigenZwischenstadiebei einemVersuchdazu:

Abbildung18.

Man ahntesschon:Konts&ichs Aufgabelasstsichnichtésen.Aber wie bewveistmandas?

Versucherwir im SinnediesesVortragsvorzugehenGibt eseine Invariante?Kénnenwir jeder
Stellungeine Zahl zuordnendie sich nicht &ndert,wenn man Kontseichs Regeln folgt? Und jetzt
kommeich auf denBegriff der Enegie zurtick: Konnenwir jedemSteineine (potentielle)Enegie
zuordnendievon seinerLageabhangtundzwar so,dasdie Enegie derbeidenSteine die beijedem
Zug entstehenzusammengenommeenausarof3ist wie die Enegie desSteins,denwir entfernen?
Nun ja, dasgingewohl, wenndie Enegie jedesneuenSteinshalb so grof3ist wie die Enegie des
gegebenersteins Machenwir einenAnsatzundgebendemFeldin derlinkenunterenEcke denWert
1. Dann missendie beidenFelderauf der Diagonalendaneberjeweils denWert 1/2 belommen,
unddie drei Felderauf der nachsterDiagonalendenWert 1/4. Allgemeiner:Wennwir denFeldern
ganzzahligekoordinaten(z, y) gebenund zwar so, dassdasEckfeld die Koordinaten(0, 0) hat, so
bedeutetinserAnsatz dassin SteinaufdemFeld(z, y) die Enegie 1/2¥ bekommt.Die Verteilung
derEnegiewertesiehtdemnaclhsoaus:
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Abbildung19.

Bei Spielbginn hatdie Ausgangstellundie Gesamtengjie 1. Bei allenZiigenandertsichdie Ge-
samtenggie nie. In diesemModell gilt alsodie EnegieerhaltungJetztwollen wir annehmenkont-
sevichs AufgabelieResichldsen. WelcheEnegie kanneineStellungmaximalhabenwenndie kleine
Treppelinks untenunbesetztst? Nun, im bestmdglicherialle ist dasgesamtdibrige Spielfeld mit
SteinenbesetztNur auf denbeidenRandstreiferkannjeweils immer nur ein Steinstehen(warum?),
undwenner maximaleEnegie habensoll, somusser auf demviertenFeld sitzenbleiben(Abb. 20).
DiesebeidenRandsteindabeneweils die Enegie 1/8, zusammengenommaisol /4. Dasist genau
die Enegie desmittleren Steinsauf der zweitenDiagonalen Es rechnetsich alsoleichter wennwir
die Gesamtengie derKonfigurationin Abb. 21 berechnen:
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Abbildung 20. Abbildung21.
Der BeitragdererstenReiheist L1 .
TRt T Ty

Fur jede weitere Reiheverkleinertsich der Beitrag um den Faktor % Der Beitragaller Reihenzur

Gesamtengjie ist also
1 1 1
—+-4+=-4...=1
2+4+8+
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Dasist genauswiel wie in der AusgangsstellungAllerdings habenwir zur VereinichungderRech-
nungdie Annahmegemachtdassauf demFeld unendlichviele Steineliegen.Dasist aberbei einer
endlichenAnzahlvon Ziigengar nicht wahr. Dasheif3t,die Enegie bei jederzulassigerstellung,die
Konts&ichs Aufgabeltsenwirde,wérestrengkleinerals1. Daskannnichtsein.

EsgabkeinerleiinhaltlichenGrund,denBegriff der Enegie ins Spielzu bringen,ich hatteauch
abstrakivon einerFunktion F' sprecherkénnendie jederBelegungdesFeldes

s: N = {0,1}

einenWert

R - 3 ey
(z,y)EN

zuordnet Aber dasist eigentlicheinea posterioriUberlegung. Solangeich nochgar nicht weil3, wie
ich agumentiererwill, wareesabsurd so etwas Komplizierteswie die Funktion F' hinzuschreiben
und damitarbeitenzu wollen. Indemich ,Enemie” statt,F* sagewecke ich bei lhnenund bei mir
selbstbestimmtevorstellungerund Assoziationengdie mit demEnegiebayriff vertundensind, etwa
dasgdie Enegie vonderLageeinesSteinsabhdngtsowie die potentielleEnegie eineshochgehobe-
nenSteinsvon derHéheabhangtpderdassdie Gesamtengie einesSystemssichadditv ausseinen
Teilenzusammensetz¥Wohlgemerktwennwir denBeweis ersteinmalgefunderhabenst der Be-
griff Uberflissigabersolangewir nochnacheinerLésungsuchenkannunsdie richtige Assoziation
zur Lésungbringen,die falschein eineSackgasse.

Wir mussemochdie Aufgabevon Conway l6sen.In der Stellungin Abbildung8 hatesein Stein
geschdt, auf die vierte Reihe iber dem Horizont zu gelangenDabeiist ein gro3esLoch in den
Steineorrat gerisserworden. JederVersuchweiterzugeheritihrt zu immer gré3erenLéchern, die
mangar nicht schnellgenugauftllen kann.NacheinerWeile gibt manauf. Eswird dannZeit, die
Hypotheseaufzustellendassesgarnichtmaoglichist, einenSteinauf die flinfte Reihezu bekommen.
Die eigentlicheFragelautetdann:Wie kannmandasbewneisen?

UnsereDiskussionder Aufgabevon Kontseich legt esnahe jedembelggtenFeldeine Energie”
zuzuordnendie sichbei Springemichtandert AngenommenesgébeeineStellung,in derein Stein
aufderfunftenReihesitzt. Wir gebendenFeldernganzzahlig&koordinaten(z, y), und zwar so,dass
der Steinauf derfiinften Reihedie Koordinaten(0, 5) erhéltund die Steineauf der Horizontlinie die
Koordinatenz, 0) habenDawir irgendvo einenAnfangmachermissengebenwir demFeld (0, 0)
die Enegie £(0,0) = 1. Ein Sprungnachobensoll die Enegie nichtandernd.h.wir verlangen

E(z,y—1)+ E(z,y) = E(z,y+1).

Damitist die Funktion E nochlangenicht festgelgt. Erstwennwir fir o :== E(0,—1) einenbelie-
bigenWert wahlen,liegt die Funktion E' zumindesffr alle Felder(0, y) fest. Wie wir « zu wéhlen
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haben,ist zunachsticht klar. Nun kann man sich entwederdaranerinnern,dassbei einer Rekur

sionu,+1 = u, + u,—1 Mit beliebigenpositven Startwertendas Verhaltnisw,, .1 /u,, gegenden
GoldenenSchnittkorvergiert. Oder manverlangtausinstinkt oderausasthetischerriinden,dass
sichbei Verschiebing desgesamtergpielfeldesum eineReihenachobenodernachuntenalle Ener

giewerte nur um denselberganzzahligerFaktor &ndern.Beide Anséatzefiihrendazu,den Goldenen
Schnitta = (v/5 — 1)/2 = 0,618... zu wahlen,der die Relation1 + o = o~ ! erfillt. Daser

gibt E(0,y) = a~¥. Wir springenaberauchvon rechtsnachlinks. Das fuhrt uns auf den Ansatz
E(z,y) = o Y. Spatestengetzt habenwir aberein Problem:Spriingenachobenoder nachlinks

erhaltendie Enegie, aberbei Spriingemachuntenodernachrechtssinkt die Enegie! Nun, Springe
nachuntensind, so sagtdie Spielerahrung,sowvieso ungunstig.Aber bei Springenzur Seite ent-

scheidenichtdie Richtung,ob sie brauchbasind odernicht, sonderrdie Frage,ob sie zur Mitte hin

ausgefiihriverden,odernachauRenDer neueAnsatzE(x,y) = «'*I~¥ tragtdemRechnungDie

BelegungdesFeldesmit Enegiewertensiehtsoaus:

1 a_l

« 1 |1 1 o

a4 Oé3 012 a3 4

Abbildung22.

Darausegibt sich leicht die Gesamtengie der AusgangsstellungDie Enegie aller Felderauf der
HalbgerademnterhalbdesUrsprungsst
1 1
1—|—a+a2+a3+...:— = =q 2
l1—« o
die Enegie aller Felderalso

a? (1420+20% 422 +...)=2a"*—a?=a".

Dasist geradadie Enegie desFeldes(0, 5). Wir agumentieremunso: Die Enegie der Anfangsstel-
lung betragte—°. Bei jedemZug bleibt die Enegie erhaltenodersinkt. Da stetsnochunendlichviele
Steinemit positiver Enegie lbrigbleiben kannkein Steindie gesamteEnegie o~ fiir sich allein
habenlnsbesonderkannniemalsein SteinaufdemFeld (0, 5) sitzen.

In diesemBeispielwarenwir gezwungendie urspringlichddeederInvariantenaufzugebenbie
von uns definierteEnegie blieb bei ungunstigenZiuigennicht erhalten.Eine passenderdetapher
ware,wennwir bei physikalischerBegriffen bleibenwollten, die Entropiegevesenundich hatteei-
gentlichehervoneiner,Subinvarianten“sprechemusseralsvon einerinvarianten Aber heuristische
Prinzipiensind ebennur solangebrauchbarwie siezum Erfolg fihren.Ich fassezusammen:
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Die Suchenachinvariantend.h.nachGro3endie beiSpielziigenbei Symmetrieoperationerder
beidynamischeVeranderungearveréanderlictbleiben kannwesentlichzur AnalyseeinesProblems
undzumAuffindenseinerLosungbeitragenBei der KonstruktioneinerInvariantenkanneshilfreich
sein,sichvon auRermathematisch&wegriffen unddendamitvertbundenerErfahrungerund Assozia-
tionenleitenzu lassenwie zum BeispieldenphysikalischerGrof3enLadung,Enegie oderEntropie.
Wie bei jederHeuristikwird eineldeedurchdenErfolg gerechtfertigtdie Zensurscherajie mathe-
matischungesichertéAnnahmensofort verbietet,darf erstganzzum SchlussansetzenZunachsist
alleserlaubt.

Anmerkungen:

1) WahrenddesVortrageskam die Frageauf, ob es denngerechtfertigtwar, in Conways Bei-
spiel Spriingevon obennachuntenalsungiinstigzu verwerfen schlie3lichgébeesja auchim Schach
Zuge, die zundchsungunstigaussahemaberlangfristig zum Sieg fuhrten, etwa FigurenopferDass
ich Springenachunten,oderin ahnlicherWeise Spriingevon der Mitte nachauf3enals ungiinstig
beurteilthabe war zunéchseinfacheineEinschétzunggdie nichtlogisch,sondermur durchSpieler
fahrungbegriindetwar. Indemesmir abergelang,eine subirvarianteEnegiefunktion zu definieren,
die unszur Lésungder Aufgabefihrte ist dieseEinschatzungnamlich,dassich solcheZiige ver-
nachlassigewarf, im Nachhineindurchden Erfolg gerechtfertigtOhnedenErfolg hattesich diese
AuffassungunterUmstanderals ein unbegriindetes/orurteil herausstellekénnen.Sieheletzter Ab-
satzdesTextes.

2) Ich bin nachdemVortragauf ein Buchaufmerksangemachworden,in demgleichim ersten
KapitelInvarianzalsheuristische®rinzipbeimL&senvon mathematischeAufgaberbehandeltvird:
Arthur Engel:Problem-Solvingstratgies(ProblemBooksin Mathematics)
SpringerVerlag1998,ISBN 0387982191.
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