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SehrgeehrteDamenundHerren!

LassenSiemich mit einerAufgabebeginnen.Die meistenvon IhnenkennenvermutlichdasEin-

siedlerspiel.Auf einemkreuzförmigenSpielbrettaus33Feldernliegen32Spielsteine;dasFeldin der

Mitte bleibt frei (Abb. 1). Nun darf gezogenoderehergesprungenwerden:bei jedemZug darf mit
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Abb. 1: Grundstellung Abb. 2: Nachzwei Zügen

einembeliebigenSteinparallelzu denAchsendesSpielfeldesübereinenNachbarsteingesprungen

werden,wenndasFeld dahinterfrei ist. Der übersprungeneSteinwird entfernt.Nachzwei Zügen

kanndasBrett etwa soaussehenwie in Abbildung2. Am Endesoll nur ein Spielsteinübrig bleiben

undzwar aufdemFeldgenauin derMitte desSpielbretts.Ich will nunnicht überdiesesGeduldspiel

reden,sondernüberdie folgendeVariante,die von JohnConway stammt.

Conway ersetztzunächstdaskreuzförmigeSpielbrettdurchein nachallen Seitenunbegrenztes

Feld.Als Ausgangsstellungbelegenwir alleFelderunterhalbeinergedachtenwaagerechtenLinie mit

Spielsteinen(Abb. 3). Wir habenein Meer von Steinenvor unsund nennendie obersteReiheder

Kürze wegendenHorizont.Nun spielenwir nachdenaltenRegeln. Für denerstenZug habenwir

im Wesentlichen,d.h.bis auf die offensichtlicheSymmetrie,nur eineMöglichkeit. Nachdrei Zügen

kanndasFeldsoaussehenwie in Abbildung4.
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Abbildung3: Grundstellungin ConwaysAufgabe
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Abbildung4: NachdreiZügen

Unddasist ConwaysFrage:

Wie hochüberdenHorizontkannein Spielsteingelangen?

OhneeinigesExperimentierenist esschwer, dasErgebnisvorherzusagen.Manchewerdenangesichts

desunendlichenVorratsanSpielsteinenspontansagen,mankämebeliebigweit. Die Abbildungen5

bis8 zeigen,wie esweitergehenkönnte.Dabeiwird schnellklar, dassesnichtganzsoeinfachist und

dassdasProblemdarinbesteht,dieSpielsteineauchzur Baustellezu bekommen:
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Abbildung5: Nach7 Zügen.
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Abbildung6: Nach12 Zügen.
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Abbildung7: Nach15Zügen.
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Abbildung8: Nach20 Zügen.
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In diesemVortragmöchteich übereinheuristischesPrinzipreden,dasbeivielenmathematischen

Fragestellungenfruchtbarist: Die Suche nach Invarianten. Ich will dasThemamit Beispielenerläu-

ternundhoffe,dassdabeidieallgemeinenPrinzipiendeutlichwerden.Ich habeversucht,dieBeispiele

möglichstallgemeinverständlichzu wählen,ganzkonnteich aufRechnungennichtverzichten.

Sie,meineDamenundHerren,habenjetzt die Wahl,mir entwederweiterzuzuhörenoder, wenn

derVortraganSpannungverliert,sichganzdemConwayschenProblemzu widmen.

Da ich überInvarianzalsheuristischesPrinzipredenwill, kannich keinemathematischeDefiniti-

onvoranstellen,sondernnureineumgangssprachliche,diezudemrechtvageausfallenmuss,wennsie

aufvieleBeispieleanwendbarseinsoll. Ich will in derSprachederBrettspielereden,dieÜbertragung

in gänzlichandereGebietefällt nichtschwer, wenndasPrinzipklar ist.

Ein SpielbesteheauseinerAusgangsstellung(vonSpielsteinenaufeinemSpielbrett)undSpielre-

geln,diefestlegen,welcheVeränderungen(Spielzüge)zulässigsindundwelchenicht.EineInvariante

einerStellungist eineGröße(eineZahl, ein Vektor, eineRestklasse,ein Polynometc.),die nur von

der jeweiligen Stellungabernicht vom bisherigenSpielverlauf abhängtund die sich bei zulässigen

Zügennicht ändert.

Aus dieserFestlegungergibt sich sofort dasFolgende:Ist manvon einerStellungA mit regel-

rechtenZügenzu einerStellungB gelangt,sohabenalle Invariantenin A undB denselbenWert. Im

Umkehrschlussheißtdas:Hat maneineInvariantegefunden,die in A undB verschiedeneWertean-

nimmt,soist esunmöglich,mit zulässigenZügenvon A nachB zu gelangen.Wichtig ist dabei,dass

esauf dengenauenSpielverlauf von A nachB überhauptnicht ankommt.Zugleichist die Warnung

angebracht,dassdieGleichheitvon Invariantenkein hinreichendesKriterium seinkann.Dazugibt es

logischkeinenGrundundin derPraxiszahlreicheGegenbeispiele.

InvariantensindunsübrigensausdenanderenNaturwissenschaftenwohl bekannt.Die Erhaltung

derGesamtmassebeichemischenVorgängen,dieErhaltungderEnergiebeinichtatomarenVorgängen,

die Impulserhaltung,die Ladungserhaltungetc. sind fundamentaleErgebnisseder Chemieund der

Physik.BeachtenSie,dassdieseErhaltungssätzejeweilsauchnurbeiEinhaltunggewisserSpielregeln

gültig sind.Bei der SpaltungeinesAtoms sind Masseund Energie für sich genommenkeineswegs

invariant.

Esist nützlich,beiderAnalysevon Aufgabenundin derKonstruktionvon Invariantenauf solche

Begriffe zurückzugreifen.Ich werdespäterdenBegriff derEnergie gebrauchen,undzwar nicht,weil

eseinenexakteninhaltlichenZusammenhanggebenwird, sondernweil ich die zahlreichenAssozia-

tionenausnutzenmöchte,die SieandiesenBegriff knüpfen.

Beispiel 1. Wir entfernenauseinemQuadratvon ����� – Feldernzweieinandergegenüberliegende

Ecken.Die Aufgabelautetnun: Kann mandasübriggebliebeneFeld mit Dominosteinender Größe� �	� lückenlosund überlappungsfreiüberdecken (Abb. 9)? Dies stellt sich als ziemlich schwierig

heraus.Wir könnendie Aufgabevariierenund allgemeinerRechtecke der Kantenlängen
 und �
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Abbildung9.

betrachten.Wenn 
 und � beideungeradesind,so ist die LösungderAufgabeoffenbarunmöglich,

weil dieAnzahl 

������� derübriggebliebenenFelderungeradeist. (Nebenbeisindwir hierübereine

ganzeinfacheInvariantegestolpert:dieParität(gerade/ungerade)derFelderanzahländertsichbeider

BelegungdurchDominosteinenicht,weil jederSteineinegeradeAnzahlvon Feldernabdeckt.)Falls

andererseits
 geradeund � ungeradeist, sokannmanganzsystematischvorgehenundeineLösung

angeben.Aus demfolgendenBild für denFall 
���� und ����� wird derAlgorithmussofortklar:

Abbildung10.

EsbleibtderFall, dass
 und � beidegeradesind.Hätteich dieursprünglicheAufgabeetwasanders

formuliert, so wäredie Lösungvielleicht sofort klar geworden:Ich habedasWort Schachbrett,das

bei einem ����� –Feldeigentlichnahegelegen hätte,bewußt vermieden.Also nocheinmaldieselbe

Aufgabemit einemSchachbrett:
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Abbildung11.

Da wir zwei weißeEckenentfernthaben,bleibenauf demBrett 32 schwarzeFelder, abernur 30

weißeFelderübrig:esentstehteinÜberschussvon2 schwarzenFeldern.JederDominosteinwird aber

immergenaueinschwarzesundeinweißesFeldabdecken,egalwie wir ihn platzieren,unddamitam

Überschussnichtsändern.Eine ÜberdeckungdurchDominosteineist alsodeshalbunmöglich,weil

bei vollständigerÜberdeckungder Überschussgleich 0 – 0 = 0 sein müsste.DasselbeArgument

funktioniertnatürlichauchfür denallgemeinenFall von beliebigengeradenZahlen
 und � .
Die Invariante,die hier zur Lösungführt, ist die Differenz

AnzahlderschwarzenSteine – AnzahlderweißenSteine.

DasVerschwindendieserInvarianteist aberfür allgemeinereFlächenals die obenbetrachtetenein

zwar notwendiges,aberkein hinreichendesKriterium, wie man sich an einfachenKonstellationen

leicht klar macht.

Beispiel 2. Mit demerstenBeispielverwandt ist die EulerschePolyederformel: Wennmandie

Oberflächeeiner Kugel mit einemNetz ausPolygonflächenüberzieht,oder etwas allgemeinerein

konvexesPolyederbetrachtet,sogilt bekanntlichfür dieAnzahlenderEcken,KantenundFlächendie

Formel � �	��� �!���#"
Die alternierendeSummeauf derlinkenSeitebezeichnetmanalsdie EulercharakteristikderSphäre.

Die Formellässtsichwie folgt beweisen:Wir projizierendasNetzderKantendurchZentralprojektion

voneinemPunktaus,deraufkeinerKanteliegt, in dieEbene.Die ProjektioneinesWürfelssiehtetwa

soaus:
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Abbildung12.

Wir wollennundie folgendenZügezurVeränderungeinesebenenGraphenzulassen:

1. Die ZusammenziehungeinerKante,die verschiedenePunkteverbindet,zueinemPunkt.Dabei

verschwindeteineKanteundihrebeidenEndpunkteverschmelzenzu einemPunkt.Die Bilanz

ist somit:

��$ � � � � , � $ �%�&� � , � $ �%� .

2. EntferneneinerKante,derenEndpunktegleichsind.DabeiverschwindetdieseKante,unddie

beidenbisherdurchdieKantegetrenntenverschiedenenGebieteverschmelzen.Esergebensich

alsodie folgendenVeränderungen:

��$ � � , � $ �%�&� � , � $ �%�'� � .
Entscheidendist, dasssichbei beidenZügendie Eulercharakteristik

� �(���)� nicht ändert,sieist

eineInvarianteunterdiesenZügen.

Mit diesenbeidenZügenkannmananfangen,einengegebenenGraphenzu vereinfachen.Indem

mandenerstenZug auf drei der innerenKantendesWürfelgraphen(Abb. 12) anwendet,erhältman

nacheinanderdie Bilder

Abbildung13. Abbildung14. Abbildung15.

undeineAnwendungdeszweitenZugsaufdie geschlosseneKanteergibt
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Abbildung16.

Mankannsoweitermachen,bisnurnocheinPunktübrigbleibt.OffensichtlichkanndurchdieseZüge

jedeszusammenhängendeebeneGraphennetzin endlichvielenZügenaufeineneinzelnen,einsamen

Punktreduziertwerden.NebendemPunktbleibtnoch– nichtzuvergessen!– dieEbenedarumherum

übrig.Die EulercharakteristikerrechnetsichamEndezu
� �(*+� � �!� , alsowar sievon Anfangan

gleich � .
Beispiel 3. DasfolgendeSpielstammtvonMaxim Kontsevich. Wir spielenaufeinemQuadranten

der Ebene,der nachrechtsund nachobenunbegrenzt ist, und den wir in lauter Einheitsquadrate

zerlegen.Esgibt nur eineSpielregel: Wenndie beidenPlätzerechtsundoberhalbeinesSteinsnicht

� ,
,

�
�

�
�

�

-
.

Abbildung17.

belegt sind,so kannmandenSteinentfernenundauf die beidenbisherfreienFelderje einenStein

setzen(Abb. 17).KontsevichsAufgabelautetwie folgt:
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Gegebensei die Anfangsstellung,bei nur ein Steinauf demBrett sitzt, und zwar in der linken

unterenEcke.Ist esmöglich,durchgeschickteZügediesechsFelder, die in derEckeeineTreppeder

BreiteundHöhe3 bilden,vollständigvon Steinenzu befreien?

Die folgendenBilder zeigenZwischenstadienbei einemVersuchdazu:
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Abbildung18.

Manahntesschon:KontsevichsAufgabelässtsichnicht lösen.Aberwie beweistmandas?

Versuchenwir im SinnediesesVortragsvorzugehen:Gibt eseineInvariante?Könnenwir jeder

StellungeineZahl zuordnen,die sich nicht ändert,wennmanKontsevichs Regeln folgt? Und jetzt

kommeich auf denBegriff der Energie zurück:Könnenwir jedemSteineine(potentielle)Energie

zuordnen,dievonseinerLageabhängt,undzwarso,dassdieEnergiederbeidenSteine,diebei jedem

Zugentstehen,zusammengenommengenausogroßist wie die Energie desSteins,denwir entfernen?

Nun ja, dasgingewohl, wenndie Energie jedesneuenSteinshalb so großist wie die Energie des

gegebenenSteins.Machenwir einenAnsatzundgebendemFeldin derlinkenunterenEckedenWert

1. Dann müssendie beidenFelderauf der Diagonalendanebenjeweils den Wert
�0/ � bekommen,

unddie drei Felderauf dernächstenDiagonalendenWert
�0/21

. Allgemeiner:Wennwir denFeldern

ganzzahligeKoordinaten3547698;: geben,undzwar so,dassdasEckfeld die Koordinaten3<*;6=*>: hat,so

bedeutetunserAnsatz,dasseinSteinaufdemFeld 3547698#: dieEnergie
�0/ �@?0ACB bekommt.DieVerteilung

derEnergiewertesiehtdemnachsoaus:
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�0/ �
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�0/21
�0/21

�0/21

�0/ �
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�0/ �
�0/ �

�0/D� �
�0/D� �

�0/D� �
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�0/FE �
�0/FE �
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�0/ � 1
�0/ � 1

�0/ � 1

Abbildung19.

Bei SpielbeginnhatdieAusgangstellungdieGesamtenergie1.Bei allenZügenändertsichdieGe-

samtenergie nie. In diesemModell gilt alsodie Energieerhaltung.Jetztwollen wir annehmen,Kont-

sevichsAufgabeließesichlösen.WelcheEnergiekanneineStellungmaximalhaben,wenndiekleine

Treppelinks untenunbesetztist?Nun, im bestmöglichenFalle ist dasgesamteübrigeSpielfeldmit

Steinenbesetzt.Nur auf denbeidenRandstreifenkannjeweils immernur ein Steinstehen(warum?),

undwenner maximaleEnergie habensoll, somusser auf demviertenFeldsitzenbleiben(Abb. 20).

DiesebeidenRandsteinehabenjeweilsdieEnergie
�0/ � , zusammengenommenalso

�0/21
. Dasist genau

die Energie desmittlerenSteinsauf derzweitenDiagonalen.Esrechnetsichalsoleichter, wennwir

die Gesamtenergie derKonfigurationin Abb. 21 berechnen:

G G G G G
G G G G G
G G G G G
G G G G G

G G G G

G

G
G G G G G
G G G G G
G G G G G
G G G G G
G G G G G

H

H

I I I I J
KKKK L

Abbildung20. Abbildung21.

DerBeitragdererstenReiheist �1 � �� �
�� � �%"M"M">�

�
� "

Für jedeweitereReiheverkleinertsich der Beitragum denFaktor NO . Der Beitragaller Reihenzur

Gesamtenergie ist also �
� �

�1 � �� �%"M"M">� � "
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Dasist genausoviel wie in derAusgangsstellung!Allerdingshabenwir zur VereinfachungderRech-

nungdie Annahmegemacht,dassauf demFeldunendlichviele Steineliegen.Dasist aberbei einer

endlichenAnzahlvon Zügengarnicht wahr. Dasheißt,die Energie bei jederzulässigenStellung,die

KontsevichsAufgabelösenwürde,wärestrengkleinerals
�
. Daskannnicht sein.

EsgabkeinerleiinhaltlichenGrund,denBegriff derEnergie ins Spielzu bringen,ich hätteauch

abstraktvon einerFunktion � sprechenkönnen,die jederBelegungdesFeldes

PRQFS OTRUWV *;6 �@X
einenWert �Y3 P :Z� [\ ?F] B_^5`@acbd

P 3547698#:� ?0ACB
zuordnet.Aber dasist eigentlicheinea posterioriÜberlegung.Solangeich nochgarnicht weiß,wie

ich argumentierenwill, wäreesabsurd,so etwasKomplizierteswie die Funktion � hinzuschreiben

unddamit arbeitenzu wollen. Indemich „Energie“ statt„F“ sage,wecke ich bei Ihnenund bei mir

selbstbestimmteVorstellungenundAssoziationen,die mit demEnergiebegriff verbundensind,etwa

dassdieEnergie vonderLageeinesSteinsabhängt,sowie diepotentielleEnergie eineshochgehobe-

nenSteinsvon derHöheabhängt,oderdassdie Gesamtenergie einesSystemssichadditiv ausseinen

Teilenzusammensetzt.Wohlgemerkt:wennwir denBeweisersteinmalgefundenhaben,ist derBe-

griff überflüssig,abersolangewir nochnacheinerLösungsuchen,kannunsdie richtigeAssoziation

zur Lösungbringen,die falschein eineSackgasse.

Wir müssennochdieAufgabevon Conway lösen.In derStellungin Abbildung8 hatesein Stein

geschafft, auf die vierte Reiheüber dem Horizont zu gelangen.Dabei ist ein großesLoch in den

Steinevorrat gerissenworden.JederVersuchweiterzugehenführt zu immer größerenLöchern,die

mangarnicht schnellgenugauffüllen kann.NacheinerWeile gibt manauf. Es wird dannZeit, die

Hypotheseaufzustellen,dassesgarnichtmöglichist, einenSteinaufdie fünfteReihezubekommen.

Die eigentlicheFragelautetdann:Wie kannmandasbeweisen?

UnsereDiskussionderAufgabevon Kontsevich legt esnahe,jedembelegtenFeldeine„Energie“

zuzuordnen,diesichbeiSprüngennichtändert.Angenommen,esgäbeeineStellung,in dereinStein

aufderfünftenReihesitzt.Wir gebendenFeldernganzzahligeKoordinaten3547698;: , undzwarso,dass

derSteinauf derfünftenReihedie Koordinaten3<*;6fec: erhältunddie Steineauf derHorizontliniedie

Koordinaten35476=*>: haben.Dawir irgendwo einenAnfangmachenmüssen,gebenwir demFeld 3<*;6=*>:
die Energie

� 3<*;6=*>:g� � . Ein Sprungnachobensoll die Energie nichtändern,d.h.wir verlangen� 354h698�� � :i� � 354h698#:j� � 354h698k� � :l"
Damit ist die Funktion

�
nochlangenicht festgelegt. Erstwennwir für m Q � � 3<*;6_� � : einenbelie-

bigenWert wählen,liegt die Funktion

�
zumindestfür alle Felder 3<*;698#: fest.Wie wir m zu wählen
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haben,ist zunächstnicht klar. Nun kannman sich entwederdaranerinnern,dassbei einerRekur-

sion npo A N �qnpor�'npots N mit beliebigenpositiven StartwertendasVerhältnis npo A N / npo gegen den

GoldenenSchnitt konvergiert. OdermanverlangtausInstinkt oderausästhetischenGründen,dass

sichbei VerschiebungdesgesamtenSpielfeldesum eineReihenachobenodernachuntenalle Ener-

giewertenur um denselbenganzzahligenFaktor ändern.BeideAnsätzeführendazu,denGoldenen

Schnitt mu�v3�w ex� � : / �y�z*;6f� � ��"M"M" zu wählen,der die Relation
� �!mu�{m s N erfüllt. Daser-

gibt

� 3<*;698;:|�}m s B . Wir springenaberauchvon rechtsnachlinks. Das führt unsauf denAnsatz� 354h698#:~��m�? s B . Spätestensjetzt habenwir aberein Problem:Sprüngenachobenodernachlinks

erhaltendie Energie,aberbei Sprüngennachuntenodernachrechtssinkt die Energie! Nun,Sprünge

nachuntensind, so sagtdie Spielerfahrung,sowieso ungünstig.Aber bei Sprüngenzur Seiteent-

scheidetnicht die Richtung,ob siebrauchbarsindodernicht,sonderndie Frage,ob siezur Mitte hin

ausgeführtwerden,odernachaußen.Der neueAnsatz

� 3547698#: Q ��m�� ? � s B trägt demRechnung.Die

BelegungdesFeldesmit Energiewertensiehtsoaus:

m s O
m s N

m s N
m s N

m s N
�

�
�

�
�

�

m
m

m

m
m

m

m O
m O

m O

m O
m O

m O

m��
m �

m��
m �

m�� m��
Abbildung22.

Darausergibt sich leicht die Gesamtenergie der Ausgangsstellung:Die Energie aller Felderauf der

HalbgeradenunterhalbdesUrsprungsist� �ym��ym O �ym � �%"M"M">� �� ��m �
�
m O ��m s O 6

die Energie allerFelderalso

m s O �c3 � �y��m��y��m O �y��m � �%"M"M"�:j����m s � ��m s O ��m s�� "
Dasist geradedieEnergie desFeldes3<*;6fec: . Wir argumentierennunso:Die Energie derAnfangsstel-

lungbeträgtm s�� . Bei jedemZugbleibt dieEnergie erhaltenodersinkt.Dastetsnochunendlichviele

Steinemit positiver Energie übrigbleiben,kannkein Steindie gesamteEnergie m s�� für sich allein

haben.Insbesonderekannniemalsein SteinaufdemFeld 3<*;6fec: sitzen.

In diesemBeispielwarenwir gezwungen,dieursprünglicheIdeederInvariantenaufzugeben:Die

von uns definierteEnergie blieb bei ungünstigenZügennicht erhalten.Eine passendereMetapher

wäre,wennwir bei physikalischenBegriffen bleibenwollten,die Entropiegewesen,undich hätteei-

gentlichehervoneiner„Subinvarianten“sprechenmüssenalsvoneinerInvarianten.Aberheuristische

Prinzipiensindebennursolangebrauchbar, wie siezumErfolg führen.Ich fassezusammen:
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Die SuchenachInvarianten,d.h.nachGrößen,diebeiSpielzügen,beiSymmetrieoperationenoder

beidynamischenVeränderungenunveränderlichbleiben,kannwesentlichzurAnalyseeinesProblems

undzumAuffindenseinerLösungbeitragen.Bei derKonstruktioneinerInvariantenkanneshilfreich

sein,sichvonaußermathematischenBegriffenunddendamitverbundenenErfahrungenundAssozia-

tionenleitenzu lassen,wie zumBeispieldenphysikalischenGrößenLadung,Energie oderEntropie.

Wie bei jederHeuristikwird eineIdeedurchdenErfolg gerechtfertigt;die Zensurschere,die mathe-

matischungesicherteAnnahmensofort verbietet,darf erstganzzum Schlussansetzen:Zunächstist

alleserlaubt.

Anmerkungen:

1) WährenddesVortrageskam die Frageauf, ob es denngerechtfertigtwar, in ConwaysBei-

spielSprüngevonobennachuntenalsungünstigzuverwerfen,schließlichgäbeesja auchim Schach

Züge,die zunächstungünstigaussähen,aberlangfristig zum Sieg führten,etwa Figurenopfer. Dass

ich Sprüngenachunten,oder in ähnlicherWeiseSprüngevon der Mitte nachaußen,als ungünstig

beurteilthabe,war zunächsteinfacheineEinschätzung,die nicht logisch,sondernnur durchSpieler-

fahrungbegründetwar. Indemesmir abergelang,einesubinvarianteEnergiefunktionzu definieren,

die unszur Lösungder Aufgabeführte, ist dieseEinschätzung,nämlich,dassich solcheZügever-

nachlässigendarf, im NachhineindurchdenErfolg gerechtfertigt.OhnedenErfolg hättesich diese

AuffassungunterUmständenalsein unbegründetesVorurteil herausstellenkönnen.SieheletzterAb-

satzdesTextes.

2) Ich bin nachdemVortragauf ein Buchaufmerksamgemachtworden,in demgleichim ersten

KapitelInvarianzalsheuristischesPrinzipbeimLösenvonmathematischenAufgabenbehandeltwird:

Arthur Engel:Problem-SolvingStrategies(ProblemBooksin Mathematics)

SpringerVerlag1998,ISBN 0387982191.
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