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Kapitel I

Uber die auf das Finden von
gekrummten Linien
angewandte Methode der
Maxima und Minima im
Allgemeinen

DEFINITION I
1. Die auf gekriimmte Linien angewandte Methode der Maxima und Minima ist
eine Methode gekriimmte Linien zu finden, die sich einer gewissen vorgelegten
Eigenschaft des Maximums oder Minimums erfreuen.

KOROLLAR I
2. Man findet also mit dieser Methode gekriimmte Linien, in denen eine gewisse
vorgelegte Grofe einen maximalen oder minimalen Wert erhélt.

KOROLLAR II

3. Weil aber dieselbe Kurve sich auf unendlich viele Weisen gleich gemacht
werden kann, wére ein Problem, wenn nicht eine gewisse Einschréankung gemacht
wird, in héchstem Mafie unbestimmt und bis dahin keines. Denn was fiir eine mit
der Eigenschaft des Maximums oder Minimums versehene Kurve auch immer
angeboten wird, es konnte immer eine andere, jener freilich entweder gleich
oder ungleich, dargeboten werden, die jene Eigenschaft, entweder grofsere oder
kleinere, in sich enthielte.

KOROLLAR III
4. Weil ja also eine angemessene Erkenntnis der Kurven erfordert, dass sie auf
eine bestimmte von der Lage her gegebene Achse und gewisse ihrer Anteile, die
Abszissen genannt werden, bezogen werden, wird die erste und grundlegende
Einschrankung aus der Groéfse der Abszisse zu entnehmen sein.
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2 Uber die Methode der Maxima und Minima

KOROLLAR IV
5. Probleme, die sich auf diese Methode erstrecken, miissen also so vorgelegt
werden, dass die gekriimmten Linien gesucht werden, die auf eine von der Lage
her gegebene Achse bezogen wurden und die zwischen allen anderen Kurven,
die derselben Abszisse entsprechen, mit der Eigenschaft des Maximums oder
Minimums versehen sind.

BEMERKUNG 1
6. Diese Methode der Maxima und Minima unterscheidet sich deshalb in héchs-
tem Mafie von jener, die wir anderen Ortes erldutert haben. Dort ndmlich, fiir
eine gegebene und bestimmte gekriimmte Linie, haben wir den Ort bestimmt,
wo eine gewisse vorgelegte variable Grofe, die sich auf die Kurve bezieht, ma-
ximal oder minimal wird. Hier aber wird die gekriimmte Linie selbst gesucht,
in welcher eine gewisse vorgelegte Grofe maximal oder minimal wird. Diese
Methode ist im vorherigen Jahrhundert, sogleich nach dem Fund Analysis des
Unendlichen, von den hochgeehrten Briidern BERNOULLI zu entwickeln begon-
nen worden, und hat aus dieser Zeit die grofiten Zuwéchse erfahren. Das erste
Problem freilich, welches von dieser Art behandelt worden ist, bezog sich auf die
Mechanik, und in diesem wurde die gekriimmte Linie gesucht, tiber welcher ein
herabsinkender schwerer Koérper am schnellsten herabgleitet, welcher der Name
Brachistochrone oder Kurve des schnellsten Herabsinkens gegeben worden war.
In diesem Problem ist es schon offenkundig, dass es, ohne eine beigefiigte Be-
dingung, nicht einmal den Namen einer Frage beibehalten kann: Es ist ndmlich
klar, dass, eine umso kiirzere und mehr an eine vertikale Lage herangehende Li-
nie genommen wird, umso kiirzer die Zeit des Herabsinkens iiber ihr sein wird.
Deswegen kann nicht uneingeschrankt eine Linie gesucht werden, {iber welcher
ein herabsinkender schwerer Korper am schnellsten oder in kiirzester Zeit herab-
gleitet; sondern es musste die Grofe der Abszisse, welcher die zu findende Kurve
entspricht, zugleich bestimmt werden; sodass, unter allen Kurven, die derselben
Abszisse, die auf der von der Lage her gegebenen Achse genommen wurde, ent-
sprechen, die gesucht wurde, {iber welcher ein schwerer Kérper am schnellsten
herabsinken wiirde. Und in der Tat geniigte bei diesem Problem diese Bedin-
gung nicht, um es bestimmt zu machen: Sondern es war dariiber hinaus nétig,
diese Bedingung hinzuzufiigen, dass die zu findende Kurve durch zwei gegebene
Punkte hindurchgeht; und dieses Problem musste durch diese Bedingungen so
eingeschrinkt werden, damit es bestimmt werden wiirde, natiirlich unter allen
gekrimmten Linien, die durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen, die zu be-
stimmen, {iber welcher ein herabsinkender Korper einen der gegebenen Abszisse
entsprechenden Bogen in kiirzester Zeit passiert. Dennoch ist hier wiederum zu
bemerken, dass die Bedingung des Durchlaufens durch die zwei gegebenen Punk-
te nicht absolut notwendig ist, sondern bei diesem Problem durch die Losung
selbst eingebracht worden ist. Bei der Losung dieses Problems gelangt man nam-
lich sofort zu einer Differentialgleichung zweiten Grades, die zweimal integriert
zwei beliebige Konstanten erhélt, zur Bestimmung welcher man zwei Punkte,
durch die die Kurve hindurchgezogen wird, oder andere dhnliche Eigenschaf-
ten braucht: Und diese selbe Bedingung, gleichsam von selbst, kommt zu allen
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Problemen dieser Art hinzu, deren Losung sofort auf eine Differentialgleichung
zweiten Grades fiihrt. In Problemen aber, die durch eine Differentialgleichung
vierter oder hoherer Ordnung aufgelost werden, sind nicht einmal zwei Punk-
te, um die Kurve zu bestimmen, hinreichend, sondern es sind so viele Punkte
von Noten, wie die Differentiale Grade erhalten. Andernfalls aber, wenn die Lo-
sung unmittelbar auf eine algebraische Gleichung fiihrt, dann wird ohne eine
Bedingung dieser Art das Problem vollstdndig bestimmt sein; solange die Lange
der Abszisse bestimmt wird. Aber all diese Dinge werden besser erkannt wer-
den, wann immer wir unten zu Lésungen von Problemen gelangen werden: Und
dort werden wir diese Beschreibungen griindlicher erkléren. Es scheint n&dmlich
ratsam, diese Dinge hier am Anfang nur mitzuteilen, um absurde Anschauungs-
weisen beziiglich der Bestimmung von Problemen dieser Art zu beseitigen.

DEFINITION II
7. Die absolute Methode der Maxima und Minima lehrt, unter ganz und gar
allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse bezogen wurden, die zu bestimmen, in
welcher eine gewisse vorgelegte variable Grofe einen maximalen oder minimalen
Wert erhalt.

KOROLLAR I
8. In Problemen, die sich auf diese Methode beziehen, ist also die Achse von der
Lage her gegeben; und unter allen Kurven, die auf diese Achse und einen be-
stimmten Anteil von ihr bezogen werden kénnen, wird die bestimmt, in welcher
eine gewisse variable Grofle maximal oder minimal wird.

BEMERKUNG 1
9. Eine andere Bedingung zur Bestimmung des Maximums oder Minimums au-
Rer der Grofe der Abszisse fiigen wir hier im Allgemeinen nicht hinzu. Es sind
namlich Probleme gegeben, die auf diese Weise vollstindig bestimmt sind; so
wie unten noch deutlicher klar werden wird. Auch wenn nédmlich Probleme sol-
cher Art auftauchen, zur Bestimmung welcher dariiber hinaus zwei oder mehrere
Punkte vorgeschrieben werden kénnen, durch die die gesuchte Kurve hindurch-
gehen soll, wird dies dennoch erst aus der Losung des entsprechenden Problems
selbst erkannt werden. Denn wenn man zu einer Gleichung solcher Art fiir die
gesuchte Kurve gelangt, in welcher durch Integration neue konstante Grofsen
eingegangen sind, die in der Frage selbst nicht enthalten waren, dann wird die
Lésung als mehrdeutig und vage anzusehen sein; umso mehr weil sie unzihlige
gekriimmte Linien, die aus der Bestimmung jener konstanten und beliebigen
Grofsen entstehen konnen, in sich umfasst. In diesen Féllen wird also zu schlie-
fen sein, dass das Problem aus seiner Natur nicht vollig bestimmt ist, sondern
zu seiner vollstdndigen Bestimmung, aufter der Grofke der Abszisse, so viele Be-
dingungen hinzugefiigt werden miissen, durch welche jene beliebigen Konstanten
auf bestimmte Werte zuriickgefithrt werden. Fiir Bedingungen dieser Art wer-
den aber am angenehmsten Punkte angenommen, durch welche die gesuchte
Kurve dann hindurchzulaufen hat; in der Tat werden so viele Punkte, wie in der
gefundenen Gleichung beliebige Gréfien enthalten sind, jene Gleichung selbst be-
stimmt machen. Anstelle von Punkten aber, um die gesuchte Kurve vollkommen
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zu bestimmen, konnen auch genauso viele Tangenten verwendet werden, die die
gesuchte Kurve beriihren und, wenn die Beriihrung in einem gegebenen Punkt
der Tangente geschehen soll, wird diese Bedingung zwei Punkten gleichwertig
sein. Ja es konnen sogar anstelle von Punkten irgendwelche andere Bedingungen
eingesetzt werden, solange sie so beschaffen sind, dass durch sie die beliebigen in
der gefundenen Gleichungen enthaltenen Gréfsen bestimmt werden. Und in der
Tat ist es vorher nicht nétig, die Losung zu Ende zu fiithren, ehe diese Entschei-
dung getroffen wird; aber unten werden gewisse Kriterien angegeben werden,
mit deren Hilfe sofort aus jener variablen Grofle, die ein Maximum oder ein Mi-
nimum sein muss, entschieden werden kénnen wird, welche neuen Konstanten
in die Gleichung fiir die Kurve eingehen, die in der Frage nicht enthalten waren.
Es entstehen aber diese beliebigen Konstanten aus dem Grad der Differentiale,
zu welchem die Gleichung fiir die gesuchte Kurve aufsteigt; wie vielten Grades
ndmlich die Differentialgleichung fiir die gesuchte Kurve hervorgeht, so viele
beliebige Konstanten sind in jener potentiell enthalten zu sein anzusehen; und
daher werden genauso viele Bedingungen nétig sein, um die Kurve zu bestim-
men. Dasselbe geschieht in der Tat auch bei der Losung aller Probleme, wann
immer eine Differentialgleichung entweder ersten oder hheren Grades gefunden
wird; sodass daher beim gegenwértigen Unterfangen keine besondere Schwierig-
keit enthalten zu sein anzusehen ist.

DEFINITION III
10. Die relative Methode der Maxima und Minima lehrt, nicht unter ganz und
gar allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, sondern nur unter denen,
die eine gewisse vorgeschriebene gemeinsame Eigenschaft haben, die zu bestim-
men, die sich der Eigenschaft des Maximums oder Minimums erfreut.

KOROLLAR I
11. Um also Probleme dieser Art zu losen, sind zuerst aus ganz und gar al-
len Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die herauszusondern, welchen
dieselbe vorgeschriebene Eigenschaft zuféllt; und erst dann wird aus diesen her-
ausgesonderten die, die gesucht wird, bestimmt werden miissen.

KOROLLAR II
12. Obwohl aber mit einer solchen Bedingung die Anzahl aller Kurven, die auf
dieselbe Abszisse bezogen wurden, sehr stark eingeschréankt wird, wird sie den-
noch immer noch unendlich bleiben. Ja sogar, wenn nicht eine, sondern mehrere
Eigenschaften vorgeschrieben werden, mit denen allen Kurven, aus denen die
gesuchte zu bestimmen ist, versehen sein miissen, wird dennoch ununterbrochen
die Anzahl der Kurven unendlich bleiben.

KOROLLAR III
13. Umso mehr Eigenschaften also vorgelegt werden, die den Kurven, aus denen
die gesuchte bestimmt werden muss, gemein sein miissen, umso mehr wird die
Anzahhl der Kurven, zwischen welchen die Auswahl der gesuchten zu treffen ist,
eingeschrinkt werden, auch wenn sie unendlich bleibt.

BEMERKUNG 1
14. Aus dieser Art, in welcher wir die relative Methode der Maxima und Minima
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festgelegt haben, ist, zu Beginn dieses Jahrhunderts, zuerst von JAKOB BER-
NOULLI jenes beriihmte isoperimetrische Problem vorgelegt worden; in diesem
wurde die Kurve gesucht, die mit der Eigenschaft des Maximums oder Mini-
mums versehen ist, nicht unter ganz und gar allen Kurven, die auf dieselbe
Abszisse bezogen wurden, sondern nur unter denen, die von derselben Lénge
waren; aus diesem Problem heraus sind diese Kurven, aus denen die gesuchte
gefunden werden musste, isoperimetrische genannt worden. Wenn deshalb unter
allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen und die von gleicher Linge
sind, die gesucht wird, die mit der Abszisse und der Ordinate die gréfite Fléache
einschliefst, findet man, dass dem Gefragten eine Kreislinie geniigt; dies war frei-
lich schon lange vor dem Fund dieser Methode den Geometern bekannt geworden
und auch bewiesen worden. Aber in diesem Fall wiederum, aus der Natur der
Probleme selbst, kommen neue Bedingungen hinzu; wie bei diesen, die sich auf
die absolute Methode der Maxima und Minima beziehen, die aus den beliebigen
Konstanten heraus, welche die Losung einfiihrt, einzuschitzen sind. So gehen in
der Losung des Problems, in dem eine Kurve gesucht wird, die zwischen allen
derselben Lange mit der Abszisse eine maximale Flache erfasst, zwei neue Kon-
stanten ein; daher, um das Problem bestimmt zu machen, ist es so vorzulegen,
dass unter allen Kurven derselben Lange, die nicht nur derselben Abszisse ent-
sprechen, sondern auch durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen, die gesucht
wird, die mit der gegebenen Abszisse die grofte Flache darstellt. Und auf die
gleiche Weise kann es passieren, dass vier Punkte, und manchmal auch mehrere,
nach Belieben angenommen werden miissen, damit das Problem bestimmt wird:
die Beurteilung welcher Tatsache aus der Natur der Probleme selbst zu entneh-
men ist. Wie aber in einem isoperimetrischen Problem alle Kurven, aus denen
die gesuchte bestimmt werden muss, von derselben Lénge vorgelegt werden, so
kann anstelle dieser Eigenschaft irgendeine andere vorgelegt werden, die allen
gemein sein muss. So sind schon Kurven, die mit der Eigenschaft des Maximums
oder Minimums versehen sind, gesucht worden, nur unter allen Kurven, die auf
dieselbe Abszisse bezogen wurden und die um diese Abszisse rotiert alle gleiche
Oberflachen erzeugten; und auf die gleiche Weise kénnen irgendwelche anderen
Eigenschaften vorgelegt werden. Des Weiteren kann sogar nicht nur eine, sondern
es konnen mehrere Eigenschaften dieser Art vorgelegt werden, die allen Kurven,
unter welchen die, die ein gewisses anderes Maximum oder Minimum enthélt, zu
bestimmen ist, gemein sein miissen. Ein Beispiel hierfiir wire, wenn eine Kurve,
die mit der Eigenschaft des Maximums oder Minimums versehen ist, unter allen
Kurven, die derselben Abszisse entsprechen und die so alle von gleicher Lénge
wéren wie auch gleiche Flachen einschlossen, gesucht werden wiirde.

BEMERKUNG 2
15. Dieses Unterschiedes zwischen der absoluten und relativen Methode der
Maxima und Minima wegen wird unsere Behandlung zweigeteilt sein. Zuerst
werden wir natiirlich die Methode angeben, unter ganz und gar allen Kurven,
die derselben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen, die mit der Eigenschaft
des Maximums oder Minimums versehen ist. Darauf werden wir zu Problemen
solcher Art voranschreiten, in denen eine Kurve, die sich der Eigenschaft des
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Maximums oder Minimums erfreut, unter allen Kurven verlangt wird, die eine
oder mehrere gemeinsame Eigenschaften haben; und aus der Anzahl dieser Ei-
genschaften wird erneut eine Unterteilung dieser Behandlung entspringen. Den-
noch wird es nicht von N6ten sein, in dieser Unterteilung weiter fortzuschreiten,
weil bald eine Methode gefunden wird, wie viele Eigenschaften auch immer vor-
gelegt waren, die Probleme leicht aufzul6sen. Denn die Losungen auf den ersten
Blick in héchstem Mafke verzwickter Probleme werden wider der Erwartung sehr
bequem und mit leichter Rechnung erledigt werden.

ANNAHME I
16. In dieser Behandlung werden wir die Abszisse, auf welche wir alle Kurven
beziehen, ununterbrochen mit dem Buchstaben z, die Ordinate hingegen mit
dem Buchstaben y bezeichnen. Dann aber, nachdem gleiche Elemente der Ab-
szisse genommen wurden, wird immer dy = pdz, dp = qdx, dqg = rdx, dr = sdx
etc. sein.

KOROLLAR I
17. Mit diesen Substitutionen werden also alle Differentiale von y welchen Gra-
des auch immer aus den Ausdriicken beseitigt werden und aufler dem Differential
dx werden keine anderen Differentiale zuriickgelassen werden. Obwohl aber auf
diese Weise alle Differentiale aufter da nur scheinbar, und nicht in Wirklichkeit
beseitigt werden, werden diese Substitutionen uns beim gegenwiértigen Unter-
fangen einen riesigen Nutzen verschaffen.

KOROLLAR II
18. Ja sogar die Annahme eines konstanten Differentials wird mit Substitutio-
nen dieser Art vollig aus der Rechnung beseitigt werden: Welches Differential
namlich auch immer als konstant angenommen wird, nach diesen Substitutio-
nen muss immer dieselbe Formel hervorgehen. Dennoch, wegen der unten zu
verwendenden Methode, wird es notig sein, das Differential dx als konstant an-
zunehmen.

KOROLLAR III
19. Damit aber leichter klar wird, wie durch diese Substitutionen die Differentia-
le jedes Grades von y verschwinden, wird es forderlich sein, die folgende Tabelle
beigefiigt zu haben:

dy =pdx

ddy =dpdx = qdz?

&y  =dgdz* =rda®

dty  =drds® = sda*

Py  =dsdz* =tda®
etc. etc. etc.

KOROLLAR IV
20. Wenn daher auch der Bogen der Kurve, der der Abszisse x entspricht, mit
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seinen Differentialen welchen Grades auch immer auftaucht, werden sie durch
diese Buchstaben so ausgedriickt werden kénnen, dass keine anderen Differen-
tiale aufer dzr vorhanden sind. Nachdem némlich der Bogen = w gesetzt wurde,
wird gelten:

w:/\/d:vQery?:/dx\/lerp
dw = dzx+/1+ pp

dd — P4
v1+pp
P — prdz3 n qqdz?
VI+pp  (1+pp)3/2
etc.

KOROLLAR V
21. Auf die gleiche Weise wird aus diesen der Kriimmungsradius oder die Kriim-
mung der Kurve, an jeder Stelle, durch zumindest dem Anschein nach endliche
Grofen ausgedriickt werden kénnen. Weil nédmlich, nachdem das Element dx

konstant gesetzt wurde, die Lange des Kriimmungsradius = d oo ist, wird sie
raay
_ (+pp)*/?
q

werden.

KOROLLAR VI
22. Weiter wird es aus denselben Substitutionen sein wie folgt:

d
Subtangens = yar _ y

dy p’

d
Subnormale = 22¥ = py,

dx

d V1
Tangens =Y +pp7

dy p

d
Normale = ydiw =y+/1+ pp.

i

Und, in gleicher Weise, werden alle endlichen Grofen, die sich auf die Kurve
beziehen, wenn sie keine Integrale involvieren, durch endliche Groften dieser Art
so ausgedriickt werden konnen, dass weiter keine Differentiale enthalten zu sein
scheinen.

DEFINITION IV
23.Die Formel des Maximums oder Minimums, fiir jedes Problem, wird fiir uns
die Grofse sein, die in der gesuchten Kurve einen maximalen oder minimalen
Wert erhalten muss.

KOROLLAR I
24. Weil ja bei allen Problemen, auf die diese Methode angewandt worden ist,
die Kurve gesucht wird, die entweder unter allen oder nur unter unzéhligen
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Kurven, die auf eine gewisse Weise bestimmt wurden, sich der Eigenschaft des
Maximums oder Minimums erfreut, wird diese Eigenschaft selbst, die in der
gesuchten kurve maximal oder minimal sein muss, eine Grofie sein und sie wird
mit der Formel ausgedriickt werden, welche wir hier die Formel des Maximums
oder Minimums nennen.

KOROLLAR II
25. Weil aber die Eigenschaft des Maximums oder Minimums so vorgelegt wer-
den muss, dass sie auf eine gegebene und bestimmte Abszisse bezogen wird, muss
die Formel des Maximums oder Minimums auch auf jene bestimmte Abszisse
bezogen werden.

KOROLLAR III
26. Es wird also die Formel des Maximums oder Minimums eine variable Grofe
sein, die von der Lénge irgendeiner Abszisse, welcher sie entspricht, abhangt.
Und in jedem Problem wird die Kurve gesucht, fiir welche, zu einer gegebenen
Abszisse, jene Formel des Maximums oder Minimums einen maximalen oder
minimalen Wert erhélt.

KOROLLAR IV
27. Aber die Formel des Maximums oder Minimums kann nicht allein von der
Abszisse abhédngen: Wenn dies ndmlich der Fall wére, erhielte sie fiir alle Kurven,
die derselben Abszisse entsprechen, denselben Wert und deshalb daher geniigten
alle gleichermafien.

KOROLLAR V
28. Dieser Sache wegen muss auch die Formel des Maximums oder Minimums
aufler der allen Kurven, die in Betracht kommen, gemeinsamen Abszisse von
einer beliebigen Kurve speziell abhéngen; so dass es eine ist, fiir welche sie den
maximalen oder minimalen Wert annehmen kann.

BEMERKUNG 1
29. Damit all diese Dinge besser eingesehen werden und der Zustand der im Fol-
genden zu behandelnden Fragen besser erfasst wird, wollen wir festlegen, dass
entweder unter ganz und gar allen Kurven oder nur unzahligen, die eine gewisse
gemeinsame Eigenschaft haben und die derselben Abszisse AZ entsprechen, die
bestimmt werden muss, fiir welche der Wert der Formel W maximal oder mini-
mal ist. Wir wollen festlegen, dass dieser Frage (Fig.1) die Kurve amz geniigt,
sodass, welche andere Kurve auch immer auf die bestimmte Abszisse AZ bezo-
gen wird, der Wert der Formel W entweder grofser als der fiir diese Formel oder
kleiner wird: je nachdem ob in der geniigenden Kurve W entweder ein Maxi-
mum oder ein Minimum sein muss. Bei dieser sich sehr weit erstreckenden Frage
haben wir also zuerst eine Abszisse bestimmter Lange AZ; darauf ist die Kurve
zu suchen, entweder unter ganz und gar allen Kurven, die auf diese selbe Achse
bezogen wurden, oder nur unter unzéhligen, denen eine oder mehrere Eigen-
schaften gemein sind, je nachdem ob die Frage entweder auf die absolute oder
die relative Methode der Maxima und Minima angewandt worden ist; drittens
haben wir die Grofe W, deren Wert in der gesuchten Kurve amz maximal oder
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minimal sein muss; und es wird also die Grofe W die Formel des Maximums
oder Minimums sein, so wie sie bestimmt worden ist.

z
n
m
AT
a
A M N Z

Fig. 1

Nun ist also sofort klar, dass diese Formel W so beschaffen sein muss, dass sie
auf alle Kurven, die sich freilich vorgestellt werden konnen, angewendet wer-
den kann. Zuerst wird sie natiirlich von der Grofe der bestimmten Abszisse
AZ abhéngen miissen, sodass sie veréndert wird, nachdem der Wert von AZ
gedndert worden ist. Darauf muss sie auch von der Natur jeder Kurve, die sich
freilich vorgestellt werden kann, auf bestimmte Weise abhéngen; wenn sie nam-
lich nicht so beschaffen wére, erhielte sie fiir alle Kurven denselben Wert und
die Frage wire keine. Deswegen wird die Grofe W auch in sich Gréfen um-
fassen miissen, die sich auf die Kurve an sich beziehen. Weil also jede Kurve
durch eine Relation zwischen der Abszisse und Ordinate bestimmt wird, muss
die Grofse W aus der Abszisse und der Ordinate und unabhéngigen Grofen be-
stehen. Das heiftt, wenn die unbestimmte Abszisse = x und die entsprechende
unbestimmte Ordinate = y gesetzt wird, muss die Gréfe W eine Funktion der
zwei Variablen x und y sein. Weil das so ist, wenn sich irgendeine bestimmte
Kurve vorgestellt wird und aus ihrer Natur die Relation zwischen y und z in der
Formel W eingesetzt wird, wird sie einen bestimmten Wert erhalten, der sich
auf jene gegebene Kurve und ihre bestimmte Abszisse bezieht. Weil ja nun, fiir
die einen und die anderen Kurven, die Formel W verschiedene Werte annimmt,
auch wenn bei allen dieselbe Abszisse genommen wird, ist es offenkundig, dass
unter jenen unzéihligen Kurven eine sein muss, in welcher der Wert der Formel
W maximal oder minimal wird; und um diese Kurve fiir irgendeine bestimmte
Frage zu bestimmen, ist die anzugebende Methode bereitet worden.

KOROLLAR VI
30. Es wird also die Formel des Maximums oder Minimums W eine gewisse
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Funktion der zwei Variablen z und y sein; deren eine = bezeichnet die Abszisse,
die andere y die Ordinate. In W werden also nicht nur die Variablen z und
y enthalten sein konnen, sondern auch alle von ihnen abhidngenden Grofen,
von welcher Art p, ¢, r, s etc. sind, deren Bedeutungen wir oben angegeben
haben. Sogar irgendwelche aus ihnen entstandene Integralformeln kénnen in W
enthalten sein, ja miissen es sogar, wenn freilich die Frage bestimmt sein muss,
wie wir bald zeigen werden.

KOROLLAR VII

31. Nachdem also eine Formel W oder Funktion von x und y solcher Art vor-
gelegt wurde, wenn die Frage sich auf die absolute Methode der Maxima und
Minima bezieht, wird eine Gleichung solcher Art zwischen x und y verlangt,
dass, wenn in W ein durch x bestimmter Wert von y eingesetzt wird und x ein
bestimmter Wert zugeteilt wird, die Gréke fiir W entweder grofer oder klei-
ner hervorgeht, als wenn eine andere Gleichung zwischen z und y angenommen
worden wire.

KOROLLAR VIII
32. Auf diese Weise kénnen also Fragen, die sich auf die Lehre von gekriimmten
Linien beziehen, auf die reine Analysis zuriickgefiihrt werden. Und umgekehrt,
wenn eine Frage dieser Art in der reinen Analysis vorgelegt worden ist, wird sie
auf die Lehre von gekriimmten Linien {ibertragen und aufgel6st werden kénnen.

BEMERKUNG 2
33. Obwohl Fragen dieser Art auf die reine Analysis reduziert werden kénnen, ist
es dennoch von Vorteil, sie mit der Lehre der gekriimmten Linien zu vereinigen.
Wenn wir daher nédmlich den Geist von gekriimmten Linien 16sen und allein auf
absolute Groflen richten wollen, wiirden die Fragen an sich zuerst sehr schwie-
rig und ausgesprochen unelegant und deren Nutzen sowie Wert weniger erkannt
werden. Des Weiteren wére auch die Methode, Fragen dieser Art aufzulGsen,
wenn sie allein in abstrakten Grofen vorgelegt werden wiirde, allzu beschwer-
lich und aufwendig; obwohl sie dennoch, durch Betrachtung von Figuren und
lineare Darstellung der Grofen, auf wunderbare Weise Hilfe erfahrt und leichter
versténdlich gemacht wird. Dieses Grundes wegen, auch wenn Fragen dieser Art
sowohl an abstrakte als auch konkrete Grofien angepasst werden kénnen, wer-
den wir sie dennoch sehr angenehm auf gekriimmte Linien {ibertragen und dann
auflésen. Natiirlich, sooft eine Gleichung solcher Art zwischen x und y gesucht
wird, dass eine gewisse vorgelegte und aus x und y zusammengesetzte Formel,
wenn aus jener gesuchten Gleichung der Wert von y suggeriert wird und « ein
bestimmter Wert zugeteilt wird, maximal oder minimal wird, werden wir die
Frage dann immer auf das Finden einer gekriimmten Linie {ibertragen, deren
Abszisse x und Ordinate y sei, fiir welche jene Formel W maximal oder minimal
wird, wenn die Abszisse x von gegebener Grofe genommen wird. Nachdem diese
Dinge bemerkt wurden, wird die Natur von Fragen dieser Art ziemlich deutlich
erkannt, wenn nicht unter Umstdnden das zweideutige Reden iiber Maximum
und Minimum zugleich bei jemandem Zweifel aufkommen lasst. Aber nicht ein-
mal diese eine Zweideutigkeit ist vorhanden; denn auch wenn die Methode an
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sich gleichermafen Maxima und Minima zeigt, wird es dennoch in jedem Fall
leicht sein zu erkennen, ob die Lésung ein Maximum oder ein Minimum liefert.
Oftmals kann es aber geschehen, dass in einer gegebenen Frage so ein Maximum
wie ein Minimum auftritt, und in diesen Fallen wird die Losung eine zweifache
sein, wiahrend die eine das Minimum, die andere das Maximum zeigt. Meistens
aber pflegt das eine der beiden, natiirlich entweder das Maximum oder das Mi-
nimum, unmoglich zu sein; dies tritt auf, wenn die Formel des Maximums oder
Minimums ins Unendliche entweder wachsen oder schrumpfen kann; in diesen
Féllen wird ndmlich weder ein Maximum noch ein Minimum gegeben sein. Es
kann auch eintreten, dass die Formel W ins Unendliche so wachsen wie schrump-
fen kann, und in diesen Fallen wird iiberhaupt keine Losung Geltung haben. All
diese Unterschiede wird aber die Rechnung selbst nach der Losung immer zeigen.

PROPOSITION I THEOREM
84. Damit durch die Formel des Maximums oder Minimums W die Kurve amz
bestimmt wird, die in Bezug auf alle ibrigen geniigt, muss die Formel W eine
unbestimmte Integralgrifie sein, die, wenn nicht die gegebene Relation zwischen
x und y angenommen wird, nicht integriert werden kann.

BEWEIS. Wir wollen ndmlich festlegen, dass die Formel W keine unbestimmten
Integrale involviert; sie wird entweder eine algebraische oder solche transzenden-
te, die ohne die angenommene Relation zwischen = und y dargeboten werden
kann, Funktion der Grofen x und y und der davon abhéngenden p, ¢, r, s etc.
sein; dies geschieht, wenn entweder Logarithmen dieser Grofsen oder Kreishogen
oder andere bestimmte transzendente Grofen dieser Art eingehen, die algebrai-
schen gleichwertig anzusehen sind. Wenn daher nun W als eine solche Funktion
nur von = und y festgelegt wird, ist es klar, dass der Wert der Formel W, wel-
chen sie fiir die gegebene Kurve amz, die auf die gegebene Abszisse AZ bezogen
wurde, erhélt, nur von der letzten Ordinate Zz abhéngt und fiir alle Kurven, die
in Z dieselbe Ordinate Zz haben, derselbe sein wird; und daher wir mit einer
solchen Formel W nicht die Gestalt der ganzen Kurve bestimmt, sondern nur
die Lage ihres dufsersten Punktes z; wenn in W aufer  und y auch die Grofe p
enthalten ist, dann wird aufer der Lénge der Ordinate Zz die Lage der Tangente
der Kurve in z oder die Lage des letzten Elements in z bestimmt werden. Wenn
aber dariiber hinaus ¢ eingeht, dann wird die Lage von zwei benachbarten Ele-
menten der Kurve in z bestimmt werden, und so weiter. Aus diesen folgt, wenn
W eine bestimmte Funktion von z, y, p, ¢, r etc. war, dass dann durch jene nur
ein unendlich kleiner Anteil der Kurve um die Extremitit z herum bestimmt
wird und fiir alle Kurven, die in derselben Extremitit aufhoren, derselbe Wert
von W hervorgehen wird. Damit deshalb durch die Formel W die ganze Kurve
amz, sofern sie der ganzen Abszisse AZ entspricht, bestimmt wird, muss die
Formel W so beschaffen sein, dass ein auf die bestimmte Kurve amz angewand-
ter Wert von ihr von der Lage der einzelnen Punkte dieser Kurve, die innerhalb
der Grenzen a und z gelegen sind, abhéingt. Dies kann aber nicht gesehen, wenn
nicht die Grofe W eine unbestimmte Integralformel ist, die allgemein ohne die
angenommene Gleichung zwischen x und y keine Integration zuldsst. Q.E.D.
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KOROLLAR I
35. Wenn daher also die Formel des Maximums oder Minimums W keine un-
bestimmte Integralgrofe ist, wird nicht einmal die gekriimmte Linie, in welcher
der Wert von W maximal oder minimal ist, bestimmt werden; und bis dahin
wird die Frage iiber die zu findende Kurve, in welcher W ein Maximum oder
Minimum wére, keine sein.

KOROLLAR II
36. Damit also die Kurve angegeben werden kann, in welcher der Wert von W
in Bezug auf die anderen maximal oder minimal ist, muss die Formel W eine
solche Form [ Zdz haben und die Groke Z muss so beschaffen sein, dass das
Differential Zdz, wenn nicht eine Gleichung zwischen = und y festgelegt wird,
nicht integriert werden kann.

BEMERKUNG 1
37. Weil ja die Formel des Maximums oder Minimums W ein Integral einer
Differentialformel ersten Grades sein muss, das heifst, deren Integral soll eine
endlich Grofie werden, wird die Differentialformel immer auf eine Form dieser
Art Zdx mit Hilfe der Buchstaben p, ¢, r etc. zuriickgefiihrt werden koénnen.
Und dieser Sache wegen wird im Folgenden die Formel des Maximums oder Mi-
nimums von uns immer durch [ Zdz gekennzeichnet werden. Z wird aber nicht
nur eine Funktion der Gréfsen x und y sein, sondern auch die Buchstaben p, ¢,
etc. enthalten. Wenn so beispielsweise die Fliche AazZ maximal oder minimal
sein muss, wird die Formel W in f ydzx iibergehen; und, wenn die Oberflache
des Rotationskorpers, welcher durch Rotation der Kurve amz um die Achse
AZ herum entsteht, maximal oder minimal sein muss, wird W = [ ydz+/1+ pp
sein; und so weiter, welche Formel auch immer in der gesuchten Kurve maximal
oder minimal sein muss, sie wird immer von dieser Form f Zdx sein, natiir-
lich ein Integral einer gewissen endlichen Gréfe Z, die mit dem Differential dx
multipliziert wurde. Es muss aber Z eine Grofe solcher Art sein, dass, wenn
eine Gleichung zwischen z und y festgelegt wird, das Integral [ Zdx einen be-
stimmten Wert erhélt; daher wird Z eine entweder algebraische oder bestimmte
Funktion von z, y und den davon abhingenden p, ¢, r etc. sein und auflerdem
in sich unbestimmte Integralformeln umfassen; dieser Unterschied ist sorgfiiltig
festzuhalten. Wenn so zum Beispiel die Formel des Maximums oder Minimums
W [wydxz oder [ydz+/T+ pp war, wird die GroRe Z algebraisch sein, aber wenn
W = [yadz [ ydz ist, dann wird Z = yx [ ydz sein, das heiRt die Grofe Z wird
selbst unbestimmt sein, deren Wert, wenn nicht eine Relation zwischen x und y
gegeben ist, nicht dargeboten werden kann. Ja es kann sogar passieren, dass ein
Wert von Z dieser Art nach der Entwicklung der Formel nicht ausgedriickt wer-
den kann, sondern zuerst nur durch eine Differentialgleichung gefunden werden
muss, wie wenn Z = ydx + ZZdx war; aus dieser Gleichung kann der Wert von
Z durch x und y nicht einmal dargeboten werden. Daher entstehen also drei
Arten an Formeln f Zdzx, die in den gesuchten Kurven maximal oder minimal
werden miissen. Deren erste umfasst die Formeln, in denen Z eine algebraische
oder bestimmte Funktion von z, y und p, g, r etc. ist. Zur zweiten Art wollen
wir die Formeln zéhlen, in denen die Grofe Z dariiber hinaus Integralformeln
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involviert. In der dritten Art sind aber die Formeln enthalten, in denen der
Wert von Z durch eine Differentialgleichung, deren Integration nicht bekannt
ist, bestimmt wird.

PROPOSITION II THEOREM
38. Wenn amz die Kurve war, in welcher der Wert der Formel f Zdx maximal
oder minimal wird, und Z eine algebraische oder bestimmte Funktion von x,
Yy, P, q etc. ist, dann wird irgendein Anteil mn derselben Kurve sich derselben
Beschaffenheit erfreuen, dass fir ihn, der auf seine Abszisse M N bezogen wurde,
der Wert von [ Zdx in gleicher Weise mazimal oder minimal ist.

BEWEIS. Der Wert der Formel [ Zdz fiir die Abszisse AZ ist das Aggregat
aller Werte derselben Formel, die den einzelnen Anteilen der Abszisse AZ ent-
sprechen. Wenn daher also die Abszisse AZ in wie viele Teile auch immer, von
denen einer M N sei, geteilt aufgefasst wird und fiir diese einzelnen Teile der
Wert der Formel [ Zdx dargeboten wird, wird die Summe all dieser Werte den
Wert der Formel [ Zdx liefern, der der ganzen Abszisse AZ entspricht und der
maximal oder minimal sein wird. Weil ja aber Z als eine algebraische Funktion
von z, y, p, q etc. festgelegt wird, wird der Wert der Formel f Zdx, der dem
Anteil M N der Abszisse entspricht, allein von der Gestalt des entsprechenden
Anteils mn der Kurve abhéngen und wird derselbe bleiben, wie auch immer die
iibrigen Anteile am und nz variiert werden; die Werte der einzelnen Buchstaben
x, Yy, p, ¢ werden ndmlich allein durch den Anteil mn der Kurve bestimmt. Wenn
also die Werte der Formel [ Zdz, die den Anteilen AM, MN, NZ der Abszisse
entsprechen, P, ) und R gesetzt werden, werden diese Grofen P, Q und R
nicht voneinander abhéngen. Daher, weil deren Aggregat P + Q + R maximal
oder minimal ist, ist es auch notwendig, dass jeder einzelne mit der Eigenschaft
des Maximums oder Minimums versehen ist. Deswegen, wenn in der Kurve amz
die Formel f Zdx einen maximalen oder minimalen Wert hat und die Grofie
Z eine algebraische Funktion von x, vy, p, ¢ etc. ist, dann wird sich auch fiir
einen beliebigen Anteil jener Kurve dieselbe Formel [ Zdz der Eigenschaft des
Maximums oder Minimums erfreuen. Q.E.D.

KOROLLAR I
39. Wenn daher also die Kurve amz gefunden worden ist, die fiir die gegebene
Abszisse AZ den maximalen oder minimalen Wert der Formel f Zdx hat, und Z
eine algebraische oder bestimmte Funktion ist, dann wird sich auch ein beliebiger
Anteil derselben Kurve, in Anbetracht seiner entsprechenden Abszisse, derselben
FEigenschaft des Maximums oder Minimums erfreuen.

KOROLLAR II
40. Bei Problemen dieser Art, wo ein solches Maximum oder Minimum gesucht
wird, ist es also nicht von No6ten, die Grofse der Abszisse, welcher das Maximum
oder Minimum entspricht, zu bestimmen; sondern, wenn fiir irgendeine Abszisse
die Formel f Zdx ein Maximum oder Minimum ist, dann wird sich dieselbe fiir
irgendeine andere Abszisse derselben Eigenschaft erfreuen.
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KOROLLAR III
41. Probleme dieser Art werden also aufgelGst, wenn die einzelnen Anteile der
gesuchten Kurve so bestimmt werden, dass fiir sie der Wert der Formel [ Zdx
maximal oder minimal wird. Dann wird némlich zugleich die ganze Kurve und
irgendein Teil von ihr mit derselben Eigenschaft des Maximums oder Minimums
behaftet sein.

BEMERKUNG 1
42. Diese Eigenschaft, welcher sich die Kurven erfreuen, in welchen Formeln die-
ser Art [ Zdx, wo Z eine algebraische oder bestimmte Funktion von z, y, p, ¢
etc. ist, ein Maximum oder Minimum sind, ist von grofster Bedeutung; auf sie ist
namlich die ganze Methode, Probleme dieser Art aufzulGsen, gestiitzt. Es schi-
en aber hauptséchlich daher ratsam, diese Proposition anzufiihren, damit diese
Eigenschaft nicht, die nur diesen Formeln [ Zdz, wo Z eine algebraische oder
bestimmte Funktion ist, zu eigen ist, ganz und gar allen Formeln, die vorgelegt
werden konnen, gemein zu sein angesehen wird; in der folgenden Proposition
werden wir ndmlich beweisen, wenn in Z Integralformeln enthalten sind, dass
dann dieselbe Eigenschaft nicht weiter Geltung hat; daraus wird zugleich die
Natur von Fragen dieser Art besser verstanden werden. Der Beweis dieser ge-
genwértigen Proposition ist aber aus dem Fundament entnommen worden, dass
der Wert der Formel [ Zdz, wenn freilich Z eine entweder algebraische oder
bestimmte Funktion von x, y, p, q etc. ist, der irgendeinem Anteil M N der Ab-
szisse entspricht, allein vom entsprechenden Anteil mn der Kurve abhéngt und
nicht von der entweder vorherigen am oder der nachfolgenden nz beeinflusst
wird; diese Eigenschaft geht aber verloren, wenn in Z unbestimmte Integralfor-
meln enthalten sind. Denn die Werte der Gréfsen z, y, p, g, r etc., die sie fiir
den Kurvenbogen am erhalten, hingen nur von der Lage der Elemente dieses
Bogens mn und einigen benachbarten Elementen, die keinen Bogen endlicher
Grofe festlegen, ab; daher wird auch eine aus diesen Buchstaben wie auch im-
mer zusammengesetzte Grofe allein durch die Gestalt des Bogens mn bestimmt
werden, wenn keine Integralgrofen vorhanden waren, von welcher Art [ ydz,
die die ganze vorherige Fliche AamM einfiihren wiirde, oder [ dx+/1 + pp sind,
die den ganzen vorherigen Bogen am involvieren wiirde. Daher versteht man
also noch klarer, was wir durch eine bestimmte Funktion von x, vy, p, q, r etc.
bezeichnen wollen: Eine bestimmte Funktion ist natiirlich so beschaffen, dass sie
fiir jeden Punkt nur von den gegenwértigen Werten der Buchstaben x, y, p, ¢
etc. abhéngt und nicht deren vorherige Werte in sich umfasst. Eine unbestimmte
Funktion ist aber eine solche, deren Wert an jeder Stelle nicht allein aus den
Werten, welche diese Buchstaben x, y, p, ¢ etc. an dieser Stelle erhalten, be-
stimmt werden kann, sondern dariiber hinaus alle Werte zu ihrer Bestimmung
verlangt, welche diese Buchstaben an allen vorherigen Stellen erhalten haben. So
ist klar, dass alle algebraischen Funktionen zugleich bestimmte sind; aufferdem
aber sind alle transzendenten Funktionen, die nicht von einer Relation zwischen
z und y abhéngen, bestimmte, von welcher Art log /zx + yy, eP? ,Asin 2% sind;
deren Werte konnen an jeder Stelle aus den Werten der Buchstaben, welche sie
allein an dieser Stelle erhalten, angegeben werden. Wann immer aber in einer
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gewissen Funktion unbestimmte Integralformeln enthalten sind, die von einer
gegenseitigen Relation zwischen x und y, die sie iiberall haben, abhéngen, kann
dann deren Wert an jeder Stelle nicht aus den Werten, welche diese Buchstaben
an dieser Stelle haben, erkannt werden, sondern es ist dariiber hinaus von Noten,
alle Werte an gewissen vorherigen Stellen zu kennen; das heiftt die allgemeine
Relation zwischen den Koordinaten x und y; und solche Funktionen nennen wir
unbestimmte, die natiirlich von denen, welche wir bestimmte genannt haben,
ganzlich verschieden sind.

PROPOSITION III THEOREM
43. Wenn amz die Kurve war, die der Abszisse AZ entspricht und in welcher [ Zdx
ein Mazimum oder Minimum ist, in Z aber unbestimmte Integralformeln enthal-
ten sind, dann trifft dieselbe Figenschaft des Maximums oder Minimums nicht
auf einen beliebigen Anteil der Kurve zu, sondern wird nur der ganzen Kurve,
die der Abszisse AZ entspricht, zu eigen sein.

BEWEIS. Man fasse die ganze Kurve amz, fiir welche [ Zdx ein Maximum
oder Minimum ist, durch die Ordinate Mm in zwei bestimmte Teile aufgeteilt
auf und es sei der Wert der Formel [ Zdz, der dem Anteil am entspricht, = P,
der Wert derselben Formel fiir den anderen Anteil mz sei aber = @Q; fiir die
ganze Kurve amz wird also der Wert der Formel f Zdx = P + @ sein, welchen
wir festlegen, ein Maximum oder Minimum zu sein. Damit wir aber jede Zwei-
deutigkeit beseitigen und die ganze Angelegenheit sorgféltiger vorlegen kénnen,
wollen wir P + @ festlegen, ein Maximum zu sein; dasselbe, was ndmlich {iber
das Maximum bewiesen werden wird, wird {iber das Minimum leicht eingesehen
werden. Wenn daher nun der Wert von Q vom Wert von P nicht abhinge, dann
konnte das Aggregat P + @ kein Maximum sein, wenn nicht zugleich jeder der
beiden Werte P und @ einzeln maximal ist. Aber in unserem Fall, in dem sie
Grofse Z in sich unbestimmte Integralformeln umfasst, wird der Wert von @
nicht nur vom Anteil am der Kurve, auf den er bezogen wird, abhéingen, son-
dern zugleich von der ganzen vorherigen Kurve am und sogar vom Wert von P.
Nun sagen wir, dass dafiir, dass P + @) ein Maximum ist, nicht verlangt wird,
dass der Wert von P maximal ist. Wir wollen nédmlich festlegen, dass der Anteil
am der Kurve so beschaffen ist, dass fiir ihn P ein Maximum ist, und es werde
der Anteil am der Kurve aufgefasst, ein wenig verdndert zu werden, sodass der
Wert der Formel [ Zdz kleiner wird, beispielsweise = P — p; es wird natiirlich
geschehen koénnen, dass aus dieser Veranderung heraus der Wert von () wichst,
welche Zunahme ¢ gesetzt werde, und es wird, nachdem der Anteil am ein wenig
geéindert wurde, sodass fiir ihn [ Zdz nicht weiter ein Maximum ist, der Wert
der Formel [ Zdx fiir die ganze Kurve amz = P — p + Q + ¢ sein. Weil es also
passieren kann, dass ¢ > p ist, sicht man ein, dass die Formel [ Zdz fiir die
ganze Kurve amz maximal sein kann, auch wenn sie nicht fiir einen beliebigen
Anteil am maximal ist. Q.E.D.

KOROLLAR I
44. Wann immer also die Kurve gefunden worden ist, die, fiir die gegebene
Abszisse AZ, den maximalen oder minimalen Wert der Formel [ Zdz hat, und
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Z eine unbestimmte Funktion ist, dann folgt nicht, dass ein beliebiger Anteil
der gefundenen Kurve mit derselben Eigenschaft des Maximums oder Minimums
versehen sein wird.

KOROLLAR II
45. Bei der Auflésung von Problemen dieser Art, in denen eine Kurve gesucht
wird, die fiir die gegebene Abszisse AZ ein maximales oder minimales [ Zdx
hat, wird immer auf die Gréfe der ganzen vorgelegten Abszisse zu achten sein,
und das Maximum oder Minimum wird nur an die, nicht aber an irgendeinen
Anteil von ihr, angepasst werden miissen.

KOROLLAR III
46. Daher wird also der riesige Unterschied klar, welcher zwischen den Formeln
[ Zdz, in denen Z bestimmt oder unbestimmt ist, einhergeht; und zugleich
wird aber die Verschiedenheit der Methoden eingesehen, die es nétig sein wird,
bei den Auflésungen von Fragen, in denen maximale oder minimale Werte von
Formeln dieser Art verlangt werden, zu gebrauchen.

BEMERKUNG 1

47. Aus dem Beweis dieser Proposition folgt freilich nicht notwendigerweise,
wenn fiir die gegebene Abszisse AZ die Kurve eine maximale oder minimale
Formel f Zdx hat, dass sich dann ihre einzelnen Anteile dieser selben Beschaf-
fenheit erfreuen; aber dennoch wird es zur Geniige eingesehen, sooft dieselbe
Eigenschaft den einzelnen Teilen zuféllt, in dem Fall zu passieren. Und daher
ist nichtsdestoweniger in hochstem Mafse notwendig, die Losung immer an die
ganze vorgelegte Abszisse anzupassen. Dennoch kann es in Problemen, die sich
auf die relative Methode bezichen, passieren, dass die Formeln f Zdx, in denen
Z eine unbestimmte Funktion sei, sich gleichsam behandeln lassen, als wéren sie
bestimmt. Dies ereignet sich natiirlich, wenn nur unter allen Kurven, in denen
jene unbestimmten Integralformeln, die in Z enthalten sind, gleiche Werte er-
halten, nur die verlangt wird, in welcher [ Zdz ein Maximum oder ein Minimum
ist; in diesem Fall sind n&mlich jene unbestimmten Integralformeln anzusehen
bestimmte zu werden. Wenn daher unter allen Kurven derselben Lénge die zu
bestimmen ist, in welcher f Zdzx ein Maximum oder Minimum ist, und in Z
aufer bestimmten Grofen der Kurvenbogen [ da/T + pp enthalten ist, wird sie
hier, weil sie in allen Kurven, aus denen die gesuchte bestimmt werden muss,
denselben Wert erhélt, genauso wie eine bestimmte Funktion behandelt werden
konnen. All diese Dinge werden im Folgenden deutlicher erklart werden.

ANNAHME II
48. Wenn die Abszisse AZ der Kurve (Fig. 2) in unzéhlige unendlich kleine und
einander gleiche Elemente aufgeteilt wird, von welcher Art IK, KL, LM etc.
sind, und irgendein Anteil AM z genannt wird, welchem irgendeine variable
Funktion F' entspricht, werden wir dieselbe Funktion F', sofern sie auf entweder
die folgenden Punkte N, O, P, @ etc. oder die vorhergehenden Punkte L, K, I
etc. der Abszisse bezogen wird,
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so bezeichnen, dass er Wert dieser Funktion, der fiir den Punkt M = F ist, ist
wie folgt

fiir N =F
fiir @) =F"
- _ i
iﬁi g _ ? v ¢ fur die folgenden Abszissen
flir R =FV
etc.
fiir L =F,
fir @) =F)
flir P =Fy fiir die vorausgehenden Abszissen
flir Q = F[V
etc.

Und auf diese Weise, ohne den langen Schriftzug fiir Differentiale, wird der Wert
welcher einer variablen Funktion auch immer, der an einem Punkt der Abszisse
angenommen wird, angenehm gekennzeichnet werden.

KOROLLAR I
49. Weil also der Wert einer Funktion an irgendeiner Stelle gleich ihrem Wert
an der vorhergehenden Stelle um ihr Differential vermehrt ist, wird sein:

F' =F +dF F =F, +dF,

F" =F 4+dF’ F, =F, +dF,

F" =F" +dF” F, =F, +dF,,

FIV = F" + dF" Fy = Fry +dFry
etc. etc.
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KOROLLAR II
50. Wenn von den einzelnen Teilungsstellen der Abszisse aus Ordinaten gezogen
werden und die, die der Abszisse AM = x entspricht, natiirlich Mm, = y gesetzt
wird, werden die iibrigen so folgenden wie vorhergehenden so bezeichnet werden:

Mm=y Mm=y
Nn =4 Ll =y
Oo =4 Kk =y,
Pp =y" I =y
Qe =y" Hh =yrv
etc. etc.

KOROLLAR III )
51. Weil darauf der Wert von p = Z—Z = W, ist, wird p = - sein; die
folgenden in gleicher Weise wie die vorhergehenden Werte von p werden sich

aber so verhalten:

/ /

Yy -y Yy -y
b= dx po= dx
Y=y Y-y
po= dx pro= dx
"o__ u Y —=Yn
b= dx b= dx
mo_ y'V —y"” Y —Ym
e =

etc. etc.

KOROLLAR IV ) L
52. Darauf, weil ¢ = j—i = PP ist, wird ¢ = yj#%—&-y sein; daher werden sich
die Werte der Grofse g, sowohl die folgenden also auch die vorhergehenden, so

verhalten:

g =Wty g =Wy
dax? dx?
q, _ y/l/ _ 2y/l + y/ q _ y/ _ 2y + y/
dx? ' dx?
i Y Tk e
dx? " dx?
etc. etc.

KOROLLAR V
53. Auf die gleiche Weise werden also durch diese Bezeichnungen der Ordinaten
die Werte der Grofen r, s, t etc., wie wir es oben gemacht haben, festgelegt
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werden und aus der Figur bestimmt werden kénnen. Es wird natiirlich

y/// _ 3y// + 3y/ —y

dx3
oo yIV _ 4y/// + 6y" _ 4y/ +y
N dz*
yV _ 5yIV + 10y/// _ 10y// + 52/ —y
t =
dxb
etc.,

sein, woher so die vorhergehenden wie nachfolgenden Werte dieser Buchstaben
gebildet werden koénnen.

KOROLLAR VI
54. Wenn daher aber die Formel [ Zdz auf die Abszisse AM = z bezogen worden
ist, wird ihr Wert, der dem folgenden Element M N = dx der Abszisse entspricht,
= Zdx sein. Und daher werden auf gleiche Weise die Werte der Formel [ Zdz,
die den einzelnen Elementen der Abszisse entsprechen, bezeichnet werden, wie
folgt:

fir MN = Zdx fir MN = Zdx

fir NO = Z'dx fir LM = Zdx

fir OP =Z"dx fir KL =Z,dx

fir PQ =2"dx fir IK =2Z,dz
etc. etc.

KOROLLAR VII
55. Wenn also der Ausdruck [ Zdz sich auf die Abszisse AM = z der Kurve
bezieht, wird der Wert desselben Ausdrucks, der der vorgelegten Abszisse AZ
entsprechen wird,

= /Zd:L’ + Zdx + Z'de + Z"dx + Z"" dx + etc.

bis ins Unendliche, bis schlieflich zum letzten Punkt Z gelangt wird, sein.

KOROLLAR VIII
56. Wenn also die Kurve gefunden werden muss, die fiir die gegebene Abszisse
AZ den maximalen oder minimalen Wert der Formel | Zdx hat, dann ist, nach-
dem irgendeine unbestimmte Abszisse AM = x gesetzt wurde, zu bewirken,
dass dieser Ausdruck [ Zdx + Zdx + Z'dx + Z"dx + Z"dx+ ete. bis hin zu Z
maximal oder minimal wird.

BEMERKUNG 1
57. Obwohl diese Annahme nur nach Belieben gemacht worden ist, werden die-
se Bezeichnungen den gréfiten Nutzen dafiir verschaffen, Probleme, die sich auf
diese Methode der Maxima und Minima beziehen, unumsténdlich aufzulGsen.
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Denn bei Aufgaben dieser Art hat eine angenehme Auswahl der Bezeichnun-
gen sehr grofen positiven Einfluss und mit ihrer Hilfe kann die Rechnung nicht
nur zusammengefasst, sondern auch um Vieles leichter und bequemer gemacht
werden. Es wird aber diese Bezeichnungsweise der anderen gebréuchlichen, in
welcher durch die Differentiale unmittelbar folgende Werte von variablen Funk-
tionen ausgedriickt zu werden pflegen, aus dem Grunde vorstehen, weil bei der
Auflésungsmethode Differentiale anderer Art auftauchen werden, die mit den
natiirlichen Differentialen variabler Grofen leicht vermischt werden konnten,
wenn nicht mit dieser Bezeichnungsweise die natiirlichen Differentiale zumin-
dest hinsichtlich der Notation beseitigt werden wiirden.

PROPOSITION IV THEOREM
58. Wenn amnoz eine die Kurve (Fig. 3) war, die auf die gegebene Abszisse
AZ bezogen wurde und in welcher die Formel [ Zdx einen mazimalen oder
minimalen Wert erhdlt, und eine andere Kurve amvoz aufgefasst wird, die sich
von dieser unendlich wenig unterscheidet, dann wird der Wert der Formel [ Zdx
fir jede der beiden Kurven derselbe sein.

z
O/

U7

n

m
a

A M N O Z

Fic. 3

BEWEIS. Wann immer in der Analysis eine gewisse variable Formel maximal
wird, dann kommt sie zu erst durch ununterbrochenes Zunehmen immer néher
an den maximalen Wert heran, darauf aber, wenn sie diesen erreicht hat, ent-
fernt sie sich durch Abnahme wiederum von diesem. Aber dieses Herangehen
zum maximalen Wert und das Entfernen von selbigem sei so, dass, wihrend die
Grofie sich unmittelbar um das Maximum herum bewegt, dann ihre momentanen
Zuwachse und Abnahmen verschwinden; und dieses selbe ist {iber das Minimum
zu verstehen. Es sind freilich auch Maxima und Minima solcher Art gegeben,
um welche herum die Zuwéchse und Abnahmen unendlich grofs werden; aber
Maxima und Minima dieser Art finden beim gegenwértigen Unternehmen selten
einen Platz, und wenn sie auftreten, wird es leicht sein, sie zu bestimmen. Es
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soll daher geniigen, bemerkt zu haben, dass um das Maximum und Minimum
herum endliche momentane Anderungen nicht gegeben sein kénnen. Wenn daher
also in der Kurve amnoz der Ausdruck [ Zdz einen maximalen oder minimalen
Wert hat, wird sich fiir eine andere Kurve der Wert desselben Ausdrucks umso
mehr vom Maximum oder Minimum entfernen, umso mehr diese andere Kurve
von jener abweicht. Wenn aber die andere Kurve unendlich wenig von jener ge-
niigenden abweicht, dann wird fiir jede von beiden die Formel [ Zdz denselben
Wert erhalten. Eine in geringstem Mafie abweichende Kurve dieser Art werden
wir aber darunter auffassen, wenn wir festlegen, dass ein nur unendlich klei-
ner Bogen mno unendlich wenig variiert wird und an seiner Stelle der Bogen
muo eingesetzt wird. Deswegen wollen wir verstehen, dass aus der Kurve az, fiir
welche [ Zdz ein Maximum oder Minimum ist, ein unendlich kleiner Teil mno
herausgeschnitten wird und an seiner Stelle ein anderer mwvo, der sich von jenem
unendlich wenig unterscheidet, eingefiigt wird; dann wird der Wert der Formel
[ Zdz, der der Kurve amnoz entspricht, gleich dem Wert sein, der der Kurve
amvoz entspricht. Q.E.D.

KOROLLAR I
59.Weil ja die Verdnderung moglichst klein festgelegt werden muss, wird es nicht
geniigen, den Bogen mno, der festgelegt wird, nicht verdndert zu werden, un-
endlich klein anzunehmen, sondern auch die Abweichung nv in Bezug auf die
Lange des Bogens mmno muss unendlich klein sein.

KOROLLAR II
60.Nachdem also eine solche Verdnderung in der Kurve festgelegt worden ist,
wird daher auch eine Verdnderung im Wert der Formel f Zdx entstehen, die aber
durch den Beweis verschwindend sein wird. Und auf diese Weise wird aus einer
solchen angenommenen Verdnderung eine Gleichung entstehen, die zugleich die
Natur der gesuchten Kurve liefern wird.

BEMERKUNG 1
61. In diesen Propositionen ist also die gesamte Methode enthalten, Probleme
aufzul6sen, in denen die Kurve verlangt wird, in welcher der Wert einer gewis-
sen unbestimmten Formel, wie [ Zdz, maximal oder minimal sein soll. Es wird
namlich immer ein unendlich kleiner Anteil der Kurve, wie mno, aufgefasst, ein
wenig zu mvo variiert zu werden, und dann wird die Differenz der Werte ge-
sucht, welche die Formel | Zdx sowohl fiir die wahre Kurve amnoz wie fiir die
erdachte amvoz erhélt, und diese Differenz gibt gleich Null gesetzt die Natur der
gesuchten Kurve. Aber diese Verdnderung muss an einer unbestimmten Stelle
geschehen, damit sie sich auf die ganze Kurve bezieht und sich auf die einzel-
nen Stellen erstreckt. Diese Verdnderung kann aber wie auch immer vollzogen
werden, solange sie unendlich klein ist, und entweder auf zwei oder auf meh-
rere Elemente der Kurve ausgedehnt werden: Es muss nédmlich immer dieselbe
endgiiltige Gleichung resultieren. Dennoch erfordert es die Bequemlichkeit der
Rechnung, dass die Verdnderung in so wenigen Elementen vorgenommen wird,
dass sie gentigt, um die Losung auszufithren. Wenn so beispielsweise unter ganz
und gar allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die bestimmt werden
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muss, in welcher [ Zdz ein Maximum oder Minimum ist, dann wird es geniigen,
nur zwei Elemente der Kurve verdndert aufzufassen. Aber wenn nicht unter allen
Kurven, sondern nur denen, die einen oder mehrere Ausdriicke gemein haben,
die bestimmt werden muss, in welcher eine gewisse Grofe maximal oder minimal
ist, dann wird sich nicht irgendeine Verédnderung mwvo annehmen lassen, sondern
es muss eine solche festgelegt werden, dass jene allen Kurven gemeinsamen Ei-
genschaften bewahrt werden. In diesen Féllen werden also zwei Elemente nicht
geniigen, sondern es werden mehrere angenommen werden miissen, dass allen
Bedingungen geniigt werden kann.

DEFINITION V
62. Der Differentialwert, der der gegebenen Formel des Maximums oder Mini-
mums entspricht, ist die Differenz zwischen den Werten, welche diese Formel
sowohl in der gesuchten Kurve selbst als auch in derselben, nachdem sie unend-
lich wenig verdndert wurde, erhalt.

KOROLLAR I
63. In der Kurve, fiir welche eine gegebene Formel, beispielsweise [ Zdz, ein
Maximum oder Minimum sein muss, wird der entsprechende Differentialwert
dieser Formel verschwinden. Und deswegen, wenn der Differentialwert gleich
Null gesetzt wird, wird man die Gleichung haben, mit welcher die Natur der
gesuchten Kurve ausgedriickt werden wird.

KOROLLAR II
64. Aus dem gefundenen Differentialwert, der der vorgelegten Formel des Maxi-
mums oder Minimums entspricht, wird man unmittelbar eine Gleichung haben,
der die Natur der Kurve ausdriickt, in welcher jene vorgelegte Formel einen
maximalen oder minimalen Wert hat.

KOROLLAR III
65. Die ganze Aufgabe, Kurven zu finden, die sich der Eigenschaft des Maximums
oder Minimums erfreuen, ist daher darauf reduziert worden, dass fiir eine Formel
des Maximums oder Minimums ihr entsprechender Differentialwert gefunden
wird.

BEMERKUNG 1
66. Weil also im Allgemeinen die Vorstellung nicht nur von der Natur der Fra-
gen, in denen mit der Eigenschaft des Maximums oder Minimums versehene
Kurven gesucht werden, sondern auch der Methode, die, um sie aufzulésen, zu
gebrauchen ist, erlautert worden ist, werden wir zur Behandlung selbst fort-
schreiten. Und zuerst werden wir freilich die absolute Methode, mit welcher
Kurven gesucht werden, die unter ganz und gar allen Kurven, die auf dieselbe
Abszisse bezogen wurden, mit einer gewissen Eigenschaft des Maximums oder
Minimums versehen sind, angeben. Darauf werden wir zur relativen Methode
der Maxima und Minima iibergehen, auf welche sich Fragen beziehen, die nicht
unter allen Kurven, die einer gegebenen Abszisse entsprechen, sondern nur de-
nen, die sich einer gewissen oder gleich mehreren gemeinsamen Eigenschaften
erfreuen, die zu bestimmen befehlen, welcher eine gewisse Beschaffenheit des
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Maximums oder Minimums zuféllt. In diese Behandlungen wird aber die Natur
der Formel f Zdx, die ein Maximum oder Minimum sein muss, einen gewal-
tigen Unterschied einbringen, je nachdem ob Z entweder eine bestimmte oder
unbestimmte Funktion war, wie wir schon bemerkt haben.
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Kapitel 11

Uber die absolute Methode
der Maxima und Minima, um
gekrummte Linien zu finden

PROPOSITION I PROBLEM
1. Wenn in irgendeiner Kurve amz die Ordinate Nn um das unendlich klei-
ne Stiick nv vermehrt wird, die Zuwdchse oder Abnahmen zu finden, die die
einzelnen bestimmten Griofien, die sich auf die Kurve beziehen, daher erhalten
werden.

LOSUNG. Bestimmte Grofen, die sich auf die vorgelegte Kurve beziehen, sind,
aufler der Abszisse x, die nicht betroffen ist, diese y, p, ¢, r, s etc. mit ihren abge-
leiteten Werten, welche sie an entweder vorhergehenden oder folgenden Stellen
erhalten. Wenn wir daher nun AM = x und M'm = y setzen, wird Nn = ¢’ sein,
und dessen Wert wird durch Translation des Punktes n nach v um das Stiick
nv vermehrt werden, die iibrigen Ordinaten y”, 3"’ etc. in gleicher Weise wie
die vorhergehenden y,,, ys, yrv etc. werden aber nicht betroffen sein. Weil also
allein die Ordinate ¢y’ um das Stiick nv wéchst, wird man aus den Paragraphen
51 und ff. des vorhergehenden Kapitels berechnen, einen wie groffen Zuwachs
alle Grofen aus der Zunahme der Ordinate 3’ allein erfahren. Alle Groen, deren
Wert nicht von 3’ abhangt, werden eine Veranderung eingehen, die iibrigen aber,
die nicht von 3’ abhiangen, werden unveridndert bleiben. Weil daher p = y/d;y
ist, wird diese Grofse p um das Stiick % wachsen; aber weil p’ = y/:i;y, ist, wird
diese Gréfe p’ um das Stiick 52 schrumpfen. Und auf die gleiche Weise werden
die Zuwéchse oder Abnahmen der iibrigen Grofen gefunden werden, indem man
in deren oben dargebotenen Werten alle Werte von y, auker diesen g/, streicht
und an dessen Stelle nv schreibt. Auf diese Weise haben wir die Zuwéchse al-
ler bestimmten Grofen, die freilich eine Verdnderung erfahren, in der folgenden

Tabelle zusammengetragen:

25
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Grofke | Zuwachs Grofe | Zuwachs
y’ +nv S + %
D + % S - 3“72
P’ —o s +9ny
@ + s —
q —2 s’ +aar
q +a trv +55
Tn + % T - Zzg
T - 3”75 ty + 1(?%
r +3ny t 10y
r' — 2% t +3n2
t — 5

Und aus dieser Tabelle werden sogar die Zuwéchse oder Abnahmen weiterer
Grofsen, wenn diese auftauchen, leicht erkannt werden kénnen. Q.E.L

KOROLLAR I
2. Nachdem also die Zuwéchse dieser ersten sich auf die Kurve beziehenden
Grofsen bekannt geworden sind, werden daraus die Zunahmen aller aus ihnen
zusammengesetzten Grofien, die aus der vermehrten Ordinate y’ entstehen, be-
stimmt werden konnen, wenn die Art der Zusammensetzung betrachtet wird.

KOROLLAR II
3. Die dargebotenen Zunahmen dieser Grofen werden natiirlich als deren Dif-
ferentiale betrachtet werden konnen. Und wenn irgendeine aus jenen zusam-
mengesetzte Grofe vorgelegt war, wird ihr entsprechender Zuwachs, der aus der
Translation des Punktes n nach v entspringt, gefunden werden, indem man je-
ne Grofe differenziert und anstelle der Differentiale der einzelnen Gréfen die
Zuwéchse schreibt, die diesen Groéfsen zugeschrieben worden sind.

KOROLLAR III
4. Wenn man also diese Funktion y’+/1 + pp hat, deren Zuwachs, der aus der
Translation des Punktes n nach v entsteht, zu bestimmen ist, werde die Funktion
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zuerst differenziert; daher wird hervorgehen

y'pdp

VI+pp’

und daher schreibe man anstelle von dy’ und dp die Zuwéchse, die den Grofen
y" und p entsprechen, natiirlich +nv et +%2; und es wird der Zuwachs der

vorgelegten Funktion sein

dy'\/1 + pp +

. _|_ 1 y/p * v
- +pp+da:\/1+pp'

KOROLLAR IV
5. Angenehm kann also durch Differentiation welcher Funktion auch immer der
Zuwachs, welcher aus der Zunahme nv der Ordinate 3’ entsteht, angegeben wer-
den; das kann aus Betrachtung einer Figur nur schwer und keineswegs allgemein
geschehen.

BEMERKUNG 1

6. Sorgfaltig ist es natiirlich zu bemerken, dass diese Art, Zuwéchse von Funk-
tionen oder Grofien, die aus z, ¥, p, q etc. und deren Derivaten v/, vy, p’, p” etc.
gegeben sind, zu finden, sich nur auf bestimmte Funktionen erstreckt, keines-
falls aber auf unbestimmte ausgedehnt werden kann. Wenn daher ndmlich eine
vorgelegte Funktion unbestimmt oder eine unbestimmte Integralformel war, die
eine Integration weder algebraisch noch transzendent zulésst, dann erhalten wir
aus ihrer Differentiation nichts, um die Zunahme zu finden. Im Folgenden aber,
wo wir Formeln des Maximums und Minimums | Zdz solcher Art betrachten
werden, in denen Z eine solche unbestimmte Funktion ist, werden wir Zuwéchse
von Funktionen dieser Art untersuchen. Wenn aber Z eine bestimmte Funkti-
on war, kann die Losung des vorgelegten Problems geniigen, um Lésungen sich
hierauf beziehender Probleme auszufiihren.

PROPOSITION II PROBLEM
7. Wenn (Fig. 4) Z eine bestimmte Funktion nur vonz und y war, die Kurve
az zu finden, in welcher der Wert der Formel [ Zdx mazimal oder minimal ist.

z

qr'/
v o P
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Fic. 4
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LOSUNG. Man fasse die Abszisse AZ, welcher das Maximum oder Minimum
der Formel [ Zdz entsprechen muss, in unzéhlige gleiche Elemente aufgeteilt
auf, welche einzelnen durch dz zu bezeichnen sind; und nachdem die unbe-
stimmte Abszisse AM = x und Ordinate M'm = y gesetzt worden sind, wird
aus der Formel [ Zdz dem Element MN Zdz entsprechen; und geméf der
gebrauchten Bezeichnungsweise wird dem folgenden Element NO Z'dx entspre-
chen und den folgenden Elementen OP, PQ etc. werden die Werte Z"dx, Z"'dx
etc. entsprechen, den vorhergehenden Elementen LM , K L,IK etc. werden aber
die Werte Z,dx, Z,dx,Z,,dx etc. entsprechen. Daher, wenn die Kurve az die
selbst ist, die gesucht wird, wird Zdx + Z'dx + Z"dx+ etc., zusammen mit
Zdx + Z,dx + Z,,dz+ etc. ein Maximum oder Minimum sein miissen. Wenn
daher also die eine Ordinate Nn = 3’ um das Stiick nv vermehrt wird, muss jener
Ausdruck denselben Wert beibehalten und daher muss der Wert der Differenti-
alformel [ Zdz oder die Summe der Terme Zdx + Z'dx+ Z" dx+ ete. zusammen
mit Z,dx+ Z,dx+ Z,;,dx+ etc. verschwinden. Die Differentialwerte dieser einzel-
nen Terme, die aus der Translation des Punktes n nach v entspringen, werden
also gefunden werden miissen und deren Aggregat wird der Differentialwert sein,
der der Formel [ Zdz entspricht und der = 0 gesetzt die Gleichung fiir die ge-
suchte Kurve liefern wird. Weil ja aber Z als eine bestimmte Funktion von z
und y festgelegt wird, wird das Differential dZ selbiger eine Form dieser Art ha-
ben Mdx + Ndy; sodass dZ = Mdx + Ndy ist. Die Differentiale der derivierten
Werte von Z werden sich also so verhalten:

dZ/ = M/dx + N/dy/ dZ/ = M/dl‘ =+ N/dy/
dZ” = M”dm + N”dy// dZ// = M//de' =+ N//dy//
etc. etc.

Weil nun die Differentialwerte der Terme Zdz, Z'dx, Z"dx etc. und ebenso von
Z,dx, Z,dx etc. gefunden werden, wenn diese Terme differenziert werden und
anstelle von dy’ in den Differentialen nv, anstelle aller iibrigen Differentiale aber
0 geschrieben wird, ist klar, dass allein der Term Z’dz einen Differentialwert ha-
ben wird, weil ja lediglich in seinem Differential dy’ auftaucht. Nachdem deshalb
nv anstelle von dy’ geschrieben worden ist, wird der Differentialwert des Terms
Z'dx = N'dz-nv sein, der zugleich der Differentialwert der ganzen Formel [ Zdx
sein wird, weil die {ibrigen Terme aufier Z’dx keine Verdnderung erfahren. An-
stelle von N/ werden wir aber auch N setzen konnen, weil N’ = N +dN ist und
dN in Bezug auf N verschwindet. Fiir die gesuchte Kurve, in welcher [ Zdx ein
Maximum oder Minimum ist, hat man also diese Gleichung Ndz - nv = 0 oder
N = 0; wahrend dZ = Mdx + Ndy ist. Q.E.L

KOROLLAR I
8. Wenn also die Kurve bestimmt werden muss, in welcher [ Zdz ein Maximum
oder ein Minimum ist und Z eine bestimmte Funktion nur von x und y ist,
dann muss die Grofe Z differenziert werden; weil diese eine Form dieser Art
haben wird dZ = Mdx + Ndy, wird daher die Gleichung fiir die gesuchte Kurve
gebildet werden, die N = 0 sein wird.
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KOROLLAR II
9. Weil also N eine bestimmte Funktion von x und y ist, wird in der Gleichung
fiir die Kurve N = 0 keine konstante Grofe enthalten sein, die nicht in der
Formel des Maximums oder Minimums [ Zdz enthalten war; und dieser Sache
wegen wird die gefundene Kurve eine einzige und vollkommen bestimmte sein.

KOROLLAR III
10. In Fragen, die in diesem Problem erfasst worden sind, wird also die geniigen-
de Kurve allein aus der Formel des Maximums oder Minimums bestimmt; und
es werden sich nicht dariiber hinaus irgendwelche anderen Punkte vorschreiben
lassen, durch die die gesuchte Kurve hindurchgehen soll.

KOROLLAR IV
11. Wenn daher Z eine Funktion nur von x war, sodass sie y nicht involviert,
dann wird [ Zdz eine bestimmte Funktion in gleicher Weise nur von z sein und
ihr werden daher alle Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, gleichermafsen
geniigen. Dieses selbe zeigt in der Tat die Rechnung; in diesem Fall, in dem in
Z y nicht enthalten ist, wird N = 0 werden; und daher geht keine Gleichung fiir
die gesuchte Kurve hervor.

KOROLLAR V
12. Sofort kann auch eingesehen werden, ob eine Kurve gegeben ist, in welcher
eine Formel f Zdzx dieser Art ein Maximum oder Minimum ist. Wenn nim-
lich aus der Differentiation von Z ein Wert solcher Art fiir N gefunden wird,
dass durch die Gleichung N = 0 keine Kurve ausgedriickt wird, dann existiert
auch keine Kurve, in welcher die vorgelegte Formel [ Zdz ein Maximum oder
Minimum wird.

KOROLLAR VI
13. Schlieflich wird auch erkannt, dass diese Eigenschaft des Maximums oder
Minimums nicht auf eine einzige Abszisse beschrankt ist, sondern, wenn die
Kurve fiir eine Abszisse die Formel [ Zdx zum Maximum oder Minimum macht,
dieselbe fiir irgendeine andere Abszisse gleichermafien einen maximalen oder
minimalen Wert haben wird.

BEMERKUNG 1
14. Wir haben also eine leichte Methode erlangt, unter allen Kurven, die dersel-
ben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen, in welcher die Formel [ Zdx einen
maximalen oder minimalen Wert festlegt, wenn freilich Z eine bestimmte Funk-
tion nur von z und y ist. Zugleich ist aber auch klar, dass die geniigende Kurve
immer algebraisch sein wird, wenn freilich Z eine algebraische Funktion nur von
z und y war. Eine Eigenschaft einer auf diese Weise gefundenen Kurve wird also
diese sein, dass, wenn fiir dieselbe Abszisse irgendeine andere gekriimmte Linie
festgelegt wird, dann fiir sie der Wert der Formel [ Zdxz gewiss entweder kleiner
oder grofer hervorgehen wird als der fiir die gefundene Kurve, je nachdem ob in
der gefundenen die Formel [ Zdx entweder maximal oder minimal war. Obwohl
aber noch Zweifel dariiber besteht, ob in der gefundenen Kurve der Wert der
Formel [ Zdz maximal oder minimal sein wird, wird die Entscheidung dariiber
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in jedem speziellen Fall leicht getroffen werden; im Allgemeinen kann aber ganz
und gar nichts entschieden werden. Dennoch ist es wiederum gewiss, wenn eine
einzige Gleichung hervorgeht, dass dann entweder nur ein Maximum oder nur
ein Minimum Geltung haben kann; das heif$t, wenn die gefundene Kurve fiir ein
Maximum ist, kein Minimum gegeben ist, sondern der Wert der Formel [ Zdx
bis ins Unendliche vermindert werden kann. Auf die gleiche Weise, wenn eine
einzige Kurve gefunden worden ist und in ihr die Formel [ Zdz minimal wird,
dann der Wert [ Zdz ins Unendliche vermehrt werden kann. Wenn daher aber
die Losung tiberhaupt keine geniigende Kurve liefert, wird das ein Anzeichen
sein, dass der Wert der Formel [ Zdx fiir was fiir eine Abszisse auch immer so
ins Unendliche wachsen wie abnehmen kann.

BEMERKUNG 2

15. Aus derselben Losung werden auch jene Kurven, die mit der Eigenschaft des
Maximums oder Minimums versehen sind, der anderen oben erwéhnten Art ge-
funden werden kénnen, zu welchen nicht durch verschwindende Differentialwer-
te, sondern unendlich grofe, gelangt wird; diese Art von Maxima und Minima
weicht von jener in hoéchstem Mafe ab. Es werden aber diese Kurven gefun-
den werden, wenn der Differentialwert Ndx - nv nicht null, sondern unendlich
gleichgesetzt wird. Sooft also diese Gleichung N = oo eine gewisse Kurve sug-
geriert, dann wird in ihr gleichermaRen die Formel [ Zdx einen maximalen oder
minimalen Wert erhalten: Dies wird natiirlich geschehen, wann immer fiir N
ein Bruch hervorgeht, dessen Nenner gleich Null gesetzt die Gleichung fiir eine
gekrimmte Linie liefert. Deshalb kénnen auf diese Weise mehrere Kurven ge-
funden werden, die derselben Frage geniigen, von denen die einen die Maxima
enthalten werden, die anderen die Minima. Es kann aber geschehen, dass mehr
als zwei dem Problem geniigende Kurven gefunden werden, auch wenn nur zwei
Gleichungen entspringen kénnen, natiirlich N = 0 und N = oco. Wenn freilich
N eine aus Faktoren zusammengesetzte Grofe war, dann wird ein beliebiger
Faktor entweder null oder unendlich gleichgesetzt eine Gleichung fiir eine ge-
niigende Kurve geben; es ist ndmlich bekannt, dass oftmals mehrere Maxima
und Minima auftreten kénnen. All diese Dinge werden aber umso besser in den
folgenden in diesem Problem enthaltenen Beispielen erklart werden.

BEISPIEL I
16. Die Kurve zu finden, die unter ganz und gar allen Kurven, die derselben
Abszisse entsprechen, [ XYdx zum Mazimum oder Minimum haben, wihrend
X eine Funktion nur von x und Y eine nur von y bezeichnet.

In diesem Fall wird also Z = XY und daher dZ = YdX+XdY = Mdz+Ndy
werden. Es wird also

YdX
M=—— und N = @
dx dy
sein, wegen X einer Funktion nur von z und Y einer Funktion nur von y. Fiir
die gesuchte Kurve wird also gelten
Xdy
N = =

“ Ty U
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weil ja aber Y eine Funktion von y ist, werde dY = Ody gesetzt; es wird © in
gleicher Weise eine Funktion von y sein; und daher hat man fiir die gesuchte
Kurve, wenn diese geniigt, diese Gleichung X© = 0, und daher entweder X = 0
oder © = 0; weil keine von beiden eine gekriimmte Linie liefert, wird daher klar,
dass dieser Frage {iberhaupt keine Kurve geniigt, sondern der vorgelegte Wert
f XY dx ins Unendliche sowohl vermehrt als auch vermindert werden kann. Aus
der Gleichung © = 0, weil © eine Funktion nur von y ist, folgt y = Konst., welche
Gleichung eine der Abszisse AZ parallele gerade Linie liefert, deren Distanz so
grof ist, dass Y eine maximale oder minimale Funktion wird. Es ist ndmlich
klar, wenn die Grofe Y einen maximalen oder minimalen Wert erhélt, dass
dann auch die Formel f XYdz ein Maximum oder Minimum wird. Die andere
Gleichung X = 0 aber, weil sie x = Konst. liefert, bietet nicht einmal eine der
Frage geniigende gerade Linie dar, weil sie eine zur Abszisse normale gerade
Linie liefert, die deshalb nicht einer gewissen gegebenen Abszisse, sondern nur
einem ihrer Punkte entsprechen wird.

BEISPIEL II
17. Eine Kurve zu finden, die unter allen Kurven, die derselben Abszisse ent-
sprechen, den maximalen oder minimalen Wert der Formel f(ax — yy)ydx hat.

Wenn diese Formel mit der allgemeinen f Zdx verglichen wird, wird Z =
ary — y® und daher dZ = aydx + (ax — 3yy)dy werden; sodass M = ay und
N = ax — 3yy wird; daher wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung
haben ax — 3yy = 0 oder yy = %ax, welche die fiir eine Parabel ist, die den
Scheitel in A, die Achse AZ und den Parameter = %a hat. In dieser Parabel
wird also der Wert der Formel [(az — yy)ydz maximal oder minimal sein. Ob
er aber maximal oder minimal ist, wird entdeckt werden, wenn wir irgendeine
andere Linie anstelle der Parabel einsetzen und untersuchen, ob fiir sie der Wert
der vorgelegten Formel grofer oder kleiner ist als der fiir die Parabel. Wir wollen
also die mit der Achse selbst iibereinstimmende gerade Linie nehmen, fiir welche
y = 0 sein wird. Fiir diese wird deshalb der Wert der Formel [(az — yy)ydz in
gleicher Weise = 0 werden, fiir die Parabel wird aber derselbe Wert positiv und
daher > 0 sein; daraus folgt, dass in der Parabel der Wert der vorgelegten Formel
kein Minimum ist, sondern ein Maximum: Wir werden aber auch algebraisch
angeben konnen, wie grofs der Wert der vorgelegten Formel fiir die Parabel sein
wird; weil namlich yy = %aaz ist, wird die vorgelegte Formel in diese iibergehen

2 1 4 1
/axdx[a:r = ax2[dx.
3 3 15 3

Wenn wir daher aber eine andere Gleichung festlegen, beispielsweise y = nux,
wird die vorgelegte Formel in diese iibergehen

1 1
/dm(na:m: —n?23) = “naz® — —n3a?,
3 4
welche immer kleiner ist als der Wert der Formel, der fiir die gefundene Parabel
hervorgegangen ist, was jeder leicht durch Einsetzen bestimmter Werte anstelle
von z leicht sehen wird.
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BEISPIEL IIT
18. Die Kurve zu finden, in welcher unter ganz und gar allen Kurven, die auf
dieselbe Abszisse bezogen wurden, der Wert dieser Formel

/(15a2x2y — 15a32y + 5a’y® — 3y°)dx

mazimal oder minimal ist.

Es wird also Z = 15a2z2y — 15a32y + 5a%y® — 3y° sein, wenn welcher diffe-
renziert wird, nachdem X konstant gesetzt wurde, wird

Ndy = 15a’2%dy — 15a®zdy + 15a%y>dy — 15y dy;

und daher wird N = 15(a?2? — a®z + a?y? — y*) hervorgehen; dieser Wert wird
= 0 gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben; es wird deshalb gelten

aazzr — a’z + a*y* —y* = 0 = (az — yy)(ax + yy — aa).

Wegen dieser zwei Faktoren gehen aber zwei geniigende Kurven hervor, deren
eine mit dieser Gleichung yy = azx, die andere mit dieser yy = aa — ax ausge-
driickt werden wird; jede von beiden ist eine fiir eine Parabel. Damit nun klar
wird, welche der beiden fiir das Maximum oder Minimum ist, wollen festlegen,
dass die Abszisse sehr klein ist, und die erste Gleichung yy = az wird in der
Formel eingesetzt geben

/flOaSz\/&xdx.

Aber die andere Formel yy = aa — az oder y = a wird eingesetzt [ 2a°dx geben.
Wenn daher aber y irgendein anderer Wert zugeteilt wird, beispielsweise y = 0,
dann geht die vorgelegte Formel in [ 0dz = 0 iiber. Daraus ist klar, dass die eine
der gefundenen Kurven yy = aa—ax fiir das Maximum, die andere yy = ax aber
fiir das Minimum, natiirlich ein negatives Maximum, ist. Sehr leicht wird aber
immer diese Entscheidung, ob ein Maximum oder Minimum in der gefundenen
Kurve Geltung hat, getroffen werden, wenn freilich die Abszisse x unendlich
klein festgelegt wird; dann wird ndmlich eine Integration nicht von N&ten sein,
sondern die Formel Zdz selbst wird in diesem Fall den Wert der Formel [ Zdx
zeigen.

BEISPIEL IV
19. Unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen,
in welcher der Wert der Formel

4
/(3aac —3zx — yy)(ax — xw — gxy + yy)dx

maximal oder minimal ist.
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Aus dieser Formel geht also der folgende entwickelte Wert von Z hervor:

4 .
Z =+ 3a%2? — dax’y + 2axyy + gzxy3 —

3

—6ax® + 423y — 2zayy

+ 324

diese wird fiir konstant gesetztes = differenziert und durch dy geteilt den folgen-
den Wert fiir NV geben

N = —daz? + dazy + dzyy — 4y° + 42° — dzxy,

welcher Ausdruck gleich null gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben
wird. Es wird deshalb gelten

v — xyy + 2ry + are — axy — x> =0,

welche zwei Faktoren hat, die freilich genauso viele Gleichungen liefern, und
zwar diese

I. y —x=0 fiir eine gerade Linie,

I yy—ar+zx=0 fiir einen Kreis.

Es werde z unendlich klein festgelegt und es wird aus der Gleichung y = x der
Wert von Z = 3a%x? sein; aber aus der Gleichung yy = ax — xz oder y = \/ax
wird Z = 4aaxx sein. Wenn daher aber y = a gesetzt wird, geht Z = —a* hervor,
woher klar ist, dass jede von beiden gefundenen Linien fiir ein Maximum ist.

BEMERKUNG 3
20. Probleme koénnen auch durch die gewohnliche Methode der Maxima und
Minima aufgelést werden. Wann immer nédmlich eine Kurve gesucht wird, fiir
welche der Wert von | Zdx maximal oder minimal ist und das fiir eine beliebige
Abszisse, ist klar, wenn freilich Z eine bestimmte Funktion von x und y ist, dass
die Formel f Zdx kein Maximum oder Minimum sein kann, wenn nicht ihr Ele-
ment Zdx und daher Z ein solches ist. Deswegen wird der Frage geniigt werden,
wenn die Grofe Z fiir konstant gesetztes = differenziert wird und ihr Differential
= 0 gesetzt wird. Dann wird ndmlich Z immer einen maximalen oder minima-
len Wert haben, und daher auch Zdz und auch die Formel [ Zdz selbst. Wenn
daher aber die Funktion Z fiir konstant gesetztes x differenziert wird, wird Ndy
hervorgehen, weil wir ja durch allgemeines Differenzieren dZ = Mdx + Ndy
hervorzugehen festgesetzt haben; und es wird durch Setzen von N = 0 geniigt
werden, welches freilich dieselbe Losung ist, die wir durch die angegebene Me-
thode gefunden haben. Obwohl aber daher diese Fragen erscheinen, auf gleiche
Weise aufgelost werden zu konnen, wie in der gewohnlichen Methode der Ma-
xima und Minima, passiert dies dennoch nur, wenn Z eine Funktion nur von
x und y war; denn, wenn in Z aufferdem die aus den Differentialen entstan-
denen Grofen p, g, r etc. enthalten sind, dann kann die gewohnliche Methode
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von keinem weiteren Nutzen sein. Auch wenn nédmlich dann die Funktion Z
fiir konstant gesetztes x differenziert wird, gingen dann in das Differential auch
die Differentiale dp, dq, dr etc. ein, weil deren Relation zu dy nicht bekannt
ist, wird daher keine zur Bestimmung des Maximums oder Minimums geeignete
Gleichung abgeleitet werden konnen. In diesen Féllen wird also die Niitzlichkeit
und Notwendigkeit unserer Methode besonders erkannt werden.

PROPOSITION IIT PROBLEM
21. Wenn Z (Fig. 4) eine bestimmte Funktion von x, y und p war, sodass gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp,

unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu finden, in welcher
f Zdx ein Mazximum oder Minimum ist.

LOSUNG. Es sei amz die der Frage geniigende Kurve und irgendeine Ordinate
Nn =y werde aufgefasst, um das Stiick nv vermehrt zu werden, der Differenti-
alwert der Formel [ Zdz oder einer dieser gleichwertigen Grofe, beispielsweise
Zdx + Zidx + ZNhdx + Zmdx+ ete. zusammen mit Z,dx + Z,,dx + Z,,dx+ etc.
wird = 0 sein miissen. Den Differentialwert der ganzen Grofe [ Zdz aus der
Translation des Punktes n nach v wird man also haben, wenn die man Diffe-
rentialwerte jener einzelnen Grofen, die freilich von dieser Translation betroffen
werden, sucht und zu einer Summe zusammenaddiert. Aus der Translation des
Punktes n nach v gehen aber nur jene Terme eine Verdnderung ein, in denen die
Grofen 3/, p und p’ und daher nur die Terme Zdx und Z’dx enthalten sind; denn
wie Z eine Funktion von y und p aufer x ist, so ist Z’ die gleiche Funktion von 3’
und p’. Deswegen werden diese Terme differenziert werden miissen, und in deren
Differentialen miissen anstelle von dy’, dp und dp’ die oben angegeben Werte
+nv, +57 und — 77 geschrieben werden. So wie aber dZ = Mdx + Ndy + Pdp
ist, so wird dZ’' = M'dx + N'dy’ + P’dp’ sein. Daher wird deshalb der Dif-
ferentialwert von Z P - 52 sein und der von Z’ wird N’ - nv — P’ - &2 sein;
daher wird der Differentialwert jeder der beiden Terme Zdx + Z’'dr und da-
her der der ganzen Formel [ Zdx = nv - (P + N'dz — P’) sein. Aber es ist
P’ — P = dP und anstelle von N’ kann N geschrieben werden; daher wird der
Differentialwert = nv - (Ndz — dP) sein. Daher, weil der Differentialwert der
Formel f Zdz gleich null gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve liefert,
wird diese 0 = Ndx —dP vel N — % = 0 sein, mit welcher Gleichung die Natur
der gesuchten Kurve ausgedriickt werden wird. Q.E.L

KOROLLAR I
22. Wenn daher also Z irgendeine Funktion von x, y und ebenso von deren
Differentialen dx und dy oder anstelle von deren Differentialen von p war, wah-
rend dy = pdx ist, wird das Differential von Z eine Form dieser Art haben, dass
dZ = Mdx+ Ndy+ Pdp ist. Und daher wird die Kurve gefunden werden, in wel-
cher [ Zdz ein Maximum oder Minimum ist, indem diese Gleichung N — P _

de —
oder Ndx = dP gebildet wird.
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KOROLLAR II
23. Diese Gleichung wird also immer eine differentiale zweiten Grades sein, wenn
in P p enthalten ist. Denn wenn p in P enthalten ist, dann wird in dP dp
enthalten sein, welches wegen p = j—g Differentiale zweiten Grades involvieren
wird.

KOROLLAR III
24. Wann immer also im Differential von dZ = Mdz + Ndy + Pdp die Groke
P immer noch p in sich umfasst, werden dann wegen der Differentialgleichung
zweiten Grades fiir die gesuchte Kurve zwei neue beliebige Konstanten durch
Integration eingehen. Daher werden zur Bestimmung dieser Konstanten zwei
Punkte der Kurve vorgeschrieben werden konnen; andernfalls wiirden namlich
nicht eine, sondern unzihlige Kurven gefunden werden.

KOROLLAR IV
25. Damit deshalb Probleme dieser Art bestimmt vorgelegt werden, sind sie so
zu formulieren, dass die Kurve durch zwei gegebene Punkte hindurchgefiihrt
werden muss, die unter allen anderen Kurven, die durch dieselben Punkte hin-
durchgehen, fiir dieselbe Abszisse x den maximalen oder minimalen Wert [ Zdx
umfasst.

KOROLLAR V
26. In P wird aber die Grofe p nicht enthalten sein, wenn Z eine Funktion nur
von x und y war, die mit p oder mit n + p, wihrend n eine konstante Zahl
bezeichnet, multipliziert wurde. Es sei ndmlich V' eine Funktion von z und y,
sodass dV = Mdx + Ndy und Z = V(n + p) ist, es wird gelten

dZ = (n+p)Mdx + (n+ p)Ndy + Vdp.

Und daher wird die Gleichung fiir die gesuchte Kurve sein

0=(n+pN - Z—Z oder (n+ p)Ndx =dV = Mdx + Ndy.
KOROLLAR VI

27. In diesen Fillen, in denen Z = V(n + p) ist, wihrend V eine Funktion nur
von z und y ist, wird nicht zu einer Differentialgleichung zweiten Grades ge-
langt, weil dp in ihr iiberhaupt nicht enthalten ist. Aber nicht einmal zu einer
Differentialgleichung ersten Grades wird gelangt, sondern sogar zu einer alge-
braischen. Denn weil pdz = dy ist, wird (n + p)Ndxz = nNdx + Ndy sein; dies
wird Mdx 4+ Ndy gleich gesetzt eine durch dx teilbare und daher diese alge-
braische Gleichung geben nlN = M, wenn freilich V eine algebraische Funktion
war.

KOROLLAR VII
28. Sooft dies aber passiert, wird die Formel des Maximums oder Minimums, die
[ Zdz ist, von solcher Form [(Vndx + Vdy) oder fiir n = 0 gesetzt von solcher
[ Vdy sein. Formeln des Maximums oder Minimums von dieser Art leiten also
in gleicher Weise fiir die gesuchte Kurve eine bestimmte Gleichung ab, so dass
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es nicht moglich ist, einen oder mehrere Punkte vorzuschreiben, durch die die
gesuchte Kurve hindurchgehen soll.

KOROLLAR VIII
29. Nachdem also V als eine Funktion von x und y festgelegt wurde, wird diese
Formel des Maximums oder Minimums f Vdy in gleicher Weise behandelt, wie
[ Vdz. Denn fiir dV = Mdx + Ndy gesetzt entspricht der Formel [ Vdz diese
Gleichung fiir die Kurve N = 0, sodass der anderen Formel [ Vdy die Gleichung
M = 0 entspricht. Daraus ist es ersichtlich, dass die Koordinaten xz und y
untereinander vertauscht werden kénnen.

BEMERKUNG 1

30. Es ist deshalb klar, dass bei der Losung von Problemen dieser Art, in denen
die Kurve gesucht wird, die den maximalen oder minimalen Wert der Formel
| Zdx hat, wihrend Z eine Funktion von z, y, und p ist, zu einer Differentialglei-
chung zweiten Grades gelangt wird, wenn nicht in Z die Gréfte p nur eine einzige
Dimension hat. Oftmals lisst aber diese Differentialgleichung zweiten Grades ei-
ne Integration zu, woriiber in den einzelnen Féllen ein Urteil zu bilden sein wird.
Dennoch wird es wiederum foérderlich sein, hier angemerkt zu haben, dass die
Integration allgemein gelingt, wenn in der Funktion Z z iiberhaupt nicht enthal-
ten ist, das heifit, wenn in ihrem Differential dZ = Mdx + Ndy + Pdp der Wert
M verschwindet, sodass nur dZ = Ndy + Pdp ist. Weil ndmlich fiir die Kurve
diese Gleichung N — % = 0 gefunden worden ist, werde sie mit dy multipliziert,
und weil dy = pdz ist, wird sie in diese ibergehen Ndy — pdP = 0, welcher diese
gleichwertig ist Ndy + Pdp = Pdp + pdP = dZ, deren Integral Z + C = Pp
ist, welche Gleichung nur eine differentiale ersten Grades ist. Sooft also unter
allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die gesucht wird, in welcher
der Wert der Formel f Zdx maximal oder minimal ist und Z eine Funktion nur
von y und p ist, sodass dZ = Ndy + Pdp ist, wird dann fiir die geniigende Kur-
ve sofort diese Differentialgleichung ersten Grades dargeboten werden kénnen
Z+C = Pp. Darauf wird dann aber auch, wenn Z eine Funktion nur von = und y
und dZ = Mdz + Pdp war, wihrend der Term Ndy verschwindet, fiir die Kurve
eine Differentialgleichung ersten Grades hervorgehen. Denn wegen dP = 0 wird
P = C sein, welche fiir die gesuchte Kurve eine Differentialgleichung nur ersten
Grades geben wird. Wenn daher aber dariiber hinaus M verschwindet oder Z
eine Funktion nur von p und dZ = Pdp ist, wird die gefundene Gleichung P = C'
in diese verwandelt werden Pdp = C'dp = dZ, die erneut integriert Z + D = Cp
gibt. In diesem Fall, weil Z und P Funktionen nur von p sind, wird jede der
beiden Gleichungen P = C' und Z 4+ D = Cp fiir p einen konstanten Wert und
daher eine Gleichung dieser Form liefern dy = ndx liefern, die aufzeigt, dass
Problemen dieser Art gerade und freilich wie es beliebt gezogene Linien genii-
gen. Denn in der Gleichung P = C, weil C eine beliebige Konstante ist, wird
der Wert von p nicht nur konstant, sondern auch beliebig werden; daraus wird
irgendeine gerade Linie resultieren. Deswegen, wenn eine Kurve durch zwei be-
liebige Punkte hindurchgefiihrt werden muss, in welcher [ Zdz ein Maximum
oder Minimum ist, und Z eine Funktion nur von p ist,wird dann eine Gerade
geniigen, die durch jene zwei gegebenen Punkte hindurchgefiihrt wurde.
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BEMERKUNG 2
31. Weil wir ja schon oben gesehen haben, dass in Problemen dieser Art die
Koordinaten  und y miteinander vertauscht werden konnen und, wenn es von
Vorteil scheint, die Ordinate y als Abszisse behandelt werden kann, wird es
forderlich sein, dass dasselbe auch in diesem Fall bestétigt wird. Es sei also die
Kurve zu finden, in welcher f Zdy ein Maximum oder Minimum ist, wihrend Z
eine Funktion nur von x, y und p ist und gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp.

Aber diese Formel [ Zdx geht auf unsere zuriickgefithrt in [ Zpdzx iiber, in
welcher gelten wird

d-Zp = Mpdx + Npdy + (Z + Pp)dp,
aus welcher der entsprechende Differentialwert der vorgelegten Formel
(Npdx — dZ — Pdp — pdP)nv = (—Mdx — 2Pdp — pdP)nv
sein wird und die Gleichung fiir die gesuchte Kurve diese sein wird
0= —Mdx — 2Pdp — pdP seu 0= —Mdy—d- Pp>.

Wenn wir daher nun, um die Ahnlichkeit aufzuzeigen, weil wir hier y als Abszisse
betrachten, dx = wdy setzen, wird gelten

1 d
p=— und dp= S —ppd;
T T

es wird
dZ = Mdx + Ndy — Pppdr = Mdx + Ndy + Idn

sein, indem II = —Ppp gesetzt wird, damit die Ahnlichkeit der Terme bewahrt
wird. Deswegen wird die Gleichung fiir die Kurve 0 = —Mdy + dII sein; diese
selbe Gleichung wiére hervorgegangen, wenn in der Formel [ Zdy die Ordinate
y und umgekehrt die Abszisse in die Ordinate verwandelt wird. Nachdem also
irgendeine unbestimmte aus x und y und deren Differentialen zusammengesetzte
Formel vorgelegt worden ist, die maximal oder minimal sein muss, wird sich jeder
der beiden Koordinaten x und y als Abszisse behandeln lassen und an diese das
Maximum oder Minimum anpassen lassen.

BEISPIEL 1
32. Unter allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse bezogen worden sind, die zu
bestimmen, in welcher [(Zdz+[Z)dy) ein Mazimum oder Minimum ist; wihrend
Z und [Z] irgendwelche Funktionen von x und y sind, so dass gilt

dZ = Mdx + Ndy et d[Z] =[M]dx + [N]dy.
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Damit diese Formel [(Zdz +[Z]dy) auf die nun gebriuchliche Form zuriick-
gefiihrt wird, werde pdr anstelle von dy gesetzt und man wird diese Formel
J(Z+ [Z]p)dz maximal oder minimal zu machen haben. Es werde also der Wert
Z + [Z]p differenziert und es wird sein Differentialwert dieser sein

= +Mdx + Ndy + [M]pdx + [N]pdy + [Z]dp.

Nun wird durch die gefundene Regel daher fiir die gesuchte Kurve diese Glei-
chung hervorgehen

0= (N + [Nlp)da — d[Z] = (N + [Nlp)de — [Mldz — [Ndy,

die, wegen [N]pdx = [N]dy, durch dx geteilt diese algebraische oder endliche
Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben wird N — [M] = 0 oder N = [M].
Daher wird eingesehen, wenn die vorgelegte Formel [(Zdx + [Z]dy) bestimmt
oder das Differential Zdxz + [Z]dy so beschaffen war, dass es eine Integration
zuldsst, dass dann keine Linie dem Verlangten geniigen wird, oder eher alle Li-
nien gleichermafen geniigen. Denn wenn Zdz + [Z]dy eine Integration zulisst,
wird per se N = [M] sein, wie wir schon anderenorts iiber bestimmte Differen-
tialformeln zweier Variablen bewiesen haben; und daher geht in diesen Fillen
die identische Gleichung 0 = 0 hervor. Und daher wird gldnzend verstanden,
was wir schon zuvor bemerkt haben, dass die Formel des Maximums oder Mi-
nimums eine unbestimmte Formel sein muss; andernfalls wiirden namlich alle
gekrimmten Linien gleichermafien geniigen.

BEISPIEL II
83. Unter allen Linien, die auf dieselbe Abszisse bezogen worden sind, die zu
bestimmen, deren Linge minimal ist oder in welcher [ dav/1+ pp ein Minimum
15t.

Zuerst ist freilich klar, dass in dieser Frage kein Maximum gegeben ist, weil
die Lénge von Linien ins Unendliche vermehrt werden kann, wiahrend die Ab-
szisse dieselbe bleibt. So wird nur ein Minimum Geltung haben kénnen, was aus
aus der elementaren Geometrie bekannt ist, in welcher bewiesen wird, dass die
gerade Linie unter allen anderen Linien, die innerhalb derselben Grenzen gele-
gen sind, die kiirzeste ist. Es scheint also ratsam, dieses Beispiel angefiihrt zu
haben, damit sowohl die Ubereinstimmung unserer Methode mit einer anders-
woher schon bekannten Wahrheit eingesehen wird, als auch, damit die Umstédnde
iiber die zwei beliebigen Punkte, die zu Fragen dieser Art hinzugefiigt werden
miissen, besser erkannt werden. Es wird also, nachdem die Formel [ dz+/T+ pp
mit der Formel [ Zdx verglichen worden ist, gelten

pdp

VI+pp’

wird. Daher, weil im Allgemeinen die

Z=+/14pp und dZ =

— — — _p
woherM—O,N—OundP—m

Gleichung fiir die gesuchte Linie N — % = 0 ist, werden wir in diesem Fall
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dP = 0 und daher auch folgende Gleichung haben

P = P _ Const.,

v1-+pp
aus welcher Gleichung p = Const. = n oder dy = ndzx entspringt, die erneut
integriert y = a 4+ nx gibt. Es ist also nicht nur klar, dass die gesuchte Linie
eine Gerade ist, sondern auch, wegen der zwei beliebigen Konstanten a und n,
eine irgendwie gezogene Gerade. Daher, wenn durch zwei gegebene Punkte die
kiirzeste Linie gezogen zu werden verlangt wird, wird jene eine Gerade sein. In
gleicher Weise wird aber eingesehen, wenn die Linie gefunden werden muss, in
welcher [ Zdz, wo Z eine Funktion nur von p ist, ein Maximum oder Minimum
ist, dass dann nur eine gerade Linie geniigt; wie wir schon zuvor bemerkt haben.

BEISPIEL III
84. Unter allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse bezogen worden sind, die zu

bestimmen, in welcher
/ dx+/1+ pp
VT
ein Maximum oder Minimum ist.
Diese Formel entspringt, wenn die Linie des schnellsten Herabsinkens in An-

nahme gleichméfiger Schwerkraft gesucht wird, indem die Achse, in welcher die
Abszissen genommen werden, vertikal festgelegt wird. Es wird also gelten

v1+pp dx/1+ pp pdp

Z = und dZ = — + ;
v 2oz \/o(1+pp)
daher wird
M=-YIFTPP N md PP

20Va Jarm)

Weil aber nun die gesuchte Kurve mit dieser Gleichung ausgedriickt wird N —

% =0, wird dP = 0 sein und es wird gelten
1
P = S Konst. = —;
(1 + pp) Va

diese Gleichung liefert reduziert ap? = = + p?z und p = g—g = /=% oder y =

[ dx, | ==, welche Gleichung aufzeigt, dass die gesuchte Kurve eine Zykloide ist,
die iiber der horizontalen Basis entstanden ist und die eine Spitze im obersten
Bereich der Achse hat und welche deswegen durch irgendwelche zwei Punkte

hindurchgefiihrt werden kénnen wird.

BEISPIEL IV
85. Unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen,
in welcher fy”dx\/l + pp ein Maximum oder ein Minimum ist.



40 Uber die absolute Methode der Maxima und Minima

Fiir diese vorgelegte Formel wird also gelten

y"pdp

Z=y"/14+pp und dZ =ny" ‘dy/1+ pp+ ———x;
V14 pp

so dass wird
y"p
V1+pp
WEeil ja also M = 0 ist, wird man sofort fiir die gesuchte Kurve diese einmal

integrierte Gleichung haben Z+C = Pp (§ 30), die in unserem Fall die folgende
wird

M=0 und N=ny" '/I+pp und P=

y"pp
Vi+tpp
Wenn daher nun die Konstante a = 0 gesetzt wird, wird 1 + pp = pp oder
p = oo hervorgehen und es wird eine zur Achse normale gerade Linie geniigen.
Allgemein werden aber geniigende Linien aus der Gleichung gefunden werden,
die in folgende iibergeht

Y"1+ pp+ma” =

y" +ma"\/1+pp=0 oder 3> =m2a®>" +m?a*"p*;

diese gibt
( dy> y2n — m2q2n ma™dy
pl=—]=">——— und = | ————;
dr ma” /27 — m2q2n

diese Linie kann durch zwei gegebene Punkte hindurchgefiihrt werden. Wenn

f dz~/1+pp
Y

n = —1 war, sodass ein Maximum oder Minimum sein muss, muss in

2
gleicher Weise eine Brachistochrone, die auf die horizontale Achse bezogen wur-

de, hervorgehen und es wird fiir sie z = [ dy ayTy sein; diese stimmt mit der
vorhergehenden ganz und gar iiberein, solange die Koordinaten x und y unter-
einander vertauscht werden. Es wird natiirlich, wie zuvor, die geniigende Kurve
eine Zykloide, die {iber der horizontalen Basis durch Rollen erzeugt worden ist,

sein, welche sich durch irgendwelche zwei Punkte hindurchfiihren lésst.

BEISPIEL V

86. Unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen,
3
in welcher f % emn Mazimum oder Minimum ist.
dz?+dy

Diese Formel geht mit Hilfe der Substitution dy = pdx auf die gewthnliche
zuriickgefithrt in diese iiber
/ yp*de
1+pp’

und diese pflegt gefunden zu werden, wenn man den Rotationskérper sucht, der
durch Rotation um die Achse herum entsteht und welcher geméf der Richtung
der Achse in einer Fliissigkeit bewegt den geringsten Widerstand erfiahrt; denn
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der Widerstand wird in diesem Fall der Formel [ yd‘i%s oder [ yff;; proportional
angesehen. Es wird also gelten

3 Bd d 4
PO A pCﬁm-%f ).
1+ pp 1+ pp (1+pp)
sodass wird
3 2
M=0 N=-P  a pPyBtr)
1+ pp (1+pp)

Weil also M = 0 ist, gelingt eine Integration allgemein und die Gleichung fiir
die gesuchte Kurve wird Z + C' = Pp sein oder es wird gelten

w' Py +pp)
1+ pp (1+pp)?

welche in diese iibergeht a(1 + pp)? = 2p3y. Aber die Entwicklung dieser Glei-
chung kann nicht so unternommen werden, dass p eliminiert wird; daher wird
es gefillig sein, jede der beiden Koordinaten x und y durch die Variable p zu
definieren. Und zuerst ist freilich

_a(l+pp)?
=

Darauf wird wegen dy = pdx gelten

_dy [l _v

d
und x = =+ yop

dzx .
p D bp

Wenn daher also anstelle von y der gefundene Wert eingesetzt wird, wird fol-
gendes hervorgehen

a(l + pp)? ./@u+wf a( 3 1
x o +a 9 5 4p4 +pp +1+ip],

aus welchen die Konstruktion der Kurve erledigt werden kénnen wird, indem
Logarithmen zur Hilfe genommen werden.

BEISPIEL VI
37. Die Kurve zu finden, in welcher diese Formel [ yxdx\/1+ pp ein Mazimum
oder Minimum ist.

Es wird also Z = yx+/1 + pp sein und es wird gelten

yxpdp
dZ = ydx+/1+ pp+ xdy~/1+ pp + ——.
v1+pp

Dieser Sache wegen wird man haben

yrp
M=y\/1+pp, N=2/14+pp und P=-——;
v1+pp
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daher wird diese Gleichung fiir die Kurve gebildet werden Ndx = dP, die diese
suggeriert

2
p“xzdx + ypdx yxdp
xdr/1+pp = +
VIt (1+pp)

oder
yxdp
1+pp’

wegen dy = pdx. Diese ist eine Differentialgleichung zweiten Grades, obwohl
sie mit Hilfe geeigneter Substitutionen auf eine einfache Differentialgleichung
zuriickgefiihrt werden kann, weil die Variablen x und y tiberall dieselbe Anzahl
an Dimensionen festlegen, ist diese Differentialgleichung dennoch so beschaffen,
dass sie weder integriert noch separiert werden kann; sie kann natiirlich auf eine
Gleichung von dieser Form gefiihrt werden.

xdr — ydy =

du dv  vdv(l+u?)
JE— + J— PR

ud 3 u3

Weil dies so ist, kann auch die gefundene Gleichung xdx — ydy = fﬁiﬁ nicht
auf eine entweder einfachere oder gefélligere Form zuriickgefiihrt werden; und
daher lasst sich noch nichts iiber die Natur der gefundenen Kurve beurteilen.
Dennoch involviert jene Gleichung potentiell zwei beliebige Konstanten, weshalb

die geniigende Kurve durch zwei gegebene Punkte hindurchgefiihrt werden kann.

BEISPIEL VII
38. Die Kurve zu finden, in welcher f(a:x—kyy)”dx\ﬂl +pp) ein Mazimum oder
Minimum ist.

Weil hier Z = (zx + yy)™+/1 + pp ist, wird gelten

(a2 + yy)"pdp

dZ = 2n(zx + yy)" wdr + ydy)/1+ pp + Ve

also
@z +yy)"p.
Vi+tpp

daher wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben

- (zz +yy)"p
on(zx 4+ yy)" tyde/1+ pp = d————Z2 5
( ) V T

_ 2n(zx +yy)" 'p(ede + ydy) | dp(zx + yy)"
vI+pp (1+pp)?

die durch (xz + yy)"~! geteilt und mit /T + pp multipliziert in diese iibergeht

N =2n(zx +yy)" 'y /1+pp und P =

2 _
(zx 4 yy)dp oder n(ydr —xdy)  dp

(1+pp) zr+yy  l+pp

2nydr = 2nxdy +
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Jede der beiden Seiten dieser Gleichung ist durch die Quadratur des Kreises
integrierbar, und das Integral wird

p+k
1 —pk’

2n Atang r_ Atangp + Atang k = Atang
Y

woher werden wird

k+p _ ..
1—kp

1
r_ tang — Atang
Y 2n

und T wird eine algebraische Funktion von p sein, solange die Zahl 2n rational

ist. Weil also x = T'y oder y = % ist, wird dy = pdr = dT"L — “Td—TT sein oder

xdT = Tdx — pTTdx;

und daher
de __dT _ Tdp _ Tdp
x T—pIT 1—pT 1—pT’

daher geht diese hervor

T Tdp
lx =1 — ,
1—pT 1—pT

welche freilich, um die Kurve zu konstruieren, mehr als gentigen. Aber damit die
Natur dieser Kurven, die fiir bestimmte Werte des Exponenten n hervorgehen,
besser erkannt wird, werden wir einige Félle betrachten.

I. Essein= % und 2n = 1; es wird Atang £ = Atang lliilf sein, und daher
y P

k+p kdz + dy

X
y 1—kp dv—kdy

oder
xdr — kxdy = kydx + ydy;

welche integriert diese liefert
z? —y? = 2kzy + C;

welches die Gleichung fiir die dquilaterale Hyperbel ist.

II. Es sei n = 1 und 2n = 2; es wird 2Atang% = Atang fjg; sein oder
2 k
Atang Bt B Atang P ;
Yy — TXT 1—kp
woher —22¥_ — Rdeddy wi1.q oder auch

Yyy—xx dz—kdy

2xydx — 2kxydy = kyydx — kxxdr + yydy — xxdy;

diese gibt integriert

1 1
yz? = ky’x — gkx?’ + gy?’ +C oder 3+ 3ky’x — 3yx® — ka® = C.
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III. Es sei n = % und 2n = 3; es wird gelten

T 3y?w — a3 kdx + dy
ang y ang 5~ 3y ang .

und daher
3y?wdr — 3ky*ady — 23dx + kaPdy = ky3da + y3dy — 3kyx?de — 3yz’dy;

diese gibt integriert

3 1 1

§y2x2 — kyx — Zm‘l + kya® — 1y4 =C
oder

y* + dkydx — 6yPa? — dkya® + 2t = C.

Aus diesen Féllen wird schon die Integralgleichung fiir irgendeinen Wert von n
berechnet werden kénnen. Weil namlich gilt
2ny?n e — 72"(2";12).&2”72) y?" 323 4 etc.

_ 2n(ir;71) y2"72I2 + 2n(2n71)1gg'742)(2n73)

(y+ a3V=1 — (y — oy "D
Y+ v/ 121+ (y — o/ —1)2y/ -1’

2n Atang r_ Atang
Y Y2 y2n—4pd — ete.

= Atang

wird auch gelten

kdx +dy (y + x/=1)2" — (y — 2/—1)?" .
dr —kdy — (y+ay/—1)20/—1 + (y — ay/—1)2ny/—1’

diese liefert reduziert
kdx(y + zv/—1)*"V =1+ kdz(y — 2v/—1)*"v/—1
+ kdy(y + ovV/=1)*" — kdy(y — xv/—1)*"
= —dy(y + 2V=1)""V=1 - dy(y — av/=-1)*"V-1
+da(y + ov/—1)*" — dx(y — zv/—1)*",

deren Integral diese ist

k(y +x\/j1)2n+1 _ k(y _ x\/jl)2n+1 — _V%(y 4 x\/jl)2n+1
1

- \/7_—1(9 —ay/=1)"" 4 O

oder

C = (y+ oV D) (V=T + 1) + (y — v/ =1)> (1 — kv/=0).
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Aber es ist allgemein
(y + 2v/=1)2""1 4 (y — 2v/=1)2" 1 = 2(yy + 22) " FD2 cos(2n + 1) Atang d
Y

und
(y+ay=1)*"" = (y — 2y/=1)* !
V=1

Nachdem diese Werte eingesetzt worden sind, wird diese von imagindren Grofen
freie Integralgleichung hervorgehen

= 2(yy + xx)® V2 5in(2n + 1) Atang z
)

2k(yy + x2) @V 2 5in(2n + 1) Atang g
= 2(yy + z2) "2 cos(2n + 1) Atang g -C
oder, wegen der beliebigen Konstanten k£ und C', diese
C = (yy + 22) "2 (ksin(2n + 1) Atang 5 + hcos(2n + 1) Atang g),

diese Gleichung ist immer algebraisch, solange n eine rationale Zahl war. Oder
wenn ein gewisser beliebiger Kreisbogen = ¢ gesetzt wird, kann die gesuchte
Kurve mit einer Gleichung dieser Art

C = (yy + zz) @2 5in(g + (2n + 1) Atang g)

ausgedriickt werden, nachdem der Radius des Kreises, den wir hier betrachten
wollen, = 1 gesetzt worden ist.

BEMERKUNG 3
39. Wenn also unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die gefun-
den werden muss, in welcher [ Zdz ein Maximum oder Minimum ist, wihrend
Z eine Funktion von z, y und p ist, sodass gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp,

wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben N — % = 0. Weil wir
ja aber im vorhergehenden Problem angemerkt haben, wenn Z eine Funktion
nur von x und y war, dass dann mit der gewohnlichen Methode die Losung
ausgefiihrt werden kann: Denn damit [ Zdz ein Maximum oder Minimum ist,
muss auch Zdzr und daher Z ein solches sein, natiirlich in Bezug auf x; und
deswegen wird das Differential von dZ, fiir konstant genommenes x, gleich null
gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben. Die gleiche Methode wiirde
im gegenwartigen Problem zum Erfolg fithren, wenn nur im Differential von Z,
was fiir konstant gesetztes x entsteht und Ndy + Pdp ist, die Relation zwischen
den Differentialen dy und dp klar wére, dass die Teilung durch dy durchgefiihrt
werden und der gleich null zu setzende endliche Wert gefunden werden kénnte.
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Obwohl aber diese Relation zwischen dy und dp, ohne welche die gewShnliche
Methode der Maxima und Minima nicht verwendet werden kann, sich a priori
immer noch nicht bestimmen lasst, werden wir diese a posteriori nun angeben
konnen: Weil ndmlich diese Gleichung fiir die gesuchte Kurve gefunden worden
ist P
— = =0,
dx

wird eingesehen, dass diese aus jener Ndy-+ Pdp oder N + Z—Zp entstehen konnte,
wenn es bekannt gewesen wére, dass

dP  Pd Pd

S sew 0=dP+ -2

dx dy D
ist, und zwar wegen dy = pdx. Deshalb wird jene Relation zwischen den Dif-
ferentialen dy und dp so beschaffen sein, dass sie in dieser Gleichung enthalten
ist

pdP + Pdp = 0;

diese Eigenschaft geht auf diese zuriick, dass Pp als Konstante betrachtet wer-
den muss. Daher, um Probleme aufzuldsen, in denen eine Kurve gesucht wird,
die den maximalen oder minimalen Wert der Formel f Zdz hat, wihrend dZ =
Mdzx + Ndy + Pdp ist, muss der Wert von Z differenziert werden und im Diffe-
rential Mdx + Ndy + Pdp muss anstelle von Mdx 0 gesetzt werden, Ndy aber
unveréndert gelassen werden, dann aber anstelle von Pdp —pd P geschrieben wer-
den und das, was hervorgeht, gleich null gesetzt werden. Auf diese Weise wird
ndmlich Ndy — pdP = 0 erhalten werden; diese Gleichung, wegen dy = pdzx,
geht in diese iiber N — % = 0, welche die selbst ist, die wir gefunden haben.
Es wird deshalb eine von der geometrischen und linearen Auflésung losgelGste
Methode vermisst, mit welcher klar wird, dass in einer solchen Untersuchung des

Maximums oder Minimums anstelle von Pdp —pdP geschrieben werden muss.

PROPOSITION IV PROBLEM
40. Wenn Z eine Funktion von x, y, p und q war, sodass gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq,

unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu finden, in welcher
f Zdx ein Mazximum oder Minimum ist.

LOSUNG. Der Wert der Integralformel | Zdx wird in diese zwei Reihen entwi-
ckelt

Zdx + Z'dx + Z"dx + Z"'dx + etc. und Z,dx + Z,,dx + Z,,dx + etc.,

deren Aggregat ein Maximum oder Minimum sein wird, wenn die Differential-
werte der einzelnen Terme, die entstehen, indem die Ordinate 3" um das Stiick
nv vermehrt wird, gesammelt werden und gleich null gesetzt werden. Durch
einen solchen Zuwachs der Ordinate y’ erfahren die Buchstaben v'; p, p'; ¢/, q,
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¢" und nur die Terme eine Verdnderung, in denen diese Buchstaben enthalten
sind, das heifit die Terme Z,dz, Zdz et Z'dz. Um die Zunahmen dieser Terme,
die aus der Translation des Punktes n nach v entstehen, zu finden, differenziere
man sie und es wird gelten

d-Z'dx = dz(M'dx + N'dy' + P'dp’ + Q'dd'),
d-Z dx=dz(M dz+ N dy +Pdp +Q dq),
d- Z,dx = dz(M,dx + N,dy, + P,dp, + Q,dq,).

Nun ist aber, weil die Abszisse x von jener Translation nicht betroffen ist, iiberall
dz = 0 zu setzen, darauf werden sich aber die Werte der iibrigen Differentiale, die
aus der Translation des Punktes n nach v entstehen, durch die erste Proposition
dieses Kapitels so verhalten:

/ /__@ [ ﬂ
dy = +nv dp’ = I dqg =+ 122
dy =0 dp =+ g =20

v= P =T 1= "2
nv
Yr Dr q +da:2

Nachdem diese Werte der durch nv ausgedriickten Differentiale eingesetzt wor-
den sind, wird der folgende Differentialwert hervorgehen

/ !/
nv-da:(N’—P+P+ @ —&4— Ql)

de dxr dx? dx? @ dx?

P ddQ, P  dd@Q
= . N - = . N - — 4 =%
nv - de < I + e > nv - de ( e + 722 )

wegen dd@, = dd(Q. Deswegen wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung

haben

dP  ddQ
N M
dx + dx? 0

QE.L

KOROLLAR I
41. Wenn daher also in der Formel des Maximums oder Minimums f Zdz auch
Differentiale zweiten Grades enthalten sind oder, was dasselbe ist, wenn Z eine
Funktion z, y, p und gq ist, so dass gilt

dZ = Mdzx + Ndy + Pdp + Qdgq,

wird die Gleichung fiir die gesuchte Kurve diese sein

AP ddQ
N e — N
dx + dz? 0

welche leicht aus dem Differential von Z gebildet werden wird.
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KOROLLAR II
42. Wenn die Grofe @ selbst g oder das Differenzen-Differential von y involviert,
dann wird dd@ Differentiale vierter Ordnung enthalten, und in dieser Art wird
die Gleichung fiir die gefundene Kurve sein. Daher wird die geniigende Kurve
durch vier Punkte hindurchgefiihrt werden konnen.

KOROLLAR III
43. Wenn also in ) ¢ enthalten ist, dann wird das Problem so bestimmt vorzu-
legen sein, dass unter allen Kurven, die durch vier gegebene Punkte hindurch-
gefiihrt worden sind, die bestimmt wird, in welcher [ Zdz ein Maximum oder
Minimum ist.

BEMERKUNG 1
44. Wir wollen festlegen, dass in @ ¢ nicht enthalten ist, um zu untersuchen,
von welchem Grad die resultierende Differentialgleichung sein wird. Dies tritt
aber ein, wenn die vorgelegte Formel des Maximums oder Minimums von dieser
Form war f Zqdx, wihrend Z eine Funktion von x, y und p war, sodass gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp.
Daher wird also gelten
d-Zq= Mgqdx + Nqdy + Pqdp + Zdgq,

woher fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung entstehen wird

_ Pdg+qdP dMdz + dNdy + Nddy + Pddp + dPdp

0=N
9 dx dx?

oder

dM + pdN
0=2Ng+ 0P
dx

oder auch
0 =2Ndp+ dM + pdN,

welche wegen dp = %, was enthalten ist, nur einer Differentialgleichung zweiten
Grades gleichwertig ist. Wenn also die Kurve verlangt wird, in welcher [ Zqdx
ein Maximum oder Minimum ist, wihrend Z eine Funktion von x, y und p ist
und auflerdem gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp,

wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben
0=dM + 2Ndp + pdN.

KOROLLAR IV
45. Damit wir zur gefundenen Gleichung zuriickkehren

P ddg _

N W _
dz + dz? 0,
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es ist klar, dass sie allgemein integrierbar sein wird, wenn N = 0 ist, das heifst
wenn in Z y nicht enthalten ist; es wird ndmlich durch Integrieren diese hervor-

gehen
aQ _
de

Wenn dariiber hinaus P = 0 ist, gelingt eine weitere Integration, nach welcher
dann diese Gleichung hervorgeht

Cz+D-Q=0.

C—-P+ 0.

KOROLLAR V
46. Wenn M = 0 ist, gelingt eine Integration in gleicher Weise im Allgemeinen;
weil ndmlich gilt
dZ = Ndy + Pdp + Qdg,

werde die Gleichung

dP  ddQ
N _ — _— =
dx + dx? 0
mit dy oder pdx multipliziert, man wird dann haben
dd
Ndy — pdp + 2499 _ .
dx

Man addiere
dZ — Ndy — Pdp — Qdq = 0,

es wird diese entstehen

dd
dZ—de—Pdp+pd—Q—qu:0;
XL

deren Integral diese Gleichung ist

d
z-pPp+ P9 _ge-c.
dx

KOROLLAR VI
47. Wenn sowohl M = 0 als auch N = 0 war, wird zuerst wegen N = 0 wie
oben gelten
C—-P+ a© =0.
dx
Darauf, weil gilt
dZ = Pdp + Qdq,

werde jene Gleichung mit dp oder gdx multipliziert, es wird dann gelten
Cdp — Pdp + qd@Q = 0,
man addiere Pdp 4 qdQ — dZ = 0, es wird hervorgehen
Cdp + Qdq + qdQ — dZ = 0,

deren Integral diese ist
Cp+D+Qq¢—Z=0.
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BEMERKUNG 2
48. Wenn wir den Zusammenhang der gefundenen Gleichung fiir die gesuchte
Kurve, die f Zdx zum Maximum oder Minimum hat, mit dem Differential von
Z betrachten, wird sich die Relation zwischen den Differentialen dy, dp und dg
bestimmen lassen, dass das Differential von Z gleich null gesetzt die Gleichung
fiir die gesuchte Kurve liefert. Weil ndmlich gilt

dZ = Mdz + Ndy + Pdp + Qdg,

werde mit dieser die Gleichung fiir die Kurve verglichen

dP  ddQ
N — — _— =
dx + dxz? 0,

oder diese mit dy = pdx multiplizierte, die diese sein wird

pdddQ
de

daher ist klar, dass im Differential von Z anstelle von Mdz 0 geschrieben werden
muss, aber der Term Ndy unveréindert gelassen werden muss, weiter, dass an-
stelle von Pdp —pdP zu schreiben ist und anstelle von Qdg £ fl(iQ gesetzt werden
muss. Aber bis diese Dinge a priori klar werden, wird es helfen, die Form der ge-
fundenen Gleichung beizubehalten, die natiirlich leicht in Erinnerung behalten
werden kann. Im Ubrigen ist zu bemerken, dass sich hierauf beziehende Proble-
me ganz und gar neu sind und bis jetzt noch nicht von denen, die ansonsten
iiber diesen Gegenstand geschrieben haben, behandelt worden sind. Ansons-
ten pflegten die Autoren ndmlich nur Formeln des Maximums oder Minimums
zu betrachten, in denen hochstens Differentiale der Koordinaten ersten Grades
enthalten waren. Deswegen wird es umso mehr der Miihe wert sein, die Natur
von Problemen dieser Art genauer zu erforschen und besonders zu zeigen, wie
geniigende Kurven vier Punkte, durch die sie hindurchgehen sollen, zur ihrer
Bestimmung zulassen. Fiir dieses Ziel scheint es ratsam, die folgenden Beispiele
hinzuzufiigen und in den einzelnen all das aufzuzeigen, was zu einer grofieren
Mlustration beitragen kénnen wird.

BEISPIEL I
49. Die Kurve zu finden, in welcher

/ y"ddy
x™mdy

Diese Formel des Maximums oder Minimums geht mit Hilfe er Substitutionen

Ndy — pdP + 0;

ein Mazimum oder Minimum ist.

dy = pdx und ddy = qdz?

/ y"qqdx
x™mp

in diese iiber
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weil diese der in Paragraph 44 behandelten Formel [ Zgdz gleich ist, wo wir
festgelegt haben, dass in Z nur x, y und p enthalten sind, wird, nach Anstellen
eines Vergleiches, werden

n n n—1 n
g_ Y und a7 (1ix ny dm_yde;
daher wird sein )
n n—
M= — myl undN = il ;

mer P xmp
und daher .
ny™~

Np = o

WEeil also fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung gefunden worden ist
0=dM + 2Ndp + pdN = dM + Ndp +d - Np,
werden wir fiir unseren Fall diese Gleichung haben

0= m(m + 1)y de  mny"'dy = my"dp
- 2m+2p T gmtlp zHpp

ny"tdp n(n—1Dy"2dy mny" ldx
xmp + xm - xm+1

)

. . m+2,2 T . . .
die mit ’:yni,f multipliziert in diese verwandelt wird

(n — Da?p*dy

0 = m(m + 1)ydy — mnapdy + maydp + nax’pdp + n — mnapdy

oder
0 = m(m + 1)y?dy — 2mnaypdy + n(n — 1)a*p?dy + may>dp + nzypdp,

welche eine Differentialgleichung zweiten Grades ist, die fiir

y:efvd:v

gesetzt auf diese zuriickgefiihrt werden wird

m(m + 1)vdz + mxdv — m(2n — 1)zv*de + nz*vdv + n*z*v3dr = 0.

Wenn wir daher aber m = 0 setzen, sodass [ ¥ d‘idy ein Maximum oder Minimum
sein muss, wird man diese Gleichung haben

(n — 1)pdy + ydp = 0,
diese wird integriert geben

y"lp=C oder y"ldy = Cdx;
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und diese erneut integriert liefert y” = C'xz + D. Wenn wir aber n = 0 setzen,

. A . .. . dd . .
sodass diese Formel ein Maximum oder Minimum sein muss f mmgy, wird sein

(m+1)dy + xzdp =0 oder (m+ 1)pdx 4+ xdp = 0,
deren Integral ist
2"y =C oder dy = Cz~ ™ Ydz,

die erneut integriert gibt
C

Es ist aber klar, dass in diesen gefundenen Kurven die vorgelegte Formel ein
Maximum wird, nicht aber ein Minimum; denn wenn eine gerade Linie genom-
men wird, ist wegen ddy = 0 klar, dass der Wert der vorgelegten Formel fiir die
gerade Linie kleiner sein wird als fiir die gefundenen Kurven.

BEMERKUNG 3

50. Es kann hier der Grund angegeben werden, warum Fragen dieser Art, in
denen [ Zgdx ein Maximum oder Minimum sein muss, nur auf eine Differen-
tialgleichung zweiten Grades fithren und daher eher zu den Fragen des vorher-
gehenden Problems zu zdhlen sind, wenn freilich Z ein Funktion von z und y
und p war. Denn durch Reduktion der Integrale kann die Formel [ Zgdx oder
% auf eine solche Form Y + [ Vduz zuriickgefiihrt werden, in welcher ¥ und
V' Funktionen nur von z, y und p sind, die g nicht weiter involvieren. Weil also
Y eine absolute Grofe ist und deshalb nicht in die Untersuchung des Maximums
oder Minimums eingeht, wird die Formel [ Zgdx maximal oder minimal wer-
den, wenn f Vdzx zu einer solchen gemacht wird; so dass daher Formeln dieser
Art [ Zgdz auf den Zustand des vorhergehenden Problem zuriickgefiihrt wer-
den koénnen; daher ist es nicht verwunderlich, dass fiir die genligenden Kurven
hochstens eine Differentialgleichung zweiten Grades gefunden wird. Damit aber
die erwiihnte Reduktion der Formel [ Zgdxz oder [ Zdp zu

Y+/de

besser erkannt wird, wollen wir festlegen, weil Y eine Funktion von z, y und p
ist, dass ist
dY = odx + ody + 7dp = (0 + op)dz + Tdp;

und aus der Gleichheit [ Zdp =Y + [ Vdx wird sein
Zdp = (0 + op)dx + 7dp + Vdux;
woher man folgert
T=2Z und V=-p—op

Deswegen wird diese Reduktion selbst auf die folgende Weise unternommen
werden; die Formel Zdp werde fiir konstant gesetzte x und y integriert und das
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Integral wird eine Funktion von z, y und p sein, die Y genannt werde. Darauf
werde die Funktion Y differenziert, indem p konstant festgelegt wird, und das
Differential wird negativ genommen Vdx geben, und V' wird eine Funktion von
z, y und p sein, die ¢ nicht enthélt. Sooft also eine Formel dieser Art [ Zgdx
zum Maximum oder Minimum gemacht werden muss und Z eine Funktion von
z und y und p ist, dann wird die Frage, auch wenn sie sich auf das gegenwéartige
Problem zu beziehen scheint, dennoch sofort auf das vorhergehende Problem zu-
riickgefiihrt werden. Wenn wir deshalb die Formel | yan;ly oder [ % nehmen,
wird diese leicht in diese verwandelt

y"lp — n/y"‘ldylp,
woher diese Formel ein Maximum oder Minimum sein miissen wird
/y"fldylp oder /y”flpdzlp,
welche durch das vorhergehende Problem behandelt geben wird
Z=y"'plp  und  dZ = (n—1)y" *dyplp +y"~'dp(1 + Ip);
und es wird sein
M=0, N=(n-1y""?plp und P =y""'(1+Ip).

Aber wegen M = 0 ist oben in Paragraph 30 fiir die gesuchte Kurve diese
Gleichung gefunden worden Z + C' = Pp, die auf unseren Fall angewendet dann
liefert

1 n—1

Y lplp+ C=y" p+y " lplp  oder  y"'p=C;

diese ist die Gleichung selbst, die wir zuvor fiir denselben Fall in der Losung des
Beispiels gefunden haben. Deswegen wollen wir zu diesem Problem zu eigenen
Beispielen fortschreiten.

BEISPIEL II
51. Die Kurve Am (Fig. 5) zu finden, die mit ihrer Evolute AR und dem Krim-
mungsradius in mR an jeder Stelle angewandt den minimalen Raum ARm ein-
schlieft.
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m

hS

M

FiGc. 5

Nachdem die Abszisse AM = z , die Ordinate Mm = y gesetzt worden sind,
wird der Kriimmungsradius sein

3:2
mR — 4+ p) ;

q
die Flache ARm ist aber

1
:/§mR'dx\/1+p ;

aus dieser muss diese Formel ein Minimum sein

/ (1+pp)*de

q
Es wird deshalb sein

(14 pp)? md  dz 2 Fpppdp (1 + pp)*dq

q q aq

7 =

woher wird

AWt g g AHe)?

MZO, .ZV:O7 P: _
qq
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Weil nun M = 0 und N = 0 ist, wird durch Korollar 6 die Gleichung fiir die
Kurve diese sein

1 2 1 2
Z=D+Cp+Qq seu H(fm:D+Cp—Hm,
q
das heifst
2(1+pp)* = Dg + Cpq.
Weil ja weiter dp = qdx oder ¢ = % ist, wird sein
(D + Cp)dp

2dx =

)

(1+pp)?

deren Integral ist

a dp a+ bp / dp
x:—7+26/ = +b + ¢;
1+ pp (L+pp)* 1+pp 1+pp

nachdem die Konstanten nach Belieben gedndert worden sind, wird man haben

b
_a+op+cpp 1 b Atang p.
1+pp

Weil darauf dy = pdx ist, wird sein

y:/pdx:px—/xdp
und daher

b2 3 b d
:w+prtangp_/w_b/dpmangp
14+ pp 1+pp

_ap+bp® +cp? _/(a+0pp)dp
1+ pp 1+pp

)
wegen

pdp
1+pp

b/dpAtangp = bp Atangp — b/
Daher wird sein

b2 3
y:f—l-%—&-(c—a)&cangp—cp
_fr(e—ap+ O+ flrp

1+ pp

+ (¢ — a) Atang p.

Und aus diesen durch p gefundenen Werten von x und y kann freilich die gesuch-
te Kurve durch vier gegebene Punkte hindurchgefiihrt werden und konstruiert
werden. Aber, damit die Kurve selbst als solche erkannt wird, werde Atangp
eliminiert; und es wird sein

Atangp = & — ptptgp oy i
b 1+ pp c—a 1+ pp
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und daher

(ac —aa —bf) + 2b(c — a)p + (cc —ac —bb — bf)pp

_ — by =
(c—a)z —by Trop

WEeil ja aber die Kurve selbst nicht verdndert wird, auch wenn die Koordinaten
um eine konstante Grofle entweder vermehrt oder vermindert werden, wird sein
bb— (¢ —a)* 4+ 2b(c—a)p

1+pp ’

(c—a)x —by =

und fiir @ anstelle von ¢ — a gesetzt wird man haben

bb — aa + 2abp
axr —by= ————;
1+pp
und nach Subtrahieren der Konstante bb wird sein

aa — 2abp + bbpp
1+pp

axr — by = —

und daher

oy —aw = 2=
VI+pp

Der Kurvenbogen werde = w gesetzt; es wird sein

dw = dx+/1 + pp;

daher wird diese Gleichung hervorgehen

bdy — ad
dw = % und weiter w = 24/by — ax.

Es driickt aber by — ax ein Vielfaches einer iiber einer gewissen fixierten Ach-
se angenommenen Abszisse aus, welcher daher das Quadrat des entsprechenden
Bogens proportional ist. Daher wird eingesehen, dass die dem Geforderten genii-
gende Kurve eine Zykloide ist, die durch vier gegebene Punkte bestimmt wird,
und so beschrieben unter allen anderen Kurven, die durch dieselben vier Punkte
hindurchgefiihrt worden sind, mit ihrer Evolute den kleinsten Raum einschlieft.
Die Folgerung ist daher ein wenig schwerer gemacht worden, weil die Zykloide
fiir irgendeine Gerade, die als Achse angenommen worden ist, dem Geforderten
geniigt, und die Gleichung fiir die Achse bis dahin sehr verzwickt war. Wenn wir
aber entweder a oder b = 0 gesetzt hitten, womit freilich die Allgemeinheit der
Losung nicht eingeschréankt worden ware, wire die Gleichung fiir die Zykloide
sofort hervorgegangen.

BEISPIEL III
52. Die Kurve zu finden, in welcher [ o"dw , wihrend o den Krimmungsradius
der Kurve und dw ein Kurvenelement bezeichnet, ein Mazimum oder Minimum
15t.
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Durch die zuvor gemachten Festlegungen ist
1 3:2
dw = dx+/1+ pp und Q:%;
q
daher wird die Formel des Maximums oder Minimums sein

/ (1 +pp)(3n+1):2dx.
q ’

und daher wird
(1 +pp)(3n+1):2

q’l’L

7 =

und
(37 +1)(1 +pp)®"~V2pdp  n(1 + pp)®t12dg

dZ = qn qn—i-l

Deswegen wird gelten

(3n +1)(1 +pp)®n—2p
qr
n(l +pp)(3n+1):2
qn+1 :

M=0, N=0, P=

und @Q=—

Weil aber M =0 und N = 0 ist, wird durch Paragraph 47 sein

Z=Cp+D+Qq

und daher _ .
(1+pp) Btz Cp+D— n(1 + pp)BntH):2
q" q"
oder
(n_|_ 1)(1 +pp)(3n+1):2 — (C’p—l—D)q”
und daher
_ (L4pp)PrrEn dp.
YC+ Dp dx’
also

C+ Dp
(]_ +pp)(3n+1):2

und dy = pdp ?/ (lﬂij%. Hier lésst sich aber mit Berechtigung vermuten,

dass die Gleichung einfacher sein wird, wenn eine andere Achse genommen wird.
Deswegen wollen wir eine andere Achse auffassen, in welcher die Abszisse = t,
die Ordinate = v ist, und es sei dv = sdt und es werde zudem festgelegt

dr =

at + PBu Bt — av
T = und =

Y
v v
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nachdem y = /a? + 32 gesetzt worden ist. Es wird also gelten

do — adt + [sdt und dy = Bdt — asdt
Y Y
und
dy B — as Y2 (1 + s5) ~yyds
& _ = 1 — LA e =
iz P arps W Ut =g wd =

Weiter wird aber sein

aC + D + s(BC — aD)

C+ Dp= o1 Bs

und
3n+1):n(1 4 SS)(3n+1):2n

(
(3n+1):2n __
(1 +pp) - (a + 68)(3n+1):n

Nach diesen Substitutionen wird gelten

adt + fdv— a(a+ Bs)ds

d = =
x ~y ,-Y(l + ss)(3n+1):2n’

nachdem SC' = aD gesetzt und die Konstante gedndert worden ist. Weiter wird

aber
_ pdt —adv  a(B— as)ds

v o ,-Y(l + SS)(3n+l):2n

und zusammengenommen geht dann hervor

dy

dt — ads q do — asds
B (14 s5)(Bn+1):2n un v= (14 ss)Bnt1):2n’

Weil wir nun diese Koordinaten gleichermafsen x und y nennen kénnen wie wie
vorhergehenden, wird s = p werden und

apdp
1+ pp)(3n+1):2n ?

adp
dr = d dy=
T (gpp)Brmze |

welche aus den vorhergehenden entstehen, wenn dort D = 0 gesetzt wird, woraus
klar ist, dass der Allgemeinheit der oberen Losung, in welcher C' + Dp enthalten
war, iiberhaupt nichts abgeht, auch wenn D = 0 gesetzt wird. Es geht natiirlich
dieselbe gekriimmte Linie hervor, welcher Wert auch immer dem Buchstaben D
zugeteilt wird, auch wenn eine andere Gleichung zwischen = und y hervorgeht,
welche Kurve aber dennoch auf eine andere Achse bezogen wurde. Es ist dabei
gefillig zu bemerken, dass in vielen Fillen eine algebraische Kurve geniigt; deren
erster ist gleichsam der, wenn n = % ist, in welchem dann sein wird

adp ap(1 + 2pp) apdp ia
T = 52 5z und y= 52 — 327
(1 +pp)> (1+pp)* (1 +pp)™ (1+pp)*
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daher wird werden

a aa

1 +pp 3:2 — _
( ) 3y gy

nach Einsetzen welcher dann mit

,/aay s/ aQ
— (27" sy g
r=—( 5 )ty \[(gyy)

eine algebraische Gleichung fiir die Kurve in dem Fall entsteht, in dem n =
ist.

1
2

BEISPIEL 1V )
53. Die Kurve zu finden, in welcher der Wert dieser Formel f % der kleinste
aller ist.

Es ist zuerst klar, dass kein Maximum Geltung haben kann, weil in einer
geraden Linie ddy = 0 wird und daher der Wert der vorgelegten Formel un-
endlich grofs wird. Deswegen ist zu sehen, in welcher gekriimmten Linie der
Wert der Formel [ % minimal wird. Aber diese Formel geht durch unsere

ypdz

Substitutionen in diese tiber [ .

und es wird gelten

7Y nd  dz =P vdp _ypdg

3

q q q qq
es wird also sein
M=0, N=2 wd P=Y wd g=-%,
q q qq

Weil aber M = 0 ist, wird die gesuchte Kurve mit der folgenden Gleichung
ausgedriickt werden
pdQ _

dx

wie in Korollar 5 gezeigt worden ist. Deswegen wird diese Gleichung hervorgehen

Z —Pp—Qq+ C,

w_p, .

g dz  qq
oder
ydy adx  pdy ydp 2ypdq
— t— =— 4+ — - 3
pq p qq qq q
wegen dy = pdz. Weil aber dp = gdx ist, wird gelten

@ = w = @ und daher

qq q Pq P qq @

adv _ pdy  2ypdq

oder
adp _ dy _ 2ydg

pp q qq
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Wenn die Konstante a = 0 gesetzt wird, wird die Gleichung integrierbar werden
und es wird sein

y = bqq und q= y:@:@
b dzx dy’

woher pdp = dy\/% und durch Integrieren schliefslich wird

pp_2 [y
2_3y\/;+c

oder, nachdem die Konstanten gedndert worden sind,

Yy +ava y*2 +a¥? _ dy
pp=""————  und p=y/"mr— ="
NG b3:2 da

b3:2

y3ﬁ +_a32'

und daher

dx = dy

Es werde erneut a = 0 gesetzt , und es wird gelten
b

Lo bve

VY

diese ist eine besonders spezielle Gleichung fiir die geniigende Kurve.

BEISPIEL V
54. Die Kurve zu finden, in welcher der Wert dieser Formel [ ¢"dx oder dieser

ddy™
dx2n—1

und zxy = b¢;

maximal oder minimal ist.

Man hat also
Z =q" und dZ = nq" tdg;

daher wird sein
M=0, N=0, P=0 und Q=n¢" "

ddq 0, wird gelten

Weil also die Gleichung fiir die geniigende Kurve diese ist 75 =

dQ = adzx und Q=q¢"'=oaz+p;

und daher
1:(n—=1) _ @

4= (az+ ) x.
daher wird werden p

— n:(n—1) _ 7y

p = (ax + B) ty=



auf das Finden von Kurven angewandt 61

und schlie8lich
y = (ax+ )0 L yr 45,

wo wir die Koeffizienten, die durch Integration eingegangen sind, in den Kon-
stanten erfasst haben. Die geniigenden Kurven sind also immer algebraisch,
ausgenommen in dem Fall, in dem n = % ist; dann wird namlich die letzte
Integration liefern

1
y:El(ax—l—B)—&—vm—i—(S.

Was den Fall n = 1 betrifft, jener geht in die Untersuchung des Maximums
oder Minimums nicht einmal ein, weil die Formel [ gdz nicht unbestimmt ist,
sondern einen bestimmten Wert, beispielsweise p, wegen

qdx = dp

darstellt. Im Ubrigen ist klar, withrend der Term (ax + 3)2"~ D=1 yerschwin-
det, dass wegen y = yx+0 dem Geforderten eine gerade Linie geniigt. Natiirlich,
wenn die vier gegebenen Punkte, durch die die gesuchte Kurve hindurchgehen
muss, auf einer Geraden gelegen sind, wird dann die gerade Linie vor allen an-
deren Linien, die durch dieselben vier Punkte hindurchgehen, dem Geforderten
gentigen.

BEISPIEL VI
55 . Die Kurve zu finden, in welcher [ % ein Maximum oder Minimum ist.

Weil Z = %2 ist, wird sein
yq ’

az — P _wpdy | adp  apdg
Yyq y=q Yyq Yyqq

und daher

p rp i rp

MZ*, N:_T, P:f und Q:—j
Yyq y=q Yq Yyq

Weil keiner dieser Terme verschwindet, wird die Gleichung fiir die gesuchte Kur-

ve diese sein
Tp 1 d T 1 5 xp

. 0
y?q dx o yq dr? yq?

oder
0= xpdx? +Lﬁ_%_mdqu+d' <W_xpdy :z:dp_2:cpdq>
v’a  ye Y Yy v v oyt e
oder auch

0 = ¢*da”(3yq—2p°) (y — xp) — dyqdadq(zyq — xp” + yp) + 6xy>*pdg” — 2xy*paddg.

Diese ist eine Differentialgleichung vierter Ordnung, die, ob sie integriert wer-
den kann oder nicht, nicht leicht klar wird; und es ist auch nicht der Miihe
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wert, grindlicher nach einer Art zu suchen, sie zu integrieren, weil ja dieser
Fall nicht aus der Losung eine niitzlichen Problems entstanden ist, sondern aufs
Geratewohl erdacht worden ist. Es scheint aber daher ratsam, dieses Beispiel
hinzuzufiigen, damit man einen Fall hat, in welchem die Ldsung nicht nur zu
einer Differentialgleichung vierter Ordnung aufsteigt, sondern auch nicht durch
die allgemeinen oben erwidhnten Hilfsmittel auf einen geringeren Grad gebracht
werden kann. Denn die gegenwértigen Beispiele sind alle so beschaffen, dass
durch die allgemeinen in den Korollaren erlduterten Regeln sofort eine Glei-
chung geringeren Grades fiir die gesuchte Kurve gefunden werden kénnen wird.

PROPOSITION V PROBLEM
56. Die Kurve zu finden, in welcher der Wert der Formel [ Zdx mazimal oder
minimal ist, wahrend Z eine Funktion solcher Art ist, die Differentiale jeden
Grades involviert, sodass dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + Sds + T'dt+
etc. 1ist.

LOSUNG. Weil ja (Fig. 4) diese Translation des Punktes n nach v die vorherge-
henden Elemente mehr betrifft als die folgenden, jedes einzelne betrifft ndmlich
das folgende Element, aber sich in die vorhergehenden umso weiter ausdehnt,
Differentiale von umso héherem Grad vorhanden sind, wird es deswegen helfen,
eine vorherige Ordinate, wie Hh, als die erste anzunehmen, sodass die Verén-
derung aus dem Stiick nv, das der Ordinate Nn hinzugefiigt wurde, sich nicht
weiter als Hh erstreckt; dies wird passieren, wenn in Z die Differentiale nicht
weiter als bis zur sechsten Ordnung aufsteigen. Es wird aber geniigen, den Wert
von dZ bis hin zum Term T'dt auszudehnen, weil aus der Losung selbst leicht
die Art und Weise berechnet werden wird, sie an wie viele weitere Terme auch
immer anzupassen. Auferdem, weil in diesem Problem alle vorhergehenden ent-
halten sind, wird zugleich feststehen, dass immer dieselbe Lsung hervorgeht,
was fiir einer Ordinate auch immer um ein gewisses unendlich kleines Stiick, wie
nwv, vermehrt wird. Es sei also AH = x und Hh = y, es werden diesen einzelnen
Punkten der Abszisse H, I, K, L, M, N, O etc. die Werte der Buchstaben p,
q, T, s, t etc. entsprechen wie folgt:

Hy ,p»p ,q ,7r ,s ,1
Iy 9o .4 ,o s ,t
K y// , p// , q// , ,,,,// , S// , t//
L ylll , p/// , q//I , 7.,/// , 5/// , t/l/
MyIV, pIV7 qIV7 TIV, SIV, tIV
NY ,pv ¢ .V sV Y

Aber diese einzelnen Werte werden aus der Translation von n nach v die
folgenden Zuwéchse erfahren, die sich aus der ersten Proposition, nach entspre-
chender Anderung der Vorzeichen, so verhalten werden:



dy

dgq
dr
ds
dt

S

S
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=0 dy’ =0 dy" =0 dy"” =0 dy™ =0 dyV =
=0 dp’ =0 dp” =0 dp” =0 dp'V = 422 |dp¥ =
=0 dq' =0 dq” =0 dq/// —_ _,'_% quV — _% qu —
=0 far =0 = sgn = S 0tV B =
=0 ds' = +3% |ds" = =% |ds"" = +7% ds’V = -7 ds¥V =
_ +nv dt/ _ _gnv dt// _ _’_il&nv dt/// _ _?&nv dth = 4 nuv dtV _

dx® - dx® - dxb® - dxb - dzx® -

Weil ja weiter der Wert der Formel [ Zdx der Abszisse AH entspricht, und
er von der Translation des Punktes n nach v nicht verédndert wird, entsprechen
den folgenden Elementen der Abszisse die Werte der Formel [ Zdz, die in dieser
Tabelle dargeboten werden:

Dem Element
HI

IK

KL

LM

MN

NO

entspricht
Zdx

Z'dx
Z"dx
Z/de
ZWVdx
ZVdzx

Um die Zunahmen dieser Werte, die aus der Translation des Punktes n nach
v entstammen, zu finden, miissen diese Werte differenziert werden und anstelle
der Differentiale dy, dp dq, dr, ds, dt mit den derivierten derselben miissen die
oben angegebenen und durch nv ausgedriickten Werte eingesetzt werden; und
es wird sein wie folgt:

-7 d;v:nv-dac(

)

S’ 5T
A dxnv~da7<dm4 dw5>
R 45" 107"
1 _ . o _
Z" dxr =nv dx(dx?’ ey v >
" SR/// 6S/// IOT///
22" dx =nv - dm<§x2 - 7~ 5% )
,ZIde:mJ_dw PIV B ZQIV SRIV B 451\/ 5TIV
dx dz? dx3 dx? dx®
pv 1% 1% 1% v
- ZV dr=nv-de( NV —— Qﬁ —i i _ )
dx dx? dx3 drt dab

WEeil nun diese Elemente allein von der Translation des Punktes n nach v ge-
dndert werden und Zuwéchse erfahren, wird die Summe dieser Zuwéchse den
ganzen Differentialwert geben, welchen die Formel [ Zdx auf die ganze Abszisse




64 Uber die absolute Methode der Maxima und Minima

AZ ausgedehnt erhilt; dieser wird also sein

+ NV

PV _ PIV
B dx
N QV _ QQIV + Q///

dz?
nv - dx RY —3R!V 4+ 3R" — R"
B dz3
N SV — 48TV + 68" — 48" + 5
dz?

TV — 57V + 107" — 107" + 57" — T

B dz®

Diese einzelnen Glieder werden aber durch Differentiale angenehm und kurz
ausgedriickt werden kénnen; es wird ndmlich sein

_pV 4 plV__gplv
+QV —2Q" + Q" =+ ddQ"

— RV 4+3R"Y —3R" +R'=—-dR"

+8YV -8V 165" —48" +8 = +d'S

-7V 457V —107" +10T" —5T" +T = —d°T.

18 Deswegen wird der ganze Differentialwert der Formel [ Zdz, der aus dem
Stiick nv entsteht, dieser sein

dPTV ddQ/// d3R" d*s’ d5T)

=nv-de | NV — - -
" ac( dx dx? dax® dz*  da®

Hier aber, weil alle Terme homogen sind, kénnen die Schriftzeichen ohne Be-
denken weggelassen werden, es verschwindet ndmlich der Unterschied zwischen
NV und N und genauso zwischen dP’" und dP und den iibrigen. Deshalb wird
man diesen Differentialwert der Formel [ Zdx haben

_dpP  ddQ d*R  d*S d5T)

)

dr | dx? de3 ' dot dab

nv - dx <N

daraus kann zugleich der Differentialwert der Formel [ Zdx berechnet werden,
wenn in Z auch hohere Differentiale erhalten waren. Daher, wenn die Kurve ge-
sucht wird, die [ Zdz fiir eine gegebene Abszisse zum Maximum oder Minimum
hat, und dazu galt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + Sds + Tdt + etc.,

wird zuerst der Differentialwert der Formel f Zdx dieser sein:

3 4 5
m)~d:r<N—dP ddQ d°R d°S T >;

S0 C 4 ete
dr  dx? da3  dxt  dab +oete
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Und daher wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung entstehen

dP ddQ d*R d*S d4°T
o=N-Z % 22, 00 T e
dx + dx? da3 + dat  dab + ete

Q.E.L

KOROLLAR I
57. In der Formel [ Zdz, wie wir sie behandelt haben, enthélt die Grofe Z
Differentiale fiinften Grades, wenn freilich im Differential von

dZ = Mdz + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + Sds + T'dt

der Term T'dt der letzte ist. Weil also in T noch Differentiale fiinften Grades
oder ¢ vorhanden ist, ist klar, dass die Gleichung fiir die gesuchte Kurve eine
differentiale zehnten Grades sein wird.

KOROLLAR II
58. Daher wird eingesehen, dass die Differentialgleichung fiir die Kurve immer
zu einem doppelt so hohen Grade aufsteigen muss wie der in der Formel der
Maximums oder Minimums. Wir legen nédmlich fest, im letzten Term T'dt, dass
die Grofe T noch t in sich umfasst; wenn dies ndmlich nicht der Fall wére,
wiirde die Gleichung um zwei Grade verringert werden, wie sich aus Paragraph
50 berechnet lésst.

KOROLLAR III
59. Wenn also in Z Differentiale vom Grad n enthalten sind, dann wird die
Differentialgleichung fiir die Kurve vom Grad 2n sein und deswegen enthilt sie
potentiell genauso viele beliebige Konstanten in sich.

KOROLLAR IV
60. Wegen der so vielen beliebigen Konstanten miissen genauso viele Punkte,
um das Problem zu bestimmen, vorgelegt worden sein; so wird natiirlich das
Problem, damit es bestimmt ist, so ausgesprochen werden miissen: Unter allen
Kurven, die durch 2n Punkte hindurchgehen, die zu bestimmen, in welcher
[ Zdx ein Maximum oder Minimum ist, wenn freilich die Gréfe Z Differentiale
vom Grad n umfasst.

KOROLLAR V
61. Wegen der ganzen Zahl n wird also die Anzahl der Punkte, mit welcher
das Problem bestimmt werden wird, immer gerade sein. So werden entweder
kein Punkt oder zwei oder vier oder sechs oder acht Punkte und so weiter zur
Bestimmung des Problems verlangt.

BEMERKUNG 1
62. Aus dem Grad der Differentialitéit, zu welchem die fiir die Kurve gefundene
Gleichung ansteigt, oder aus der Anzahl der Punkte, durch die die geniigende
Kurve hindurchgehen muss, werden daher Probleme dieser Art angenehm in
Klassen unterteilt werden kénnen. Zur ersten Klasse werden also die Probleme
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gezahlt, in denen uneingeschrinkt eine gekriimmte Linie gesucht wird, die fiir
eine gegebene Abszisse den maximalen oder minimalen Wert [ Zdx hat; solche
Probleme sind sowohl in der zweiten Proposition, als auch in der enthalten,
in den Féllen, welche wir in den Paragraphen 26 und 27 erldutert haben; in
diesen Féllen liefert die Losung natiirlich eine bestimmte dem Geforderten ge-
niigende Kurve. Die zweite Klasse umfasst die Probleme, deren Lésung auf eine
Differentialgleichung zweiten Grades fiihrt; und diese erfordern zwei Punkte zu
ihrer Bestimmung und miissen so vorgelegt werden, dass unter allen Kurven,
die durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen, die bestimmt wird, in welcher
| Zdx ein Maximum oder Minimum ist: Probleme solcher Art haben wir in der
dritten Proposition gelost. Weiter beziehen sich auf die dritte Klasse die in der
vierten Proposition behandelten Probleme, die sich so verhalten, dass unter al-
len Kurven, die durch vier gegebene Punkte hindurchgehen, die bestimmt wird,
die [ Zdx zum Maximum oder Minimum hat. Auf die gleiche Weise erfordert die
vierte Klasse sechs Punkte zu ihrer Bestimmung, die fiinfte acht und so weiter,
welche Klassen wir alle im gegenwiéirtigen Problem erfasst haben. Auch wenn im
Ubrigen die gefundene Gleichung nur zu einem Grad der Differentiale ansteigt,
lasst sie dennoch o6fter allgemein eine oder mehrere Integrationen zu, Falle von
welcher Art wir in den gegenwértigen Problemen einige dargeboten haben. Des-
wegen wollen wir auch sehen, in welchen Féllen unsere allgemeine Gleichung
die Integration, entweder eine oder sogar mehrere, zuldsst; damit sich in den
erwahnten Beispielen sofort sehen lasst, ob sie in diesen Fillen enthalten sind
oder nicht. Es gibt aber hauptséichlich zwei Fille von dieser Art, in deren ei-
nem N = 0, im anderen aber M = 0 ist, von welchen darauf die anderen Falle
abhéngen, welche wir hier entwickeln werden.

FALL I
63. Es sei in der Formel des Maximums oder Minimums f Zdx der Term N = 0,

sodass gilt
dZ = Mdx + Pdp + Qdgq + Rdr 4+ Sds + etc.

In diesem Fall wird also die Gleichung fiir die Kurve diese sein

o 4P dig IR IS AT, e
 dx da? de3  dat dad '
welche mit dx multipliziert integrierbar wird und es wird hervorgehen
dQ  ddR S d*T

=A-P — te.
0 + de  dx? + dad  dxt + ete
FALL II

64. Es sei sowohl N =0 als auch P =0 , sodass gilt
dZ = Mdx + Qdq + Rdr + Sds + T'dt etc.

WEeil ja N = 0 ist, ist eine Integration schon gelungen und man hat fiir die ge-
suchte Gleichung die gerade gefundene Gleichung, nachdem auch P = 0 gesetzt
worden ist:

dQ  ddR d?;S d*T

= A —_—
0 + dx dx? + de3  dxzt

+ etc.,
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die mit dz multipliziert erneut integriert werden kénnen wird und es wird gelten

3T
o—ar— B4 I8, 405 _d

- — t.C.
r  dx? d:c5+eC

FALL IIT
65. Wenn sowohl N = 0 als auch P = 0 und @) = 0 war, sodass ist

dZ = Mdx + Rdr + Sds + Tdt + etc.

Die zwei verschwindenden Werte /N und P haben schon diese zweimal integrierte
Gleichung geliefert

dR ddS d&T
O:Al‘fBﬁ*Q*E*FW*@

wenn in dieser () = 0 gesetzt wird und mit dz multipliziert wird, wird man die
folgende dreimal integrierte Gleichung erhalten:

+ ete. ;

T
0=A2> - Br+C - R+ — — — + etc.
x x
Daraus ist schon klar, wenn dariiber hinaus R = 0 war, dass dann auch eine
vierte Integration Geltung hat und so weiter.

FALL IV
66. Wenn M = 0 war, sodass gilt

dZ = Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + Sds + etc.
Es ist zuvor diese Gleichung fiir die gesuchte Kurve hervorgegangen
dP ddQ d*R d*S
0=N-— — _—r _ P
dx + dz?  dxd  dxzt

welche man mit dy = pdr multipliziere und dann diese addiere

dZ — Ndy — Pdp — Qdq — Rdr — Sds — etc.,

— etc.,

es wird hervorgehen

pddQ B pd3>R . pd*S
dx? da3 dat

— Pdp—Qdq — Rdr — Sds — etc.,

0=dZ — pdP + — etc.

deren Integral angegeben werden kann; es wird nédmlich sein

pdQ@  pddR i pd3S

dz dz? dz® ete.

0=A+Z-Pp+

gy s WR _adds
1 dx dx?
rdS
— Rr + %
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oder

pdQ — Qdp  pddR — dpdR + Rddp

0=A+Z-Pp+

dx dxz?
pd3S — dpddS + dSddp — Sd®p
+ P — ete.,

wie deren Terme weiter fortschreiten, wenn in dZ die folgenden Differentiale
Tdt, Udu etc. enthalten sind, von selbst klar ist.

FALL V
67. Wenn sowohl M = 0 als auch N = 0 ist, sodass gilt

dZ = Pdp + Qdp + Rdr 4+ Sds + etc.

Weil N = 0 ist, werde eine Integration durch den ersten Fall unternommen und
man wird haben

4Q _ddh i

0=A-P —_—
+d:v dz2+dx3

— etc.,

diese werde mit dp = gdx multipliziert und zu dieser addiert
0= —dZ + Pdp + Qdq + Rdr + Sds + etc.,
wonach diese integrierbare Gleichung hervorgehen wird

3
0= Adp— d7 + qaq — YR, PS5
dx dx?

etc.

+ Qdg+ Rdr + Sds + etc.,

deren Integral dann diese sein wird

0=Ap—-B-7Z+Qq _]ﬁj+qdd5_ etc.
dx dx?
+ Rdr — rdS
dx
+ Sds
oder
qdR — Rdq

0=Ap—-B—-Z+Qq—
dx
JrqddS —dqdS + Sddq qd®T — dqddT + dTddq — Tdq

dr2 e + etc.
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FALL VI
68. Es sei sowohl M = 0 als auch N =0 und P = 0, sodass gilt

dZ = Qdg+ Rdr + Sds + T'dt + etc.

Wegen N = 0 und P = 0 werden durch den zweiten Fall zwei Integrationen
Geltung haben und die Gleichung fiir die gesuchte Kurve wird diese sein

d dd 3T

wenn zu welcher mit dg = rdx multiplizierten diese addiert wird
0=dZ — Qdq — Rdr — Sds — T'dt — etc.,
wird man diese erneut integrierbare Gleichung haben:

rddS B rd®T + et
dx dx? ere

— Rdr — Sds —Tdt — etc.

0 = Axdq — Bdg+dZ —rdR +

deren Integral diese ist

d ddT
O:Amq—Bq—i—C—{—Z—Rr—i—Q—r + etc.
dx dz?
T
— Ap —Ss-i—i
dx
—Tt

oder diese

rdS — Sdr - rddT — drdT + Tddr .

I 02 etc.

0=A(xzq—p)—Bq+C+Z—-rR+

FALL VII
69. Wenn M =0, N =0, P =0 und @ = 0 war, sodass gilt

dZ = Rdr + Sds + Tdt + etc.

Wegen N =0, P =0 und @Q = 0 liefert der dritte Fall diese schon zweimal
integrierte Gleichung fiir die gesuchte Kurve

dS ddT
0=Az> - Bz +C — R+ — — — + etc.,
dv  dx?

zu welcher mit dr = sdxr multiplizierten man diese addiere

0= —dZ + Rdr + Sds + Tdt + etc.,
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wonach diese Gleichung hervorgehen wird

ddT
0 = Az2dr — Badr + Cdr — dZ + sdS — >

+ etc.

+ Sds+Tdt + etc.,

die zweimal integriert diese geben wird

O:AxQTfB;m"+C’rfoZ+szsj—T+ ete.
T

—2Axq+ Bq + Tt

1+ 24p
oder diese
O:A(x2r721q+2p)fB(xrfq)+CrfD7Z+szW+ etc.

BEMERKUNG 2

70. Mit Hilfe dieser Fille, deren Anzahl sich weiter vermehren lieffe, wenn es von
Vorteil schiene, werden oftmals Probleme sehr bequem aufgeldst werden kénnen.
Wenn daher ndmlich ein gewisses Problem in einem dieser Fille enthalten ist,
der eine oder mehrere Integrationen per se zulésst, wird sofort die Gleichung fiir
die Kurve gebildet werden kénnen, die einmal oder schon einige Male integriert
worden ist und die deshalb leichter weiter behandelt werden kénnen wird. Damit
dies noch besser klar wird und zugleich der Nutzen des letzten Problems, in
welchem in der Formel des Maximums oder Minimums | Zdx den zweiten Grad
ibersteigende Differentiale enthalten sind, aufgezeigt wird, wird es férderlich
sein, ein Beispiel anzufiihren.

BEISPIEL I
71. Unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, die zu bestimmen,
deren Evolute, mit ihrer Evolute derselben, innerhalb der Radien der Evoluten
den mazimalen oder minimalen Raum einschliefit.

Nachdem, fiir die gesuchte Kurve, die Abszisse = x und die Ordinate = y
gesetzt worden sind, sei das Kurvenelement = dw und ihr Kriimmungsradius
= p; es wird das Element der Evolute = dp und der Kriimmungsradius von dieser

= %‘ff sein, woher die die erfasste Fliache zwischen der Evolute der gesuchten

2
Kurve und der Evolute derselben = % i gj—i sein wird; dieser Ausdruck ist also
zum Maximum oder Minimum zu machen. Weil aber gilt

1 3
dw = dzx+\/1+ pp und Q:M,
q

wird auch gelten '
(1+ pp)Srda

do = 3(1 + pp)* pdz —
qq
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und
6(1+ T 1+ 2py
d0® = (1+ pp)da? (9pp_ (L+pp)r | pf) )
qq q
und
o 1t
dw qgdx

Die Formel des Maximums oder Minimums ist deshalb

1 2 1 1 22
/( +pp) dx(QppG( qup)r L +5f) 7’)

_/dx(%p(l +pp)? 61 +pp)r (1 +pp)47"2>
q ¢ 7 ’

woher Z eine Funktion von p, ¢ und r sein wird; daher wird durch Differenzieren

hervorgehen:

_ 18pdp(1 + pp)(1+3pp)  Ippdg(1+pp)®  6dr(1+ pp)°®)

dz g
q aq q

36prdp(1+pp)?  18rdq(1+ pp)® = 2rdr(1 + pp)*
- , + . + -
q q q
(

w

8rrpdp(1 + pp)®  5r2dq(1 + pp)*
+ q5 — q6 .

Nachdem also ein Vergleich mit der allgemeinen Formel angestellt worden ist,
wird sein

M =0, N =0,
5 _ 9pp(1+pp)? ~ 6(1+pp)’r L a + pp)*r?
q & q° ’
18p(1 4 pp)(1 + 3pp) ~ 36pr(1+ pp)? | 8rrp(1l + pp)®
P = - . + _ :
q q ¢
9pp(1 + pp)? 18r(1+pp)®  5rr(1+4 pp)!
Q =T - + 4 - 6 ?
qq q q
6(1 3 2r(1 4
po +3pp) L2 ﬂ;pp) .
q q

Weil nun M = 0 und N = 0 ist, fillt die Losung in den fiinften Fall und die
Gleichung fiir die gesuchte Kurve wird diese sein:

qdR

0=Ap—B—Z+Qq+Rr— 2%
dx
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welche nach den Substitutionen in diese {ibergeht

_ 18pp(1+pp)* _ 16pr(l+pp)*  Grr(1+pp)t

0=Ap—-B
q q q°
2dr(1+pp)* | 36p(1+ pp)?
qtdx q

diese Gleichung ist zu kompliziert, als dass weitere Integrationen von ihr in
Angriff genommen werden kénnen. Im Ubrigen ist klar, dass diese Differential-
gleichung eine von vierter Ordnung ist, sodass durch die vier iibrigen Integra-
tionen noch vier Konstanten eingehen; daraus werden sechs gegebene Punkte
von Noten sein, durch die die gesuchte Kurve hindurchgeht, damit das Problem
bestimmt wird.



Kapitel III

Uber das Finden mit der
Eigenschaft des Maximums
oder Minimums versehener
Kurven, wenn in der Formel
des Maximums Minimums
selbst unbestimmte Grofien
enthalten sind

PROPOSITION I PROBLEM
1. Die (Fig. 4) Zuwdichse zu finden, welche die unbestimmte Integralgrifie in
jedem Punkt der der Abszisse von einer irgendwo um das Stiick nV vermehrten
Ordinate Nn erhdlt.

LOSUNG. Es sei die Abszisse AH = x, die entsprechende Ordinate Hh = y und
es sei irgendeine unbestimmte Grofe 11 vorgelegt, die der Abszisse AH entspricht
und die eine Integralformel sei, die unbestimmt keine Integration zulésst. Diese
Grofse 11 sei so beschaffen, dass sie selbst, sofern sie der Abszisse AH oder dem
Punkt H entspricht, von der vermehrten Ordinate Nn nicht verdndert wird; dies
wird passieren, wenn in II die Differentiale nicht weiter als bis zum fiinften Grad
aufsteigen: Fiir diesen Zweck legen wir fest, dass erst die flinfte Ordinate Nn,
wenn von Hh aus gezahlt wird, verdndert wird. Wenn n&mlich in II Differentiale
hoherer Grade enthalten wéren, dann miisste erst eine spétere Ordinate nach
Nn um ein unendlich kleines Stiick vermehrt werden. Es wird aber geniigen,
die Loésung nur bis hin zum fiinften Grad der in IT enthaltenen Differentiale

73
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auszudehnen, weil daher, wenn sie auch hohere Differentiale einbringen, sich die
Lésung auch an sie anpassen ldsst. So wie also dem Punkt H der Abszisse der
Wert II entspricht, so wird geméf unserer Bezeichnungsweise dem folgenden
Punkt I der Wert II' entsprechen, dem Punkt K aber II”, dem Punkt L der
Wert IT" und so weiter. Es wird also zu untersuchen sein, wie grofe Zuwéchse
diese derivierten Werte II’, II”, TI"”, II'V etc. aus der Translation des Punktes
n nach v erhalten, oder es miissen deren Differentiale bestimmt werden, wenn
allein die Ordinate Nn, die = ¢V entspricht, festgelegt wird, variiert zu werden
und um das Stiick nv vermehrt zu werden: Es wird aber in diesem Sinne d-II = 0
sein, weil wir festlegen, dass der Wert II, der dem Punkt H entspricht, davon
nicht betroffen wird. Weil ja nun II eine unbestimmte Integralformel ist, sei sie
= [[Z]dx und es sei [Z] eine Funktion von , y, p, ¢, 7, s und ¢, sodass gilt

d[Z] = [M]dx + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + [R]dr + [S]ds + [Td¢t;

daher werden zugleich die derivierten Werte von d[Z], natiirlich d[Z'], d[Z"],
d[Z""] etc. durch die eingefiihrte Bezeichnungsweise gebildet werden kénnen.
Nachdem diese Dinge festgelegt worden sind, wird es wie folgt sein:

I :/mw

n/:/mw+mm
n”:/mw+mm+wwx
sz/mm+mm+wm+wwx

n = / [Z)dx + [Z)dx + [Z')dx + [2")dx + [2""|dx

etc.

Nun wollen wir sehen, wie grofse Zuwéchse diese einzelnen Glieder [Z]dx, [Z’]dx,
[Z"|dx, [Z"")dx etc. aus dem der Ordinate Nn hinzugefiigten Stiick nv erhalten;
diese wird man aus den Differentialen derselben erhalten, indem anstelle der
Differentiale die in Paragraph 56 des vorhergehenden Kapitels erlauterten Werte
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gesetzt werden; es wird deshalb

] 5[T:])

d-[Z"ldz  =nv-dz-

R// S// 10[T//]
da3 dat dad

d . [Z///]dx R dx Q/ll B RI// G[S///] 10[T///])

(dm2 dx3 dz*  dad

d-[Z"V)de =nv-dx-

PIV QIV] [RIV] 4[51\/] 5[TIV]
dx de * dz  da? + da® )
LR [’ [SY] [TV]>

% _
d-[Z"]de =nv-dz- de 5t ot T a3

d-[ZV"dx =0
d-[Z2VMdz =0

sein und alle iibrigen folgenden werden verschwinden.

Aus diesen werden nun die Zunahmen der Werte II, I, I1”, II"” etc. berech-
net werden, die sie aus der Translation des Punktes n nach v erhalten; es wird
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natiirlich dann sein

d-II =0

T]
d-10 .d L
nv X 1,‘5

5] 4[T) + d[T]>

"o
d-1I —nv~dx'(dx4 s

mo_ [R"]  3[S"]+d[S"] | 6[T"] + 4d[T"] — d[T]
d-1I —mwdx-(dxg— e + G >
Q///] Q[R///} + d[R//] + S[S///] + Sd[s//] _ d[S/]

TV = no - de - [ _
d - du (dx2 da3 dat

AT + 6d[T"] — 4d[T'] + d[T])
dxb

411V = nw-de- ([Z;V] B [Q’V]d;d[Q”’] + [R™] +212[f3’”} — d[R"]
8™ +3d[S™] — 3d[S"] + d[5]
dz?
[T1V] + 4d[T""] — 6d[T"] + 4d[T"] — d[T])
+
dx®
d-IV! =nu - dz - ([NV} - d[];;v] + d[QIVL;Qd[QW]

d[RIV] _ 2d[Rm] + d[RN] d[SIV] _ 3d[5”/] + 3d[5”] _ d[S/]
B dz? * dz?

d[TTV] — 4d[T")] + 6d[T"] — 4d[T"] + d[T])

dx®

Diesem Zuwachs sind aber die Zuwéchse aller folgenden Werte gleich, natiirlich
von TV, IV TITX etc., aber dennoch wird der Zuwachs des Wertes ITV?
und aller folgenden derselbe sein

d[P™V] ddiQ™ d[R"] d*[S) O[T
=nv-dx ([NV]_ dr T da? - d[x3 ] * d£64] - d3[35])'

Diese Zunahmen werden aber auch unter Beriicksichtigung der Buchstaben [P],
[Q], [R], [S] et [T] auf dieselben Vorzeichen zuriickgefiihrt werden kénnen, und
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so wird hervorgehen

d-II =0
d-1r :mwdz-%

[S']  4[T]+ 5d[T)
d-r nv.dz.(dm‘*dﬁ

da3 dx? dxb

LT — . d ([R”] 3[S'] + 4d[5'] | 6[T] + 15d[T] + 10dd[T]>

dx? dx3 dx?t

Y e (127] - AR SR 581 S+ 6l

A[T] + 15d[T] + 20dd[T] + 10d° [T])
B dxz®

PIV Q/// +2dQ/” R// +3dR” +3ddR//
wHV_n%dﬂ(“m][}dﬁ[ | R+ SR+ 3dd(R

'] + 4d[S"] + 6dd[S"] + 4d3[S']

dz*
n [T] + 5d[T)] + 10dd[T] + 10d®[T] + 5d*[T]
dxb
d[PlV] dd[Q/”] ds [R”] d4 [Sl] d5 [T}
d-TIV! =nv-de- [ [NV] = _ _
neae <[ ] dx + dz? dz3 + dz* dzxb
welchem die Zuwéchse aller folgenden Werte gleich sind. Q.E.L
KOROLLAR I

2. Wenn also II eine unbestimmte Grofe oder eine Integralformel war, die un-
bestimmt keine Integration zuldsst, dann werden alle ihre Werte nach der Stelle
der Abszisse, wo eine Ordinate vermehrt zu werden aufgefasst wird, und auch
ihre Werte vor jener Stelle, deren Anzahl vom Grad der Differentiale abhéngt,
die in der Formel II enthalten sind, eine Verdnderung erfahren.

KOROLLAR 1II
3. Wenn daher also eine Grofe dieser Art in der Formel des Maximums oder
Minimums f Zdx enthalten ist, dann wird ihr Differentialwert nicht nur von
einigen Elementen der Abszisse, sondern von der ganzen Abszisse, welcher das
Maximum oder Minimum entspricht, abhéngen.

KOROLLAR III
4. In diesen Féllen muss also jener Abszisse, fiir welche das Maximum oder
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Minimum gesucht wird, bestimmt sein und dieselbe Kurve, die fiir diese Ab-
szisse gefunden wurde, sich der Eigenschaft des Maximums oder Minimums zu
erfreuen, wird fiir andere Abszissen nicht mit dieser Eigenschaft versehen sein.

BEMERKUNG 1

5. Bald wird der Unterschied, welcher zwischen Fragen einhergeht, in denen Z
eine entweder bestimmte oder unbestimmte Grofe ist, besser erkannt werden,
wann immer wir niamlich Probleme dieser Art behandeln werden. Solche Fragen
kénnen aber auf mehrere Weisen variiert werden, je nachdem ob in der Formel
des Maximums oder Minimums [ Zdx die Grofe Z entweder nur eine Funktion
solcher Art der unbestimmten Formel II ist, wie wir sie betrachtet haben, oder
dariiber hinaus die bestimmten Gréfsen x, y, p, q, 7, s etc. erfasst. Darauf wer-
den in Z auch mehrere unbestimmte voneinander verschiedene Integralformeln
solcher Art enthalten sein kénnen. Fiir diese verschiedenen Fille wird aber eine
einzige Regel, die den oberen schon angegebenen hinzugefiigt wurde, geniigen
kénnen. Die grundlegende Bedeutung ist ndmlich in der unbestimmten Formel
II = [[Z]dz gelegen, fiir welche wir hier [Z] festgelegt haben, eine bestimmte
Funktion zu sein; wenn daher aber diese Grofe [Z] selbst erneut unbestimmte
Integralformeln solcher Art umfasst, wird wiederum eine spezielle Losung notig
sein. Ja sogar die Zusammensetzung der unbestimmten Formeln kann ins Un-
endliche ausgedehnt werden; dies wird passieren, wenn die Grofe [Z] erneut die
Grofe IT in sich umfasst, sodass dann gilt

d[Z] = [L]dIl + [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dg + [R]dr + etc. ,
dann wird namlich wegen dII = [Z]dz wiederum der Wert
d[Z] = [L]dI1 4 [M]dz + etc.

betrachtet werden miissen und dieser Prozess wird ins Unendliche fortgesetzt
werden. Daher wird aber eine Methode entstehen, die Probleme aufzulGsen, in
denen eine Kurve gesucht wird, die den maximalen oder minimalen Wert der
Formel [ Zdx hat, wann immer die Grofe Z nicht, wie bisher, bestimmt oder
unbestimmt gegeben ist, sondern nur durch eine Differentialgleichung, deren
Integration iiberhaupt nicht durchgefithrt werden kann; eine Frage solcher Art
LW’
v

ist die, wenn die Kurve gesucht wird, in welcher der Ausdruck | ein

Minimum ist, wahrend gilt

dv = gdx — hv"dx+/1 + pp;

und die Auflésung von Fragen solcher Art werden wir in diesem Kapitel auch
angeben.

PROPOSITION II PROBLEM
6. Wenn Z (Fig. 4) eine Funktion der unbestimmten Grofie 11 war, sodass dZ =
LdIl ist, und Il = [[Z)dx ist, wihrend gilt

d[Z) = [M]dx + [N]dy + [P)dp + [Q]dq + [R]dr + etc. ,
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die Kurve az zu finden, die fir die gegebene Abszisse AZ den mazimalen oder
minimalen Wert der Formel [ Zdx hat.

LOSUNG. Nachdem die Abszisse AH = x, die Ordinate Hh = y gesetzt wurde,
sei die ganze Abszisse AZ, welcher das Maximum oder Minimum entsprechen
muss, = a, nachdem also die Strecke HZ in unendlich viele unendlich kleine
Elemente HI, IK, KL, LM etc. aufgeteilt worden ist, wird

/Zdw +Zde+ Z'dx + Z"dx + Z""dx + etc.

bis schlieflich zum &dufersten Punkt Z gelangt wird, ein Maximum oder Mini-
mum sein miissen. Um dies zu bewirken, sind die Differentialwerte zu suchen,
welche diese einzelnen Terme von der Translation des Punktes n nach v er-
halten, deren Summe gleich null gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve
geben wird. Weil wir ja aber festlegen, dass die von nv abstammende Verdnde-
rung sich nicht weiter als H in Richtung A erstreckt, wird der Differentialwert
des Terms [ Zdz null sein. Die Differentialwerte der iibrigen werden gefunden
werden, wenn sie differenziert werden und in den Differentialen die Zuwéchse
geschrieben werden, die wir in der vorhergehenden Proposition gefunden haben,
aus der Translation des Punktes n nach v zu entstehen. Es wird aber gelten

-Zdx = Ldx -dII
-Z'dx = L'dx -dIl’
-Z'dxy = L'dx -dIl”

. Z,/Idx — L///dl' . dH/I/

- ZWVdr = L'Vdg - dl1'V

Q. Q a a &

Wenn wir daher nun anstelle der Differentiale dII, dII’, dII”, dII" etc. die oben
gefundenen Werte, die aus der Translation des Punktes n und v entstehen,
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einsetzen, werden wir erhalten

d- Zdx =0
d-Z'dx =nv-L'ds® - [—]5
S 4T]+ 5d[T]>

d . Z//d — . Ll/d 2
X nv X dx4 de

[R"]  3[S'] +4d[S"] = 6[T]|+ 15d[T] + 10dd[T
dr3 dz? * dx® )

(@] 2(R"]+3d[R"] | 3[S'] + 8d[S"] + 6dd[S']

. ZIV — . LIV 2 .
d dx nv dxr 122 = =

d-Z"dx =nv-L"dz? (

_4[T) + 15d[T] + 20dd[T] + 10d® [T])
dxb

v n " 1" 1" 1"
b Ve Vi (P 1QM+2d[Q") | [R") 4 3d[R"] + 3dd[R"]
dx dxz? dxz3

[S7] + 4d[S") + 6dd[S"] + 4d3[S"]

dx?
N [T] + 5d[T] + 10dd[T] + 10d®[T] + 5d*[T]
dxb
d[PIV} dd[Qm] d?’[RN]
VI _ yVIg 2 vy _ _
d-ZV'dx =nv-L"'dx <[N] T + e e
d'[s']  d°[T]
dx?t dxb
d[PIV} dd[Q///] dg[R”]
A2 F VI 2 vy _ _
d-Z"dx=nv- LV dx ([N ] T + e e
LdS] @I
dz? dx®
etc.

Die Zuwéchse der folgenden Terme schreiten natiirlich nach demselben Gesetz
fort. Man addiere natiirlich nun die Zuwéchse der ersten sechs Terme, es wird
der totale Zuwachs der Terme Zdx + Z'dx + Z"dx + Z"dx + Z™Vdx + ZVdx
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hervorgehen

LV[PIV] [Q///]dLIV + 2LIV[QW]
= . 2 —
=nv-du ( dx dx?

[R”]dd[/” + 3d[R"}dL/// + 3L///dd[R”]

dx?
[S'|d3L" + 4d[S")ddL" + 6dL"dd[S"] + 4L"d3[S"]
dz?
N [T)d*L’ + 5d[T)d3L’ + 10dd[T)ddL’ + 10dL'd3[T] + 5L'd* [T])
dx5 ’

+

in welchem Ausdruck, weil alle Terme zueinander homogen sind, schon die nu-
merischen Indizes vernachléssigt werden kénnen. Der Zuwachs aller folgenden
Terme LV!dz + LV dx+ etc. wird aber sein

_dPY) | ddQ PR dS) @ 1),

— v
=nv-d ([N ] dx dx? dax? dz? dx®

(LV’da: + LV gy + LV g + LIX dx + ete. bis zu Z) .

Dieser letzte Faktor wird aber durch die Integration der Formel [ Ldz be-
stimmt werden, die der unbestimmten Abszisse AH = x entspricht; es werde
in dieser letzten Formel nach der Integration x = a gesetzt und sie gehe in H
iiber, H wird der Wert der Formel f Ldx sein, der der ganzen vorgelegten Ab-
szisse AZ entspricht; wenn von dieser also [ Ldx abgezogen wird, wird der Wert
H — [ Ldx zuriickbleiben, der dem Anteil HZ oder NZ entspricht und der also
anstelle von

LV'dzr + LY dx + LV dz + ete.

eingesetzt werden kann. Deswegen wird schlieflich der Differentialwert der For-
mel [ Zdz, der der ganzen Abszisse AZ entspricht, sein

3 4 5
- da(H — / Ldw) <[N] LA U dﬁﬂ)
QAL + 2Ld[Q]  [R|ddL + 3d[R]dL + 3Ldd|R)
dx + dxz?
[S]d®L + 4d[S)ddL + 6dLdd[S] + ALd3[S)
dx?
[T L + 5TV L + 10dd[T}ddL + 10dLd*[T] + 5Ld"(T] >
dzt ’

+w - da (L[P] -

welcher auf diese gefélligere Form zuriickgefiihrt werden kann, dass gilt

— - da ([ N|(H — / Ldz) - d[P](Hd; J Ldz) | dd[@](h;a; [ Ldz)

i

d*R)(H — [ Ldz) d*S|(H — [Ldz) d°[T)(H — [ Ldx)
a da3 + da?t a dab )
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dieser Differentialwert wird, bis wohin es die Situation erfordern wird, weiter
fortgesetzt werden kénnen; er wird aber, gleich null gesetzt, die Gleichung fiir
die gesuchte Kurve geben. Q.E.L

KOROLLAR I
7. Weil ja H — [ Ldxz der Wert der Formel [ Ldz ist, die dem Anteil der Abszisse
AZ = a — x entspricht, wird, wenn AZ = a — x = u gesetzt wird, [ Ldu jener
Wert H — [ Ldx selbst sein, der von Néten ist; wenn freilich [ Ldu so integriert
wird, dass es fiir u = 0 gesetzt verschwindet.

KOROLLAR II

8. Wenn daher also der Anfang der Abszissen im Punkt Z genommen wird,
sodass die Abszisse ZH = u gesetzt wird, und {iberall x = a — u gesetzt wird,
wird die Gleichung fiir die gesuchte Kurve zwischen den Koordinaten u und y
hervorgehen; und es wird der Anteil dieser Kurve dem Geforderten geniigen,
der der Abszisse AZ = a entspricht. Dennoch ist zu bemerken, dass sowohl in
der Formel des Maximums oder Minimums [ Zdz selbst als auch in [[Z]dx der
Anfang der Abszissen im Punkt A genommen werden muss.

KOROLLAR III
9. Wenn also die Kurve gesucht wird, die auf die gegebene Abszisse AZ bezogen
wurde und in welcher [ Zdz ein Maximum oder Minimum sein muss, und Z
irgendeine Funktion von II = [[Z]dz ist, wihrend gilt

dZ = Ldll und d[Z] = [M]dz + [N]dy + [P]dp + |Q]dq + [R]dr + etc. ,
wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben:

. . 3.
()z[N]/Ldu—d [Pc]lg{Ldu+dd [C;l)iQdeu_d [Z;iédeu+ ctc.,

wo u = a — x ist und [ Ldu den Wert der Formel [ Ldz bezeichnet, der dem
Anteil der Abszisse HZ = u entspricht.

KOROLLAR IV
10. Es konnen also entweder die zwei Anfinge der Abszissen A und Z, und
die zwei Abszissen AH = x und ZH = u betrachtet werden, von welchen jene
im Integral [[Z]dxz oder II, diese aber im Integral [ Ldx betrachtet werden
muss, oder nur die eine Abszisse AH = x: in diesem Fall muss anstelle von
J Ldu H — [ Ldx geschrieben werden, wihrend H den Wert bezeichnet, den die
Formel [ Ldz fiir + = AH = a gesetzt liefert.

KOROLLAR V
11. Weil Z eine Funktion nur von II ist, so dass sie keine anderen variablen
Grofen in sich umfasst, wird wegen dZ = LdIl auch L eine Funktion nur von II
sein.

KOROLLAR VI
12. Wenn [Z] eine Funktion nur von x wére, dann wire Il = [[Z]dz eine be-
stimmte Grofe und eine Funktion von z, und daher auch Z; daher wird ein
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Maximum oder Minimum keinen Platz finden. Dasselbe zeigt die Losung; es
wird namlich [N] =0, [P] = 0 etc. werden und die Gleichung geht in die iden-
tische 0 = 0 {iber.

BEMERKUNG 1
13. Hier tauchen einige primér zu betrachtende Fille auf, deren erster der ist,
wenn [Z] eine Funktion nur von x und y ist, sodass d[Z] = [M]dx + [N]dy
ist. Wenn daher nun die Kurve gesucht wird, in welcher die Formel [ Zduz fiir
die gegebene Abszisse AZ = a ein Maximum oder Minimum ist, wihrend Z
irgendeine Funktion von [[Z]dx = II ist, sodass dZ = LdII ist, wird man fiir
die gesuchte Kurve diese Gleichung haben

0=[N](H - /de);

es wird also entweder [N] =0 oder H = [ Ldz oder L = 0 sein; wenn entweder
die eine oder jeder der beiden dieser Gleichungen eine gekriimmte Linie liefert,
wird sie nicht nur fiir die Abszisse AZ = a geniigen, sondern auch fiir irgend-
eine andere unbestimmte Abszisse x; das berechnet man daher, weil aus der
Gleichung die Grofe H, die von der bestimmten Abszisse a abhéngt, aus der
Rechnung herausgegangen ist. Was aber speziell die Gleichung L = 0 betrifft,
weil L eine Funktion von IT oder [[Z]dz ist, wird [[Z]dz = einer konstanten
Grofte werden, was, wenn nicht [Z] = 0 ist, nicht geschehen kann: Die zwei in
diesem Fall gentigenden Gleichungen werden also [N] = 0 und [Z] = 0 sein.

BEMERKUNG 2

14. Darauf aber verdient der Fall betrachtet zu werden, in welchem [N] ver-
schwindet; das passiert, wenn [Z] eine Funktion von z, p, ¢, r etc. war, die y
nicht involviert. Wir wollen festlegen, dass [Z] eine Funktion von  und p und
d[Z] = [M)dx + [P]dp ist. Wenn also [[Z]dz = II gesetzt wird und die Kurve
gesucht wird, in welcher fiir die bestimmte Abszisse AZ = a die Formel [ Zdx
ein Maximum oder Minimum ist, wihrend Z eine Funktion von II ist, sodass
dZ = LdIl ist, wird fiir die gesuchte Gleichung diese Gleichung entstehen

d-[P)(H — [ Ldx)

0= —
dzx

und daher Konst. = [P](H — [ Ldz). Aber diese durch Integration eingegangene
Konstante ist nicht beliebig; denn sie muss so beschaffen sein, dass fiir x = a
gesetzt, in welchem Fall [ Ldx = H wird, K‘[J}_l,]“' = 0 wird. Dies kann aber
nicht passieren, wenn nicht diese Konstante = 0 gesetzt wird und die Grofe [P]
so beschaffen ist, dass sie = oo wird, nachdem =z = a gesetzt worden ist. Im
ersten Fall hat man entweder [P] = 0 oder [ Ldz = H, das heift L = 0 oder
[[Z])dz = Konst. oder besser [Z] = 0; im zweiten Fall kann aber die Konstante
dennoch nicht nach Belieben angenommen werden, denn sie wird durch Setzen
von z = a — dx bestimmt, und zwar auf die Weise, mit welcher Ausdriicke, die
in gewissen Fillen unbestimmt zu sein scheinen, bestimmt zu werden pflegen.
Und daher wird erkannt, dass bei Problemen dieser Art die Anzahl der in die
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Losungen eingehenden Konstanten, welcher dann die Anzahl der Punkte gleich
genommen werden muss, durch die die gesuchte Kurve hindurchzulaufen hat,
nicht aus dem Grad der Differentiale beurteilt werden kann. Es wird nédmlich
oft, indem durch Differentiation alle Integralformeln beseitigt werden, zu einer
Differentialgleichung hoheren Grades gelangt werden, von welcher keineswegs
die Bestimmung des Problems durch einige Punkte anhéngen wird.

BEISPIEL I
15. Wenn 11 die Fliche der Kurve [ ydx bezeichnet und Z irgendeine Funktion
von I1 ist, die Kurve zu finden, die fiir die gegebene Abszisse = a den maximalen
oder minimalen Wert der Formel [ Zdx hat.

Weil Z eine Funktion von II ist, sei dZ = Ldll; es wird L eine Funktion von
II = [ ydx sein. Weil darauf dII = ydz ist, wird [Z] = y sein und wegen

d[Z] = [M]dx + [N]dy + [P]dp + etc.

wird [M] =0, [N] =1, [P] =0, [Q] = 0 etc. werden, woher man fiir die gesuchte
Kurve diese Gleichung haben wird 0 = H — [ Ldx; und daher L = 0. Daher
wird IT = f ydx = einer gewissen Konstante sein, und weiter y = 0. Es geniigt
also allein die gerade Linie, die auf die Achse selbst fallt; und das fiir irgendeine
Abszisse und fiir die bestimmte = a. = a.

BEISPIEL II
16. Wenn I1 den Kurvenbogen = [ dx+/1+ pp bezeichnet und Z irgendeine Funk-
tion von diesem war, die Kurve zu finden, die fir die gegebene Abszisse AZ = a
den mazimalen oder minimalen Wert der Formel [ Zdx hat.

Wegen dZ = LdII wird L eine Funktion des Bogens II sein; und wegen
dIl = dx+/1 + pp wird sein

1Z]= /T+pp und [M]=0,[N]=0, [P]= J%ipp, Q] = 0 ete.,
woher man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben wird:
0=—-d —2—(H- /de),
dzy/T+ pp
und daher

S T
C = gt~ [ v

wo die Konstante C' so bestimmt werden muss, dass fiir z = a gesetzt C' =
P__ x 0 wird; daher, weil ——£2— nicht unendlich werden kann, ist es notig,

V1+pp V1+pp
dass C = 0 ist und daher
p
entweder —— =0 oder /de = H.
v1+pp

Es wird also, aus der zweiten Gleichung, L = 0 und II = einer gewissen Kon-
stante werden; daraus wird weiter dII = dx+/1+ pp = 0 abgeleitet, welcher
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Bedingung auf keine Weise geniligt werden kann. Aus der ersten Gleichung wird
aber p = 0 oder dy = 0 abgeleitet, welche die Gleichung fiir eine der Achse AZ
parallele gerade Linie ist, die der Frage fiir irgendeine Abszisse geniigt.

BEISPIEL III
17. Es bezeichne 11 die Oberfiiche des Rotationskérpers, der aus der Umdre-
hung der Kurve ah um die Achse AZ entsteht, die wie [ydz/1+ pp ist, und
von dieser Oberfliche sei Z irgendeine Funktion, dann die Kurve zu finden, in
welcher fiir die gegebene Abszisse AZ = a [ Zdx ein Mazimum oder Minimum
15t.

Wegen dZ = LdIl wird L eine Funktion von II = [ ydz+/T+ pp sein und
wegen dII = ydz+/1 + pp wird werden

ypdp
VI+tpp
woher [M] =0, [N] =1+ pp, [P] = \/1%}:% sein wird; die iibrigen Werte [Q],
[R], [S] etc. werden alle = 0 sein. Deswegen wird man fiir die gesuchte Kurve
diese Gleichung haben:

0= (H - /de)m Fop— %d- \/%W(H— /de).

[Z] =yy/1+pp und d[Z] =dy\/1+pp+

Es werde, der Kiirze wegen, H — [ Ldx =V gesetzt; es wird gelten

ypV Voppdx Vydp ypdV
Vdx\/1+pp=4d- = 4 _ +
Vitpp VT+pp  (1+pp)*2  T+pp

oder Vud Vud
_ yp—i—ypde yap
14+ pp 1+pp

wegen dV = —Ldx. Wir wollen festlegen, dass Z = Il ist, sodass [ dx [ ydz/T+ pp
ein Maximum sein muss, es wird L = 1 und [ Ldz = 2 und V = a —  wegen
H = a sein. Es wird gelten

Vdx

—ypLdzx

(a — x)ydp
—x)dex = ———— — ypdz.
(a —x)dx Ty WPt
Esseia—x =u, es wird dr = —du und dy = —pdu sein und man wird diese
Gleichung haben:
uydp uyduddy
O:udu—ydy+1+pp oder udufydy—m:()

Es werde u = €' und y = efz gesetzt, es wird du = e'dt und ddu = 0 =
el (ddt + dt?) sein, oder auch ddt = —dt?; weiter dy = e'(dz + zdt) und ddy =
e!(ddz + 2dtdz); nach Einsetzen von diesen entsteht dann schlieflich

zdt(ddz + 2dtdz)

dt — zdz — zzdt = dt? + (dz + Zdt)2 )
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Es sei weiter dt = sdz , es wird ddt = —s?dz? = sddz + dsdz sein und daher

dsd
ddz = —sdz? — 222
s

Man wird also diese Gleichung haben

zs%dz — zds )
ss+ (1 + 52)%’

diese ist zwar nur eine Differentialgleichung ersten Grades zwischen den zwei
Variablen s und z, lasst aber dennoch weiter keine Integration zu. Um Vieles
weniger wird daher etwas ausgerichtet werden kénnen, wenn wir die Frage im
Allgemeinem betrachten.

BEMERKUNG 3

18. Der Fall dieses Beispiels, in welchem wir die Kurve gesucht haben, in welcher
[ dz [ ydz/T+ pp ein Maximum oder Minimum ist, auch wenn ein doppeltes
Integralzeichen enthalten ist, kann dennoch auch durch die Methode des vorher-
gehenden Kapitels aufgelost werden; es ist daher der Miihe wert, dies zu zeigen,
damit die Ubereinstimmung jeder der beiden Methoden aufgezeigt wird. Beson-
ders wird aber bei dieser Arbeit ein neuer Weg ertffnet, viele andere Probleme
iiber Maxima und Minima aufzulésen, welcher bis jetzt, sofern es jedenfalls be-
kannt ist, nicht beschritten worden ist. Die Frage ist natiirlich, dass fiir die
gegebene Abszisse AZ = a dieser Ausdruck [dz [ ydz\/1+ pp ein Maximum
oder Minimum wird, welcher in diesen verwandelt wird

x/ydr«/l +pp—/xydx\/1 + pp.

Damit diese Form zu einem Maximum oder Minimum gemacht wird, ist es von
Noten, dass ithr Wert fiir die Abszisse AZ = a fiir die gesuchte Kurve az und
fiir dieselbe, nachdem der Punkt m nach v bewegt wurde, derselbe ist. Wir
wollen also festlegen, dass [ ydz/T+ pp = A, wenn z = a gesetzt wird, und in
demselben Fall [ zydx\/T+ pp = B wird. Nachdem nun die Elemente mno in
mwvo verwandelt wurden, wird der Wert A um seinen Differentialwert vermehrt
werden, der, durch das vorhergehende Kapitel, dieser ist

1 yp
= -d 71+ ——d - —
nv Z‘( P du ﬁ—‘rpp)

durch dieselben Vorschriften geht aber der Differentialwert der Gréfse B hervor

1
=nv-dx (;U\/l—l—pp—dd-\/%).

Deswegen wird der Wert der vorgelegten Formel [ dx [ ydxzy/T+ pp, nach der
Translation des Punktes n nach v, fiir die Abszisse AZ = a dieser sein

yp
=a A—l—nv-(dm\/l—l—pp—d-))—
( v1+pp
_m.<xdx T _d.wyp>7
v1+pp

sdz — zdz — szzdz =
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welcher dem natiirlichen Wert derselben Formel fiir die Abszisse = a gleich sein
muss, wobei aber der Punkt n nicht verdndert worden ist, welcher dann aA — B
ist. Daher wird diese Gleichung hervorgehen

(a —z)yp
a—2x)dx\/1+pp—d - —= =0,
(a —x)dxy/ T

die ganz und gar mit der in der Loésung des Beispiels gefundenen Gleichung
iibereinstimmt.

PROPOSITION III PROBLEM
19. Wéhrend 11 eine unbestimmte Integralfunktion f [Z]dx ist, sodass gilt

d[Z]) = [M]dx + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + [R]dr + etc. ,

sei Z irgendeine Funktion sowohl dieser Gréfle 11 als auch der bestimmten Gro-
Benx, y, p, q, T, s etc., so dass gilt

dZ = Ldll + Mdx 4+ Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc. ,

die Kurve az zu finden, die fir die gegebene Abszisse AZ = a den mazximalen
oder minimalen Wert der Formel [ Zdx hat.

LOSUNG. Der Zuwachs nv, welcher aufgefasst wird, zu der einen Ordinate Nn
hinzuzukommen, werde so von der ersten Ordinate Hh wegbewegt angenommen,
dass er beim Wert der Formel f Zdz, der der Abszisse AH entspricht, keine
Verdnderung verursacht und nur die Werte dieser Formel, die den folgenden
Elementen der Abszisse nach H entsprechen, Verdnderungen erfahren, die Zdz,
Z'dx, Z"dx, Z'""dx etc. bis hin zum letzten Element der Abszisse in Z sind. Die
Zuwéchse dieser Werte, die aus der Translation des Punktes n nach v entstanden
sind, wenn sie zu einer Summe zusammengefasst werden und dann gleich null
gesetzt werden, werden also die Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben. Die
Zuwéchse dieser Werte werden aber erhalten werden, indem sie differenziert
werden und anstelle der Differentiale die Werte geschrieben werden, welche wir
oben, so in der letzten Proposition des vorhergehenden Kapitels wie in der ersten
von diesem, aus der Translation des Punktes n nach v zu entstehen gefunden
haben; so wird sein

d-Zdr =dz(Ldll + Mdx + Ndy +Pdp + etc.)
d-Z'dv =dx(L'dll! + M'dx + N'dy’ + P'dp’ + etc.)
d-Z"dr = dx(L"d1" + M"dx + N"dy" + P"dp" + etc.)
etc.
Wenn daher nun anstelle der Differentiale dII, dIT', dI1” etc., dy, dy’, dy" etc.,

dp, dp', dp” etc., dg, dq’, dg” etc. die oben gefundenen Werte eingesetzt wer-
den und auf dieselbe Weise, die wir oben gebraucht haben, zu einer Summe
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zusammengetragen werden, wird der Differentialwert der Formel [ Zdx fiir die
Abszisse AZ = a hervorgehen

— - da ( [N)(H - /Ldm (H — [ Ldz) | dd-[Q)(H — [ Ldx)
dx a2
d[R)(H — [ Ldz) d*-[S)(H — [ Ldzx)
B dz3 + e - etc.)
dP ddQ d*R d*S
. Ny e v 4o
+ nv dx( i + d2  did + = etc.

Und aus diesem wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung entstehen:

|(H — | Ldz)
J(H — / Ldz) J Ldz)
dx
dd-[Q)(H — [ Ldz) d*[R](H — [ Ldx)
+ 0a2 — e + etc.
dP dd d? d*
+ N — + Q——R—l——s—etc.,

dr | da? dad  dat

wo zu bemerken ist, dass H der Wert der Formel [ Ldz ist, der fiir z = a gesetzt
entsteht. Q.E.L

KOROLLAR I
20. Die im vorhergehenden Kapitel gefundene Regel ist also erweitert worden;
nun kénnen wir namlich die Kurve bestimmen, die den maximalen Wert der
Formel [ Zdx hat, wenn Z nicht nur eine Funktion der bestimmten Grofen x,
Yy, D, g, v etc. ist, sondern auch eine unbestimmte Integralgrofe [[Z]dx in sich
umfasst, solange [Z] eine bestimmte Funktion ist.

KOROLLAR II
21. Ja sogar, wenn mehrere unbestimmte Integralgréfen dieser Art in Z enthal-
ten waren, wird die Lésung benutzt werden kénnen. Denn, was fiir ein Ausdruck
aus einer unbestimmten Integralformel in den Differentialwert eingegangen ist,
solche werden aus den einzelnen, wenn mehrere vorhanden waren, entstehen und
zum Differentialwert hinzugehen.

KOROLLAR III
22. Weil ja Z hier nicht nur als eine Funktion der bestimmten Grofen z, y, p,
¢, v etc., sondern auch der unbestimmten Grofe II = [[Z]dx festgelegt wird,
werden wegen

dZ = LdIl + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + etc.

auch die GréRen M, N, P, Q etc. diese Integralformel II = [[Z]dz involvie-
ren; und auch die Groéfse L selbst, wenn nicht wenn nicht zuféllig IT in Z eine
Dimension hat.
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KOROLLAR IV
23. Dieser Sache wegen werden in der fiir die Kurve gefundenen Gleichung In-
tegralgrofen zweifacher Art enthalten sein, natiirlich [ Ldz und [[Z]dx; daher,
wenn die gefundene Gleichung durch Differentiation von diesen Formeln befreit
werden muss, wird sie zu einem um Vieles hheren Grad der Differentiale auf-
steigen, als freilich die Form selbst zeigt.

KOROLLAR V

24. Es wird aber durch Eliminieren dieser Integralformeln zu einer um zwei
Grade hoheren Differentialgleichung gelangt werden. Wenn daher nédmlich die
resultierende Gleichung, wenn sie entwickelt wird, vom Grad n ist, dann werde
aus ihr zuerst der Wert der Formel | Ldz bestimmt und nach der Differentiation
wird zu einer Differentialgleichung von n+ 1 Graden gelangt werden, in welcher
noch die Formel [[Z]dz enthalten sein wird, die weiter reduziert und durch
Differentiation von der Formel [[Z]dz befreit eine Differentialgleichung vom
Grad n + 2 werden wird.

BEMERKUNG 1

25. Auch wenn die Anzahl der Punkte, durch die die gesuchte Kurve hindurch-
gehen muss, vom Grad der Differentialitdt abhéngt, kann sie dennoch in diesem
Fall nicht durch die Zahl n + 2 bestimmt werden. Denn diese Differentialglei-
chung von n + 2 Graden involviert potentiell zwar n 4 2 Konstanten, aber diese
sind nicht alle beliebig. Denn eine Konstante wird daraus bestimmt, dass das
Integral [[Z]dx keinen unbestimmten Wert erhalten darf, sondern einen solchen,
wie es ihn in der Grofse Z erhélt, das heifst, der fiir z = 0 gesetzt verschwindet,
wenn freilich diese Bedingung in | Zdx angenommen worden ist. Darauf wird
in gleicher Weise eine Konstante durch die Formel [ Ldz bestimmt, die, wie
wir festgelegt haben, fiir x = 0 gesetzt verschwinden muss. Deswegen werden
lediglich n beliebige Konstanten iibrig bleiben, die genauso viele Punkte liefern
werden, mit denen das Problem bestimmt werden wird. Gleichermafen also,
wie im vorhergehenden Kapitel, wird das Problem, damit es bestimmt ist, so
vorzulegen sein, dass unter allen Kurven, die durch n gegebene Punkte hindurch-
gehen, die bestimmt wird, die fiir die gegebene Abszisse £ = a den maximalen
oder minimalen Wert der Formel | Zdx enthilt. Um also diese Entscheidung zu
treffen, wird die gefundene Gleichung entwickelt werden miissen; das heift, alle
angegebenen Differentiationen werden tatséchlich durchgefiihrt werden miissen;
danach wird klar werden, Differentiale wie vielten Grades enthalten sind, und
aus diesem Grad wird man die Anzahl n haben. Wie viel sich aber dariiber hin-
aus iiber diese Zahl n beobachten léasst, werden wir in den folgenden Beispielen
sehen.

BEISPIEL 1
26. Die Kurve zu finden, die fiir die gegebene Abszisse AZ = a den maximalen
oder minimalen Wert der Formel [ yxdx [ydx hat, indem das Integral [ ydz so
angenommen wird, dass es fir xt = 0 gesetzt verschwindet.

Es wird also II = [ydz und [Z] = y sein; daher wird [N] = 1 werden,
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wihrend die tibrigen Buchstaben [M], [P], [@] etc. = 0 sind. Weiter wird gelten
Z =yxll und dZ = yzdll 4 yIldx + zIldy;

daraus wird man L = yz, M = yll und N = zII, P = @ = R = etc. = 0 haben.

Aus diesen wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung gebildet werden

0= (Hf/yxdx)erH oder /yxd:v:Her/yd:E,

wo H der Wert der Formel [ yxzdz ist, der fiir 2 = a gesetzt hervorgeht. Es ist
aber klar, dass daher keine Gleichung fiir eine andere gekriimmte Linie entsteht;
denn nach Differentiation wird da [ydz = 0 und weiter y = 0, welches die
Gleichung fiir die gerade Linie ist, die auf die Achse AZ fallt.

BEISPIEL II
27. Die Kurve zu finden, die fiir die gegebene Abszisse AZ = a den maximalen
oder minimalen Wert der Formel [ydx [ dx/T+ pp hat.

Weil ja also IT = [ dx+/T + pp ist, wird gelten
p
Zl=+/1+pp und [P]=——.
2=V PI=

Weiter wird Z = yIll und L = y und N = II sein; die iibrigen Buchstaben
verschwinden alle. Daher wird also diese Gleichung fiir die gesuchte Kurve re-

sultieren: = p
0= ,id. 1’(_7”*’3) +1I
dx v1+pp
oder
dp — g. B = Jyd)p _ (H = [ydz)dp  ypdz
VI+opp (1+pp)? VI+pp
also

(H — [ydx)dp  ypdx
dx / dz~/1+pp = ‘ — .
(1+pp)? V1+pp
Weil also [ ydx = H wird, nachdem x = a gesetzt wurde, wird in demselben
Fall werden

yp .
/ dx+/1+ pp e dem der Abszisse a entsprechenden Kurvenbogen.
Diese Bedingung muss immer durch die Bestimmung einer einzigen Konstante
erfiillt werden, die durch Integration eingehen wird. Diese Differentialgleichung
ist aber tatsdchlich eine zweiten Grades, die aber zweimal differenziert werden
muss, bevor die von den Integralformeln [ ydz und [ dz+\/T+ pp befreit wird;
und auf diese Weise wird sie zum sechsten Grad aufsteigen und potentiell sechs
Konstanten involvieren; von diesen werden zwei daher bestimmt werden, dass
fir = 0 gesetzt die Formeln [ydz und [ dxy/1T+ pp verschwinden miissen.
Aber die Gleichung selbst wird so verwickelt werden, dass ihre Behandlung es
nicht verdient in Angriff genommen zu werden.
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BEISPIEL III
28. Die Kurve zu finden, in welcher fir eine gegebene Abszisse [ %”’ [ ydz ein
Mazimum oder Minimum ist.

Hier wird II = [ydz und [Z] = y und [N] = 1 sein; weil darauf Z = %

ist, wird L = £ und P = —IL sein; die iibrigen Buchstaben verschwinden alle.
Daher geht also diese Gleichung hervor
d 1 II
0=H- [ Z 4+ d. =
p dx  pp
oder

p  pp pidw

Fiir z = a gesetzt, in welchem Fall [ ‘% = H wird, wird ydx = @ sein. Die
Gleichung werde differenziert, und es wird gelten

0=

7d7x + dﬁ 7 2ydp 7 2ydp  6Ildp? B 211ddp
p »p» P P ptdz  pidex

oder

0 = 3dp? — 2ypdxdp — Hpddp;

welche Gleichung angenehm integrierbar wird, wenn sie durch IIpdp geteilt wird,
es geht namlich hervor

0= 22£ _ 28 P
P I dp’
deren Integral dieses ist
C =3lp—2II - l@,
dx

oder CII%dp = pdx; fiir = a gesetzt, weil ydx = 211# sein muss, wird aus
dieser Gleichung CTly = 2p? sein, mit welcher eine Konstante bestimmt werden

wird. Es wird also gelten
I— p3dr  2ypdxdp
[ Cdp  3dp? — pddp

2ydp/dxdp

Wop
welche eine Differentialgleichung dritten Grades ist und aufser der Konstante b
(wir haben aber b% anstelle von C' gesetzt) drei neue Konstanten involviert. Eine

oder

3dp® — pddp =

von diesen wird daher bestimmt werden, dass fiir z = a gesetzt % = 2pp werden
muss; eine andere daher, dass fiir x = 0 gesetzt II = 0 oder % = 0 werden
muss. Aber die {ibrigen zwei Konstanten bleiben unbestimmt und deshalb muss
die gesuchte Kurve durch zwei gegebene Punkte, durch die sie hindurchgehen

soll, bestimmt werden.
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BEISPIEL IV
29. Die Kurve az, die auf die Abszisse Az = a bezogen wurde, zu finden, in

d . . .. .
welcher fdx nyxdmm ein Mazximum oder Minimum ist.

Es scheint daher ratsam, dieses Beispiel anzufiihren, damit klar wird, wie
Fragen solcher Art aufzul6sen sind, wenn zwei oder mehrere Integralformeln
vorhanden sind. Es sei also

/yxdx =11 und /ydm =,

und fiir dII = [Z]dz und dr = [z]dx gesetzt wird [Z] = yx et [z] = y. sein. Wenn
daher nun der Kleinbuchstabe [z] auf die gleiche Weise behandelt wird wie der
Groftbuchstabe [Z], so dass gilt

d[z] = [m]dz + [n]dy + [p]dp + etc. ,

wird [ } =y und [N] = 2 und [n] = 1 sein. Darauf, weil Z = I ist, wird
dZ = Hd“ sein. Es werde £ = L und H = [ gesetzt, und man wird wegen
N et P Q, R etc. = 0 diese Glelchung flir dle gesuchte Kurve haben

(o [2)-( %)
T 7
wo [4 = H und [ 14 = h wird, wenn = = a gesetzt wird. Weil also ist
11
Hx—x/d—x:h—/g,
m 7r
wird durch Differenzieren sein

II
PR

Fir x = a gesetzt muss also II = nz werden. Es werde erneut differenziert und
es wird hervorgehen

2 211 II
2o B2 der a:y—ﬂ:—y
T w2 w2 3 T
und daher o
II=nzx— —.

Wenn eine weitere Differentiation durchgefiihrt wird, wird man haben

md
yxdxr = ndxr + yxdr — 2ndr + —= ey
vy
oder
de dy

yydxr = mdy oder yar _ —.
s
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WEeil ja aber fiir z = 0 gesetzt m = 0 wird, wird in diesem Fall yzza: = 0 werden.

Aber die Gleichung % = C;—y, wegen ydx = dm, gibt integriert # = by; und
daher muss fiir x = 0 gesetzt y verschwinden. Aus der Gleichung m = by folgt
aber ydx = bdy und daher x = bly — bl0, wenn freilich 7 = by fiir z = 0 gesetzt
verschwinden muss; in diesem Fall wiirde y = 0 werden und die Kurve ginge
in die Gerade {iiber, die auf die Achse AZ féllt. Wenn wir aber festlegen, dass
fiir x = 0 gesetzt der Wert 7 = [ ydx nicht verschwinden darf, sondern = bc
wird, wird x = bl sein, welche die Gleichung fiir eine logarithmische Kurve ist.
Um diese vollsténdig zu bestimmen, werde der Wert II = [ yazdx gesucht; weil
ydx = bdy ist, wird gelten

yxdr = bxdy und II = bxy — bmr + Konst.

oder
I = bbyl? — bby + C.
C

Es muss aber II = 0 fiir x = 0 oder y = ¢ gesetzt sein, es wird sein
Y
IT = bbyl= + bb(c — y).
c

a a:b

Nun werde z = a gesetzt, es wird % = ¢ und y = ce
es aber von Noten, dass II = wx oder

sein; in diesem Fall ist
abce®® + bbe — bbee®® = abce®®

und daher e*? = 1 ist, woher entweder a = 0 oder b = oo sein wird. Diese

Unannehmlichkeit entsteht daher, weil wir festgelegt haben, dass II = 0 wird,

nachdem =z = 0 gesetzt worden ist. Wir wollen also festlegen, dass fiir y = ¢
gesetzt dann in dem Fall II verschwindet, es wird gelten

I = bbyl? — bby + bbg — bbglZ.
c c
Nun wird fiir x = a gesetzt, in welchem Fall I1 = 7z = a7 sein muss, sein
abce®® — bbce® + bbg — bbgl% = abce®?

und daher
a

E(i-1)

ea:b _

[SES]

(1 — l%) oder b=

und daher
a(ly —le)
rT=——
lg(1—12) —lc

Die ist die Gleichung, die die Kurve vollig bestimmt, sodass sich kein Punkt der
Kurve nach Belieben annehmen l&sst.
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BEMERKUNG 2

30. Durch dieses Problem koénnen also nicht nur jene Fragen, die eine Kurve
verlangen, die fiir eine gegebene Abszisse die Formel [ Zdx zum Maximum hat,
aufgelost werden, und in denen Z aufler den bestimmten Grofen z, y, p, q, T,
s etc. die eine Integralformel IT = [[Z]dx umfasst, sondern auch wenn mehrere
Formeln solcher Art vorhanden waren. Dennoch ist es wiederum zu bemerken,
dass diese Integralformeln II = [[Z]dz, die in der Funktion Z enthalten sind,
so beschaffen sein miissen, dass [Z] eine bestimmte Funktion ist, das heifit eine
Funktion der Gréfsen x, y, p, g, r etc., die keine weiteren Integralformeln invol-
viert. Dieser Sache wegen wollen wir nun nach einer Methode suchen, Probleme
solcher Art aufzulosen, wann immer diese Funktion [Z] nicht bestimmt ist, son-
dern aufer z, y, p, ¢ etc. die neue Integralformel 7 = [[z]dx involviert. Damit
aber die Losung nicht allzu lang wird, werden wir keine Differentiale hoher als
die zweiten Grades betrachten,. Es wird némlich schon eingesehen, wenn die
Losung bis hinzu Differentialen zweiten Grades gegeben worden ist, dass dann
die Losung durch Induktion auf so viele weitere Grade, wie es beliebt, ausge-
dehnt werden kann. Zu diesem Zweck werden wird die erste Ordinate LI durch
y zu bezeichnen haben, von welcher die dritte, die folgt, Nn = %" um das Stiick
nv vermehrt zu werden aufgefasst werde. Aus dieser Vermehrung werden die
folgenden Zuwichse der Gréfsen y, p und ¢ mit ihren Derivierten entstehen

nv
d- = 0 d- = 0 dq =+ —
Y p q +dx2
nv 2nv

d-y = 0 d-p =+ — d-¢ =—="—=
y p +dx q dx?
d' //: d //:_@ d //: ﬂ
4 R P dx 9 +dx2

welche Tabelle geniigen wird, um irgendwelche Probleme aufzulGsen, wie aus
der folgenden Proposition eingesehen werden wird.

PROPOSITION IV PROBLEM
31. Es sei m = [[z]dx und d[z] = [m]dz + [n]dy + [p)dp + [q]dq, und die Grife
[Z] involviere die Integralformel w so, dass gilt

d[Z] = [L]dn + [M]dx + [N]dy + [Pldp + [Q]dq.

Nun sei fir Il = [[Z]dx gesetzt Z eine Funktion von x, y, p, ¢ und genauso von
II, so dass gilt
dZ = LdI1 + Mdzx + Ndy + Pdp + Qdg.

Nach Festlegen dieser Dinge soll die Kurve az bestimmt werden miissen, die fir
die gegebene Abszisse AZ = a den mazimalen oder minimalen Wert der Formel
[ Zdx hat.

LOSUNG. Wie in der vorhergehenden Bemerkung erinnern wir daran, dass fiir
uns die Abszisse AL = x und die Ordinate LI = y ist, der Abszisse AL = x
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aber entspreche der Wert [ Zdx, der vom Stiick nv nicht betroffen werden wird.
Daraus wird der Differentialwert aus den folgenden Elementen der Abszisse be-
stimmt werden miissen, denen die Werte Z’dx, Z"dx, Z"'dx, Z'V dx etc. bis hin
zum letzten Element der ganzen vorgelegten Abszisse AZ in Z entsprechen. Die
Differentialwerte dieser einzelnen Terme werden aber durch Differentiation ge-
funden werden, indem anstelle der Differentiale dy, dp, dq die im vorhergehenden
Paragraph angegebenen Werte gesetzt werden. Es wird also sein

d-Zde = d:c(LdH + Q'm’)
dx?

P 20" -
d-Z'dz :d:c(L’dH’ L Pv 20 ””)

dx dx?

P ",
d-Z"dx :dx(L”dH” F Ny — @ nv)

dz + dx?
d . Z///d:C — de///dH///
d-Z"Vdr = dae L™V ann’v

etc.

Es ist also iibrig, dass wir durch nv die Differentiale dII, dII’, dI1”, dIT" etc.
bestimmen, das heift die Differentialwerte der Grofen IT, II', T1”, II" etc.. Es

ist aber
II :/[Z]dx

o= / Z)de + [Z]dx

o / Z)dz + [Z)dz + [2')de

N / Z)de + |Z)de + [2')de + [2")da

v = / [Z)dx + [Z)dx + [Z')dx + [Z")dx + [Z"]dx

etc.

Dort ist aber zu bemerken, dass der Differentialwert der Grofe [[Z]dz daher =0
ist, dass das Stiick nv in der Abszisse AL, auf die [[Z]dz bezogen wird, keine
Verdnderung verursacht. Es wird also nur von Noten sein, die Differentialwerte
der Terme der Differentiale [Z])dxz, [Z'|dz, [Z"]dz etc. zu finden. Es wird aber
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sein

=y

N
&
8
I

dz <[L]d7r + [Q]m’>

dx?

d-17'] dz=do ([L’]dw’ L C’l]x"” - 2[223;];71)

d-[2") dx = dx ([L”]dﬂ” + [N"|nv — [P;an + [%2;1”)
d-[Z2") de = dz[L""|dx""
d-[Z2'V)dx = dz[L'V]dn"V

etc.

Nun sind weiter die Differentialwerte der Grofen w, 7/, ©”, ©” etc. durch nv

zu bestimmen, welche anstelle von dr, dn’, dn”’ etc. eingesetzt werden miissen.
Weil aber 7 = [[z]dx ist und in [z] den zweiten Grad iiberragende Differentiale
festgelegt werden, nicht enthalten zu sein, wird der Differentialwert von 7 oder
dm = 0 werden, um aber die Differentialwerte der folgenden Groken o/, 7"/, 7'’
etc. zu finden, wird es geféllig sein bemerkt zu haben, dass gilt

x :/mm

w :/Mm+mm

= / [z]dx + [2]dx + [2']dx
WW:/Mm+mm+mm+wwx

v = /[z]dw + [2]dz + [)dz + [2")dx + [2""]dx
etc.

Es wird aber sein

d-z ]cl:cznv-dacM

dxz?
d-[2" dz=nv-dx ([pg;] - 2d[z/2])
d - [Z// ]dCC = no - dx <[TLH} _ [2;] n 5;;])
d-[ZW ]dm:O
d-[z"V]de =0

etc.
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Aus diesen wird man deswegen erhalten

d-n' :m}-dgcM

dw”:md4whﬁd_%ﬂ

d

dx?

dlp'] MM)

dx?

+
+MM)
dlp’
ot

(e
d-mV =nv- dl’([””] _ chlp/}
o) - 2 240

dx?

und alle folgenden Werte werden einander gleich sein. Wenn daher nun diese
gefundenen Werte eingesetzt werden, wird gelten

d-[Z ldz=nv- )

dmde
d-7' ]dx:nv-dx<[ c/l]x[q] +[flag;]_2d[mQ;]>
d-[Z" |dr =nv-dz ([ "dz ([52 - W) +[N"] - %+ ZQ;;])

d-[Z" |dx = nv - dz[L"|dx ([n”] - % + Cili[g])

d-[Z"V])de = nv - dz[L'V)dx ([n"] - % + Cildx[g])

d-[ZV |dz = nv - dz[LY]dzx ([n"] _ dc[;;/] + djj{g])

etc.
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Daher wird weiter abgeleitet:

d-1 =0
d-1' =nv- %
4T — - ( de _ Q] ;; 22[62})
d-1" =no- ( itd +2[Lu]d[ Ly v - % +
TR (7 ( A )
) — 4 Z j[L”]d[q] N - % n % )
d-m" =nv-de (([L”’]dx + [L"V]dx) ([n”] - % + Cﬂg])
L) — 4] Z j[L”]d[q] LN - di’] N % )

etc.



auf das Finden von Kurven angewandt 99

Aus diesen werden nun die folgenden Bestimmungen entstehen:

Q
d-Z da:zm;-dxw

/ !
d-7' dxznv-d$<L’da:[Q]+P 2Q>

dz? " dr  da?
L M)

[q]
d- 7" der=nv-dzx <L“d:c (L/dxde + . 72

NI/ _ -
+ dx + dx?

P// QI/ >

[q]d[L"] + 2[L"]d][q]
dx

d-7Z" de =nv-dr- L"dx ([LN] [p/] -

+[N"] =

dlP']  dd[Q)]
dx + dx? )

dp'] = ddq]
LIV . . 7lV " " o_
d-Z'"Vdr=nv-de-L'"Vdx ([L Jdx ([n ] Iy + T3

+LP -

lld[L] + 2[L"]dlq] | IN7] — P dd[@)

dxz dx dx?

d-ZV de=mnv-dx-LVdx (([L"’]dx + [LVdx) <[n"] - % + CZ;@)

L) [qJd[L'] + 2[L"]d]q] LN - d[P’ N dd[@)

dx dx dx?

d-ZV1dz =nv-de- LVda (([L”’]dx + [LV]dz + [LY]dz) ([n”] - do[g] + djg)

R LGRS T

d[P') | dd[Q)
“dr | d? )

etc.

Damit diese Werte umso angenehmer zueinander addiert werden kénnen, wollen
wir der Kiirze wegen

=) - 2 ] 2l
und
7] = 1] — L9E] ZZ_;[L]d[q] N - % d;lg[;g]
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festlegen und es wird die Summe aller, das heiftt der Differentialwert der vorge-
legten Formel [ Zdx sein wie folgt:

nU'déf(N—(fl];—FiZ?) —l—nv-dm(L[P]—m‘ll’jl;W)
+nv-dx - LIL)[q] + nv - da - [H)(L"dz + L' dx + LY dz + etc. bis zu Z)
+nw - da - [W)(LY d - [L")de + LV de([L")da + (L' ]do)
+ LY da([L"dx + [L'V]dx + [*V]dx)
+ LY dz([L"")dx + [L*Y)dz + [LV]dz + [LY']dx)
+ etc.

Man hat also hier zwei unendliche Reihen, die von der Grenze LI bis hin zu Zz
fortschreiten, von denen die Summe jener L’ dx + L'Vdx 4+ LV dx+ etc. durch
H — [ Ldz ausgedriickt werden kann, wihrend H den Wert von | Ldx fiir z = a
gesetzt bezeichnet. Damit wir aber den Wert der anderen Reihe finden, werde
ihre Summe = S gesetzt, sodass gilt

S =L'Vdx - [L"dx + LV de([L")dx + [L'V]dz) + etc.
Es werde der folgende Wert S’ = S + dS genommen, es wird gelten
S+dS = LVde - [L'V)de + LV1dx([L']dx + [LV]dx) + etc. ,
welcher von jenem subtrahiert diesen zuriicklassen wird
—dS = L'V[L"da* + LV[L")dx? + LY'[L")dx? + etc. ,

oder
—dS = [L”’]de(ledx + LVde + LV1dz + etc. )

und daher
—dS = [L")dx*(H — / Ldz)

und durch Integrieren

S:Gf/[L]da:(Hf/Ld:c)

nachdem die Konstante G so angenommen wurde, dass S = 0 wird, wenn z = a
gesetzt wird. Nach Finden von diesen wird der Differentialwert der vorgelegten
Formel werden

AP ddQ QldL + 2Ld[Q)]

[z =no-ao (- 58+ G2 4 pppy - DALy
b(H - /de) OLHP] _ lald[Z] ji—;[L]d[q} LN % N djﬂ[ﬁ?])

+(G — /[L}dm(H - /Ld:p)) <[n] - ‘il—[f + djg)) .
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Dieser Ausdruck kann in die folgende Form verwandelt werden, aus welcher
leichter der Differentialwert gebildet werden kénnen wird, wenn Differentiale
von hoheren Graden als vom zweiten so in Z wie in [Z] und [z] vorhanden sind.
Der Differentialwert der Formel [ Zdz, der der Abszisse AZ = a entspricht,
wird natiirlich sein

dP  ddQ d3R d*s
(H—- [ L . H— L
+nv-dx | [N](H - / Ldz) J Ldzx) L [QI(H — | Ldx)
dx dx?

d®-[R](H — [ Ldx d* - [S](H — [ Ldx
[](dng ), [](d$4f -

+nv - d ([n}(c_/[L]dx(H_/de)) _ 4 [p}(G—f[LLcix(H—dex))

q(G — [[L)de(H — [ Ldz)) _ &[r](G — [[L]dz(H ~ [ Ldw)) etc.) .

dx? dax3
Nachdem aber der Differentialwert gefunden worden ist, wenn er = 0 gesetzt
wird, wird man die Gleichung fiir die gesuchte Kurve haben. Q.E.L
KOROLLAR 1

32. Es ist also der Differentialwert der sich weiter erstreckenden Formel f Zdx,
als sie noch in der Proposition angenommen worden ist, gefunden worden, wenn
natiirlich galt

dZ = Ldll + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc.
und, wihrend dII = [Z]dx ist, wenn gilt
d[Z] = [L]dm + [M]dx + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + [R]dr + etc.
und genauso, wenn fiir do = [z|dx gesetzt galt
d[z] = [m]dz + [n]dy + [p]ldp + [¢]dg + [r]dr + etc.

Differentiale wie vielten Grades auch immer in den Gréfen Z, [Z] und [z] ent-
halten sind, die gegebene Losung wird sich nach den Umstédnden richten.

KOROLLAR II
33. Wenn daher H — [ Ldx = T und G — [[L]dz(H — [ Ldx) =V gesetzt wird,
wird der Differentialwert sein

P 3

dr  dx?
d[PIT dd- Q
+nov - dx <[N]T 0 + g2 d —|— etc.)
d-plV dd-[qV &V
+nv - dx <[n]V i + 2 dg + etc. | .
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KOROLLAR III
34. Daher wird also die Gleichung fiir die gesuchte Kurve diese sein

d(P + [PIT + [p]V)
dx

dd(@Q+ [QIT +[q]V)  d*(R+ [R]T +[r]V)
d2 dx3

das Bildungsgesetz welcher Progression, wenn unter Umstdnden mehrere Terme
von Noéten sind, von selbst klar ist.

KOROLLAR IV
35. Ja es werden sogar Probleme solcher Art aufgeldst werden kénnen, in denen
Z nicht nur eine, sondern mehrere unbestimmte Integralformeln dieser Art II in
sich umfasst; oder auch, wenn [Z] mehrere Formeln solcher Art 7 = [[z]dz in
sich enthélt.

KOROLLAR V
36. Schliefslich, auch wenn wir festlegt haben, dass [z] eine bestimmte Funktion
ist, ist dennoch durch Induktion daher die Art klar, den Differentialwert zu
bilden, wenn [z] weiter eine unbestimmte Integralformel enthélt.

BEMERKUNG 1
37. Die Losung dieses Problems erstreckt sich also sehr weit, weil sie nicht nur
alle vorhergehenden Probleme in sich umfasst und dem vorgelegten Fall selbst
geniigt, sondern auch durch Induktion an wie verwickeltere Falle auch immer
angepasst werden kann. Damit dies leichter erkannt wird, wollen wir festlegen,
dass in [2] dariiber hinaus die Integralformel m = [ (dz enthalten ist, sodass gilt

0=N+[N|T +[n]V —

+ + ete. ,

d[z] = [l]dm + [m]dx + [n]dy + [p]ldp + [q]dq + etc.
wahrend gilt
d¢ = pdx + vdy + ¢dp + xdg + etc.

Um nun den Differentialwert zu bestimmen, muss aufer den zwei Integralformeln
T und V eine dritte so beschaffene W bestimmt werden, dass gilt

w=r- [l [ - [ L),

die fiir z = a gesetzt verschwinde. Und auf diese Weise wird der Differentialwert
sein
d(P + [P]T + [p]V + ¢W)

dx

=nv-dr (N+[N]T+[n]V+vW—

QT W) )

Deswegen wird nicht einmal eine Formel des Maximums oder Minimums erdacht
werden kénnen, die nicht in der Losung enthalten oder aus solchen Formeln zu-
sammengesetzt ware, auf welche sich die Losung erstreckt. Ja es liefe sich dieser



auf das Finden von Kurven angewandt 103

Ausdruck sogar ins Unendliche ausdehnen, wenn eine beliebige unbestimmte
Integralformel eine andere neue unbestimmte Integralformel in sich umfasst;
und es wére nicht eine Schwierigkeit vorhanden, aufier in der Beschaffung ei-
ner geniigenden Anzahl von Charakteren. Obwohl es nicht notwendig ist, weiter
fortzuschreiten, wird es gefillig sein, einen grundlegenden Fall zu entwickeln,
in welchem in der Formel [[Z]dz, die den Wert von II liefert, die Grofe [Z]
selbst erneut II involviert. In diesem Fall schreitet ndmlich der Komplex von
Integralformeln dieser Art tatséchlich bis ins Unendliche fort; denn, wenn gilt

d[Z] = [L)dIl + [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + etc. ,

wird hier wiederum dII sein, was zuvor dm war, und weil ja dII = [Z]dz ist,
kehrt erneut dieselbe Gleichung

d[Z] = [L])dII + [M]dx + [N]dy + etc.

zuriick, und so wird die Behandlung von Integralformeln dieser Art niemals
abbrechen. Wir werden also diesen Fall, sowohl weil er uns einen riesigen Nutzen
verschaffen wird, als auch weil er eine gefillige Losung zulésst, hier vollstdndig
behandeln.

PROPOSITION V PROBLEM
38. Wenn I nicht anders gegeben ist aufer durch die Differentialgleichung dIl =
[Z]dz, in welcher [Z] aufler den sich auf die Kurve beziehenden Grifien x, y, p,
q, r etc. die Grofle I1 umfasst, sodass gilt

d[Z] = |L]dIL + [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + etc. ,
Z irgendeine Funktion von Il und z, y, p, q etc. ist, sodass gilt
dZ = Ldll + Mdz 4+ Ndy + Pdp + Qdq + etc. ,

die Kurve zu finden, in welcher fir die gegebene Abszisse AZ = a die Formel
[ Zdx ein Mazimum oder Minimum ist.

LOSUNG. Wir wollen festlegen, dass die Differentiale, die so in Z wie in [Z]
enthalten sind, den zweiten Grad nicht {iberschreiten, sodass das Stiick nv nicht
weiter als zum Punkt L der Abszisse zum Anfang hin keine Verénderung verur-
sacht. Die Losung wird ndmlich nichtsdestoweniger in allgemeinster Form gege-
ben werden kénnen. Es sei also die Abszisse AL = x und die Ordinate LI = y,
es wird [ Zdz von dem der Ordinate Nn = y” hinzugefiigten Stiick nv keine
Veradnderung erfahren, und so wird ihr Differentialwert = 0 sein. Deswegen wird
der Differentialwert der Formel [ Zdxz, sofern sie auf die ganze Abszisse AT
ausgedehnt wird, aus den Elementen Zdx, Z'dx, Z"dx, Z"'dx etc. berechnet
werden miissen. Die Differentialwerte dieser einzelnen Elemente werden aber
gefunden werden, wenn sie differenziert werden und anstelle der Differentiale
dy, dy', dy", dp, dp’, dp’ und dq, dq’, d¢’ die in Paragraph 30 angegebenen
Werte eingesetzt werden. Weil ja aber dariiber hinaus in diese Differentiale dII,
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dIl’, dI1” etc. eingehen, wollen wir festlegen, dass deren aus nv herstammenden
Werte solange, bis wir sie finden, diese sind:

dil =nv-a  dlI"” =npv-6  dlIV! =nv-n
dll’ =nv- B A’V =nv - dilV = nv -0
dil” = nv -~ dilV =nv-¢ etc.

Daher werden deshalb die Differentialwerte sein

d-Z dr=nv-dx Lonri
dx?
P2
d-7' dxznv-dx(L’,B+M—dx2)
P// 1!
d-Z" dr=nv-dx L”7+N”——+Q—
der = dz?

- Z" dx =nv-dzL"6
- ZWV o dx =nv - daeL'Ve
- ZV dz=nv-daLV¢

etc.

QU &

Um nun die Werte der Buchstaben «, (3, 7, §, € etc. zu bestimmen, ist zu
bemerken, dass dII, dII’, dII” etc. die Differentialwerte der Grofen II, II', I1”
etc. sind. Es ist aber

I :/mw

H/:/mm+mm
n":/mw+mm+wwx

nmz/mw+mm+wm+wwx

etc.,

wo [[Z]dz nach der Annahme vom Stiick nv nicht betroffen ist. Es sind also
die Differentialwerte der Formeln [Z]dz, [Z']dz, [Z"]dx etc. zu finden, die sein
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werden

d-1Z |dx=nv-dzx <[L]a+ gjl)

P’ 2[Q
d-[Z" Jdr =nv-dx <[L’]B + % - 52}>
P// 1

d-[Z" |dr =nv-dr ([L”h + [N"] - [dx] + [202})

d-[Z" |dr =nv-dx-[L"]6

d-[Z'"V]dx =nv - dx - [L'V]e

d-[ZV dz =nv-dx - [LV]¢

etc.
Aus diesen wird also sein wie folgt
dl =nv-«o
dll! =nv-dx ([L]a + (@)
P’ 2d
dll” =nv-dx ([L]a +[L']B + [dx] _ Q1+ 2dQ] sz [Q]>
" U 1 n _ @ dd[Q]
dll —nv-d;v([L]a-i-[L]B—i-[L Iy + [N"] il dx2>
dil'V = nv - dx ([L]a + LB+ L")y + [L")6 + [N"] — % + djg[g])
d[P'] dd

dilY = nv - dz ([L]a + (L8 + [L"y + [L"8 + [L'V]e + [N"] % dg)

etc.

Nachdem diese mit den angenommen Werten verglichen worden sind, wird sein

a=0
B = [Lladz + %
0 =du ([L]a )8+ L]y + [N"] - %

e = da ([L]a B+ L+ (2764 [N)

etc.

dx?

diP']  dd[Q)]
dx + d:l:2>

n dd[@])
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Und aus diesen Gleichungen wird gefunden:

a=0
_ Q]

b=

v = [L[Q] + [P] - w

0 = [LQ) + [L")[L][Q)dx + [L"][P'|dx

dd[Q)]
dx

= [L"[Q] - 2[L"]d[Q] + [N"]dx — d[P'] +
oder & = [L"[L)[Q)dz + [L"][P')dz — [Q]d[L']

—2[L")d|Q] + [N"]dz — d[P'] + %,

welcher Wert von § gemerkt werde, und es wird weiter sein

etc.

Nachdem diese Werte bekannt geworden sind, wird der Differentialwert, der den
Elementen Zdx 4+ Z'dx + Z"dx entspricht, sein

:nv'diﬁ(]\’—CZZI;—I—?Z?—&—L[L][Q}—FL[P]_W)_

Aber der Differentialwert aller folgenden Elemente bis hin zu Z, wenn

Qd[L] + 2[L]d[Q)]
dx

d[P]  ddQ]
dx dx?

V= (22Q) + [L)P] - | LN -

oderd = Vdx festgelegt wird, wird der folgende sein:
nv - de(L"dx + L'V de(1 + [L")dx) + LY de(1 + [L")dx) (1 + [L'V]dz)
+ LV dz(1 + [L")dx)(1 + [L'V]dz) (1 + [LY]dx) + etc.)V.

Deswegen ist die Summe dieser Reihe zu untersuchen; zu diesem Zweck wollen
wir L anstelle von L und [L] anstelle von [L"’] schreiben, und die Summe, die
wir suchen, sei = S; es wird gelten

S =Ldx + L'dz(1 + [L]dz) + L"dz(1 + [L]dz)(1 + [L']dz)
+ L"dz(1 + [L]dz)(1 + [L'ldx)(1 + [L"]dz) 4+ etc.

Nun werde von S der folgende Wert genommen S’ = S + dS, es wird sein

S+dS=L'de+ L'"de(1 + [L'|dx) + L"'dz(1 + [L')dz)(1 + [L"]dx) + etc.
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Und daher
—dS =Ldx + L'[L]dz* + [L]dx - L"dx(1 + [L']dx)
+ [L)dx - L"dx(1 + [L']dz)(1 + [L"]dz) + etc. ,
welche Reihe, weil sie auf die erste zuriickgefiithrt werden kann, sein wird
—dS = Ldx + S'[L]dx,
oder wegen S’ = S, dS + S[L]dx = —Ldz ; diese gibt integriert

e Hdzg — ¢ — / ez g

welche Konstante C' so angenommen werden muss, dass fiir = a gesetzt S =0
wird. Deswegen wird der Wert jener Reihe sein

S =e S0 — / el [y,

Aus diesen wird also der folgende Differentialwert der vorgelegten Formel [ Zdx
entstehen:

no- dr (N—g+%+L[L][Q]+L[P]_W
+5 ([LQ][Q] gy QAL 2L AP cﬂé}])) |

der in diese gefélligere Form verwandelt wird

dP  ddQ
nv-dx(N—dm—&-dxz—l-[N]S—

d-[P]S dd-[Q]S
dr | dn? ) '

Daher kann aber der Differentialwert der Formel [ Zdz gebildet werden, wenn

so in Z wie in [Z] die Differentiale zu welchem Grad auch immer ansteigen. Um

dies zu bewerkstelligen, sei der Wert der Integralformel [ el [ dz den sie

erhélt, wenn X = a gesetzt wird, = H und es werde der Kiirze wegen also V'

anstelle dieses Ausdruckes geschrieben

e~ Sz (f /eﬂL]d‘”de),

und der Differentialwert wird sein
. 3
d-(P+[P]V) n dd(Q + [Q]V) _ d*(R+ [R]V) n etc.> '

— nu-dz (N + [N]V —
" x< +INV dx dax? da3

Und daher wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung entstehen.

d(P+[P]V) dd(Q+[Q]V) d*(R+[R]V)
B dx + dx? - dx3
N d*(S +[S]V)

daxt

0=N+[N]V

— etc.

Q.E.L
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KOROLLAR I

39. Diese Proposition dient also zum Auflésen von Problemen solcher Art, in
denen die Formel des Maximums oder Minimums [ Zdzx in sich eine solche Grofe
IT enthalt, die nicht einmal mit einer Integralformel aus den sich auf die Kurve
beziehenden Grofsen z, y, p, q, r etc. dargeboten werden kann, sondern deren
Bestimmung von der Auflésung irgendeiner Differentialgleichung abhéngt. Man
hat nédmlich dIl = [Z]dz und [Z] wird festgelegt, die Grofe II irgendwie in sich
zu umfassen.

KOROLLAR II
40. Es verdient dieser Fall bemerkt zu werden, in welchem L = [L] ist, in welchem
natiirlich die Formel f el Lz 1y integrierbar wird, wahrend das Integral =
eflLldz it Wenn daher also, fiir # = a gesetzt, e/lX9% in H iibergeht, dann
wird werden

V = He JIHde _ 1,

KOROLLAR III
41. Es tritt dieser Fall hauptséchlich auf, wann immer die Kurve gesucht wird,
in welcher die Formel IT = [[Z]dz ein Maximum oder Minimum ist. Dann wird
ndmlich Z = [Z] und daher L = [L], M = [M], N = [N] etc.. Daher wird
deshalb der Differentialwert sein

. ~ [[Lldz . ~ [[Lldz
_d-H[Pe | dd- H[QJee ~ etc.)

= nu- - [[L)dz
nv - dz (H[N]e T ir2

Und die Gleichung fiir die Kurve wird sein

d - [Ple~ J[Lldz N dd - [Qle~ J[Ld=

dr dr? — etc.

0= [N]e—f[L}dx _

KOROLLAR IV
42. Weil aus dieser Gleichung die Grofe H, die von der gegebenen Abszisse AZ =
a abhéngt, durch Teilung herausgegangen ist, ist klar, dass in diesen Féllen
dieselbe Kurve, die einer Abszisse geniigt, fiir jede andere Abszisse geniigen
wird, sodass diese Probleme denen &hnlich sind, in denen die Grofe Z eine
bestimmte Funktion ist.

KOROLLAR V
43. Wenn also die Groke IT = [[Z]dz ein Maximum oder Minimum sein muss,
wéhrend gilt

d|Z) = [L]dIl 4 [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + etc. ,

wird die Kurve dargeboten werden kdnnen, die sich fiir irgendeine Abszisse

dieser Eigenschaft erfreut; und ihre Natur wird mit dieser Gleichung ausgedriickt

werden

d- [P]e—f[L]dw dd - [Q]e—f[L]dw
dx * dz?

Aus dieser werden nach Entwickeln der einzelnen Terme die Exponentialgrofe
e~ JIMdz ynd daher auch die Integralformel [[L]dz selbst herausgehen.

0= [N]e~ J[Hdz _ — etc.
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BEMERKUNG 1

44. Der Gebrauch dieser Proposition ist aulerordentlich bei so beschaffenen Fra-
gen, dass unbestimmte in ihnen enthaltene Grofen nicht durch Integralformeln
dargeboten werden konnen, sondern die Konstruktion von Differentialgleichun-
gen erfordern. Und diese Losung gilt genauso, ob eine Grofse 11 dieser Art in der
Formel des Maximums oder Minimums f Zdzx enthalten ist oder mehrere; wenn
daher ndmlich mehrere Grofen II solcher Art enthalten sind, hat man mehrere
Werte der Buchstaben L, [L], [M], [N], [P], [@] etc. und auch die Buchstaben
V =e JIHdr (g — Ik e/ 4 [dz); all diese werden gleichermafen auf die Weise,
welche wir gefunden haben, in den Differentialwert der Formel [ Zdz eingefiihrt
die Gleichung fiir die Kurve geben; und die Behandlung wird ganz und gar die
gleiche sein, als wenn nur eine vorhanden gewesen wére. Weil ja aber dieser
Buchstabe II, dessen absoluter Wert durch sich auf die Kurve beziehende Gro-
fen nicht dargeboten werden kann, bei fast allen Termen derselbe bleibt, wird
die Gleichung fiir die Kurve, die gefunden wird, nicht nur aus den Buchstaben
z, Y, p, q, r etc. bestehen, sondern auch die Grofe IT und mehrere andere von ihr
abhéngende Integralformeln, wie [[L]dz und f Ldz, involvieren. Daher, damit
die reine Gleichung fiir die Kurve, die nur die Buchstaben x, y, p, ¢ etc. enthélt,
hervorgeht, ist es von Noten, dass mit der gefundenen Gleichung, nachdem sie
von den Integralformeln [[L]dxz und [ Ldz befreit worden ist, die Gleichung
dll = [Z])dx verbunden wird und mit ihrer Hilfe der Wert II eliminiert wird.
Obwohl aber auf diese Weise zu Differentialen htherer Ordnungen gelangt wird,
sind dennoch nicht genauso viele Konstanten anzusehen auch einzugehen. Denn
so die Gleichung dII = [Z]dzx wie die iibrigen vorherigen Gleichungen verlangen
eine gewisse Bestimmung, woher mehrere Konstanten bestimmt werden werden.
Im Ubrigen ist zu bemerken, dass die Giiltigkeit dieser Methode durch die vor-
hergehenden gebilligt werden kann, wann immer die Gleichung dII = [Z]dx so
beschaffen ist, dass sie eine Integration zulésst; dann werden nédmlich dieselben
Fragen durch die zuvor angegebenen Methoden aufgelost werden konnen und
daher wird sich die Ubereinstimmung beobachten lassen. So, wenn [Z] nur aus
z und II besteht, dann wird gewiss sein, dass II eine gewisse bestimmte Funktion
von x ist und die Losung sich auf das vorhergehende Kapitel bezieht. Dasselbe
wird aber diese Losung offen legen; weil ndmlich in diesem Fall [N] = 0, [P] = 0,
[Q] = 0 etc. ist, wird die Gleichung fiir die Kurve sein

AP ddQ
N
0 dx+da:2 e

welche selbe durch die erste Methode erhalten wird. Der Gebrauch dieser Lo-
sungen wird aber besser durch einige Beispiele aufgezeigt werden.

BEISPIEL I
45. Die Kurve zu finden, in welcher der Wert von I maximal ist, wihrend

dIl = gdz — aIl™dxz+/1 + pp ist .

Diese Frage taucht auf, wann immer die Kurve gesucht wird, iiber welcher ein
schwerer Korper, der in einem resistierenden Medium geméf Geschwindigkeiten
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in einem 2n-fachen Verhéltnis herabsinkt, die maximale Geschwindigkeit erhalt;
denn II bezeichnet das Quadrat der Geschwindigkeit und g die Schwerkraft, die
in Richtung der Achse AZ ausgeiibt wird. Diese Frage bezieht sich deshalb
auf den in Korollar 3, 4 und 5 erlduterten Fall, in welchem Z = [Z] = g —
aI1™/1 + pp war; und daher wird die Kurve, die einer Abszisse geniigt, fiir jede
Abszisse gleichermafen gelten. Weil also gilt

_ all™pdp
dZ = —anII" I /1 + pp — ——=,
v31+pp

wird sein

[L] = —anII" /1 +pp, [M]=0, [N]=0,

___dr'p _
[P] = e [Q] = 0 etc.

Daher wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung gefunden
0=—d-[Ple” /1 oder [Pl /Hd = ¢,
und daher
d[P]

—/[L}dm =10 =P wnd L)z = T3

Nachdem also anstelle von [L] und [P] die entsprechenden Werte eingesetzt
worden sind, wird gelten

/omH"_lda:\/l +pp=+IC —l(—a) = III" — lp + 1\/1 + pp;
und daher

- dll  dp pdp dp ndll
anIl" tdz\/1+ p - e @y = —
Vit I p (1+pp) p(l+pp) 1

oder
IIdp

p(1+pp)

Diese Gleichung, damit II eliminiert wird, ist mit dieser zu verbinden

dIl + alI™dx+/1 + pp = gdx;

0 = ndll + anII™dz\/1 + pp +

daher wird sofort

I1d, dx(1
0= ngde — — 1P - _ropdr(ltpp.
p(1+pp) dp
Weil also die Kurve gefunden worden ist, liefert diese Gleichung sofort die Ge-
schwindigkeit des Korpers an jeder Stelle der Kurve. Es werde dx = —tj—g ge-

setzt, es wird gelten

O =pt(1+pp) und dII = pdt(1+ pp) + tdp(1 + 3pp);
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und daher wird diese Gleichung erhalten werden

ap™t" L1+ pp)"tidp  td
pdt(1 + pp) + tdp(1 + 3pp) — p ( - pp) D I 7p _o,

die in diese verwandelt wird

npdt(1 + pp) + tdp(n + 1+ 3npp)  adp

ntn+1pn+2(1 +pp)n+% ngp?’
deren Integral ist
1 _> B
ntrp (1 +pp)"~z  ngp  ng
oder )
g = (a+Bp)t"p"(1+pp)"~2;
und daher

_ v
P+ pp) 2/t B

Es wird also sein

dr = —dp
np(1 4 pp)' =12 {/g" 1 (a + Bp)
und
dy = — v ;
n(L+2) 7 /gt )
und daher
- o9V +rp)
a+ fBp
Es wird also sein
s L dp . [gvT+pp
ng ) p(L+pp) \| a+pBp
und
y=_ L dp ./9v/1+pp

ng) 1+pp\ a+8p

Dabher ist klar, dass die Grofe IT iiber der Kurve niemals = 0 sein kann; deswegen
wird also am Anfang der Kurve II schon einen gewissen Wert haben. Damit aber
die Gestalt der Kurve besser erkannt wird, ist aus der Gleichung

_ngpdx(1 + pp)

H =
dp

klar, dass der Wert von dp iiberall negativ sein muss, woher die Kurve zur Achse
konkav sein wird. Weil also die Werte von p beim Entfernen vom Anfang der
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Kurve schrumpfen, wird am Anfang der Kurve selbst p den maximalen Wert
haben. Daher wollen wir festlegen (Fig. 6), dass der Anfang der Kurve dort ist,
wo p = oo ist. Es sei also AP die vertikale Achse der Kurve, in deren Richtung
die Schwerkraft g den Korper nach unten zieht, und am Anfang A der Kurve
sei die horizontale Tangente Aa;

C
A a
P M

FiG. 6
und dort beginne der Korper iiber der Achse mit der Geschwindigkeit, deren
Quadrat = b sei, die Bewegung. Es wird also, fiir p = oo gesetzt, b = *{/E, und

pb™ = g oder = % sein. Weiter, um Uniformitdt zu bewahren, sei a = ki,,
Wenn daher nun die gesuchte Kurve AM ist und AP = z, PM = yund dy = pdx
ist, wird in M das Quadrat der Geschwindigkeit sein

I = b SYLE PP,
bn+gknp

und wo die Tangente der Kurve vertikal werden wird, dort wird das Quadrat
der Geschwindigkeit = k {/g sein. Die Konstruktion der Kurve wird aber so
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bewerkstelligt werden, dass gilt

bk dp . /9vV1+pp
ng ) p(1+pp) \ b"+ gk"p

xr =

und auch

y— ok V14 pp
ng ) 1+pp \ b" + gknp

Darauf verdient die einzigartige Eigenschaft oder eine Relation zwischen der

Zentrifugalkraft des herabsinkenden Korpers, die Krﬂmmflggsra s ist, und der

- gp . . Lo .
Normalkraft, die NeETT ist, mitgeteilt zu werden. Wenn daher namlich die Zen-
trifugalkraft

211 2T1dp

Kriimmungsradius B dx(1 + pp)32
= F und die Normalkraft \/FEW = ( gesetzt wird, wird aus der Gleichung

o _ngpdz(+pp) o 2Mdp _ 2ngp
dp dz(1+pp)*?  /T+pp

diese Relation zwischen der Zentrifugalkraft F' und der Normalkraft G gelten,
dass F' = 2nG ist; denn die Normalkraft wird sich zur Zentrifugalkraft ver-
halten, wie 1 zu 2n. Der Korper, der in A mit gegebener Geschwindigkeit die
Bewegung beginnt, wird beim Herabsinken iiber der Kurve AM an jeder Stel-
le M, die der Abszisse AP entspricht, eine groftere Geschwindigkeit haben, als
wenn er iiber irgendeiner anderen Kurve mit derselben Anfangsgeschwindigkeit
herabgesunken ware. Wir wollen aber zwei grundlegende Fille entwickeln. Es
sei 1° der Widerstand den Quadraten der Geschwindigkeit proportional, es wird
n =1 und F = 2G sein. Fiir die Kurve wird man aber haben:

r= —bk/ dp
p(b+ gkp)y/T+ pp

und
dp

= —bk /
Y (b+ gkp)v/I T pp

und genauso den Kurvenbogen

d b+ gk
AM:—bk/ip — O 4 k2SR
p(b+ gkp)
der Bogen werde AM = s gesetzt, weil dieser fiir p = oo gesetzt verschwinden
muss, wird s = kl b‘;%ﬁp sein und daher

b _ 4

s:k _ — —
e’ "gkp =0+ gkp und p_gk(es"‘?—l) I
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Daher entsteht
bdx + gkdy = gke®*dy.

Es wird aber weiter aus der Gleichung

y = fbk/ dp
(b+ gkp)v/1+ pp

integriert sein

bk ] (b+ gkp)(b+ \/bb + ggkk)
Vb + ggkk gh(bp — gk + \/(bb + ggkk)(1+ pp)

2°. Es sei der Widerstand den Geschwindigkeiten selbst proportional, es wird
n= % und F' = G werden, das heifst die Zentrifugalkraft wird der Normalkraft
gleich sein. Weil diese beiden Kréfte einander entgegengesetzt sind, wird dem
Geforderten die Kurve geniigen, die vom Kérper, der iiber ihr herabsinkt, tiber-

haupt nicht mit Druck belastet wird. Es wird aber sein

y:

v 2gbk/p(\/5+gp\/ﬁ)2

und

dp 2wk
B _2gbk/ (Vb4 gpvVE)2 Vb + gpVE’

und daher

dydy\[

ydavVb + gydyVk = 2bdzvVk und  dz = ;
2k — yv/b’

und daher durch Integrieren

k 20V'k
x = + 29kl ————
f 20vVE — yvb

Diese Kurven kann also nicht nur durch Logarithmen konstruiert werden, son-
dern ist ein Anteil einer schiefwinkligen Logaritmuskurve. Es wird natiirlich die
Kurve selbst eine Bewegungskurve sein, welche der in dieser Annahme des Wi-
derstandes frei bewegte Korper beschreiben wird. Diese Ubereinkunft ist daher
klar, weil die Kurve vom bewegten Korper keinen Druck erfahrt, welches die
Eigenschaft von frei beschriebenen Kurven ist.

BEISPIEL II
46. Die Kurve zu finden, in welcher fiir die gegebene Abszisse x = a diese Formel

in Minimum ist [ de1ipp V\/lﬁ"’pp, wihrend dIl = gdx — oII™dxz+/1 + pp ist.

Diese Frage stimmt mit jener iiberein, in welcher die Kurve verlangt wird,
iiber welcher ein herabsinkender Korper in einem resistierenden Medium, des-
sen Widerstand wie eine Potenz des Exponenten 2n der Geschwindigkeit ist, am
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schnellsten den Bogen passiert, der der Abszisse a entspricht. Denn hier bezeich-
net g die Schwerkraft, die in Richtung der Achse wirkt, v/II die Geschwindigkeit
des Korpers an irgendeiner Stelle und aIl™ den Widerstand des Mediums selbst.

Es wird deshalb Z = ¥ \1/%”” sein und daher

dZ——dH‘/l + pp pdp

VI /I(1 +pp)’

woher sein wird

;_ —VItp
IEVAT

p

VI +pp)

]\4207 Z\]:O7 P:

Weiter wird sein

_ aoll™pdp
Zl=g—all"\/1+pp und d[Z]=—anlI" YdII\/1+ pp — ——;
[Z] =g V1+pp [Z] V R

woher sein wird

(M]=0,[N] =0 und [P]:\;%.

Man wird aber haben

V = eon [T Hday/TTpp </ efanfr["—ldxmdx\/l tprp H> ,
21VII

wahrend H den Wert der Formel bezeichnet

/eianfnn—ldxmdﬁc\/l +pp
2VIT

welchen sie erhélt, wenn z = a wird. Denn V' muss fiir x = a gesetzt verschwin-

den und es ist
dx\/1+ pp
2IVIT
Aus diesen wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung erhalten werden
cC—-P

d-(P+[P]lV)=0 und P+ [P]V=C oder V:W.

dV = anVII" tdzr/1 + pp +

Nachdem also die entsprechenden Werte eingesetzt worden sind, wird sein

gon [ 1"~ de/TF5p (/ p—an [ 1" tdoyTFR VI T PP H)
211/TT

p— C/II(1 + pp)
ocH"p\/ﬁ '




116 Uber die Methode der Maxima und Minima

Daher muss die Konstante C' so bestimmt werden, dass fiir x = a gesetzt wird

p

VI +pp)

C:

Weil aber gilt

T ollnVil | allp

1 Cy/1+pp

wird sein
. —(n+3)dll  nCdlly/T+ pp Cdp
C alln+tilya allr+1p all"p2\/T+ pp

_ dayTEpp  ndeyT+pp _ nC(1+pp)de
PIURVAT 1RVAT pIl

und unter Zuhilfenahme der Gleichung

dz+/1+ pp

dV = anVI" Ydo/1+ pp+ ————=—.
bp 20ITV/TI

Weil aber gilt
dll = gdx — oI1™dx+/1 + pp,
wird sein
B (n+ $)gdz  nCgdrl + pp Cdp _0
alln+1y/I all"tlp — * all"p®/T+pp

oder
Cdp (n+ %)gd:p B nCgdx~/1+ pp
p*V/T+pp VA IIp '

Wenn daher diese Gleichung mit jener

dll = gdx — oI1"dz+/1 + pp

verbunden wird, wird die Grofse IT eliminiert werden kénnen und auf diese Wei-
se die Gleichung fiir die gesuchte Kurve gefunden werden konnen. Auf diese
Weise wiirde aber die Rechnung sehr unangenehm und keineswegs durchfiihr-
bar werden. Aber eine sehr grofse Hilfe wird die letzte Gleichung in diese Form
verwandelt verschaffen

Cdp _ (n+3)dzyT+pp nCdx(l+ pp)
gp? VI Ip '

welchem Ausdruck zuvor der Wert von dV gleich zu sein gefunden worden ist;
es wird also sein

av=C" g yop-C__t _CVitw

gpp gp  olln/II oIl”p
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Nun haben wir also diese zwei Gleichungen

D)dzy/1 VI+¥pp
Cdp  (n+ 3)dzy/1+pp und aD—g— 1 C L+pp

g VI gp TV I"p

Wenn aus diesen II eliminiert wird, wird man eine Gleichung zwischen p und
x solcher Art haben, dass niemals x, sondern iiberall nur dx auftaucht, aus
welcher jene Gleichung und daher die Kurve selbst konstruiert werden kénnen
wird. Oder es werde aus der letzten Gleichung leichter p durch IT bestimmt, und
dieser Wert wird in die fundamentale Gleichung

dIl
g —all™y/1 4+ pp

eingesetzt den Wert von x durch II geben, es wird natiirlich gelten

dr =

w_/ dll und _/ pdIl
~ ) g—al"yTEpp YT g e T

Aber die Konstante D muss so angenommen werden, dass fir z = a gesetzt,
in welchem Fall C = ——£2— wird, D = ——=——— wird oder es muss dann
v/ I1(1+pp) g/ H(1+pp)

% = gp sein.
BEMERKUNG 2

47. In diesen zwei Kapiteln haben wir also die Methode erldutert, die gekriimm-
te Linie zu finden, in welcher fiir eine Abszisse gegebener Grofse = a die Formel
| Zdx ein Maximum oder Minimum ist, wéhrend Z eine entweder unbestimmte
oder bestimmte Funktion von x, y, p, ¢, r etc. ist. Eine bestimmte Funktion ist
aber fiir uns eine solche, die, wenn irgendwo die Werte der Buchstaben z, vy, p,
q, 7 gegeben sind, sie selbst entweder algebraisch oder transzendent angegeben
werden kann. Eine unbestimmte Funktion ist aber eine solche, die durch gegebe-
ne Werte dieser Buchstaben, welche sie an jeder Stelle erhalten, nicht angegeben
werden kann, sondern alle vorhergehenden zugleich involviert, wie es passiert,
wenn Integralzeichen auftauchen. Im zweiten Kapitel haben wir also die Metho-
de angegeben, alle Probleme aufzulGsen, in denen Z eine bestimmte Funktion
ist; in diesem dritten Kapitel hingegen haben wir die Formeln betrachtet, in wel-
chen Z entweder selbst eine unbestimmte Funktion ist oder eine oder mehrere
solcher involviert; und zugleich haben wir die Methode fiir die Fille dargebo-
ten, in denen jene unbestimmte Funktion nicht einmal durch Integralformeln
dargestellt werden kann, sondern die Konstruktion einer Differentialgleichung
erfordert. Nun wollen wir also die Falle entwickeln, in denen der Ausdruck, der
ein Maximum oder Minimum sein muss, keine einfache Integralformel ist, wie
wir bisher festgelegt haben, sondern aus mehreren Formeln solcher Art wie auch
immer zusammengesetzt ist, und zugleich wollen wir die Methode eréffnen, viele
andere Probleme, die sich nicht auf orthogonale Koordinaten beziehen, bequem
aufzul6sen.
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Kapitel IV

Uber den Gebrauch der
bisher angegebenen Methode
bei der Auflosung von Fragen
verschiedener Art

PROPOSITION I PROBLEM
1. Die Gleichung zwischen den zwei Variablen x und y zu finden, so dass fiir
einen gegebenen Wert von x, beispielsweise fiir v = a gesetzt, die Formel € Zdx
den mazimalen oder minimalen Wert erhdlt, wihrend Z eine entweder bestimmte
oder unbestimmte Funktion von x, y, p, q, r etc. ist.

LOSUNG. Aus welcher Betrachtung auch immer die Variablen z und y entstan-
den sind, sie kénnen immer als orthogonale Koordinaten einer gewissen Kurve
betrachtet werden und deswegen wird die vorgelegte Frage darauf zuriickgefiihrt,
dass die Kurve bestimmt wird, die die Abszisse = z und die Ordinate = y hat,
in welcher der Wert [ Zdx, wenn er an eine Abszisse gegebener Grofe, beispiels-
weise x = a, angepasst wird, der grofte oder kleinste aller wird. Wenn daher
aber das Problem auf diese Weise vorgelegt wird, dann ist seine Lésung in den
vorhergehenden Kapiteln hinreichend ausfiihrlich angegeben worden. Deswegen
muss der Differentialwert der Formel [ Zdz genommen werden, geméif der zu-
vor erlauterten Methoden, der der gegebenen Abszisse © = a entspricht, und
er wird gleich null gesetzt die gewiinschte Gleichung zwischen x und y geben,
die fiir die gegebene Abszisse x = a den maximalen oder minimalen Wert der
Formel [ Zdx erzeugen wird. Q.EL

KOROLLAR I
2. Die zuvor angegebene Methode erstreckt sich also um Vieles weiter, als auf
zwischen Koordinaten von Kurven zu findende Gleichungen, dass ein gewisser
Ausdruck f Zdx ein Maximum oder Minimum wird. Sie wird natiirlich auf ir-

119
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gendwelche zwei Variablen ausgedehnt, ob sie sich wie auch immer auf eine
Kurve beziehen oder sich allein in analytischer Abstraktion befinden.

KOROLLAR II
3. Zwischen den zwei vorgelegten Variablen geht aber daher ein riesiger Unter-
schied einher, weil die vorgelegte Formel f Zdx fir einen gewissen bestimmten
Wert der einen Variable einen maximalen oder minimalen Wert erhalten muss.
Es ist daher gefillig, dass diese Variable durchgehend mit dem Buchstaben =z,
die andere aber mit dem Buchstaben y bezeichnet wird.

KOROLLAR III
4. Nachdem also die Buchstaben z und gy in entsprechender Weise als zwei

variable Grofen festgelegt worden sind, wird p = %7 q= g—i, r = 9 gein. Mit

dz

diesen Buchstaben werden natiirlich Differentiale welchen Grades auch immer,
die unter Umstédnden vielleicht in der Formel des Maximums oder Minimums
enthalten sind, beseitigt werden kénnen, so dass Z eine Funktion der Buchstaben

x, Yy, p, q, r etc. sein wird.

KOROLLAR IV
5. Weil also die Formel des Maximums oder Minimums auf eine solche Form
f Zdx zurilickgefithrt worden ist, in welcher Z eine entweder bestimmte oder
unbestimmte Funktion von x, y, p, ¢, r etc. ist, muss dann aus den oberen
Vorschriften der Differentialwert der Formel [ Zdz, der der ganzen vorgelegten
Abszisse * = a entspricht, gesucht werden, der gleich null gesetzt die gesuchte
Gleichung zwischen x und y liefern wird.

KOROLLAR V
6. Wenn Z eine bestimmte Funktion von =z, y, p, q, r etc. ist, dann hangt
der Differentialwert der Formel [ Zdz nicht vom vorgeschriebenen Wert der
Abszisse x = a ab; und dieser Sache wegen wird die zwischen z und y gefundene
Gleichung fiir eine beliebige Abszisse den maximalen oder minimalen Wert der
Formel [ Zdx geben.

BEMERKUNG 1

7. Weil ja also bei dieser Aufgabe die Differentialwerte, welche wir fiir jede Art
von Formeln iiberall verstreut gefunden haben, griffbereit sein miissen, werden
wir sie hier gesammelt auflisten, damit Nachfolgendes das ist, woher in jedem
sich ergebenden Fall die Differentialwerte, die notig waren, zusammengesucht
und entnommen werden kénnen. Wir werden also hier den Differentialwert der
Formel [ Zdz fiir verschiedene Gestalten der Funktion Z darbieten, welcher
immer einer bestimmten variablen Grofe z, beispielsweise © = a entspreche.

I. FORMEL DES MAXIMUMS ODER MINIMUMS

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.

Der Differentialwert wird sein

AP ddQ &R 'S
nvdx(N—dx—f'dxz_dxg'i—M—etC),
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welcher Differentialwert fiir jede Grofe der Variable x gleichermafien gilt.

ITI. FORMEL DES MAXIMUMS ODER MINIMUMS
dZ = LdIl + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + etc. und II = /[Z]da:
wéahrend gilt
d[Z] = [M]dz + [N]dy + [P)dp + [Q]dq + [R]dr + etc.

Nachdem nun nach der Integration x = a gesetzt wurde, sei f Ldxr = H, und es
werde H — [ Ldz =V gesetzt. Der Differentialwert wird sein

nwm(N+WW_dUEfWO+Mw%y@m_ﬁwZ;mm
+W — etc.> .

III. FORMEL DES MAXIMUMS ODER MINIMUMS

dZ =Ldll +Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + etc. und H:/[Z]da:

d[Z] = [L)drw + [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dq + etc. und == /[z]da:
d[z] = [m]dz + [n]dy + [pldp + [gldg + [r]dr + etc.

Es sei wiederum, nachdem nach der Integration x = a gesetzt wurde, wie
zuvor [ Ldx = H und es werde H — [ Ldx = V gesetzt. Nun werde [[L]Vdx
integriert und das Integral sei in dem Fall, in dem x = a gesetzt wird, = G und
man setze

G—/mwm:mzc—/mmw—/um.
Nach Festlegen dieser Dinge wird der Differentialwert sein

d- (P+[PIV+[pIV]) | dd-(Q+[QV +[g[V])

m}-dm(N—l— [NV + [n][V] —

dx dz?
& (R4 [RV +[r][V])
da3
d* - (S +[S|V + [s][V
PGBV VD) ),

woher zugleich das Bildungsgesetz der Progression klar ist, wenn noch mehr
Integrale involviert werden.
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IV. FORMEL DES MAXIMUMS ODER MINIMUMS

dZ = Ldll + Mdx + Ndy 4+ Pdp + Qdq + etc. und H:/[Z}dx.

Es gehe fiir z = a gesetzt dieser Ausdruck e/ 2% in H iiber, wihrend e die
Zahl bezeichnet, deren Logarithmus = 1 ist, und es sei He™ JLdr — v/ und der
Differentialwert wird sein

. . 3 4
mwdx(NV—d PV dd QV_dRV+dSV_ etc.).

dx dx? dx3 dx?t

V. FORMEL DES MAXIMUMS ODER MINIMUMS

dZ = LdIl + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + etc. und H:/[Z]dm

d[Z) = [L)dIT + [M]dz + [N]dy + [P)dp + [Q]dq + [R]dr + etc.

Es sei, wenn nach der Integration x = a gesetzt wird,
/ e/ gy = H

und man setze
e~ Sz (g /ef[L]dzde) =V.

Der Differentialwert wird sein

. . 3 .
o - de <N+[N]V—d (P;[P}V>+dd (%;[Q]V) d (Z;[R]V)
d*- (S + S|V
+%— etc.) .

In diesen fiinf Féllen sind also alle Regeln enthalten, welche wir in den vorher-
gehenden Kapiteln gefunden haben. Und sie erstrecken sich so weit, dass alle
Félle, die freilich auftauchen kénnen, in ihnen entweder tatséchlich enthalten
sind oder zumindest durch die nicht schwer aufgelost werden kénnen. Nachdem
diese hier also in Kiirze wiederholt worden sind, werden wir deren Gebrauch
beim Auflésen von Fragen zeigen, in denen x und y keine orthogonalen Koordi-
naten bezeichnen.

BEISPIEL I
8. Nachdem aus dem gegebenen Zentrum C (Fig. 7) die Radien CA, CM ge-
zogen wurden, die Linie AM zu finden, die unter allen anderen Linien, die
innerhalb des Winkels ACM enthalten sind, die kiirzeste ist.
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P
M
m
A n
B
Q s

C
Fic. 7

Es ist freilich klar, dass die gesuchte Linie eine Gerade ist; dennoch wird
es gefillig sein, diese Frage geméf der gegebenen Vorschriften aufzuldsen, dass
die Ubereinstimmung der Methode mit der Wahrheit noch besser erkannt wird.
WEeil also die Lénge der Linie AM fiir den gegebenen Winkel AC'M die geringste
sein muss, wollen wir festlegen, dass dieser Winkel ACM = x ist; oder um das
Zentrum C', mit dem Radius CB = 1, wollen wir einen Kreis beschreiben, und
der Bogen sei BS = z. Dann sei der Radius CM die andere Variable = y;
nachdem ndmlich die Gleichung zwischen diesen Variablen z und y gefunden
wurde, wird die Natur der gesuchten Linie AM bekannt werden. Nachdem aber
nun der unendliche nahe Radius C'm gezogen wurde, wird Ss = dax und mn = dy
sein, nachdem Cn = CM genommen wurde; wegen der dhnlichen Dreiecke C'S's
und CMn wird aber gelten

1:dx=CM]y]: Mnlydx].

Aus diesen wird deshalb Mm = /dy? + y2dz? sein; und weil wir immer dy =
pdx setzen, wird M'm = dx+/yy + pp sein, woher die Lénge der Linie AM =
[ dz+\/yy + pp sein wird, die fiir einen gegebenen Wert von 2 minimal sein muss,
beispielsweise © = a. Aber weil diese Formel sich auf den ersten Fall bezieht, wird
die geniigende Linie fiir jeden Wert von = minimal sein. Weil also Z = \/yy + pp
ist, wird gelten
_ ydy pdp
= -

Vyy+pep  Vyy+opp

dz
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und im ersten Fall wird werden

M=0, N Q =0, R=0 etc.

y p
=, Pzi
Vyy + pp Vyy+pp’

und daher dZ = Ndy + Pdp. Man wird also diesen Differentialwert haben

m)~dac(N—dP>,
dx

und daher gibt diese Gleichung 0 = N — %, die mit pdr = dy multipliziert
wurde, fiir die Losung Ndy = pdP; nachdem dies in der Gleichung dZ = Ndy +
Pdp eingesetzt wurde, wird dZ = Pdp+ pdP hervorgehen und durch Integrieren

pp

Z+C=Pp oder CH+yy+p :\/ﬁ'

Deshalb wird gelten

Yy
VYyy +pp

= Konst. =b.

Aber es ist

yy

MWMMWy+WLNMwm]<MQM-ﬁE¢ﬁT

welche vierte Proportionale das Lot C'P liefert, dass aus C' zur Tangente der
gesuchten Linie M P gefillt wurde. Weil also dieses Lot C'P konstant ist, wird
eingesehen, dass die gesuchte Linie eine Gerade ist, und weil in der ersten ge-
fundenen Gleichung Ndx = dP potentiell zwei beliebige Konstanten enthalten
sind, ist diese Bedingung der Frage hinzuzufiigen, dass die gesuchte Linie duch
zwei gegebene Punkte hindurchgeht; dann wird also die gerade Linie, die durch
jene zwei Punkte hindurchgefiihrt wurde, dem Geforderten geniigen.

BEISPIEL II
9. Uber der Achse AP (Fig. 8) eine Linie BM zu konstruieren, die so beschaffen
ist, dass, nachdem die Fliche ABM P wvon gegebener Grofie abgetrennt wurde,
der Kurvenbogen BM , der jener Fldche entspricht, der kleinste aller ist.

Weil fiir die gegebene Fliche ABM P die minimale Linge des Bogens BM
verlangt wird, werden wir die Flache ABM P mit der Variable x zu bezeichnen
haben, mit der anderen Variable y wollen wir aber die Ordinate der Kurve PM
bezeichnen. Nun sei die Abszisse AP = ¢, es wird z = [ ydt und daher dt = %

sein, und die Lidnge des Bogens BM wird = [ (dy2 + %) sein.
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A P C
FiG. 8

Nachdem also dy = pdx gesetzt worden ist, muss diese Formel ein Minimum

sein
1 dr+/1
Jary (G o) = [ 212

Es wird deshalb gelten

VI
g NMitwyp g yypdp
y v V/1+9202  y/1+ %2
woher gilt
M =0, = 0 etc.

Ne— =Y p__ % 4
yy\/1+ y2p?’ V1+yp?

Diese Frage bezieht sich also auf den ersten Fall und die Losung wird die ge-
kriimmte Linie liefern, die fiir irgendeine abgetrennte Flache ABM P die kiirzes-
te sein wird. Es wird aber, wie im vorhergehenden Beispiel, zu dieser Gleichung
Z = C + Pp gelangt werden und die gesuchte Kurve wird durch zwei gegebene
Punkte beschrieben werden kénnen. Es wird deshalb gelten

vityypr _ o, ypp
y v1+yypp
oder

1=Cy/1+yypp oder b=y+/1+ yypp;

daher wird

vbb—yy _dy _ dy

bb = 4 d p= = )
Yy +ypp und p vy dx ydt



126 Uber den Gebrauch der Methode

wegen dx = ydt. Es wird also sein

ydy
dt = —— und t=c=£+/bb—yy.
Vbb —yy

Daher wird die gesuchte Linie ein Kreis sein, nachdem das Zentrum irgendwo auf
der Achse AP, beispielsweise in C, angenommen wurde; und er wird unter allen
anderen Kurven, die durch dieselben zwei welche Punkte auch immer gezogen
wurden, fiir eine gegebene abgetrennte Fliche ABM P, den kiirzesten Bogen
BM haben.

BEISPIEL IIT
10. Nachdem (Fig. 7) vom Fixpunkt C aus die Radien CA, CM gezogen worden
sind, innerhalb von ihnen die Kurve AM zu beschreiben, die fiir den gegebenen
Raum ACM den kiirzesten Bogen BM hat.

Weil der Bogen AM der kleinste sein muss, wenn der Raum ACM von
gegebener Grofe abgetrennt wird, werde die Flache ACM = x gesetzt und der
Radius CM werde mit der anderen Variable y bezeichnet. Nun werde der Bogen
BS, der mit dem Radius CB = 1 beschrieben wurde, = t gesetzt; es wird, wie
wir zuvor gesehen haben, M N = ydt und die Fliche MCm = %yydt = dx sein,

2dz

woher dt = S wird. Weil weiter gilt

4dz?
Mm = /2 + y2di2 = (dy2 + >
vy

/ 252
sei dy = pdx, es muss [ %\/4 + ppyy ein Minimum sein. Weil also Z = #
ist, wird gelten ‘

4
M=0, N=———+——— und P= yp

yyv/4 + y2p? Va+yp?

Daher resultiert diese Gleichung Z = C'+ Pp, deshalb weil M = 0 ist; und daher

VAT Ly
Yy V4 +y?p?

Q = 0 etc.

oder
4 =Gy\/4+yypp oder 2b=y+/4+ yypp;
und daher
20 —yy dy  2dy
N Yy de yydt’
i — _dy . .
sowie dt = Nk und genauso durch Integrieren

t= Asin% +Asing — Asin y\/bb—cc;c\/bb_yy.




beim Auflésen von Fragen 127

Zu AC werde aus S das Lot QS = sin At gefillt, es wird sein

Qs = yv/bb — cc + cy/bb — yy
bb '

Aber aus der Gleichung t+ Const. = Asin ¥ wird die gesuchte Kurve berechnet
(Fig. 9), der Kreis AME zu sein, der durch den Fixpunkt C' hindurchgeht. Es
werde ndmlich {iber irgendeinem Durchmesser CE, der in C begrenzt wird, der
Kreis CAMFE beschrieben, der eingeschlossene Bogen AM wird zwischen den
Radien ACM fiir die gegebene Fliche ACM der kleinste sein. Wenn natiirlich
irgendeine andere Kurve durch irgendwelche zwei Punkte, die auf diesem Kreis
gelegen sind, beschrieben wird und, nachdem die zwei Radien, die von C' aus
gezogen worden sind, eine der Fliche AC M gleiche Fléache abgetrennt wird, wird
der entsprechende Bogen jener Kurve immer grofier sein als der Bogen AM.

M

A

Q C
Fi1Gc. 9

Damit dies klar wird, werde aus C' zu C'E die Normale C'D gezogen und zu ihr
aus S das Lot SQ geféllt; es wird das Dreieck SCQ dem Dreieck CEM &hnlich
sein und daher CE : CM[y] = CS[1] : SQ oder SQ = 5 =sin A- DBS, oder
DBS = Asin 5. Nachdem also der Durchmesser CE = b gesetzt wurde und

weil DBS = BS + BD =t + Konst. ist, wird gelten

t + Konst. :ASin%7
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welches jene Eigenschaft selbst ist, mit welcher wir die gesuchte Kurve versehen
sein zu miissen gefunden haben.

BEISPIEL IV
11. In einer (Fig. 10) entweder konvezen oder konkaven Oberfliche die Linie zu
ziehen, die innerhalb ihrer Grenzen die kiirzeste von allen ist.

M

A P
Fic. 10

Es werde irgendeine Ebene AP(Q genommen, auf welche die Oberflache bezogen
werde und auf ihr werde die Gerade AP fiir die Achse genommen. Nun werden
aus den einzelnen Punkten der gesuchten Linie Lote zu dieser Ebene gefillt zu
werden aufgefasst, mit denen die Linie AQ beschrieben werde, die eine Pro-
jektion der kiirzesten Linie in diese Ebene sein wird; nachdem diese bekannt
geworden ist, wird zugleich die kiirzeste Linie in dieser vorgelegten Oberfliche
bekannt werden. Es werde AP = x, PQQ = y genannt; und weil die Natur der
Oberfliche gegeben ist, wird aus den gegebenen AP = z und PQ = y die
Lange der Senkrechte QM zur Ebene APQ bestimmt werden kénnen, bis sie
schlieklich die Oberfliche in M schneidet. Wenn daher also QM = z gesetzt
wird, wird die Lange dieser Linie z durch z und y gegeben sein, sodass z eine
bestimmte Funktion von x und y ist. Weil also z eine Funktion von z und y ist,
die aus der lokalen Gleichung zur Oberfliche gegeben ist, wollen wir festlegen,
dass dz = T'dx + Vdy ist; und es werden 7" und V' Funktionen solcher Art von
x und y sein, dass T'dx + Vdy eine bestimmte Differentialformel ist; denn fiir
dTl' = Edx + Fdy gesetzt wird dV = Fdx + Gdy sein, wihrend der Buchstabe F'
das jeden der beiden gemeinsame Differential ist. Nun ist das Element der zur
Oberfldche gezogenen Linie

= da? + dy? + dz2 = \/da?® + dy? + (Tdz + Vdy)?.

Fiir dy = pdx gesetzt muss also diese Formel ein Minimum sein

/dx\/l TP+ T2+ 2TVp+ V2,
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sodass gilt

Z=\14+p>+T2+2TVp+ V2p2,
woher wird

+TEdr +TFdy +pdp +VEpdx +V Fpdy +TVdp
47 — +T Fpdx+TGpdy+V2pdp+V Fp?dx+V Gppdy

V1+pp+T2+2TVp+ V2p?

WEeil diese Formel sich auf den ersten Fall bezieht, wird diese Gleichung zwischen
z und y hervorgehen:

TFdx+Vdex+TGpdz+VGppdz_d p+TV +V3p
V1+pp+ T2+ 2TVp+ V2p? V1itpp+T2+2TVp+ V2p?
Es ist aber

Fdx + Gpdx = Fdx + Gdy = dV,
woher sein wird
TdV + VpdV _ 4. p+TV +V?p
Vit + (T +Vp?) V1+pr+ (T +Vp?)
 +dp(L+T? + V) +dT(V —Tp) +dV(T + T3 + 3T°Vp+ 3TV?p? + V3p® +2Vp 4 Vp?)
B (1+pp+ (T +Vp)2)3:2

Nach Ordnen dieser Gleichung wird aber diese resultieren

dp(1 +T% +V?) +dT(V —Tp) +dV(Vp— Tpp) =0

oder
(Tp —V)(dT + pdV)
1472 +V2
d

Weil aber p = j—g ist, wird dp = % sein; und daher wird werden

(T'dy — Vdx)(dzedT + dydV)
1+ 72+ V2 ’

dxddy =

welche eine Differenzen-Differentialgleichung fiir die Projektion AQ der kiirzes-
ten Linie in der gesuchten Oberfliche ist und daher aufzeigt, dass sie durch zwei
gewisse Punkte hindurchgefiihrt werden kann. Diese gefundene Gleichung kann
in verschiedene Formen transformiert werden, die 6fter mit groferem Vorteil
benutzt werden kénnen werden. Und zuerst wird es freilich helfen, dass die Dif-
ferentiale dT" und dV eliminiert werden; weil ndmlich dz = T'dx + Vdy ist, wird
gelten

ddz = dxdT + dydV + Vddy und daher dxdT + dydV = ddz — Vddy,
nach Einsetzten welches Wertes diese Gleichung hervorgehen wird

dzddy + T?dzddy + V2dxddy = Tdyddz — Vdzddz — TV dyddy + Vdzddy
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oder
dxddy + Tdzddy = T'dyddz — Vdxddz

und daher
ddy : ddz = Tdy — Vdx : de + Tdz.

Die gefundene Gleichung werde mit dz multipliziert und im ersten Term werde
Tdx + Vdy anstelle von dz geschrieben, es wird sein
Tdz*ddy + Vdxdyddy + Tdz*ddy = Tdydzddz — Vdzdzddz.
Es werde auf beiden Seiten T'dy?ddy — Vdxdyddy addiert und es wird sein
Tddy(dz? + dy + dz*) = (dzddz + dyddy)(Tdy — Vdz)

oder
dyddy + dzddz Tddy Tddz

di? +dy? +dz2  Tdy—Vdx dv+Tdz’
Oder die Gleichung werde mit dr multipliziert und anstelle von T'dx werde
dz — Vdy geschrieben, es wird erhalten werden

da?ddy + dz?ddy — Vdydzddy = dydzddz — Vdy?*ddz — Vda2ddz.
Es werde auf beiden Seiten dy?ddy — Vdz?ddz addiert, es wird sein
ddy(dz? + dy* + d2*) — Vdz(dyddy + dzddz)
= dy(dyddy + dzddz) — Vddz(dz? + dy* + dz?)

und daher
dyddy + dzddz  ddy + Vddz
de? +dy?2 +dz2  dy+Vdz '

welche Gleichungen alle im folgenden Ausdruck enthalten sind:

dyddy + dzddz Tddy Tddz  ddy+ Vddz

de? +dy? +dz2  Tdy — Vdx T dr +Tdz dy +Vdz ~

Hier ist zu bemerken, weil die Differentiale der Groéfen 7' und V' nie auftau-
chen, dass es egal ist, ob in T oder V z enthalten ist oder nicht. In jedem sich
ergebenden Fall wird es also gefillig sein, die Gleichung anzunehmen, die am
leichtesten eine Integration zulésst. Wie beispielsweise, wenn die Oberfliche ei-
nes Rotationskorpers vorgelegt ist, der durch Rotation irgendeiner Figur um die
Achse AP herum entstanden ist, wird yy + zz = dem Quadrat einer Funktion
von z sein, die = X sei, und ist die Ordinate jener erzeugenden Kurve, die der
Abszisse x entspricht. Es wird deshalb sein

_ XdX ydy
Tz z

zdz = XdX —ydy et dz

woher werden wird XdX
T = und V = ;y.
zdz z




beim Auflésen von Fragen 131

Man nehme nun, der Annehmlichkeit wegen, diese Gleichung, in welcher T nicht

auftaucht
dyddy + dzddz  ddy + Vddz

de? +dy? +dz2  dy+Vdz '

die wegen V' = ¥ in diese iibergeht

dyddy + dzddz zddy — yddz

de? +dy? +dz2  zdy — ydz

)

deren Integral ist

I\/dz? + dy? + dz2 = lw oder zdy — ydz = b\/dx? + dy? + dz2.

b
Weil ja nun z = 1/ X2 — 32 ist, werde dX = vdx gesetzt, es wird sein

_ Xvdr —ydy

X2%dy — Xyvdx

VX

dz und zdy —ydz =

und

dr? + dy? + dz2 = VX2da? — y?da? + X2dy? + X202dz? — 2vada:dy.

VX

Also
X4dy? — 2X3yvdedy + X>y? 0% da?
= v’ X2dz? — v?y?da® + B2 X2 dy? + b2 X 20?dx? — 20° Xyvdady
oder
a7 = 2(b* — X%) Xyvdady + X2y*vide? — b* X2dz? + v?y?dz?® — b2 X v dx

X2(bb— X X) ’

die nach Ziehen der Wurzel liefert

_ yvdx " bdz /(1 +vv)(yy — XX)
X Xvbb— XX

Wenn daher y = Xt gesetzt wird, dass dy = Xdt + tvdzx ist, wird werden

dt bdx+/1 + vv _

dy

Vit—1 XJbb— XX’

in dieser Gleichung, weil X und v Funktionen von z sind, sind die Variablen ¢
und x voneinander separiert.

BEISPIEL V
12. Uber der Achse APN (Fig. 11) eine Kurve AM solcher Art zu konstruieren,
dass, nachdem durch die Normale M N die Fliche AMN von gegebener Grife
abgetrennt worden ist, der Bogen AM minimal ist.
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A P N
Fic. 11

WEelil fiir die bestimmte Grofe der Fliche AM N der Bogen AM minimal sein
muss, werde die Fliche AMN = ax gesetzt, und fiir z = a gesetzt, in welchem
Fall die Fliche AMN = aa sei, werde der Bogen AM minimal. Es werde weiter
die orthogonale Ordinate M P = y, die Abszisse AP = t und die Subnormale
PN = u gesetzt; es wird sein

1 ydy
= dt + - d ===
ax /y Uy und w="o
das Element des Bogens AM wird aber = dyyytuun yfj Y sein. Weil weiter gilt

1 d
adx = ydt + §(udy +ydu) und dt= ﬁ7
u

wird gelten
1 1
audxr = yydy + iuudy + gyudu und dy=— — —= — —.

Nun werde dy = pdx gesetzt, es wird ein Minimum sein miissen

/ pdzA/yy + uu

u

und w ist die Grofle, deren Wert aus dieser Gleichung

bestimmt werden muss. Deshalb bezieht sich diese Gleichung auf den fiinften

py/yy+12
I

Fall; wenn mit diesem ein Vergleich angestellt wird, seiu = IIund Z =
daher ist

)

L—— P o N—— Y g po Yy HIT

2/yy + 112’ I\/yy + 112 I
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Weil darauf IT = [ dz (2—‘1 — 2w %) ist, wird

Yy II

2a 2yp Ilp

A=y oy

Y Y

und durch Differenzieren wird sein

2yp p 2a  2p llp 2y 11
Ll=—==%<-=- [M]|=0, [NNl=——-—=+— und [P]=—2%>——.
L=T7 -2 =0 (M=t Ry Pl=-2 -

Nun wird sein

" 2ydy:TITT
/[L]dx — / 2ydy _ ly und eflHdr — i

112 . :
aber es ist Ldz = ,%; daher wird werdon
2\/yy + 112
deren Wert filir x = a gesetzt = H werde und es sei
V:e_nydy:HHy H+/ef2ydy:1'[1'[ydy |
112/yy + 12

Nachdem diese Dinge vorbereitet worden sind, wird die geniigende Gleichung
(N + [N]V)dx =d- (P + [P]V) sein oder nach Substitutionen

ydy 20Vdr 2Vdy  1Vdy <¢m 2y HV>

H\/yy—ﬁ—HHi Yy T Yy II 11 y

Aber es ist 2adx = ydIl + % + Ildy; woher sein wird

ydy vl _avdy _ (x/yy—&-HQ vy HV)

II yy+H2_ Y II U

II II Y

_ ydy B yydll _ 2Vdy _ 2ydV + 2V ydIl _ IIdv _ Vdll + Vdy
My/yy + 112 112\/yy+ 112 11 I 112 y y yy

und daher
yydll B 2Vdy + 2ydV - 2V dyll " [dv B mvdy
m2/y2 +12 I I 112 y Yy

Aber es ist allgemein dV = —Ldx — V[L]dz; daher wird sein

0.

yydy 2Vydy  Vdy

av = -
e R R
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und daher
yydy ~dVdIl n 2V ydIl 7 VdIl
02\ /yy + I dy 12 y

nach Einsetzen von diesem entsteht
dvdll  2Vdy 2ydV 1ldV  Vdll 1IVdy
dy II I Yy Yy vy

0;

das heifst

dil 2y T dil  2dy | Tid dv (dll  2dy Td
dV( Y )=V<+y+y)—y<+y+y)

dy 11 "y I Yy dy \ y I Yy

)

diese Gleichung, weil sie durch % + % + Hy—‘zy teilbar ist, gibt eine zweifache

Losung. Deren erste wird dVV =4 sein, die V' = cy liefert; weil ja aber V im
Fall des Minimums verschwinden muss, wird in demselben Fall y = 0 sein; fiir
x = a gesetzt wird y = 0 werden. Weil nun V' = ¢y ist, wird nach Substitutionen
in der Gleichung

dv =

yydy _ 2Vydy L Vdy
m/y2 +m I y

sein
yydy _ 2cyydy

NEV/CES ERN T E

und daher ist y = 0 oder dy = 0, in welchen Fall eine der Achse parallele gerade
Linie hervorgeht, oder II = oo, in welchem Fall eine der Achse normale gerade
Linie hervorgeht, oder auch /yy + IIIl = M N = Konst., welche die Gleichung
fiir einen Kreis gibt; und der ganze Halbkreis, wegen y = 0 im Fall des Minimus,
wird dem Geforderten geniigen. Die zweite Losung geht aus diesem Teiler hervor

dil 211 TId HIId
G2 Y g oder Hdﬂ+7y+2ydy:0,
y oI yy y

die mit yy multipliziert yylldIl + MIlydy + 2y3dy = 0 wird, deren Integral

122 +y* = C ist, und daher IT = ¥ b4_y4; diese Gleichung, weil sie nicht von V'
abhingt, wird fiir irgendeinen Wert von x geniigen. Es wird aber nach Einfiihren
der Abszisse AP =t wegen u = I = % diese Gleichung gelten

ydy /% — 4

d
=YY" 2 wohergilt dt= _yay
dt Y [

)

aus welcher Gleichung eingesehen wird, dass rechtwinklige elastische Kurve dem
Geforderten gentigt; sodass fiir die Flache AM N zwischen den Normalen AN
und M N der Kurvenbogen AM der kiirzeste ist. Diese Kurve kann aber durch
zwei gegebene Punkte, wenn freilich die Achse AP von der Lage her gegeben
ist, beschrieben werden.
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BEMERKUNG 2

13. Aus diesen Beispielen wird der aufierordentliche Nutzen, welchen unsere
Methode beim Auflésen von Problemen auch von verschiedener Art hat, im
Uberfluss klar; besonders aber das letzte Beispiel liefert einige héchst bemer-
kenswerte Umsténde, aus denen die Natur der Losung illustriert werden konnen
wird. Weil ja ndmlich wegen der zwei Faktoren eine zweifache Gleichung ent-
standen ist, ging auch eine zweifache Losung hervor; deren erste bestimmt die
geniigende Linie uneingeschrénkt, so dass sie nicht durch zwei beliebige Punk-
te hindurchgefiihrt werden kann; sie gibt n&dmlich entweder eine gerade Linie
oder einen Halbkreis: Die gerade Linie 16st aber die Frage auf zweifache Weise,
wahrend sie entweder zur Achse AP normal ist oder derselben parallel ist; und
wie jede der beiden geniigt, ist klar: Denn in der, die normal zur Achse ist, ist
der Anteil, der mit der Achse und der Normale einen gegebenen Raum erfasst,
immer unendlich klein und daher in der Tat minimal; die andere der Achse
parallele Gerade erstreckt sich ein wenig weiter, weil sie durch einen gegebe-
nen Punkt hindurch gezogen werden kann; und weil die Ordinaten selbst zur ihr
normal sind und der abgetrennte Raum wie die Abszisse selbst ist, wird in Anbe-
tracht jener jene gerade Linie natiirlich die kiirzeste sein. Der Halbkreis, der aus
der ersten Losung hervorging, geniigt darauf so uneingeschréankt, dass, nachdem
eine Grofe des abzutrennenden Raumes vorgelegt wurde, der Halbkreis selbst
bestimmt wird, denn seine Flache muss = aa sein. Aber die zweite Losung,
die die rechtwinklige elastische Kurve lieferte, erstreckt sich weiter; denn durch
zwei irgendwelche gegebenen Punkte kann eine Kurve solcher Art hindurchge-
fiihrt werden und sie wird sich unter allen anderen Kurven, die durch dieselben
Punkte hindurchgehen, dieser Eigenschaft erfreuen, dass, wenn in allen Kurven
durch Normalen gleiche Fldchen abgetrennt werden, der Bogen der Elastica der
kleinste aller sein wird. Nachdem diese Dinge also erldutert worden sind, wollen
wir dahin fortschreiten, den Gebrauch der angegebenen Methode bei Untersu-
chungen des Maximums oder Minimums zu zeigen, in denen die Formel des
Maximums oder Minimums nicht ein solcher einfacher Integralausdruck [ Zdz
ist, welche Form wir bisher immer behandelt haben, sondern aus zwei oder
mehreren Formeln dieser Art irgendwie zusammengesetzt wurde. Und zuerst
freilich, wenn das Maximum oder Minimum ein Aggregat zweier oder mehrerer
Integralformeln sein muss, beispielsweise [ Zdx + [Ydx — [ Xdz, bereitet die
Operation keine Schwierigkeit; weil ndmlich die Formel des Maximums oder Mi-
nimums [ dxz(Z +Y — X) ist, wird diese als einfache Integralformel behandelt
werden konnen und ihr Differentialwert angegeben werden konnen. Die Opera-
tion wird aber drauf hinauslaufen, dass fiir die einzelnen Formeln [ Zdz, [Ydx
und | Xdz deren Differentialwerte gesucht werden und an deren Stelle in der
Formel [ Zdz+ [Ydx — [ Xdz eingesetzt werden und das, was entsteht, gleich
null gesetzt wird; und so wird man die dem Geforderten geniigende Gleichung
haben.

PROPOSITION II PROBLEM
14. Die Gleichung zwischen x und y zu finden, dass fir x = a gesetzt dieser
Ausdruck [ Zdx - [Ydz, der ein Produkt aus den zwei Integralformeln [ Zdx
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und [Ydz ist, ein Mazimum oder Minimum wird.

LOSUNG. Wir wollen festlegen, dass diese Gleichung zwischen z und y schon
gefunden worden ist und aus ihr fiir x = a gesetzt der Wert der Formel [ Zdz =
Aund [Ydz = B sein wird; diese Groken A und B werden konstant und deren
Produkt AB maximal oder minimal sein. Nun werde festgelegt, dass beim un-
bestimmten Wert x die Variable y um das Stiick nv vermehrt wird, aus welcher
jede der beiden Grofen A und B einen Zuwachs erfahren wird, irgendeine wird
natiirlich um den aus dem Vorhergehenden zu bestimmenden Differentialwert
vermehrt werden. Es sei also dA der Differentialwert von A, der der Integralfor-
mel [ Zdz fiir © = a entspricht, und auf die gleiche Weise sei dB der Differential-
wert, der aus der Formel [ Ydz fiir © = a gesetzt entsteht. Weil also aus dem der
Variabley hinzugefiigten Stiick nv A in A+dA und B in B + dB {ibergeht, wird
das Produkt AB in AB+ AdB+ BdA+dAdB verwandelt werden; daher, weil AB
ein Maximum oder Minimum sein muss, wird AB = AB + AdB + BdA+ dAdB
sein miissen. Und daher 0 = AdB + BdA, wegen des in Bezug auf die iibrigen
verschwindenden Terms dAdB. Aus diesen entsteht deshalb die folgende Losung
des Problems. Es werde der Differentialwert der Formel [ Zdx gesucht, der dA
sei, und es sei A der Wert der Formel f Zdx, den sie fiir x = a gesetzt erhalt.
Darauf werde der Differentialwert der Formel [Ydx gesucht, der dB sei, und B
bezeichne den Wert der Formel f Ydz, den sie fiir x = a gesetzt erhélt; danach
wird man diese Gleichung haben 0 = AdB + bdA, in welcher die geniigende
Relation zwischen = und y enthalten sein wird. Q.E.L

KOROLLAR I

15. Obwohl in der Gleichung 0 = AdB + BdA die konstanten Gréfen A und
B enthalten sind, sind sie dennoch nicht beliebig, sondern jede der beiden wird
durch diese Gleichung selbst bestimmt werden. Natiirlich, wenn aus dieser Glei-
chung die Werte [ Zdz und [ Ydz hervorgebracht werden und z = a gesetzt
wird, miissen jene Grofen A und B hervorgehen; daher werden diese durch a
und durch die {ibrigen beliebigen Konstanten bestimmt werden, die durch Inte-
gration eingehen werden.

KOROLLAR II
16. Wenn Z und Y bestimmte Funktionen der Grofen z, y, p, ¢, r etc. sind,
dann werden die Differentialwerte dA und dB nicht von a abhéngen; dennoch
geht die Grofe a nicht in die Gleichung 0 = AdB + BdA ein; daher wird die
gefundene Kurve nur fiir den bestimmten Wert 2 = a dem Geforderten geniigen.

KOROLLAR III
17. Aus der Gleichung 0 = AdB + BdA wird aber das Stiick nv ganz und gar
herausgehen, denn, weil jeder der beiden Differentialwerte dA und dB mit nv
multipliziert hervorging, wird nv durch Teilung wiederum vernichtet werden und
auf diese Weise wird eine Gleichung zwischen = und y entstehen, mit welcher
dem Problem geniigt werden wird.

BEMERKUNG 1
18. Niemandem sollte hier die Form der gefundenen Gleichung 0 = AdB + BdA
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daher missfallen, weil sie die Gestalt einer bestimmten Differentialgleichung
zeigt, aber daher sollte auch niemand folgern, dass zugleich dieses Integral der
Gleichung == AdB + BdA genommen werden kann: Konst. = AB. Wir ha-
ben némlich die Bedeutungen schon erklért, welche wir sowohl den Buchstaben
A und B als auch den Differentialformen dA und dB zugeteilt haben; daher
lasst sich einsehen, dass die gewOhnliche Bezeichnungsweise hier keine Geltung
hat. Es schien aber daher ratsam, diese Bezeichnungsweise, wenn auch von der
gewohnlichen in diesem Fall abweichende, hier zu verwenden, damit der Zusam-
menhang der Gleichung 0 = AdB + BdA mit der Formel des Maximums oder
Minimums [ Zdz - [ Ydz besser erkannt wird. Weil ndmlich das Maximum oder
Minimum dem Wert z = a entsprechen muss, wollen wir festlegen, dass in die-
sem Fall [ Zdz in A und [Ydz in B iibergeht; danach wird das Maximum AB
sein. Daher entsteht aber von selbst die gefundene Gleichung 0 = AdB + BdA,
wenn freilich AB, nachdem die Buchstaben A und B als Variablen betrachtet
worden sind, differenziert wird. Nachdem dies gemacht worden ist, muss in Erin-
nerung gerufen werden, dass fiir die Differentiale dA und d B die Differentialwerte
anzunehmen sind, die den Integralformeln [ Zdz und f Y dx entsprechen, aus
welchen die konstanten Grofen A und B selbst hervorgegangen sind. Es wird
daher forderlich sein, diesen Zusammenhang bemerkt zu haben, weil sich un-
ten derselbe auf irgendeine Zusammensetzungsweise, mit welcher die Formel des
Maximums oder Minimums aus Integralformeln gebildet worden ist, gleicherma-
fen erstreckt; und wir werden zeigen, dass auf diese Weise aus dem Ausdruck
des Maximums oder Minimums durch Differentiation die gesuchte Gleichung
erhalten wird.

BEISPIEL I
19. Die Gleichung zwischen x und y zu finden, dass fiir x = a gesetzt dieser
Ausdruck [ydx - [ xdy ein Mazimum wird.

Es werde [ydr = A und [xdy = B fiir © = a gesetzt und es werden die
Differentialwerte der Formeln [ydx und [ zdy oder [apdx gesucht; und der
Differentialwert der Formel [ydz ist nv - dx -1, der der Formel [zdy oder
[ xpdzx aber ist

nv - dzx <—1d . x) = —nv-dz.
dx

Es wird also sein
dA=nv-dr und dB = —nv-dz,
woher die Gleichung 0 = AdB + BdA in diese iibergehen wird
0=—A-nv-de+B-nv-dr oder A=B.
Dem Geforderten geniigen also alle Gleichungen zwischen z und y gleichermafsen,

solange im Fall z = a [ydx = [xdy, das heift die Fliche der Kurve = %xy
war.
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BEISPIEL II
20. Die Gleichung zwischen x und y zu finden, dass im Fall x = a dieser Aus-
druck [ydz - [ dx/T+ pp ein Minimum wird.

Im Fall = a werde [ydz = A und [ dz/T+ pp = B. Weiter wird durch
Nehmen der Differentialwerte sein

1 p
A=nv-dz-1 und dB=mv-de|——d- —L—— ) = —pv.d- —L .
d nv - dx und d nv dm( dxd i ) nv-d T

Daher geht die folgende Gleichung hervor

+B-nv-dr oder Bdxr= Ad- P

OZ—A"I’LU'dL —_——.
V1+pp Vv1+pp

Diese gibt integriert
Ap

BT +pp’
wo % das Verhéltnis bezeichnet, das [ydz zu [dxz/T+ pp dann hat, wenn

x = a ist. Es sei der Kiirze wegen % = ¢, es wird sein

r+b=

z+0b dy
(x+b)/1+pp=cp und p G i0E dr
Nachdem also diese Gleichung integriert worden ist, wird y = f4+/cc — (x + b)?
resultieren, sodass (y— f)2+ (2 +b)? = ¢? ist, woher klar ist, dass die geniigende
Kurve ein mit dem Radius ¢ beschriebener Kreis ist, nachdem irgendeine Achse
angenommen worden ist. Es wird aber nicht jeder Bogen eines Kreises dieser
Art gentigen, sondern nur der, der mit dem Radius ¢ des Kreises multipliziert
eine Fliche erzeugt; es ist ndmlich A = Be. Also kann entweder der Radius ¢ des
Kreises nach Belieben angenommen werden und aus ihm wird jene bestimmte
Grofe a der Abszisse x bestimmt werden; oder, wenn a gegeben ist, wie wir
festlegen, wird daher umgekehrt der Radius ¢ bestimmt werden. Es ist aber
klar, dass der Bogen des Kreises, der geniigt, konvex zur Achse sein muss; in
diesem Fall wird namlich die Flache kleiner und daher das Produkt aus Fléache
mit Bogen minimal.

BEISPIEL III
21. Die Kurve zu finden, in welcher fiir die gegebene Abszisse x = a dieser
Ausdruck [yzdz - [ xdz/T+ pp ein Minimum wird.

Fiir z = a gesetzt werde [yzdr = A und [ adx\/1+ pp = B. Es wird aber
sein

1 Tp
dA=nv-dx-x und dB=-nv-de - —d —;
de /1+pp

daher wird diese Gleichung erhalten werden

px
Bzxdr = Ad - ——,
v1+pp
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dese gibt integriert

24pr  2cpx
ByT+pp  /T+pp
c gesetzt wurde, Daher ist

B zx £ bb _dy
Vdcexw — (vx £ bb)2  dz

zx + bb =

A

nachdem 5=

p

und daher wird man fiir die Kurve diese Gleichung haben

(zxx £+ bb)dx
VAccxr — (zx £+ bb)2

’y:

Uber diese ist zu bemerken, wenn b = 0 ist, dass dann die Gleichung fiir einen
zdzx

Kreis hervorgeht y = [ o> dessen Radius 2c ist.

BEMERKUNG 2

22. Diese selben Beispiele konnen alle auch durch die schon oben angegebene Me-
thode aufgelost werden; daher, weil auf jedem der beiden Wege dieselbe Losung
erhalten wird, wird es forderlich sein, dass die Losung durch den anderen Weg
an einem Beispiel dargeboten wird. Wir wollen also das dritte Beispiel nehmen,
in welchen die Formel des Maximums oder Minimums [ yzdz - [ zdx\/T+ pp,
indem differenziert und wiederum termweise integriert wird, auf diese Form zu-
riickgefiihrt wird

/yxdx/xdx 1+pp+/xdx\/1 —l—pp/ya:dx,

jedes von beiden Gliedern welcher Gleichung im zweiten oben in Paragraph 7
erlauterten Fall enthalten ist. Es werde deshalb der Differentialwert von jedem
der beiden gesucht, denn Summe wird ndmlich = 0 gesetzt die Gleichung fiir
die gesuchte Kurve geben. Nachdem aber die Formel [ yaxdx [ zdz/1+ pp mit
dem zweiten Fall verglichen wurde, wird er IT = [ zdz\/1+ pp und Z = yzIl
geben; daher wird

L=yx, M=yll, N=xzIl, P =0 etc.
Darauf wird [Z] = x+/1 + pp sein; und daher

[M]=+/T+pp, [N]=0 und [P]:\/%.

Weiter ist [ Ldz = [yxzdz, deren Wert fiir © = a gesetzt, den wir allgemein
als H festgelegt haben, hier in der Losung des Beispiels A ist, so dass V =
A — [ yadz ist. Daher wird der Differentialwert dieser Formel sein

1, wA- fyscd:v)>
dx V14 pp

A xp 1 xpfyacdx)
—nw-d de/Trpp— —d- ——L 4 = q. Z2J YT
n x(w/xx bp dx T+pp dx 1+ pp

:nv-dx<xH—
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Die andere Formel [ zdz\/T+ pp [ yzdz, mit dem zweiten Fall in Paragraph 7
verglichen, gibt Il = [ yzdx et Z = zI1/T+ pp, woher gelten wird

xzllp
VI+pp’
und daher [ Ldx = [ xdz+/T+ pp; daher, weil H der Wert von [ Ldx fiir 2 = a
gesetzt ist, wird H = B und V = B — [ zdz+/1+ pp sein. Weiter ist [Z] = yz,
und daher [M] =y, [N] = z und [P] = 0. Aus diesen geht der Differentialwert
hervor [ yed
1 Tp | yxrdx
=nv-de|Bxr—2a [ xde\/1+pp— —d- ——— | .
( / PP Vv1+pp )

Nachdem also diese zwei Differentialwerte addiert worden sind, wird der Aus-
druck dieses zusammengesetzten Ausdrucks

/yxdx/xdx 1—|—pp+/xde/yl‘dﬂf

L=xv/14pp, M=1Iy/14+pp, N=0 und P=

oder dieses
/yxdx-/xdx\/l + pp,

der im Beispiel vorgelegt war, hervorgehen

A xp
—nv-de (Br — —=d- ——2__ ),
" x( T 1+pp>

aus welchem die Gleichung fiir die Kurve diese sein wird

Tp

VI+pp’

welche selbe wir in der Losung des Beispiels gefunden haben. Die gleiche Uber-
einstimmung wird aber im Allgemeinen entdeckt werden, wenn jemand den Aus-

druck [ Zdz - [ Ndz auf dieselbe Weise behandeln wollte.

Bxdx = Ad -

PROPOSITION III PROBLEM
23. Die Gleichung zwischen x und y unter der Bedingung zu finden, dass fiir
J Zdx
JYdz
wahrend Z und Y irgendwelche entweder bestimmten oder unbestimmten Funk-
tionen von x, y, p, q, T etc. sind.

LOSUNG. Im Fall, in dem x = a wird, sei [ Zdr = A und [Ydz = B und es
wird % ein Maximum oder Minimum sein, wenn freilich die Relation zwischen

z und y richtig angegeben worden ist. Der Bruch % wird also diesem Bruch in

x = a gesetzt dieser Bruch den mazximalen oder minimalen Wert erhdlt,

dem Fall gleich sein fﬁflz, in dem x = a ist, wenn irgendwo die eine Ordinate

y um das Stiick nv vermehrt wird. Dann wird aber | Zdx selbst A, zusammen
mit dem Differentialwert der Formel f Zdx, der = dA sei, gleich werden; und
auf die gleiche Weise wird [ Ydz in B, das um den Differentialwert der Formel
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[ Ydx vermehrt wurde, der = dB sei, iibergehen; und so wird aus dem zur

Ordinate y hinzugefiigten Stiick nv im Fall, in dem 2 = a ist, der Bruch J Zdx

[Ydx
in diesen iibergehen gigg; dieser muss dem Bruch % selbst gleich sein; daher

entsteht diese Gleichung BdA = AdB, die die gesuchte Gleichung zwischen x
und y liefern wird. Q.E.L

KOROLLAR I
24. Um also diese Gleichung zwischen x und y zu finden, muss bewirkt werden,
dass die Differentialwerte von [ Zdz und [Ydx den Werten dieser Formeln,
proportional werden, welche sie fiir x = a gesetzt erhalten.

KOROLLAR II
25. Obwohl in dieser gefundenen Gleichung BdA = AdB die zwei unbekannten
Konstanten A und B enthalten zu sein scheinen mogen, lassen sich dennoch die
beiden zu einer vermischen. Denn fiir % = C gesetzt wird dA = CdB sein; und
nachdem die Gleichung gefunden worden ist, wird aus dem Wert a, der anstelle
von x eingesetzt wurde, der Wert von C' bestimmt werden.

BEMERKUNG 1
26. Wenn die Losungen dieses und des vorhergehenden Problems miteinander
verglichen werden, wird eine riesige Ubereinstimmung in ihnen entdeckt wer-
den. Denn wenn das Produkt [ Zdz - [ Ydz ein Maximum oder Minimum sein
muss, ist diese Gleichung entstanden 0 = AdB + BdA; wenn aber der Quotient

' Zd . .. . . . .
}Y di maximal oder minimal sein muss, ist diese Gleichung gefunden worden

0 = AdB — BdA; in jedem der beiden Fille behalten aber die Buchstaben A,
B und dA, dB dieselben Werte bei. Daher weil A und B konstante Grofien
sind, unterscheiden sich die Gleichungen nur in Hinblick des Vorzeichens einer
Konstante; denn fiir % = (' gesetzt hat man im ersten Fall dA = —CdB, im
zweiten aber dA = +CdB. Daher wird fiir jede der beiden Falle auch fast die-
selbe Losung hervorgehen, weil der ganze Unterschied nur im Vorzeichen der
konstanten Grofe C' gelegen sein wird. Wenn daher also die Gleichung zwischen
2 und y gefunden worden ist, die fiir x = a das maximale oder minimale Produkt

[ Zdx - [ Ydx enthilt, wird dieselbe Gleichung mit einer kleinen Verdnderung
f Zdx

[Ydx

enthalten. Es ist aber

Zdx . . . . Yd
klar, ob I T dz ein Maximum oder Minimum sein muss, oder I - di,

dem der beiden Félle vollkommen dieselbe Gleichung hervorgehen wird. Diese

zugleich den maximalen oder minimalen Quotienten

dass in je-

Ubereinstimmung erfordert in der Tat die Sache selbst; denn wenn fijz ein
dem

[Zdz ein Minimum sein, woher es

notwendig ist, dass jeder der beiden Fragen dieselbe Losung geniigt. Im Ubrigen
wird es auch forderlich sein, diesen Zusammenhang zwischen der Formel des

[ Zdx

Yda>
zwischen der gefundenen Gleichung BdA — AdB bemerkt zu haben, denn diese

Gleichung entsteht aus der Differentiation der Formel %, indem ihr Differential

Maximum ist, dann wird daher natiirlich

Maximums oder Minimums die fir x = a gesetzt in % iibergeht, und



142 Uber den Gebrauch der Methode

= 0 gesetzt wird; dass ein Zusammenhang dieser Art aber immer Geltung hat,
werden wir in der folgenden Proposition beweisen.

BEISPIEL I
27. Die Kurve zu finden, deren Fldche mit orthogonalen Koordinaten abgetrennt
zum Kurvenbogen das grofite Verhdltnis hat, wenn der Abszisse ein gegebener
Wert a zugeteilt wird.

Nachdem die Abszisse der gesuchten Kurve = z, die Ordinate = y gesetzt
worden sind, wird die Fliche = [ydx und der Bogen = [dxz+/T+ pp sein,
nachdem x = a gesetzt worden ist; es muss also Tdoyites ol Maximum in dem
Fall sein, in welchem x = a gesetzt wird. Es sei also im Fall x = a der Wert
der Formel [ydx oder die Fliche = A und [ day/T+ pp oder der Bogen, der

der Abszisse a entspricht, = B. Darauf wird der Differentialwert dA der Formel
J ydz = nv - dz - 1 sein und der der Formel [ dz+/1+ pp oder

1 P P
dB=nw-dz|——d —m | = —nv-d- —.
< dr /1 +pp> V1+pp
Nachdem diese Werte in der Gleichung BdA = AdB eingesetzt worden sind,
wird fiir die gesuchte Kurve die folgende Gleichung hervorgehen

p
VIi+pp

Es werde % = ¢ gesetzt, sodass fiir die Abszisse x = a die Fliache der Kurve
gleich dem Produkt aus dem Bogen mit dieser Konstante ¢ wird. Es wird also

o p . .
dr = —cd Ty Sein und durch Integrieren

cp
r=b— ——— oder cp=(b—2x)\/1+ pp,
v1+pp ( )

und daher p = ——=t=2___ — %. Es wird also sein

Bdx = —Ad -

B (b—x)dr ERT—
1= | e

oder (y — f)? + (b — x)? = cc; daher ist bekannt, dass die gesuchte Kurve ein
mit dem Radius ¢ beschriebener Kreis ist, der auf irgendeine Gerade als Achse
bezogen wurde. Aber es geniigt nur der Anteil des Kreises dem Geforderten,
der der Abszisse = a entspricht, von welchem Wert ¢ abhéngt, sodass, nachdem
die Abszisse = a genommen wurde, die Fliche gleich dem Produkt aus dem
Bogen, der mit dem Radius des Kreises multipliziert worden ist, ist. Wenn daher
also umgekehrt der Radius ¢ gegeben ist, muss auf der Achse eine so grofse
Abszisse abgetrennt werden, dass der Bogen mit dem Radius multipliziert die
Fléche liefert. Dem Geforderten wird also auf unendlich viele Weisen geniigt; die
Frage wird aber bestimmt sein, wenn zwei Punkte vorgeschrieben werden, durch



beim Auflésen von Fragen 143

die die gesuchte Kurve hindurchzugehen hat. Wir wollen also den Radius c als
bekannt annehmen und mit ihm (Fig. 12) den Kreis BM D um das Zentrum C
beschreiben. Weiter werde irgendeine Linie APD fiir die Achse genommen und
auf ihr A fiir den Ursprung der Abszissen. Danach wird nun dem Geforderten
geniligt werden, wenn mit der Ordinate PM einen so grofer Raum ABM P
abgetrennt wird, dass er gleich dem Produkt aus dem Bogen BM mit dem
Radius BC' des Kreises ist.

M

A P D
Fig. 12

WEeil aber der Sektor BCM = %BM - BC' ist, ist von Noten, dass die Fliache
ABMP doppelt so grofs ist wie der Sektor BC'M. Es ist aber klar, nachdem
sowohl eine Achse als auch ihr Anfang nach Belieben genommen worden ist,
dass oftmals die vorgeschriebene Bedingung nicht einmal erfiillt werden kann.
Denn wenn die Achse AD durch das Zentrum hindurchgeht, dann wird die
Fliche ABM P immer grofser sein wird als das Doppelte des Sektors BCM,
aufer wenn, fiir einen unendlich kleinen Bogen BM, die erste Ordinate BA zu-
gleich durch das Zentrum hindurchgeht; wenn aber die Achse AD oberhalb des
Zentrums verliefe, dann kann auf keine Weise der vorgeschriebenen Bedingung
gentligt werden. Daher ist es von Noten, dass die Achse AD unterhalb des Zen-
trums C' gezogen wird, iiber welche Sache viele aulergew6hnliche geometrische
Beobachtungen gemacht werden konnten, wenn die Art des Unternehmens es
zuliefe. Im Ubrigen, wenn diese Losung mit dem zweiten Beispiel der vorherge-
henden Proposition von Paragraph 20 verglichen wird, wird klar werden, dass
vollkommen dieselbe Gleichung gefunden worden ist, ob [ydz - [ da\/1+ pp

ein Minimum sein muss, oder —44% _ ein Maximum. Der Unterschied besteht
’ J dz/T+pp U
aber darin, dass der Radius des Kreises ¢ = % im einem Fall positiv, im anderen

aber negativ angenommen werden muss. Natiirlich, wenn [ ydz - [ dz\/T+ pp
ein Minimum sein muss, muss der Bogen BM, wahrend er konvex ist, den Raum
ABM P, im anderen aber, wihrend er konkav ist, einschliefien.

BEISPIEL II
28. Innerhalb des gegebenen Winkels (Fig. 7, p. 129) ACM die Kurve AM zu
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konstruieren, die so beschaffen ist, dass die Fliche ACM durch den Bogen AM
geteilt die grifite aller ist.

Es werde der Winkel AC'M oder der mit dem Radius C'B = 1 beschriebene
Kreisbogen BS = x gesetzt, der im vorgelegten Fall = a werde, in welchem
AACAJX ein Maximum werden muss. Es werde weiter CM = y gesetzt und es
sei dy = pdx, es wird Mn = ydx und die Fliche ACM = %fyydx sein; der
Bogen AM wird aber gleich = [ dz+/yy + pp gefunden; daher wird dieser Bruch

[ yyda . [ yydx . . . . .
—————— oder sein Doppeltes ———*——— ein Maximum sein miissen. Es sei
2 [ dav/yy+pp pp [ da/yy+pp

im Fall, in dem z = a ist, [yyde = A und [dz\/yy + pp = B; es wird, wenn
x = a ist, die Fliche ACM = %A und der Bogen AM = B sein. Nun ist der
Differentialwert dA der Formel [ yydx = A = nv-dz-2y und der Differentialwert

dB der Formel [ dxz\/yy =+ pp ist

Yy 1 P )
ZHU'dJU 7—7d'7 .
(x/yy+pp dxr  /yy+pp

Daher, weil wir allgemein fiir die Kurve diese Gleichung gefunden haben BdA =
AdB, wird nach Teilung durch nv sein

Aydx D
2Bydx = ——— — Ad - ——.
VYyy +pp VYyy +pp

Es werde mit p multipliziert, wegen pdx = dy wird gelten

ydy P
2Bydy = A ( —pd ) .
Vyy + pp VYy + pp
Aber es ist y y
ydy pdp
d-yy+pp= +
Vyy+op  Vyy+pp
und J
ydy p
———— =d-\Vyy +pp — —————=dp;
VYy +pp VYy +pp

daher wird werden

pp
2Bydy:A(d~\/yy+pp—d-),
VYy + pp

wegen

pd—2L tap—L —g.p. L g P
Vyy + pp Vyy + pp Vyy + pp Vyy + pp

Daher wird man durch Integrieren, wenn % = ¢ gesetzt wird, diese Gleichung
haben epp cyy
yy £ bb = cvyy +pp —

VyyF+pp  Vyy+op
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oder
oy Ay -y b2 dy
b= yy £ bb dx
und daher
(yy £ bb)dy

o y/2y? — (yy £ bb)%’

aus dieser Gleichung kann leicht abgeleitet werden, wenn cc + 4bb eine positive
Grofse ist, dass die Konstruktion durch die Quadratur des Kreises durchgefiihrt
werden kann. Aber dasselbe wird leichter klar werden, wenn wir anstelle von
dy oder pdx das Lot C'P einfiihren, das aus C' zur Tangente M P gefillt wurde.
Wenn daher aber dieses Lot C'P = u gesetzt wird, wird gelten

yy
y:u=dryyy+pp:ydr und daher —— = u;
Vyy+op
cyy

deswegen, weil yy+bb = Toyop ar; wird yy £bb = cu sein, welche bekannt ist,

die Gleichung fiir einen Kreis selbst zu sein. Um dies zu zeigen, werde (Fig. 13)
irgendein Kreis genommen, der um das Zentrum O mit dem Radius OM = g
beschrieben wurde, und der Punkt C' sei in C' so genommen worden, dass OC =

h ist.
M
P /

Fic. 13

Nachdem nun die Gerade CM = y und CP = u, das Lot zur Tangente M P
gezogen wurden, wird CP dem Radius OM parallel sein. Aus M werde die
dem Durchmesser EF parallele Gerade M R gezogen, es wird MR = CO = h,
CR = OM = g und PR = u — g sein; weil also MR?> = MP? + PR? =
CM? — CP? + PR? ist, wird gelten

W =y* —u’+ (u—g)° =y° — 29u+gg
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und daher yy + gg — hh = 2gu; nachdem diese mit der gefundenen yy 4+ bb = cu
verglichen wurde, wird g = %c und +bb = icc — hh oder hh = %cc + bb werden.
Es wird deshalb die gesuchte Kurve ein mit dem Radius = %c beschriebener
Kreis sein, nachdem der Punkt C' wo es beliebt angenommen wurde. In einem
solchen Kreis wird dem Geforderten der Bogen AM geniigen, wenn galt

ACM A 1 )
M — 3B ic = dem Radius OM;
das heif’t, wenn galt
Fliche ACM = Bogen AM - AO = dem doppelten Sektor AOM.

Dies kann aber nicht geschehen, wenn nicht der Punkt C' aufserhalb des Kreises
angenommen wird; in diesem Fall kann diese Bedingung auf unendlich viele
Weisen erfiillt werden und es kann daher bewirkt werden, dass die geniigende
Kurve durch zwei gegebene Punkte hindurchgeht.

BEISPIEL III

29. Die Kurve (Fig. 14) DAD zu finden, die auf die Achse AC bezogen wurde,
S zdz/IT+pp

in welcher fiir die gegebene Abszisse AC' = a T doviiop ein Minimum ist.
D D
C
M M

A
Fic. 14

Wenn die unbestimmte Abszisse AP = z, die Ordinate PM = y und dy =
pdx gesetzt wird, driickt
[ xdx/T+pp
Tde/Tv o

die Distanz des Schwerpunktes der Kurve M AM aus, die als gleichméfig schwer
vom untersten Punkt A aus betrachtet wurde; diese Distanz, nach Translation
von P nach C, muss also minimal werden. Um dies zu finden, sei fiir x = a

gesetzt
/xdmﬂl—i—ppzA und /dx 1+pp =B,
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es wird aber der folgende Differentialwert der Formel [ zdz+/1+ pp gefunden

p

Vv1+pp
und der Differentialwert der Formel [ dav/I+ pp

dA=—nv-d-

p

V1+pp’

nachdem diese in der Gleichung BdA = AdB eingesetzt worden sind, wird
hervorgehen

dB=-—nv-d-

rp

p
Bd —*  — Ad. —2
Vv1+pp v1+pp

und fiir % = ¢ gesetzt wird sein

rp

p
d—— =cd - ——;
Vv1+pp v1+pp

daher entsteht durch Integrieren

rp cp
= —b oder by\/1+pp=(c—x)p;
Vidpp V1+pp ( )

und daher wird gefunden

_ b _ 4
P (c—x)2—bb dzx’

Es wird also sein

B / bdx .
Y Vie—z)2—p2’
diese Gleichung zeigt auf, dass die gesuchte Kurve eine Kettenlinie ist, nachdem
der Anfang der Abszissen fiir z an irgendeiner Stelle der Achse AC angenommen
wurde; ja es kann sogar fiir die Achse irgendeine dem Durchmesser AC' der Ket-
tenlinie parallele Gerade und in ihr irgendein Punkt fiir den Anfang der Achse
genommen werden. Wie auch immer aber die Achse und ihr Anfang festgelegt
wird, es wird der Frage nur der Anteil der Kurve geniigen, wo gilt

/mdx\/1+pp=c/da:\/1+pp.

Wir wollen festlegen, dass fiir die Achse der Durchmesser AC' selbst und der
Scheitel A fiir den Anfang der Abszissen angenommen wird. Weil in A, wo

x = 0 ist, % = p = oo wird, ist es notwendig, dass cc — bb = 0 und daher b = ¢
ist. Aber in diesem Fall wird y = [ \/%, welche Kurve nach oben gerichtet

imaginéar wird, bis schlielich x > 2¢ wird. Es sei also x = 2¢ + t, es wird ¢t =

der Abszisse und y = PM = [ \/% sein; und die Kurve DAD wird eine
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gewohnliche Kettenlinie sein. Damit aber klar wird, ein wie grofler Anteil von
ihr der Frage geniigt, ist zu bemerken, dass wegen dx = dt gilt

c c+t
=———— und 14pp=——=;
LNy N

und daher
/ﬁmwl+ /ﬁc+tﬁ V2t £ .
bp NeEe

Aber der Ausdruck ffmddx \/7v1l++f wird
—9ct [ tdt\/T+pp
V2t +tt

der ¢ auf keine Weise gleich gemacht werden kann. Daher wird gefolgert, dass
kein Anteil dieser Kurve dem Geforderten in Bezug auf die iibrigen mehr geniigt.
Deswegen kann der Anfang der Abszissen nicht im Scheitel A genommen werden.
Er werde also in irgendeinem anderen Punkt genommen, und fiir AP = t gesetzt
muss 2bt + tt = (¢ — x)? — bb werden; daher wird entweder b+t = x — ¢ oder
b+t = c— z. Die erste Gleichung = = b + ¢+t kann nicht Geltung haben, weil
wegen dx = dt nicht werden kann

[ wdtyTFpp J tdtW) _
JdtVTT b [T )~

Also werde x = ¢ — b —t, in welchem Fall die Abszissen von irgendeinem oberen
Punkt der Achse AC nach unten herabkommen werden und es miisste werden

fxd:v\/lerp oder c—bfftdt\/lepp—c
[ dz/T+ pp [dtyT+pp 7

was gleichermafsen nicht geschehen kann; daher wird zu folgern sein, dass kein
Anteil mehr als ein gewisser anderer geniigt. Dies scheint aber daher zu kommen,
weil die Kettenlinie zwei konjugierte Teile hat wie zum Beispiel die konische
Hyperbel und daher kann immer werden

fa:da:\/l +pp 0
[dxy/T+pp

welcher Wert der kleinste ist. Dies kann deutlicher aus dem gefundenen Wert
aufgezeigt werden

oder (b—l— c+

JR— b .
P (c—x)Q—bQ’
daher wird
c—x
l4+pp=——==(c—a)r

(¢ —x)% —b?
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nachdem der Kiirze wegen festgelegt wurde

1

G
(c —x)? — b2

Es miisste also im gesuchten Fall gelten

[(c—z)ards

Tle—a)yrde =c oder /(c —2)*rdx = 0,

weil dies aber im Fall x = 0 geschehen muss, miisste er dariiber hinaus in einem
anderen Fall verschwinden. Aber es ist

/(C —2)*rdr = \/%

1 bb ¢ — x4+ +/(c —x)% — b?
Y — 2 2 2 _ 12
— - jle— oo - - Gt S Lo/,

welcher Ausdruck, wenn er einmal = 0 war, nach, wegen des immer positiven
(c—x)?, ununterbrochen wachsen wird und daher nicht erneut = 0 werden kann.
Deswegen miissen die beiden Integrationsgrenzen der Formel

(c—z)%dw

(¢ —x)% — b2

miteinander iibereinstimmen; dies geschieht, wenn = = ¢ war; in diesem Fall geht
die geniigende Kurve in eine der Achse normale gerade Linie {iber, die natiirlich
einen von ihr keineswegs wegbewegten Schwerpunkt hat.

BEISPIEL IV
30. Die Kurve zu finden, in welcher fiir die gegebene Abszisse x = a dieser
fywdw
b J dzv/1+pp
Fiir © = a gesetzt wird [yxzdr = A und [dz/T+pp = B werden. Nun
ist der Differentialwert der Formel [yzdz dA = nv-dx -2 = nv - zdz und der
Differentialwert der Formel [ dz/1 + pp

Ausdruc ein Maximum oder Minimum ist.

p

VI+pp
Daher, weil BdA = AdB ist, wird man diese Gleichung haben

P oder xdx = —ced - P

V14 pp V14 pp
2cep

o 2 . . _ o
nachdem A = Bc* gesetzt wurde. Daher wird durch Integrieren za = bc NiEw

dB = —nv-d-

Bzxdx = —Ad -

erhalten werden und daher
bc — xx _ @ .
4ct — (bc — zz)?  da’

p:
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diese liefert
(be — zx)dx

V= Vact = (be — z2)?’

welches die allgemeine Gleichung fiir eine elastische Kurve ist, die diese Ei-
genschaft hat, dass der Kriimmungsradius iiberall der Abszisse x umgekehrt
proportional ist, was aus nachstehender Gleichung klar ist

p

VI+pp’

xdx = —ced -

die in diese iibergeht

dzx cc
——— =,
d V1+pp r
und es ist
dz dx (1 + pp)32
=
d Trop dp

der Kriimmungsradius in der Kurve. Es geniigt aber nur ein so grofser Anteil
dieser Kurve, indem vom Anfang aus gezdhlt wird, in welchem gelten wird

/yxdx—m/dx«l—ﬁ—p =2 /

V/4c* — (bec — xx)

diese Bestimmung wird darauf zuriickgefiihrt, dass folgendes bewirkt werden

muss dolh
/dm\/4c4 — (be — xx)? = (aa — be) x( ¢ z7)
V4 (be — zx)
wenn nach jeder der beiden Integrationen x = a gesetzt wird. Auf diese Weise
wird deshalb jene Konstante ¢ durch a bestimmt werden.

PROPOSITION IV PROBLEM
81. Die so beschaffene Gleichung zwischen den zwei Variablen x und y zu finden,
dass, nachdem die Variable x = a gesetzt wurde, der Ausdruck W ein Maximum
oder Minimum wird, der irgendeine Funktion der Integralformeln [ Zdzx, [Ydz,
[ Xdx ete. sei, in welchen Z,Y, X etc. irgendwelche entweder bestimmte oder
unbestimmte Funktion von x, y, p, q etc. bezeichnen.

LOSUNG. Wir wollen festlegen, dass die Gleichung zwischen z und y schon
gefunden worden ist und fiir # = a gesetzt [ Zdx = A, [Ydx =B, [ Xdz =C
etc, wird; Und nachdem diese Werte im Ausdruck W eingesetzt worden sind,
wird man in der Tat ein Maximum oder Minimum haben. Wenn daher also die
eine Variable y festgelegt wird, an einer Stelle um das Stiick nv vermehrt zu
werden, und die daher entstehenden Verdnderungen in den einzelnen Formeln
[ Zdz, [ Ydz, [ Xdx etc. eingefiihrt werden, muss derselbe Wert fiir W hervor-
gehen. Aber von jenem Stiick nv werden die Formeln [ Zdz, [Ydz und [ Xdz
etc. um ihre Differentialwerte vermehrt werden. Wenn also der Differentialwert
der Formel [ Zdx = dA, der Formel [Ydz = dB, der Formel [ Xdx = dC
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etc. gesetzt werden, werden anstelle der Grofen A, B, C etc. diese vom Stiick
nv vermehrten entstehen A + dA, B + dB, C' + dC etc., die in W eingesetzt
denselben Wert erzeugen miissen, wie A, B, C etc.. Wir wollen festlegen, dass,
nachdem A + dA, B+ dB, C + dC etc. anstelle [ Zdz, [Ydz, [ Xdx etc. ein-
gesetzt worden sind, dass W 4 dW hervorgeht; und es wird W +dW = W und
daher dW = 0 sein. Hier wird aber der Wert dW gefunden, wie aus der Natur
der Differentiation klar ist, wenn die Grofte W, nachdem in jener anstelle der In-
tegralformeln die Buchstaben A, B, C' etc. eingesetzt worden sind, differenziert
wird, wobei die Buchstaben A, B, C' etc. selbst als Variablen behandelt worden
sind; und in diesem Differential bezeichnen dA, dB, dC etc. die Differentialwerte
der entsprechenden Formeln [ Zdz, [Ydz, [ Xdx etc.. Mit dieser Bezeichnung
wird also das genommene Differential der Gréfse W, wenn es gleich null gesetzt
wird, die gesuchte Gleichung zwischen = und y geben. Q.E.L

KOROLLAR I
32. Wenn also der vorgelegte Ausdruck W eine Funktion solcher Art der Inte-
gralformeln [ Zdx, [Ydz, [ Xdx etc. war, der fiir einen bestimmten Wert von
x = a ein Maximum oder Minimum sein muss, dann schreibe man anstelle der
Formeln [ Zdz, [Ydx, [ Xdz etc. die Buchstaben A, B, C etc., wonach der
Ausdruck W differenziert werde, nachdem diese Buchstaben A, B, C' etc. allein
als Variablen behandelt worden sind, und das Differential = 0 gesetzt werde.

KOROLLAR II
33. In diesem Differential, in dem die Buchstaben AB, B, C etc. mit ihren Dif-
ferentialen dA, dB, dC' etc. enthalten sein werden, werden die Buchstaben A, B,
C etc. respektive die Werte der Formeln [ Zdz, [ Ydz, [ Xdx etc. bezeichnen,
welche sie fiir = a gesetzt annehmen; aber die Differentiale dA, dB, dC etc.
driicken die Differentialwerte derselben Integralformeln aus, die der Abszisse
x = a entsprechen.

KOROLLAR III
34. Aus dem Vorhergehenden ist aber klar, wenn Z, Y, X etc. bestimmte Werte
der Grofen x, y, p, ¢ etc. waren, dass dann die Differentialwerte dA, dB, dC etc.
nicht vom Wert a abhéngen; andernfalls aber, wenn X, Y, Z, etc. unbestimmte
Funktionen waren, dass dann die Differentialwerte dA, dB, dC etc. zugleich vom
Wert a abhdngen miissen.

KOROLLAR IV
35. Weil also auf diese Weise W eine Funktion der Buchstaben A, B, C etc.
wird, wird ihr Differential eine Form dieser Art haben FdA+ GdB+ HdC+ etc.
und daher wird die gesuchte Gleichung 0 = FdA + GdB + HdC+ etc. sein, wo
F, G, H durch A, B, C etc. bestimmte konstante Grofen sein werden.

KOROLLAR V
36. Die dem Problem geniigende Gleichung wird also aus den Differentialwerten
der einzelnen im Ausdruck des Maximums oder Minimums W enthaltenen In-
tegralformeln bestehen, nachdem die einzelnen mit gewissen konstanten Gréfsen
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multipliziert worden sind; das Aggregat dieser Produkte wird natiirlich gleich
null gesetzt die gewiinschte Gleichung geben.

BEMERKUNG 1

37. Wir hitten diese Methode, das vorgelegte Problem aufzulésen, aus den Lo-
sungen der zwei vorhergehenden Probleme schon durch Induktion folgern kon-
nen, aus welchen natiirlich schon klar wurde, wenn die Formel des Maximums
oder Minimums W entweder ein Produkt aus zwei Integralformeln oder ein Quo-
tient, der aus der Teilung der einen durch die andere entsteht, war, dass dann
das Differential des Ausdrucks W auf die erlduterte Weise genommen die dem
Problem geniigende Gleichung liefert. Es ist aber besser, dieses Problem wegen
seiner sehr groken Ausdehnung mit einer gesonderten Losung abzusichern. In
diesem Problem sind nidmlich ganz und gar alle Fragen enthalten, die in die-
ser Art, in dem ein gewisser maximaler oder minimaler Ausdruck verlangt wird,
jemals vorgelegt und erdacht werden koénnen, und daher ist durch diese Proposi-
tion die absolute Methode der Maxima und Minima vollig ausgeschopft worden,
die wir zuerst zu behandeln in Angriff genommen haben. Auferdem ist es hier
zu bemerken, wenn der Ausdruck W nicht nur Integralformeln, wie wir festge-
legt haben, umfasst, sondern auch bestimmte Funktionen von x, y, p, q etc.,
dass dann die Losung nicht schwerer gemacht wird. Denn auf die gleiche Weise
miissen konstante Grofsen dieser bestimmten Funktionen festgelegt werden, in
welche sie natiirlich fiir z = a gesetzt iibergehen; aber danach miissen in der Dif-
ferentiation von W diese Groflen daher auch als Konstanten behandelt werden,
weil bestimmte Funktionen keine Differentialwerte erhalten. Damit aber besser
klar wird, wie Ausdriicke dieser Art behandelt werden sollten, werden in den fol-
genden Beispielen einige Dinge auftauchen, die diesen Gegenstand vollkommen
illustrieren werden.

BEISPIEL I
38. Die in orthogonalen Koordinaten enthaltene Kurve zu finden, in welcher
dieser Ausdruck (1+pp)'? [ydz+y [ de\/T+ pp, ein Mazimum oder Minimum
sein soll, wenn die Abszisse x = a gesetzt wird.

Wir wollen festlegen, dass die Gleichung zwischen = und y, die dem Geforder-
ten geniigt, schon gefunden worden ist und fiir z = a gesetzt y = f /1 +pp=g
wird und genauso [ydz = A und [ dx\/T+ pp = B wird; es wird gelten

p
VIitpp

Der Ausdruck, der maximal oder minimal sein wird, ist also in diesem Fall
gA + fB, dessen Differential gdA + fdB ist; dieses wird = 0 gesetzt die ver-
langte Gleichung fiir die Kurve geben. Hier wird natiirlich eingesehen, dass die
Buchstaben g und f, die aus bestimmten Funktionen entstanden sind, in der
Differentiation als konstante Gréfen behandelt worden sind. Nachdem nun fiir
dA und dB die entsprechenden Werte eingesetzt worden sind und die Division
durch nv durchgefiihrt worden ist, wird diese Gleichung fiir die gesuchte Kurve

dA=nv-dr und dB=-nv-d-
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entstehen
p

Vitpp
[ y . . . R
Es werde g=C gesetzt, sodass JTpp — ¢ in dem Fall ist, in dem = = a ist; es
wird durch Integrieren gelten

_@ __z+b  _dy
I+pp cc— (z+b)2 dz’

y=hx+/c?— (z+b)>2

Die gentigende Kurve ist also ein mit dem Radius ¢ beschriebener Kreis, nach-
dem die Abszissen iiber irgendeiner Gerade angenommen worden sind und glei-
chermafien der Anfang der Abszissen wo auch immer festgelegt wurde. Aber die
Grofe ¢, die den Radius des Kreises festlegt, wird aus der bestimmten Abszisse
r = a bestimmt, weil ——2— = ¢ in dem Fall sein muss, in dem z = a ist. Es

V1+pp
wird aber in diesem Fall

y=ht+/c2—(a+b)? und +/1+pp= ;,
Vee— (a+b)?

durch welche entweder ¢ durch a oder umgekehrt a durch ¢ bestimmt werden
kann. Wir wollen festlegen, dass h = 0, b = —c ist, sodass die Achse der Durch-
messer des Kreises ist und der Anfang der Abszissen im Scheitel festgelegt wird;
es wird y = v/2cx — zx sein und es wird (a — ¢)? = 0 oder ¢ = a werden. Daher
wird eingesehen, dass in diesem Fall ein Quadrant des Kreises dem Geforderten
geniigt. Wenn aber der Anfang der Abszissen an irgendeiner Stelle des Durch-
messers genommen wird, wird nur 7 = 0 werden, und wenn positive Ordinaten
genommen werden, wird (a+b)? = 0 oder b = —a werden. Der Durchmesser des
Kreises bleibt also unbestimmt und es wird nur der Anteil des auf diese Weise
genommenen Kreises geniigen, der der Abszisse, die von ihrem Ursprung aus bis
hin zum Zentrum des Kreises verlangert wurde, entspricht.

BEISPIEL II
39. Die Gleichung zwischen x und y zu finden, dass fiir den bestimmten Wert
x = a dieser Ausdruck yf dzv/1+pp [ ydx ein Mazimum oder Minimum wird.

gdxr = fd-

r+b=

aus welcher wird

Fiir x = a gesetzt werde

y:f7 /dxm:A und /yd{[;:B’

es wird sein »

V1+pp
Es muss also diese Groke f4B ein Maximum oder Minimum sein, deren Diffe-
rential fABdALf 4+ fAdB ist; dieses wird = 0 gesetzt BdAlf = —dB geben. Fiir
die gesuchte Gleichung hat man also

dA=—nv-d- und dB = nv -dz.

p

Blfd  ——
v1+pp

=dz
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und durch Integrieren

Bplf cp
r+b= =
VIi+pp  I+pp

nachdem Bl f = c gesetzt wurde. Man hat also

p= __brr und y=h=++/c®—(b+x)%

cc— (b+x)?
Es wird also f =h £ (y/c? — (b+ a)? fiir = a gesetzt sein und
B:/yd:c:hoc:i:/dac\/cQ—(b—i—gc)2

nachdem nach der Integration z = a gesetzt wurde. Fiir Blf = ¢ gesetzt wird
also der Wert ¢ bekannt werden, wenn welchem x im Kreis mit Radius ¢ gleich
genommen wird, wird ein dem Problem geniigender Teil abgetrennt werden. Im
Ubrigen lisst sich aus diesen und Korollar 5 berechnen, sooft die Formel des
Maximums oder Minimums irgendeine Funktion dieser zwei Formeln war [ ydx
und [ dz+/T + pp, dass dann die geniigende Kurve immer ein Kreis sein wird; es
muss nur aus der Losung die Grofe des gentigenden Anteils mit Sorgfalt gesucht
werden und bestimmt werden.

BEISPIEL IIT
40. Die Gleichung zwischen © und y zu finden, dass fiir x = a gesetzt dieser
Ausdruck ein Mazimum oder Minimum wird e~ J 4eVIFpp [ en [ devT+pp g,

Wir wollen festlegen, dass im vorgelegten Fall, in dem x = a ist, wird

n/da:\/l—l—pp:A und /e"fd’”vl'*'ppdx:B;

sodass diese Grofe ein Maximum oder Minimum ist e~ B, deren Differential
e~ 4dB — e 4 BdA ist, welches = 0 gesetzt diese Gleichung geben wird dB =
BdA. Aber es ist dA der Differentialwert der Formel n [ da\/T + pp, woher gelten

wird
np

v1+pp

und dB ist der Differentialwert der Formel [ e"/ 4*VIFPPdy, die im zweiten Fall
von Paragraph 7 enthalten ist, wo gilt

Z = e VT ynq Hz/dx\/l—l—p,

so dass Z = e™! und dZ = e™ndll ist, woher L = e™'n sein wird, und die
iibrigen Buchstaben M, N, P etc. werden = 0 werden. Weiter wird wegen

I = [ dzy/T+ pp gelten

pdp
Zl=+/14+pp und d|Z]= ,
2= 2)= A

dA=—nv-d-
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woher gelten wird

p

[M]=0, [N]=0 und [P]:\/ﬁ.

Nun ist
/de = n/e”fdwvlﬂ’pdx,

deren Wert fiir x = a gesetzt = nB sein wird; und daher
V=n(B- /e"f"l”Jv PP y).

Durch die gegebene Regel wird also werden

: _ [ n ) davTTPD
dB — n - du (_d [P]V> v d. np(B— [e dx)
dr T+pp

nBp
=-—nv-d- ——— wegen dB = BdA.
v1-+pp

und durch Integrieren wird deshalb gelten

np(B — [ enJ doVTFrrdy) _ _nBp b
v1+pp V1+pp

und daher
b1+ pp _ /enfdx\/wdm
p

Aus dieser Gleichung, weil der bestimmte Wert a herausgegangen ist, ist klar,
dass die gefundene Gleichung fiir jeden Wert von z gleichermafien gilt. Damit wir
aber diese Gleichung entwickeln, wird nach Nehmen von Differentialen gelten

___bdp _ e davIFPP g
P21+ pp

die mit n4/1 + pp multipliziert und integriert gibt

ib +e= enf dm\/1+pp7
p

welcher Exponentialwert in jener Gleichung eingesetzt geben wird

nbdzx 4 oedp — — bdp

bdp
————— oder dr=-— .
p2/1+ pp p(nb+ cp)v/I+ pp

Eine angenehmere Gleichung entsteht aber, wenn [ day/1+ pp = s gesetzt wird,
und es wird s der Kurvenbogen sein, wenn x und y normale Koordinaten waren.
Daher wird man diese Gleichung haben nb+ cp = e™*p, die mit dx multipliziert
wegen dy = pdz in diese iibergeht nbdx + cdy = e™*dy. Weil aber fir x = 0
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gesetzt der Bogen s verschwinden muss, ist es notwendig, dass in diesem Fall
nb 4 ¢ = 0 ist; daher wird deshalb entweder, nachdem der Anfang der Kurve
gegeben worden ist, die Konstante ¢ bestimmt werden oder umgekehrt aus ¢ die
Lage der ersten Tangente bekannt werden. Im Ubrigen, wenn wir diese Frage
ein wenig sorgfiltiger betrachten, werden wir entdecken, dass sie schon in einem
gewissen Beispiel des vorhergehenden Kapitels von Paragraph 45 enthalten ist.
Weil ndmlich unser Ausdruck, der ein Maximum oder Minimum sein muss, ist

e—nfdfc\/l-ﬂ—pp / enfd:zt\/l-i-l)lgdm7

werde er = W gesetzt, es wird sein

on J daVTFEB Yy /enfdzfuppdx,

und durch Differenzieren wird werden

dW +nWdx/1+ pp = dz.

Der Ausdruck des Maximums oder Minimums W ist also durch eine Differen-
tialgleichung gegeben, die im vierten Fall von Paragraph 7 enthalten ist und
mit der entsprechenden Methode behandelt auf dieselbe Gleichung fiihrt, die
wir hier gefunden haben. Die Frage, die jene in sich umfasst, haben wir aber
schon oben in Paragraph 45 des vorhergehenden Kapitels (p. 120, 1°) behan-
delt, zu welchem sich dieser Fall hinzugefiigt betrachten ldsst. Nachdem aber
ein Vergleich angestellt worden ist, wird die grofite Ubereinstimmung der ver-
schiedenen Losungen, die freilich versucht werden kénnen, desselben Problems,
erkannt werden.

BEISPIEL IV

41. Die Kurve zu finden, in welcher fiir die gegebene Abszisse = a dieser Aus-
druck [ dx sin Ay-/T+pp
J dx cos Ay-/T+pp

Fiir x = a gesetzt werde

etn Maximum oder Minimum wird.

/daz(l +pp)t2sin Ay = A und /dx(l +pp)% cos Ay = B;
es wird durch die Differentialwerte gelten

L
dAd=nuv - d ((1 +pp) 2 cos Ay — —d.- pSH“‘?/)

de +/1+pp

und

. 1 A

de /1+pp
Weil also % ein Maximum oder Minimum sein muss, wird BdA = AdB sein; fiir
% = m gesetzt wird also werden

psin Ay

v1+pp

A
md . 284y

—m(1 +pp)%dxsinAy— T

(1 + pp)*2da cos Ay — d -
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es werde mit p multipliziert, es wird sein, wegen

pdpsin Ay

d-(1+pp)t?sin Ay = dy(1 + pp)'? cos Ay +

und

pdpcos Ay

Vv1+pp

pp cos Ay

V14 pp

d- (1+pp)t2cos Ay = dy(1 + pp)"? sin Ay +

pp sin Ay
V1+pp

diese liefert integriert und reduziert

d-(1+pp)?sinAy —d- =md - (1+ pp)*%cos Ay — md -

sin Ay  mcos Ay
Vi+pp VT+pp

wo zu bemerken ist, dass, wenn x = a gesetzt wird, werden muss

+0b oder by/1+ pp=sin Ay —mcos Ay;

[ dx(1+pp)t?sin Ay
[ dx(1+pp)t2cos Ay’

sin An

cos An = tang An, es wird werden

Es sei m =
sin A(y —n)
bW/1+pp=-—"-—" und y=n+ Asinb(1 + pp)'? cos An.
cos An
WEeil aber dy = pdzx ist, wird dz = % sein. Aber es ist
d,
dy = cpdp
V(L +pp)(1 — cc — ccpp)
nachdem b cos An = ¢ gesetzt worden ist . Aus diesen stellt man auf
cdp
V(1 +pp)(1 = cc — cepp)

und
cdp

y:/\/(l +pp)(1—CC—CCpp);

aber die Lange der Kurve wird sein

/ cdp Asin P

= | —— = Asin ——.

v/1—cc— cecpp V1—cc

Daher, wenn der Kurvenbogen s genannt wird, wird man diese gefillige Glei-

chung haben
cdy

V1—cc

Die Konstruktion folgt aber aus den vorherigen Formeln von selbst.

drsin As =
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BEMERKUNG 2

42. In diesen Kapiteln haben wir also den Teil der auf das Finden von gekriimm-
ten Linien angewandten Methode der Maxima und Minima hinter uns gebracht,
welche wir die absolute genannt haben, in welcher immer eine gekriimmte Li-
nie verlangt zu werden pflegt, die fiir einen gewissen Wert der Abszisse oder
der einen Variable z irgendeinen unbestimmten Ausdruck zum Maximum oder
Minimum hat. Denn dieser Ausdruck, der ein Maximum oder Minimum sein
muss, wird entweder eine gewisse Integralformel [ Zdx sein, sodass Z irgendei-
ne entweder bestimmte oder unbestimmte Funktion von z, y, p, ¢ etc. ist, fir
welche wir die Methode in den vorhergehenden Kapiteln angegeben haben; oder
jener Ausdruck des Maximums oder Minimums wird in sich mehrere Integral-
formeln solcher Art enthalten, so dass er eine Funktion von zwei oder mehreren
Integralformeln ist; fiir diesen Fall ist eine geeignete Methode in diesem Kapitel
erkldrt worden und an Beispielen illustriert worden. Aber die ganze Methode,
die wir hier gegeben haben, ist auf das Finden von Differentialwerten gestiitzt,
die den einzelnen Integralformeln entsprechen, die entweder selbst ein Maximum
oder Minimum sein miissen oder im Ausdruck des Maximums oder Minimums
enthalten sind, und daher wird die ganze Losungsmethode auf jene Félle zu-
riickgefiihrt, welche wir in Paragraph 7 dieses Kapitels gesammelt dargestellt
haben. Wer also jene Félle in Erinnerung behélt oder griffbereit hat, der wird
geriistet sein, um alle Probleme dieser Art bequem zu lésen. Aber in der Tat
legen die dort aufgezéhlten Félle nicht nur die absolute Methode der Maxima
und Minima fest, sondern auch die relative Methode, welche wir im Folgenden
angehen werden, werden sie abfertigen; daher wird der sehr grofe Nutzen jener
Fille in jeder der beiden Methoden reichlich erkannt werden. Wir werden aber
diese Behandlung in zwei Kapiteln vollenden, in deren erstem wir allen Kur-
ven, aus denen die gesuchte gefunden werden muss, eine gewisse gemeinsame
Eigenschaft, im zweiten aber mehrere zuteilen werden.



Kapitel V

Die Methode, unter allen mit
derselben Eigenschaft
versehenen Kurven die zu
finden, die sich der
Eigenschaft des Maximums
oder Minimums erfreut

DEFINITION I
1. Eine allgemeine Eigenschaft ist die Integralformel oder der unbestimmte Aus-
druck, der allen Kurven, aus denen die gesuchte bestimmt werden muss, glei-
chermafien zufallt.

BEMERKUNG 1
2. Bisher haben wir die absolute Methode der Maxima und Minima angegeben,
in welcher immer ganz und gar alle Kurven, die derselben Abszisse entsprechen,
verlangt zu werden pflegten, die sich der Eigenschaft eines gewissen Maximums
oder Minimums erfreuen wiirde. Nun schreiten wir aber zur relativen Methode
voran, in welcher wir eine mit der Eigenschaft des Maximums oder Minimums
versehene Kurve zu bestimmen lehren werden, nicht aus ganz und gar allen
Linien, die derselben Abszisse entsprechen, sondern aus den, freilich unzahli-
gen, gekriimmten Linien, denen eine gewisse vorgelegte Eigenschaft oder auch
mehrere gemeinsam sind. Und freilich werden wir in diesem Kapitel unzah-
lige Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, betrachten, die eine gewisse
gemeinsame Eigenschaft haben; und aus diesen werden wir eine Linie suchen,
in welcher irgendein unbestimmter Ausdruck einen maximalen oder minimalen
Wert erhélt. In dieser Art ist besonders das isoperimetrische Problem beriihmt,

159
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das am Anfang dieses Jahrhunderts publik gemacht wurde, in welchem unter
allen Kurven derselben Lénge, die freilich derselben Abszisse entsprechen, die
bestimmt werden musste, die die Eigenschaft eines gewissen Maximums oder
Minimums enthalten wiirde. Danach ist aber die Frage in weiterem Sinne auf-
gefasst worden, dass diese Bestimmung nicht nur unter allen Kurven derselben
Lénge geschehen wiirde, sondern auch unter allen Kurven, die mit einer anderen
gewissen gemeinsamen Eigenschaft versehen sind; diese Frage haben wir in die-
sem Kapitel zu behandeln in Angriff genommen. Weil also die Kurve nicht aus
ganz und gar allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen, herauszusuchen
ist, sondern lediglich aus unzdhligen, welchen eine gewisse vorgelegte Eigen-
schaft gleichermafien zufallt, muss vor Allem diese Eigenschaft selbst betrachtet
werden, die wir hier mit dem Namen der gemeinsamen Eigenschaft bezeich-
nen wollen. Diese gemeinsame Eigenschaft, wie zum Beispiel die Gleichheit der
Lange der Kurven, muss also alle Zwischenpunkte betreffen und dieser Sache
wegen wird sie eine unbestimmte Funktion sein, die nicht aus einem einzigen
Kurvenelement, sondern aus der Lage der ganzen Kurve bestimmt wird. Deswe-
gen wird die gemeinsame Eigenschaft entweder eine unbestimmte Integralformel
oder ein Ausdruck, der mehrere Integralformeln solcher Art umfasst, sein. Sie
wird also ganz und gar auf die gleiche Weise beschaffen sein wie die Formel des
Maximums oder Minimums selbst. Es werden sich also dieselben Varietdten und
Unterteilungen, die wir zuvor iiber den Ausdruck des Maximums und Minimums
gemacht haben und dann behandelt haben, gleichermafsen auf die gemeinsame
Eigenschaft beziehen.

KOROLLAR I
3. Wenn also die gemeinsame Eigenschaft vorgelegt worden ist, die B sei, dann
sind alle Kurven zu betrachten, die fiir dieselbe gegebene Abszisse denselben
Wert von B enthalten, und aus diesen muss die bestimmt werden, die maximalen
oder minimalen hat.

KOROLLAR II
4. In Problemen, die sich hierauf beziehen, miissen also zwei Sachen gegeben
sein, die gemeinsame Figenschaft B und der Ausdruck des Maximums oder
Minimums A. Nachdem diese gegeben worden sind, wird unter allen Kurven, die
fiir eine gegebene Abszisse denselben Wert B enthalten, die bestimmt werden
miissen, die fiir dieselbe Abszisse den maximalen oder minimalen Wert von A
hat.

KOROLLAR III
5. Es sind aber nicht nur unzéhlige Kurven gegeben, die fiir eine gegebene Abszis-
se dieselbe gemeinsame Eigenschaft haben, sondern sie sind auch auf unendlich
viele Weisen gegeben. Nachdem namlich irgendeine Kurve nach Belieben ange-
nommen wurde, wird sie einen bestimmten Wert der vorgelegten gemeinsamen
Eigenschaft haben; aufier dieser werden aber unzihlige andere gegeben sein, die
denselben Wert der gemeinsamen Eigenschaft fiir dieselbe Abszisse enthalten.

KOROLLAR IV
6.Nachdem also irgendein unbestimmter Ausdruck vorgelegt wurde, werden un-
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zéhlige Arten unendlich vieler Kurven gegeben sein, von denen eine beliebige
Art unendlich viele Kurven in sich umfasst, die fiir dieselbe gegebene Abszisse
denselben Wert jenes Ausdrucks enthalten.

KOROLLAR V
7. Weil also unendlich viele Arten gegeben sind, von denen die einzelnen un-
zéhlige gekriimmte Linien erfassen, welchen der fiir die gemeinsame Eigenschaft
vorgelegte Ausdruck gleichermafien zuféllt, wird in einer Art auch eine Kurve
gegeben sein, die fiir die ibrigen Kurven derselben Art einen anderen Ausdruck
in maximalem oder minimalem Grade enthélt.

KOROLLAR VI
8. Weil ja also aus einer beliebigen Art eine mit der Eigenschaft des Maximums
oder Minimums versehene Kurve gefunden wird, werden insgesamt unendlich
viele geniigende Kurven solcher Art gefunden werden, von denen jede so be-
schaffen sein wird, dass sie unter allen anderen, die sich derselben Eigenschaft
erfreuen, mit der Eigenschaft des Maximums oder Minimums versehen ist.

BEMERKUNG 2
9. All diese Dinge werden mehr illustriert werden, wenn wir die gemeinsame Ei-
genschaft, iber welche wir bisher im Allgemeinen geredet haben, definieren. Es
sei also die gemeinsame Eigenschaft die Formel, die die Lange des Kurvenbogens
ausdriickt, der Ausdruck des Maximums oder Minimums sei aber [ Zdz; sodass
unter allen Kurven, die einander gleiche derselben Abszisse entsprechende Bo-
gen haben, die bestimmt werden muss, in welcher fiir dieselbe Abszisse [ Zdx
ein Maximum oder Minimum wird. Es ist aber klar, dass nicht nur unendlich
viele fiir dieselbe Abszisse von der Lénge her gleiche gekriimmte Linien gege-
ben sind, sondern dies auch auf unendlich viele Weisen geschehen kann. Es sei
namlich die gemeinsame Abszisse = a und es werde irgendeine Léange ¢ grofier
als a genommen, es werden dann unendlich viele gerade wie gekriimmte Linien
dargeboten werden kénnen, die Lénge welcher einzelnen = c ist; und unter all
diesen wird eine bestimmt werden konnen, in welcher [ Zdz ein Maximum oder
Minimum ist. Anstelle von ¢ kénnen aber auch daher unendlich viele Grofen an-
genommen werden, weil keine andere Bedingung vorhanden ist, aufser dass ¢ > a
ist; und jeder beliebige fiir ¢ angenommene Wert wird eine mit der Eigenschaft
des Maximums oder Minimums versehene Kurve geben. Deswegen werden fiir
unendlich viele Werte von ¢ unendlich viele der Frage geniigende gekriimmte Li-
nien gefunden werden. Und dennoch ist deshalb die Frage nicht fiir unbestimmt
zu halten, denn die Losung selbst, die unendlich viele geniigende Kurven liefert,
ist so zu deuten, dass irgendeine dieser gefundenen Kurven unter allen anderen
gleich langen den Wert der Formel [ Zdz im maximalen oder minimalen Grade
besetzt. Es ist aber klar, dass dasselbe, was wir hier {iber gleiche Kurvenbogen
gezeigt haben, {iber irgendeine andere unbestimmte Formel oder unbestimmten
Ausdruck gelten muss. Wenn so unter allen Kurven, die fiir die gegebene Ab-
szisse = a denselben Wert der Formel f Y dz enthalten, die verlangt wird, in
welcher f Zdx ein Maximum oder Minimum ist, dann werden freilich unendlich
viele geniigende Linien gefunden werden; aber diese werden sich so voneinan-
der unterscheiden, dass eine beliebige unter allen moglichen gekriimmten Linien,
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die den Wert der Formel [ Ydz miteinander gemein haben, den maximalen oder
minimalen Wert der Formel [ Zdx enthilt.

PROPOSITION I THEOREM
10. Dieselbe Kurve, die sich unter ganz und gar allen Kurven, die derselben Ab-
szisse entsprechen, der Figenschaft eines gewissen Mazximums oder Minimums
erfreut, wird sich zugleich unter allen Kurven, die mit irgendeiner gemeinsamen
FEigenschaft versehen sind, derselben Eigenschaft des Maximums oder Minimums
erfreuen.

BEWEIS. Es sei der Ausdruck des Maximums oder Minimums = A, die gemein-
same Eigenschaft aber = B, und es wird so A wie B entweder eine unbestimmte
Integralformel oder ein aus mehreren Formeln dieser Art zusammengesetzter
Ausdruck sein. Wir wollen nun festlegen, dass die Kurve schon gefunden wor-
den ist, die unter ganz und gar allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen,
den maximalen oder minimalen Ausdruck A enthéilt; die Kurve wird einen ge-
wissen Wert des Ausdrucks B enthalten; aufer dieser werden aber unzihlige
andere gegeben sein, welchen derselbe Wert des Ausdrucks B zufillt und diese
unzihligen Kurven sind alle schon in jenen ganz und gar allen Kurven enthalten,
aus welchen die, in welcher der Ausdruck A ein Maximum oder Minimum ist,
gefunden worden ist. Weil also diese Kurve sich unter ganz und gar allen Kurven
der vorgelegten Eigenschaft des Maximums oder Minimums erfreut, wird die-
selbe auch unter jenen unendlich vielen Kurven, die den Ausdruck B einander
gemein haben, den maximalen oder minimalen Wert des Ausdruckes A besitzen.

Q.E.D.

KOROLLAR I
11. Die absolute Methode dient also auch zum Lésen der Probleme der relativen
Methode, indem sie immer eine geniigende Kurve darbietet. Aber dennoch wird
die vollstdandige Losung nicht gewonnen.

KOROLLAR II
12. Die Kurve, die unter allen den maximalen oder minimalen Ausdruck A hat,
wird also eine aus jenen unendlich vielen sein, deren einzelne unter allen anderen,
die sich der gemeinsamen Eigenschaft B erfreuen, denselben maximalen oder
minimalen Ausdruck A haben.

KOROLLAR III
13. Die Losung des Problems also, in welchem unter allen Kurven, die mit der-
selben gemeinsamen Eigenschaft B versehen sind, die gesucht wird, in welcher
A ein Maximum oder Minimum ist, wird sich weiter erstrecken, als wenn un-
eingeschrinkt unter allen Kurven die gesucht werden wiirde, in welcher A ein
Maximum oder Minimum ist; jene Losung wird aber diese als Spezialfall in sich
umfassen.

PROPOSITION II PROBLEM
14. Die Methode Probleme aufzulésen, in denen unter allen Kurven, die sich
einer gewissen gemeinsamen FEigenschaft erfreuen, die verlangt wird, die sich
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der Figenschaft eines gewissen vorgelegten Maximums oder Minimums erfreut,
im Allgemeinen zu umreifien.

LOSUNG. Jedes Maximum oder Minimum ist so beschaffen, dass (Fig. 15) nach
einer unendlich kleinen Anderung sein Wert iiberhaupt nicht verdindert wird.
Deswegen, wenn die Kurve az unter allen Kurven, die derselben Abszisse AZ
entsprechen und die sich freilich der gemeinsamen Eigenschaft B erfreuen, den
maximalen oder minimalen Wert des Ausdrucks A hat, wird sie denselben Wert
beibehalten, wenn selbiger eine solche unendlich kleine Verdnderung beigefiigt
wird, von welcher die gemeinsame Eigenschaft B nicht gestort wird.

r
q
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Dafiir geniigt es aber nicht, wie wir es gemacht haben, eine einzige Ordinate,
beispielsweise Nn, um das unendlich kleine Stiick nv vermehrt zu haben; weil
namlich auf diese Weise die ganze Verdnderung mit einer einzigen Gleichung
bestimmt wird, kann es durch sie nicht bewerkstelligt werden, dass so die ge-
meinsame Eigenschaft B der Kurve selbst und der verédnderten gleichermafien
zuféllt, wie der Ausdruck des Maximums oder Minimums A. Deswegen muss die
zu verursachende Verdnderung mit zwei Bedingungen bestimmt werden; diese
wird aber erhalten werden, wenn die zwei Ordinaten Nn und Oo um die unend-
lich kleinen Stiicke nv und ow vermehrt werden. Wenn daher also diese Kurve
aufgefasst wird, auf diese Weise verdndert zu werden, ist zuerst zu bewirken,
dass die gemeinsame Eigenschaft sowohl der Kurve selbst als auch verdnderten
gleichermafien zuféllt; darauf wird auch der Ausdruck des Maximums oder Mi-
nimums bei jeder der beiden Kurven denselben Wert beibehalten miissen. Das
erste wird geleistet werden, wenn der Differentialwert des Ausdrucks, in welchem
die gemeinsame Eigenschaft enthalten ist, gesucht wird, der aus der Translation
der zwei Punkte n und o nach v und w abstammt, und er verschwindend festge-
legt wird; der zweiten Bedingung wird aber geniigt werden, wenn auf die gleiche
Weise der Differentialwert des Ausdrucks, der ein Maximum oder Minimum sein
muss, gesucht wird, der aus den zwei Stiicken nv und ow herstammt, und gleich
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null gesetzt wird. Auf diese Weise werden zwei Gleichungen erhalten werden,
die eine aus der gemeinsamen Eigenschaft, die andere aus dem Ausdruck des
Maximums oder Minimums; jede von beiden wird aber ein Form solcher Art
haben S -nv + T - ow = 0; in dieser werden S und 7T sich auf die Kurve bezie-
hende Grofsen sein. Aus zwei Gleichungen solcher Art werden aber die Stiicke
nv und ow eliminiert werden und es wird die Gleichung fiir die gesuchte Kurve
hervorgehen, die unter allen anderen Kurven, die mit derselben gemeinsamen
Eigenschaft b versehen sind, den maximalen oder minimalen Wert des Ausdrucks
A hat. Q.E.L

KOROLLAR I
15. Die Losung von Problemen dieser Art wird also auch auf das Finden von
Differentialwerten zuriickgefiihrt; aber die Differentialwerte an sich unterschei-
den sich von denen, welche wir zuvor gegeben haben, darin, dass sie aus der
Translation zweier Punkte der Kurve bestimmt werden miissen.

KOROLLAR II
16. Es miissen also in jedem Problem zwei Differentialwerte solcher Art, die
von den zwei Stiicken nv und ow abstammen, bestimmt werden, der eine fiir
die gemeinsame Eigenschaft, der andere fiir den Ausdruck des Maximums oder
Minimums.

KOROLLAR III
17. Nachdem aber in einem Problem diese zwei Differentialwerte gefunden wor-
den sind, muss jeder der beiden gleich null gesetzt werden, woher zwei Gleichun-
gen entstehen werden, die durch Eliminieren der angenommenen Stiicke nv und
ow eine Gleichung liefern werden, die die Natur der gesuchten Kurve ausdriickt.

KOROLLAR IV

18. Wenn also unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen und die
gleichermafen mit der gemeinsamen Eigenschaft B versehen sind, die verlangt
wird, in welcher der Ausdruck A ein Maximum oder ein Minimum wird, dann
miissen auch die Differentialwerte jedes der beiden Ausdriicke A und B, die aus
den zwei Stiicken nv und ow entstehen, gesucht werden und gleich null gesetzt
werden; wenn aus diesen zwei Gleichungen die Stiicke nv und ow eliminiert
werden, wird die Gleichung fiir die gesuchte Kurve entstehen.

KOROLLAR V
19. In dieser Operation werden deshalb die beiden Ausdriicke A und B ganz
und gar gleich behandelt und es geht nicht in die Betrachtung ein, welcher von
beiden die gemeinsame Eigenschaft und welcher das Maximum oder Minimum
bezeichnet. Daher ist es klar, dass dieselbe Losung hervorgehen muss, wenn die
Ausdriicke A und B miteinander vertauscht werden.

KOROLLAR VI
20. Es wird also dieselbe Loésung Geltung haben, ob unter allen Kurven, die
sich der gemeinsamen Eigenschaft B erfreuen, die gesucht wird, in welcher A
ein Maximum oder Minimum ist, oder umgekehrt unter allen Kurven, die sich
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der gemeinsamen Eigenschaft B erfreuen, die gesucht wird, in welcher A ein
Maximum oder Minimum ist.

BEMERKUNG 1

21. Dass die beiden Ausdriicke A und B, obwohl sie fiir sich betrachtet ganz und
gar verschiedene Sachen bezeichnen, miteinander vertauschbar sind, ist aus der
Natur der Lésung von selbst klar. Wenn wir daher ndmlich auf die zwei Stiicke
nv und ow achten, um welche die Ordinaten Nn und Oo vermehrt werden,
miissen sie zuerst so beschaffen sein, dass die gemeinsame Eigenschaft B so in
der Kurve selbst wie in der verdnderten denselben Wert erhélt; natiirlich muss
die gemeinsame Eigenschaft B der Kurve amnopz und amvwpz gleichermafien
zufallen; darauf ist auf die gleiche Weise durch dieselben Stiicke nv und ow zu
bewirken, dass der Ausdruck A, der ein Maximum oder Minimum sein muss, so
fiir die Kurve amnopz wie fiir amvwpz denselben Wert erhélt. Und daher bringt
so die gemeinsame FEigenschaft wie die Natur des Maximums oder Minimums
vollkommen dieselbe Bedingung in die Rechnung ein; daher ist es klar, dass die
beiden gegebenen Ausdriicke, von denen der eine die gemeinsame Eigenschaft,
der andere die Art des Maximums oder Minimums enthélt, untereinander ver-
tauscht und miteinander vermischt werden kénnen, ohne dass die Losung ver-
dndert wird. Dieser Sache wegen geniigt es also bei der Losung von Problemen
dieser Art, jene beiden Ausdriicke zu kennen; und um die Losung auszufiihren,
ist es nicht von Né6ten zu wissen, welcher der beiden die gemeinsame Eigenschaft
oder das Maximum oder Minimum bezeichnet. Wenn so beispielsweise unter al-
len Kurven von gleicher Lange die gesucht wird, die die grofte Fldche erfasst,
wird dieselbe Kurve gefunden, die hervorgeht, wenn unter allen Kurven, die glei-
che Fliachen einschliefen, die gesucht wird, die die kiirzeste ist oder die kleinste
Lange hat. Diese Dinge verhalten sich so, wenn die Natur des Maximums oder
Minimums, das gesucht wird, so beschaffen war, dass ihr Differentialwert = 0
ist. Nun haben wir aber schon oben beobachtet, dass Maxima und Minima von
zweifacher Art gegeben sind, in der einen von welchen der Differentialwert = 0
ist, in der anderen aber = co. Hier wollen wir aber nur Maxima und Minima
der ersten Art betrachten; denn in dieser relativen Methode kann die zweite Art
iiberhaupt nicht auftreten. Wenn daher n&dmlich der Differentialwert, der dem
Ausdruck des Maximums oder Minimums entspricht, unendlich grof festgelegt
wird, dann wird aus diesem allein die Gleichung fiir die Kurve gefunden und
daher geht die gemeinsame Eigenschaft iiberhaupt nicht in die Rechnung ein.
Daher, wenn ein Maximum oder Minimum dieser Art in den absoluten Methode
auftritt, wird sich dieselbe Kurve in der relativen Methode derselben Eigen-
schaft erfreuen, was fiir eine gemeinsame Eigenschaft auch immer hinzugefiigt
wird. Weil sich also die ganze Bedeutung der Losung von Problemen dieser Art
um das Finden von Differentialwerten dreht, die aus den zwei Stiicken nv und
ow entstehen, werden wir die Methode angeben, Differentialwerte solcher Art
fiir irgendeinen unbestimmten Ausdruck zu finden, und das auf die Weise, die
wir oben gebraucht haben, um die Differentialwerte zu finden, die aus dem einen
Stiick nv entstehen.

PROPOSITION III PROBLEM
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22. Nachdem (Fig. 15) irgendein unbestimmter Ausdruck vorgelegt wurde, der
auf die gegebene Abszisse AZ bezogen werde, seinen Differentialwert zu finden,
der aus der Translation der zwei Punkte n und o der Kurve mach v und w
entsteht.

LOSUNG. Wir wollen die Abszisse AI = z und die Ordinate Ii = y setzen,
es wird Kk = o/, Ll = ", Mm = y", Nn = y'V, Oo = yV, Pp = ¢!
etc. sein. Von diesen Ordinaten erfahren nur zwei, nimlich ¥’V und 3", von den
Stiicken nv und ow, die selbigen hinzugefiigt wurden, eine Verdanderung. Es wird
also der Differentialwert der Ordinate y/" = nv und der Differentialwert der
Ordinate y" wird = ow sein, der Differentialwert von allen {ibrigen Ordinaten
wird aber = 0 sein. Daher wird man die Differentialwerte aller sich auf die Kurve
beziehenden Grofen p, g, v, s etc. haben, sofern sie von diesen zwei Ordinaten

’
y'V und y" abhéngen. Weil so p = 44 ist, wird der Differentialwert von
v "

o . . . ! ", : no_ Yy -y 1
p = 0 und in gleicher Weise der von ' und p”; aber weil p = ist,
wird der Differentialwert von p”’ = 2% sein; und wegen p’V = =% — wird der
Differentialwert von p!V = 72 — % sein und weiter wird der Differentialwert

/
von pV = —92. sein. Darauf, weil ¢ = PP ist, wird der Differentialwert von
q" =22 von ¢" = 24 — 2% von ¢’V = —2% 4+ 1% von ¢ = 24 sein. Und

auf diese Weise lisst sich gleichermafsen zu den folgenden Grofen r, s etc. mit
ihren derivierten fortschreiten; und daher wird die folgende Tabelle entstehen,
in welcher die Differentialwerte dieser einzelnen Grofen dargeboten werden:

d-y"V = nw
v _ " _  nv
d-y" = ow d-q¢" = I3
d - p/// — % d- q/// — _ 37;12) + %
d - v _ nv + ow d - IV _ nv o ow
p - dx dx q T dx? 22
d- pV — _ tCJTw d - qV — dou;
T T
B A——— is =+ =
d-r" _ g%v 4+ oow g.¢ _ wa 4o
- 3 3 - T4 x4
d-r'" = + dgg _ gz;g d-s" = + ;zi/ _ ?;21)
d- ’I"IV - _ nv3 4 OL;J d-g" = — ni} =+ O(.:l)
AoV = W gy o= S 1
- dx3 v dx? %ﬂ(vf
d-s = + dzt
etc. ete.

Aus dieser Tabelle wird erkannt, dass in den Differentialwerten genauso viele
mit dem Stiick ow versehene Terme auftauchen, wie mit dem Stiick nv, und dass
bei jeden von beiden die gleichen Koeffizienten vorhanden sind; der Unterschied
aber darin besteht, dass einem beliebigen mit dem Stiick ow behaftetem Term
die der unmittelbar folgende Grofse entspricht, welcher der gleiche mit dem Stiick

nv versehene Term entspricht. So, wahrend der Term —% im Differentialwert
der Grofe ¢ gefunden wird, ist genauso der Term —22% im Differentialwert der

folgenden Grofe ¢’V vorhanden. Darauf wird wegen der Terme der zwei Arten,
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die in den Differentialwerten auftauchen, von welchen die einen das Stiick nv, die
anderen das Stiick ow involvieren, der Differentialwert irgendeines unbestimmten
Ausdrucks eine Form dieser Art haben nv-I + ow - K; iiber diese ist zuerst klar,
dass das erste Glied nv - I der Differentialwert desselben Ausdruckes ist, der
entsteht, wenn allein das Stiick nv betrachtet wird, und daher wird nov - I jener
Differentialwert selbst sein, welchen wir oben fiir jeden sich ergebenden Fall zu
bestimmen gelehrt haben, so dass sich dieses Glied durch die oben angegebenen
Vorschriften fiir jeden Ausdruck darbieten ldsst. Was aber das andere Glied
ow - K betrifft, weil die einzelnen Glieder, in denen ow enthalten ist, immer den
diesen folgenden Gréfen entsprechen, den die gleichen Terme entsprechen, die
das Stiick nv involvieren, ist klar, dass die Grofe K der Wert sein wird, welchen
die GroRe I an unmittelbar folgender Stelle annimmt, und deshalb K = I’ = I+
dI ist. Daher, weil wir das Glied nv-I aus den schon oben gegebenen Vorschriften
angeben kénnen, wird aus diesem weiter das andere Glied ow - K = ow(I +
dI) bekannt werden. Es sei also V irgendein unbestimmter Ausdruck, dessen
Differentialwert, der aus den beiden Stiicken nv und ow entsteht, bestimmt
werden muss. Wir wollen festlegen, dass sein Differentialwert, der aus dem einen
Stiick nv entsteht, = nwv - I ist, und der Differentialwert, der aus den beiden
Stiicken nv und ow entsteht, wird = nv - I + ow - I’ oder = nv - I + ow(I + dI)
sein; dieser wird also mit Hilfe der oben gegebenen Regeln leicht angegeben
werden koénnen. Q.E.I.

KOROLLAR I
23. Wir koénnen also nun die Differentialwerte, die aus den zwei Stiicken nv et ow
entstehen, derselben Ausdriicke, deren Differentialwerte, die aus einem einzigen
Stiick nv entstehen, wir zu finden gelehrt haben, bestimmen.

KOROLLAR II
24. Diese Methode wird also gelten, so um Differentialwerte von Ausdriicken zu
finden, die nicht von der Grofke der vorgelegten Abszisse AZ abhédngen, wie um
die zu finden, die von der Lénge dieser Abszisse abhéngen.

KOROLLAR III
25. Ja sogar, wenn der vorgelegte Ausdruck, der entweder die gemeinsame Ei-
genschaft enthélt oder ein Maximum oder Minimum sein muss, eine Funktion
von zwei oder mehreren Integralformeln war, wird ihr Differentialwert, der aus
den zwei Stiicken nv und ow entsteht, nach demselben Gesetz bestimmt werden.

BEMERKUNG 1
26. In den oberen Kapiteln haben wir gesehen, dass der Differentialwert irgend-
eines Ausdrucks, der aus dem einen Stiick nv entsteht, eine Form dieser Art
haben muss nv - dxz - T oder nv - T'dx, wo T eine endliche Grofle bezeichnet;
daher wird der Differentialwert, der aus den zwei Stiicken nv und ow entsteht,
desselben Ausdrucks = nv-Tdx+ow-T'dx sein, so wie wir in der Losung gezeigt
haben. Dieselbe Formel kann aber leicht auf diese Weise gezeigt werden: Wenn
natiirlich ow = 0 gesetzt wird, muss natiirlich derselbe Differentialwert, der aus
dem einen Stiick nv entsteht und den wir oben zu finden gelehrt haben, her-
vorgehen und es wird nv - T'dz sein. Wenn aber nv = 0 gesetzt wird und allein
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das andere Stiick ow betrachtet wird, wird der Differentialwert auf die gleiche
Weise gefunden werden, wie die, die wir oben benutzt haben; er wird aber nicht
= ow - T'dx sein; denn weil das Stiick ow in der folgenden Position angenommen
wird, muss anstelle von T in gleicher Weise sein folgender Wert genommen wer-
den, sodass der wahre Differentialwert = ow - T'dx sein wird. Wenn daher also
jedes der beiden Stiicke nv und ow zusammen betrachtet wird, wird der Diffe-
rentialwert = nv - Tdx + ow - T'dx sein, weil in der Rechnung selbst die Stiicke
nv und ow niemals miteinander vermischt werden, sondern jedes von beiden
immer einzeln behandelt werden kann. Damit wir aber diese Dinge an die im
oberen Kapitel eingefiihrte Bezeichnungsweise anpassen, wollen wir festlegen,
dass V irgendein unbestimmter Ausdruck ist, die fiir die bestimmte Abszisse
AZ = a den Wert = A erhilt, und sein Differentialwert, der aus dem Stiick nv
entsteht, = nv - dA ist, wo dA dasselbe bezeichnet, wie zuvor T'dx; dieser Wert
dA wird aus dem Ausdruck V auf die in den vorhergehenden Kapiteln erlduterte
Weise gefunden werden kénnen. Nachdem dieser gefunden worden ist, wird der
Differentialwert desselben Ausdruckes V', der aus den zwei Stiicken nv und ow
entsteht, = nv - dA + ow - dA’ sein, wo dA’ den um sein Differential vermehr-
ten Wert dA bezeichnet. Obwohl aber dieser Unterschied der aus zwei Stiicken
entstehenden Differentialwerten fiir unser Unternehmen vollkommen notwendig
ist, wird dennoch die Losung sich hierher beziehender Probleme selbst wiederum
darauf zuriickgefiihrt werden, dass sie durch die auf die oben erlduterte Weise
gefundenen Differentialwerte allein, die natiirlich aus dem einen Stiick nv ent-
stehen, fertig gestellt werden kann; das wird sich aus der folgenden Proposition
bald zeigen.

PROPOSITION IV PROBLEM
27. Unter allen Kurven, die auf dieselbe gegebene Abszisse AZ = a bezogen
wurden und welchen derselbe Wert des unbestimmten Ausdruckes W zufillt, die
zu bestimmen, in welcher der Ausdruck V' ein Mazimum oder Minimum wird.

LOSUNG. Wir wollen festlegen, dass az dem Geforderten geniigt und der Aus-
druck W in ihr den bestimmten Wert = B erhélt; es wird also diese Kurve az
unter allen anderen Kurven, die auf dieselbe Abszisse AZ bezogen wurden und
in welchen der Ausdruck W denselben Wert erhilt, so beschaffen sein, dass in
ihr der Ausdruck V den maximalen oder minimalen Wert erhélt, der = A sei.
Um also diese Kurve zu finden, nachdem die unbestimmte Abszisse Al = x
und die entsprechende Ordinate Ii = y gesetzt worden sind, werden die zwei
Ordinaten Nn und Oo aufgefasst, um die unendlich kleinen Stiicke nv und ow
vermehrt zu werden: Danach wird also so der Differentialwert von W wie der
von V', der aus diesen zwei hinzugefiigten Stiicken nv und ow entstehen wird,
gleich null gesetzt werden miissen, wie wir im zweiten Problem gezeigt haben.
Es sei nun der Differentialwert des Ausdrucks V', der aus dem einen Stiick nv
entsteht, = nv - dA und der Differentialwert des anderen Ausdrucks W, der aus
demselben einen Stiick nv entsteht, = nv - dB, welche Differentialwerte sich aus
den in den oberen Kapiteln gegebenen Vorschriften finden lassen werden. Nun
also, wiahrend wir die zwei Stiicke nv und ow betrachten, wird der Differential-
wert des Ausdruckes V = nv - dA + ow - dA’, des anderen Ausdruckes W aber
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= nv-dB+ow-dB’ sein. Deshalb muss, um die gesuchte Kurve zu finden, sowohl
nv-dA+ow-dA’" = 0 und nv-dB+ow-dB’ = 0 werden. Die beiden Gleichungen
werden also mit irgendwelchen Groéfsen multipliziert, so dass hervorgeht

nv - adA + ow - adA’ =0,
nv - BdB + ow - fdB’ = 0.

Und es werde, um die Stiicke nv und ow zu eliminieren, so adA 4+ fdB = 0 wie
adA’+BdB’ = 0; und es werden o und 3 konstante oder variable GroRen solcher
Art sein, die jeder der beiden Gleichungen geniigen. Weil ja aber adA+3dB = 0
ist, wird auch o’dA’+'dB’ = 0 sein; diese Gleichung zeigt mit adA’+BdB’ =0
verglichen, dass o’ = a und 5’ = 8 sein muss; daher werden diese Grofien o und
[ Konstanten und zwar irgendwelche sein miissen. Nachdem deshalb fiir o und
B irgendwelche konstanten Gréfen genommen worden sind, wird die Gleichung
fiir die Kurve adA + dB = 0 sein. Diese selbe Gleichung geht aber hervor,
wenn wir mit der {iblichen Methode die Stiicke nv und ow eliminieren. Es wird
namlich gelten

nu dA’ dB’

ow  dA dB’

und daher
dA" _dB' . ddA _ ddB
dA  dB dA  dB
wegen dA’ = dA + ddA und dB’ = dB + ddB. Aber die Gleichung 944 = 448

gibt integriert l[dA = ldB +1C oder dA = CdB; diese geht, fiir C' = —g gesetzt,
in adA + BdB = 0 iiber, wie wir schon zuvor bemerkt haben. Deswegen, um
Probleme aufzulésen, ist es notig, die Differentialwerte so des Ausdruckes, der die
gemeinsame Eigenschaft enthélt, W wie des Ausdruckes, der ein Maximum oder
Minimum sein muss, V mit der in den oberen Kapiteln angegebenen Methode
zu finden und sie mit irgendwelchen Konstanten Gréfen zu multiplizieren und
die Summe = 0 zu setzen; danach wird die Gleichung entstehen, die die Natur
der gesuchten Kurve ausdriickt. Q.E.L

KOROLLAR I
28. Nun also, um in dieser Propositionen enthaltene Fragen aufzulésen, geniigt
es, die Differentialwerte zu kennen, die aus dem einen Stiick nv entstehen; diese
haben wir schon oben bequem zu finden gelehrt.

KOROLLAR II
29. Daher wird fiir diese Aufgabe das vorhergehende Kapitel zur Hilfe genommen
werden miissen, und aus ihm sowohl Paragraph 7 wie Paragraph 31. An erstem
Ort sind némlich alle Vorschriften enthalten, Differentialwerte zu finden, wenn
die vorgelegten unbestimmten Ausdriicke Funktionen einer einzelnen, am ande-
ren aber, wenn sie Funktionen von zwei oder mehreren Integralformeln solcher
Art sind.

KOROLLAR III
30. Nachdem also die gemeinsame Eigenschaft W und der Ausdruck des Maxi-
mums oder Minimums V vorgelegt wurden, muss der Differentialwert jeder der



170 Uber die relative Methode

beiden Ausdriicke aus diesen Vorschriften gesucht werden; nachdem diese gefun-
den worden sind und mit beliebigen Konstanten multipliziert worden sind, wird
deren Aggregat gleich null gesetzt die Gleichung fii die gesuchte Kurve geben.

KOROLLAR IV
31. Wenn unter ganz und gar allen Kurven, die derselben Abszisse AT ent-
sprechen, die gesucht wird, in welcher der Ausdruck V' den maximalen oder
minimalen Wert erhélt, hat man fiir sie diese Gleichung dA = 0, wihrend dA
den Differentialwert des Ausdrucks V' bezeichnet.

KOROLLAR V
32. Wenn daher aber unter allen Kurven, die derselben Abszisse AZ entsprechen
und welchen der Ausdruck W gleichermafsen zuféllt, die gesucht wird, in welcher
der Ausdruck V den maximalen oder minimalen Wert hat, wird fiir sie diese
Gleichung gefunden adA 4 fdB = 0.

KOROLLAR VI
33. Es ist also klar, dass die Kurve, die unter ganz und gar allen Kurven das
maximale oder minimale V" hat, deren Gleichung dA = 0 ist, in dieser Gleichung
enthalten ist adA+ BdB = 0, mit welcher die Kurve ausgedriickt wird, die unter
allen, die sich der gemeinsamen Eigenschaft W erfreuen, das maximale oder
minimale V hat.

KOROLLAR VII
34. In der ersten Gleichung selbst, die die Losung liefert, adA+ 8dB = 0 ist also
schon eine beliebige Konstante enthalten, die aber dadurch bestimmt werden
muss, dass der Wert des Ausdrucks W einen gegebenen Wert erhélt.

KOROLLAR VIII
35. Das Problem wird deshalb so gelost werden kénnen, dass unter allen Kurven,
die derselben Abszisse AZ entsprechen und in denen der Ausdruck W einen
gegebenen Wert erhilt, die bestimmt wird, in welcher der Wert von V' maximal
oder minimal ist.

KOROLLAR IX
36. Aus diesen sieht Dingen man schliefslich ein, dass die Losung des vorgelegten
Problems mit der Losung dieses Problems iibereinstimmt, in welchem unter ganz
und gar allen Kurven, die derselben Abszisse AZ entsprechen die verlangt wird,
die aV + W zum Maximum oder Minimum hat. Diese Frage, auch wenn sie sich
auf die absolute Methode bezieht, gibt dennoch die Gleichung adA + dB = 0,
die wir gefunden haben.

BEMERKUNG 1
37. Aus diesen Dingen wird also nicht nur eine leichte und bequeme Methode
berechnet, alle sich hierauf beziehenden Fragen aufzulosen, sondern auch wird
die Natur von Problemen dieser Art vollstdndiger erkannt. Zuerst ist nédmlich
klar, was wir auch schon oben bewiesen haben, dass die Losung dieselbe sein
wird, ob unter allen Kurven, die mit der gemeinsamen Eigenschaft W versehen
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sind, die gesucht wird, die V zum Maximum oder Minimum hat, oder umge-
kehrt unter allen Kurven, die mit der gemeinsamen Eigenschaft V' versehen sind,
die verlangt wird, in welcher W ein Maximum oder Minimum ist. Des Weiteren
wird auch eingesehen, dass die Frage so vorgelegt werden kann, dass ihre Losung
sich auf die absolute Methode der Maxima und Minima bezieht; das vorgeleg-
te Problem stimmt ndmlich mit dem {iberein, in welchem unter ganz und gar
allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse AZ bezogen wurden, die verlangt wird,
in welcher dieser Ausdruck aV + W ein Maximum oder Minimum wird; und
diese Transformation des Problems ist der Grund dafiir, dass de Lésung durch
Differentialwerte, die aus dem einen Stiick nv entstehen, erledigt werden kann
und es nicht weiter von Noten ist, zwei Stiicke dieser Art zu betrachten, wie es
auf den ersten Blick die Natur der Frage zu erfordern schien. Aber diese Uber-
einkunft werden wir danach per se und ohne diese Methode, in welcher zwei
Stiicke betrachtet werden, beweisen; damit diese Wahrheit, bei dieser Aufga-
be von gréfter Bedeutung, noch mehr bestitigt wird. Um im Ubrigen Fragen
dieser Art zu lésen, muss man die im vorhergehenden Kapitel in Kiirze zusam-
mengefassten Vorschriften vor Augen haben; mit deren Hilfe werden die Diffe-
rentialwerte irgendwelcher Ausdriicke gefunden werden konnen. Zuerst néamlich
werden namlich in Paragraph 7 jenes Kapitels die Fille aufgezéhlt, mit denen
die Differentialwerte von gewohnlichen Differentialformlen dargeboten werden,
dann wird aber in Paragraph 31 die Methode angegeben, Differentialwerte von
Ausdriicken zu finden, die aus zwei oder mehr Integralformeln irgendwie zu-
sammengesetzt worden sind. Aus diesen Hilfsmitteln wird deshalb fiir jede sich
ergebende Frage der Differentialwert so des Ausdrucks des Maximums oder Mi-
nimums wie der gemeinsamen Eigenschaft angegeben werden kénnen; nachdem
aber jeder von beiden gefunden worden ist, wird die Gleichung fiir die gesuchte
Kurve mit sehr wenig Arbeit gebildet werden, weil es nur notig ist, dass das Ag-
gregat irgendwelcher Vielfachen jener zwei Differentialwerte gleich null gesetzt
wird. Und diese gefundene Gleichung wird darauf auf die gleiche Weise zu be-
handeln sein, wie die, die wir oben sowohl bei der Reduktion zur Konstruktion
wie bei der Integration benutzt haben.

BEMERKUNG 2
38. Wir haben schon bemerkt, dass in der Gleichung adA + fdB = 0, welche
die Losung unmittelbar liefert, eine einzige konstante Grofle enthalten ist, die
aber nicht ganz und gar beliebig ist, sondern aus der vorgelegten Bedingung
bestimmt werden muss. Natiirlich, weil allen Kurven, aus denen die gesuchte
bestimmt werden muss, derselbe Ausdruck W gleichermafen zufallen muss oder
in allen denselben Wert, beispielsweise B, erhalten muss, kann diese Grofse B
als gegeben betrachtet werden; und weil selbige nicht in die Rechnung eingeht,
werden sich die Konstanten o und S so bestimmen lassen, dass der Wert des
Ausdruckes W, der der Abszisse AZ = a entspricht, B gleich wird; und auf diese
Weise wird die andernfalls unbestimmte Frage bestimmt werden. Sie wird aber
nur so bestimmt werden, wie durch die danach durchzufiihrenden Integrationen
die neuen beliebigen Konstanten auch durch genauso viele Punkte bestimmt
werden. Es werden nadmlich, genauso wie zuvor, genauso viele Punkte vorge-
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schrieben werden kénnen, durch die die gesuchte Kurve hindurchgehen soll, wie
neue Konstanten durch Integration einzugehen anzusehen sind. Die Anzahl von
diesen wird aber aus dem héchsten Grad der Differentiale bekannt werden, der
in der Gleichung enthalten sein wird. Weil ja aber die ganze Frage auf die absolu-
te Methode zuriickgefiihrt werden kann, wird die Anzahl von Konstanten dieser
Art immer gerade sein; oder die resultierende Gleichung adA + SdB = 0 wird
entweder endlich oder eine differentiale zweiten Grades oder eine differentia-
le vierten Grades oder eine differentiale sechsten Grades oder achten usw. sein.
Wenn daher eine endliche Gleichung hervorgeht, dann wird auch die Kurve schon
vollig bestimmt sein, wenn freilich das Verhéltnis zwischen o und 8 so bestimmt
wird, dass der Ausdruck W den gegebenen Wert B in der gefundenen Kurve er-
hélt, welche Bestimmung wir festlegen, immer verwendet zu werden. Wenn eine
Differentialgleichung zweiten Grades gefunden wird, dann wird die gefundene
Kurve mit zwei Punkten bestimmt werden; eine passende und gebrduchliche
Weise ist es aber, dass die Grenzen a und z der Kurve selbst vorgeschrieben
werden, und in diesen Féllen wird das Problem bestimmt werden, wenn diese
Bedingung hinzugefiigt, dass die gesuchte Kurve innerhalb der zwei gegebenen
Grenzen a und z enthalten ist. Wenn aber eine Differentialgleichung vierten
Grades hervorgeht, dann wird die geniigende Kurve, nachdem vier Punkte nach
Belieben angenommen worden sind, bestimmt werden; es wird also gefillig sein,
dass diese so bestimmt werden, dass aufer den zwei dufseren Grenzen a und z
zugleich die Lage der Tangenten in diesen Grenzen vorgeschrieben wird. Wenn
aber zu einer Differentialgleichung sechsten Grades gelangt wird, dann wird die
Kurve durch sechs irgendwelche Punkte bestimmt werden; anstelle derer wer-
den aber auch zuerst die beiden Grenzen a und z vorgeschrieben werden kénnen,
dann die Lage der Tangenten in diesen Grenzen, und drittens die Krimmung
an diesen Stellen oder die Grofie des Kriimmungsradius. Nachdem diese Dinge
bemerkt worden sind, wird also aus der Losung selbst eingesehen werden, eine
Bedingung welcher Art beim Vorlegen des jeweiligen Problems hinzugefiigt wer-
den muss, damit es vollig bestimmt wird; und diese Anmerkung hat nicht nur
hier, sondern auch in der absoluten Methode und der iibrigen relativen Methode
Geltung.

BEMERKUNG 3
39. Es ist hier auch ein Unterschied von grofiter Bedeutung besonders zu be-
merken, aus welchem wir in der absoluten Methode den ersten Anteil der Be-
handlung entnommen haben. Er besteht aber in der Art, auf welche die gefun-
dene Kurve geniigt. Es kann némlich geschehen, dass irgendein Teil von ihr,
der auf die unbestimmte Abszisse bezogen wurde, sich der vorgelegten Eigen-
schaft erfreut; darauf sind auch Félle gegeben, in denen nur der Anteil, der der
bestimmten Abszisse AZ = a entspricht, der Bedingung des Problems geniigt.
Jenes geschieht natiirlich, wenn diese Grofe a in die Gleichung, welche die Lo-
sung liefert, entweder {iberhaupt nicht eingeht oder in den beliebigen Groéfien
«a und g erfasst werden kann. Daher ist klar, wenn die beiden Formeln W und
V im ersten Fall, der in Paragraph 7 des vorhergehenden Kapitels aufgezéhlt
wird, enthalten ist, dass jeder beliebige Anteil der gefundenen Kurve an die
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Frage angepasst ist. Darauf kann es auch geschehen, dass, obwohl die Grife a
oder von ihr abhingende Grofen entweder in dem einen der beiden Differen-
tialwerte oder in jedem von beiden enthalten sind, sie dennoch sich entweder
gegenseitig in der Gleichung adA + SdB = 0 autheben oder in den beliebigen «
und S erfasst werden kénnen; in diesem Fall muss gleichermaften ein Anteil der
gefundenen Kurve geniigen. Dies tritt aber nur auf, wenn kein gegebener und
bestimmter Wert vorgeschrieben wird, welchen die gemeinsame Eigenschaft W
im geniigenden Anteil erhalten muss; dann kann es némlich nicht geschehen,
dass er in jedem Anteil denselben Wert erhélt. Aus der Losung jeder Frage wird
aber leicht eingesehen werden, mit welcher Bedingung entweder die ganze Kurve
az oder jeder Anteil geniigen kann; dass wird am besten an Beispielen gezeigt
werden koénnen.

BEISPIEL I
40. Unter allen Kurven, die auf die Abszisse AZ bezogen wurden und in denen
die Formel [ yxdx denselben Wert erhdlt, die zu finden, in welcher der Wert der
Formel [ yydx minimal ist.

Es wird also die gemeinsame Eigenschaft W = [ zydx sein, deren, wegen
dxy = ydxr+zdy, Differentialwert = nv-dz-x ist. Aber die Formel des Maximums
oder Minimums ist V = [yydz, deren, wegen d - yy = 2ydy, Differentialwert
= nv - dr - 2y ist. Man wird also, nach Teilung durch nv - dz, diese Gleichung
erhalten ax+28y = 0; aus dieser ist klar, dass der Frage die gerade Linie geniigt,
die in A mit der Achse AZ irgendeinen Winkel festlegt. Und weil die Lange der
Abszisse AZ = a nicht in die Rechnung eingeht, wird jeder Anteil dieser Kurve
gleichermafien geniigen. Wenn daher aber erfordert wird, dass fiir die gegebene
Abszisse AZ = a die Formel [ yzdx einen gegebenen Wert erhéilt, beispielsweise
B, dann wird wegen y = ma [yzdr = %mxS und daher %ma3 = B werden;
daher wird die Lage der geraden Linie so bestimmt werden, dass y = 3:% sein
muss. Diese Gerade wird sich also nun dieser Eigenschaft erfreuen, dass sie unter
allen entweder geraden oder gekriimmten Linien, die fiir die gegebene Abszisse
AZ = a den Wert = B der Formel [zydz haben, den minimalen Wert der

Formel [ yydz erzeugt.

BEISPIEL II
41. Unter allen Kurven derselben Linge, die die Punkte a und z verbinden, die
zu finden, die die mazimale oder minimale Fliche aAZz (Fig. 16) erfasst.

Weil ja die allgemeine Eigenschaft die Bogenldnge = [ dx\/T+ pp ist, wird

. . . T p . . . .
ihr Differentialwert = —nv-d Ty Sein. Darauf ist die Formel des Maximums

oder Minimums [ ydz, deren Differentialwert nv - dz ist; daher wird man fiir die

. . g p .
gesuchte Kurve diese Gleichung haben dx = bd i und durch Integrieren

b d
x+c:7p und daher p = rre =%

VI+pp 2—(x+c? da’

Daher wird also durch Integrieren y = f & /b2 — (z + ¢)? oder b = (y — f)* +
(x + ¢)?, welches die allgemeine Gleichung fiir einen Kreis ist.
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FE
FiGc. 16

Deswegen, wird der Bogen irgendeines Kreises, der durch die Punkte a und z
gezogen wurde, unter allen anderen gekriimmten Linien derselben Lénge die
entweder maximale oder minimale Fliche aAZz einschliefsen. Es kann aber auf
zweifache Weise ein Kreisbogen gegebener Lénge innerhalb der Grenzen a und
z festgelegt werden; auf die eine, in welcher er zur Achse AZ konkav ist, auf die
andere, in der er konvex ist. Im ersten Fall ist klar, dass die Flache maximal sein
wird, im zweiten aber minimal. Und daher, wenn die Grenzen a und z zusammen
mit der Lénge der innerhalb dieser Grenzen festgelegten Kurve gegeben sind,
welcher freilich grofier sein muss als die gerade Linie, die diese Enden verbindet,
wird die Losung vollig bestimmt sein; es wird némlich ein einziger Kreisbogen
dieser Lange durch diese Grenzen beschrieben werden kénnen, der, je nachdem
ob er entweder konkav oder konvex zur Achse AZ ist, die grofte oder kleinste
Fléche bilden wird.

KOROLLAR I
42. Daher ist auch klar, dass der Kreisbogen az (Fig. 16), der durch die Grenzen
a und z gezogen wurde, nicht nur die maximale Flache a AZz unter allen anderen
Kurven derselben Lénge bildet, sondern auch, was fiir eine von der Grenze a zur
Grenze z gezogene Linie aC D Ez auch immer gegeben ist, mit ihr der Kreisbogen
az die grofkte Flache einschliefst. Denn wenn die Fldche a AZz maximal ist, wird
auch die Flache

aAZz — aAC — 2ZD + CED

wegen der Flachen aAC, zZD und CED von konstanter Grofse, was fiir eine
Linie auch immer fiir az genommen wird, maximal sein.

BEISPIEL IIT
483. Unter allen Kurven (Fig. 7) derselben Linge, die die Punkte A und M
verbinden, die zu finden, die mit den Geraden AC und MC, die zum Fixpunkt
C gezogen wurden, die mazimale oder minimale Fliche ACM erfasst.
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Weil ja, wegen der gegebenen Punkte A, C', M, die Geraden AC' und MC
in Bezug auf die Lage gegeben sind, werde der Winkel ACM = z gesetzt, oder
nachdem, um das Zentrum C', mit dem Radius CB = 1, der Kreisbogen BS
beschrieben wurde, sei dieser Bogen BS = = und es werde CM = y gesetzt; es
wird Ss = dx, Mn = ydx und die Flache ACM = %fyydz sein. Weiter wird

wegen mn = dy
Mm = \/y2dz? + dy? = dz+/yy + pp

fiir dy = pdx gesetzt sein. Daher muss unter allen Gleichungen, die eine Relation
zwischen z und y enthalten und die fiir einen gegebenen Wert von x dieselbe
Grofe [ dxy/yy + pp liefern, die bestimmt werden, die fiir denselben Wert von
z die entweder maximale oder minimale Grofie der Formel % [ yydz liefert. Weil
also der Differentialwert der Formel [ dz\/yy+ pp

Yy 1 P )
= -dr | — - —d —
(\/yy +pp dz Jyy+opp

und der Differentialwert der Formel f yydx = nv - dz -y ist, wird man fiir die
gesuchte Kurve diese Gleichung haben

bydx D
ydr = —bd - ,
VYYy +pp VYYy + pp

die mit p multipliziert in diese iibergeht

bydx D
dr = ———=—bd- ———= =bd - Vyy + pp—
Y VYYy + pp VYYy + pp v

deren Integral diese ist

1
Yy = bvyy + pp —

dp J P

bp
pd - ;
Vyy +pp Vyy +pp

b
Pp = e

b
—— +bc
VYyy + pp VYYy + pp
Es werde zur Tangente M P aus C die Senkrechte CP = u gezogen; es wird

gelten
vy

VYYy +pp

und man wird yy = 2bu + bc haben; diese Gleichung haben wir schon oben
gezeigt, die fiir einen Kreis zu sein. Deswegen wird der Kreisbogen, der durch
die Grenzen a und z gezogen wurde, diese Eigenschaft haben, dass er unter
allen Kurven derselben Lénge, die die Enden A und M verbinden, die entweder
maximale oder minimale Fliche ACM darbietet, je nachdem ob jener Bogen
entweder konkav oder konvex innerhalb des Winkels AC'M ist. Damit wird das

bestatigt, was wir im vorhergehenden Paragraphen im Allgemeinen angemerkt
haben.

BEISPIEL IV
44. Unter allen Kurven (Fig. 15), die die Punkte a und z verbinden und die
um die Achse AZ rotiert den Festkorper derselben Oberfliche erzeugen, die zu
bestimmen, die zugleich das mazimale Volumen des auf diese Weise erzeugten
Festkirpers ergibt.
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Die Oberfliche des auf diese Weise erzeugten Festkorpers wird dieser Inte-
gralformel proportional gefunden [ ydx\/1 + pp, deren Differentialwert ist

1 yp
-dr | /1 - —d - — .
nv a:( +p dr ﬁ—i—pp)

Das Volumen des auf diese Weise erzeugten Festkorpers ist aber wie [yydx,
deren Differentialwert = nv-dx -2y ist. Deshalb wird diese Gleichung resultieren

2ydx = bdx+/1+ pp
Diese werde mit p multipliziert, dass hervorgeht

yp
2ydy = bdy~/1 4+ pp — bpd - ———=

1+p

bypdp yp
=bd-yy/1 —— —bpd - ———
yviTe VI+pp T+ pp’
deren Integral ist

by
=by\/1+pp —bc=——=——=+0b
v Y bp \/1—5— ¢ V14 pp ¢

Es wird also sein

V02— (yy —be)? _ dy
yy — be dx’

by = (yy —bc)\/1+pp und p=

Daher wird sein
(yy — be)dy

—/bbyy — (yy — be)?’

Uber diese Gleichung ist zuerst zu bemerken, wenn ¢ = 0 war, dass gelten wird

ydy
Vvbb —yy

und daher die Kurve ein Kreis ist, dessen Zentrum auf der Achse AZ gelegen
ist; jener um das auf der Achse AN genommene Zentrum beschriebene und
durch die zwei gegebenen Punkte a¢ und z hindurchgehende Kreisbogen wird
der Frage also geniigen; er wird aber der einzige sein, und daher den Festkorper
von bestimmter Oberfliche erzeugen. Daher, wenn unter allen Kurven, welche
Festkorper von anderer und verschiedener Oberfliche erzeugen, die gesucht wird,
die das maximale oder minimale Volumen erzeugt, wird sie nicht der Kreis sein,
sondern eine andere Kurve, die in der Gleichung

(yy — be)dy
Vbbyy — (yy — be)?

dr =

dr =
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enthalten ist. Denn nicht nur, wegen der zwei Konstanten b und ¢, kann bewirkt
werden, dass die Kurve durch die zwei Punkte ¢ und z hindurchgeht, sondern
auch, dass die Linge der Kurve az von gegebener Grofe ist. Im Ubrigen wird
die Lénge der Kurve, wegen

[aovTEm= [ 22

yy — be

werden
bydy

- / Vbbyy — (yy — be)?’

deren Integral von der Quadratur des Kreises abhéngt, und es ist

b(2¢ + b) — 2yy
bv/bb + 4bc

Wenn daher aber b = oo gesetzt wird, entsteht ein einzigartiger Fall; denn es
geht diese Gleichung hervor

b
= §A COS . + Konst.

cdy
Vyy —cc’

welches die Gleichung fiir eine Kettenlinie ist, die zur Achse AZ konvex ist.

dr = —

BEISPIEL V
45. Unter allen Kurven az, die gleiche Flichen aAZz enthalten, die zu be-
stimmen, die um die Achse AZ rotiert den Festkérper der kleinsten Oberfliche
erzeugt.

Weil ja die gemeinsame Eigenschaft in der Fliche = [ ydxz festgelegt wird,
wird ihr Differentialwert = nv - dx sein. Darauf ist die Formel, die ein Minimum
sein muss, [ ydxy/1+ pp, deren Differentialwert ist

yp
=nuv- da:\/lerpd.);
( V1+pp

woher, fiir die gesuchte Kurve, die Gleichung entstehen wird
ndxr = dx/1+pp—d- L,
V1+pp

die, mit p multipliziert und integriert, liefert

Y Y
ny+b=-———= oder /1+pp= ;
Y V14 pp b ny+b

woher wird

VY2 = (ny +b)2dy  dy

(ny + b)dy
p= =-—= und dz= .
ny+b dz \/(1 —n2)y? — 2bny — bb
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Dabher ist klar, wenn b = 0 ist, dass dann die Kurve in die gerade Linie iibergehen
wird, die die Punkte a und z verbindet. Darauf, wenn n = 0 ist, wird wegen

bdy
Vyy — bb

die Kurve eine Kettenlinie sein, die konkav zur Achse AZ ist. Wenn daher aber
n = —1 ist, wird werden
(b—y)dy

V2by — b’

aus welcher durch Integrieren entsteht

% —
r=c+ Sby\/%y—bb;

welche fiir eine algebraische Kurve ist und im Rationalen liefert

dr =

dr =

9(z —c)? = (2b —y)*(2y — b).

Sie ist daher eine Linie dritter Ordnung und bezieht sich auf Gattung 68 nach
NEWTON.

BEISPIEL VI
46. Unter allen Kurven az derselben Linge die zu bestimmen, die um die Achse
AZ rotiert den mazximalen Festkdorper erzeugt.

Unter allen Kurven, die sich der gemeinsamen Eigenschaft [ dzV (1 + pp)
erfreuen, wird also die gesucht, in welcher [ yydz ein Maximum ist. Weil ja also
der Differentialwert der Formel [ dz+/1+ pp ist

p

VI+pp

der Differentialwert der Formel f yydx aber = 2nv - ydr ist, wird man fiir die
gesuchte Kurve diese Gleichung haben

=—-nv-d-

p

VI+pp’

die mit p multipliziert und integriert geben wird

2ydz = +bbd -

bb +bb
+bc=+t—— oder /1+pp= :
24 Vv1+pp b yy + be

und daher

VM =y Fbe)?  dy
p= yy + be Cdx’

o / (yy + be)dy
y(b* — (yy + bc)?)’

aus dieser wird
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Diese Kurve hat diese Eigenschaft, dass ihr Kriimmungsradius, der allgemein
ist »

VI+pp’
bb

= g5, wird, das heifit, er ist der inversen Ordinate y proportional; daher ist
klar, dass die gesuchte Kurve eine Elastica ist. Nicht nur durch die beliebigen
Konstanten b und ¢ kann aber bewirkt werden, dass die Kurve durch die zwei
gegebenen Grenzen a und z hindurchgeht, sondern auch, dass ihr innerhalb
dieser Grenzen eingeschlossener Bogen von gegebener Grofse ist. Wenn so ¢ =0
ist, geht die rechtwinklige elastische Kurve hervor. Im Ubrigen kann aber in
keinem Fall die Konstruktion durch Quadratur entweder des Kreises oder der
Hyperbel durchgefiihrt werden, wenn nicht entweder b und ¢ unendlich sind, in
welchem Fall freilich die gerade Linie az hervorgeht, oder aber b = ¢ ist. In
diesem Fall wird man nidmlich haben

. / (yy + bb)dy
y/—2bb — yy’

oder nachdem bb negativ genommen wurde, wird sein

(yy — bb)dy /20—y / dy
r= [ T = /2 —yy —bb [ ————
/ Y/ 20b — yy yv/20b — yy

und nach Ausfiithren der Integration durch Logarithmen wird werden

=dr:d-

b2 + V2Bb =5y
z = —/2bb — yy + bV/2 V2 + ; 9.

Die wahre Lénge der Kurve, die allgemein diese ist
B bbdy
V= (yy +be)?’

wird aber in diesem Fall dann sein.

B b\@b\@+ \/befyy'
Yy

BEISPIEL VII
47. Die Kurve zu finden, die unter allen anderen derselben Linge um die Achse
AZ rotiert den Festkorper erzeugt, dessen Oberfliche entweder mazimal oder
mainimal ist.

Weil ja die gemeinsame Eigenschaft = [ dx+/T + pp ist, deren Differential-

o Ty . . .
wert —nv - d e ist, aber der Differentialwert der Formel des Maximums

oder Minimums [ ydz+/T+ pp ist

yp
=nv - dx\/1+pp—d~>,
< V1+pp
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wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben

D yp
bd - =dz\/1+pp—d - ——,
Vv1+pp Vv1I+pp

die mit p multipliziert und integriert liefert

c— b = Y oder c—b+7y
Vidpp  VI+pp VI+pp

Daher wird werden

b+y b+y)2—cc dy
\/1+pp:T und p:%:%

und aus dieser
cdy

(b+y)2—cc

welche die allgemeine Gleichung fiir die Kettenlinie ist und geniigt, solange die
Achse in Bezug der hiéngenden Kette eine horizontale Lage hat. Es kann also
geschehen, dass die Kurve entweder konvex oder konkav zur Achse AZ ist, im
ersten Fall wird die Oberfliche des Festkorpers minimal werden, im zweiten
maximal.

dr =

BEISPIEL VIII
48. Unter allen Kurven (Fig. 17), die durch die Punkte A und C' hindurchgehen
und die gleiche Flichen ABC' erfassen, die zu bestimmen, die in einem Fluid
gemdj$ der Richtung der Achse BA bewegt den geringsten Widerstand erfihrt.

C

M

A P B
Fic. 17

Nachdem die Abszisse AP = z, die Ordinate PM = y gesetzt worden sind,
ist die gemeinsame Eigenschaft [ ydz, und ihr Differentialwert = nv - dz. Aber

der totale Widerstand, welche die Form in Richtung AB erfahrt, ist wie [ fi‘;‘f),

deren Differentialwert —nv - d - g’f’f:pp; ist. Aus diesen geht fiir die Kurve diese
Gleichung hervor

3 4
dr = d-Lpz;
(1+pp)
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diese gibt integriert

bpp(3
oy o pf) .
(14 pp)
Aber die Differentialgleichung geht mit p multipliziert in diese iiber
3pp + p*
dy = bpd - ——,
(1+pp)?
die in diese Form
3pp + p* 3pp + p* 3pp + p*
dy =bpd- LL_ 4 ppq. SPPEL g PP
(1+pp)? (1+pp)? (1+pp)?

verwandelt dieses Integral hat

bp*(3+pp)  bp? 2bp*
y=1r,+ - seu y=[f+ —;
(1+pp)?  1+pp (1+ pp)?
weil also gilt
bpp(3
(14 pp)

wird die Kurve algebraisch sein. Es ist aber zu bewirken, dass in dem Fall, in
welchem © = 0 wird (was nicht geschehen kann, wenn nicht entweder b oder ¢
negativ genommen wird) y zugleich verschwindet. Damit aber die Kurve erkannt
wird, werde x — ¢ =t und y — f = u gesetzt, es wird gelten

bpp(3 + pp) 28
= 5~ und u= 5
(1+pp) (1+pp)
woher . 5
b 2
b4 a3 o b2 \/§;r3pp)
(1+pp)

und wird

4 o3
f— /3o Pt =2 \/§;F3PP).
(1 + pp)

Indem also die Quadratwurzeln gezogen werden, wird man haben
[t+uV3  pp+pV3 nd [t—uV3  pp—pV3
b 1+ pp b 14+pp ’
und daher
t+uv3 t—uv3 2pp
—|— =
b b 1+pp

\/t+ux/§_\/t—ux/§_ 20V/3
b b

14

und
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Aber es ist

t 3 2pp 1 4pt

b:§.1+pp_§-(1+pp)2

3 [t+uv3 3 [t—uv/3 1 (2t tt — 3u
—2\/ b +2\/ b ‘z<b+2\/ W)

4t t+uv3 t—uv3 2Vt — 3uu
N T PN T

b

Also

welche rational gemacht diese Gleichung vierter Ordnung liefert
4t* + Sttuu + 4u* = 4bt® + 36btuu — 27b%uu,

oder
4(tt 4 uu)? = 4bt® + 36btu® — 27b*u?.

Um aber die Kurve durch unendlich viele Punkte zu konstruieren, hilft es, diese
Formeln zu verwenden

b(p* 2bp®
p bWt 3pp) o 2bp

(1+pp)? (14 pp)?

Zuerst ist aber klar, dass die Kurve einen in der Lage der Abszissen t gelegenen
Durchmesser hat und an zwei Stellen © = 0 wird, ndmlich im Fall p = 0, in dem
zugleich ¢t = 0 wird, und im Fall p = oo, in dem ¢ = b wird. Wenn daher b = 4c¢
und t = 3¢ + r gesetzt wird, wird diese Gleichung entstehen,

(rr 4+ wu)? + 8c(r® — 3ru?) + 18cc(r® + u?) — 27¢* = 0,

weil diese eine Funktion von rr + uu und 73 — 3ruu ist, zeigt sie auf, dass diese
Kurve drei Durchmesser hat, die sich im Anfang dieser Abszissen r kreuzen.
Also wird die gesuchte Kurve (Fig. 18) dem gleichseitigen Dreieck ABC' einbe-
schrieben sein, das aus den drei einander &hnlichen und gleichen Zweigen ADB,
AEC und BFC besteht, die in den Punkten A, B und C sehr scharfe Spitzen
bilden. Thre Durchmesser werden also die drei Geraden AI, BH und C'G sein,
die sich im Zentrum O des Dreiecks kreuzen. Es wird aber AO = 3¢, OF = ¢
und OI = %c sein, sodass Al = %c und FI = %c = %OF ist. Nun wird irgend-
ein Anteil abe, der von den Al und BI parallelen Geraden ab und bc und dem
Kurvenbogen ac erfasst wurde, so beschaffen sein, dass der Bogen ac unter allen
anderen, die die Punkte a und ¢ verbinden und die Gleiche Fliche abc enthal-
ten, in einem Fluid geméaf der Richtung ba bewegt den geringsten Widerstand
erfahrt.
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il
T

Fic. 18

C

Weiter wird aber die Kurve rektifizierbar sein und man findet den Bogen ADB =
13—60; daher wird gelten

16 9

ADB : Al = — : - =32:27
3 2 3

und

ADB : AB = 32 : 18V/3 = 16 : 9V/3.

BEISPIEL IX
49. Unter allen Kurven (Fig. 19) AM, die gleiche Flichen APM einschliefSen,
die zu finden, die so beschaffen ist, dass, wenn immer von Zentrum des Schmie-
gekreises O zur verlingerten Ordinate M P die Senkrechte ON gezogen wird,
die von den Punkten N gebildete Kurve die kleinste Fliche APN einschliefst.

Nachdem die Abszisse AP = x und die Ordinate PM = y gesetzt worden
sind, wird die Fliche APM = [ydxz, welche die gemeinsame Eigenschaft ist,
und ihr Differentialwert = nv - dx sein.
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M

Fic. 19
Darauf, weil der Kriimmungsradius MO = 7% ist, wird werden
1 1
MN:—M und p]\[:_m_y7
q q

woher die Flache APN sein wird

welche minimal sein muss, deren Differentialwert dieser ist

q dz qq

daher entsteht diese Gleichung

2 1
q qq
diese gibt integriert
2pd 1
nrdr = px+d~ +pp—|—bdx.
qq

Aber jene selbe Gleichung gibt mit p multipliziert

2 1
ndady = dyd - 2 + pdd - —PL.
q
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deren Integral ist
2d 1
nydr = cdx — —x+pd' ﬂ
q aq
Indem diese Gleichungen verbunden werden, entsteht

2 2 2dx? + 2dy?
nxdy—nydxzbdy—cda:—i—%dy—t—%:bdy—cdx+6lz+iol1:g.

es werde festgelegt
nr—b=nt und ny-—c=nu;
es wird dy = du und dx = dt sein, und

2dt? + 2du®  nddu
ndp =

tdu —udt ~ dt

oder
2dt3 + 2dtdu? = ntduddu — nudtddu

nachdem dt konstant gesetzt wurde. Es sei u = st, es wird gelten
du = sdt +tds und ddu = tdds + 2dtds;
und nach Einsetzen von diesen wird diese Gleichung hervorgehen:
2(1 + s5)dt® + 4stdt*ds + 2(1 — n)ttdtds* = nt*dsdds.
Es werde t = e/ 7ds gesetzt, es wird gelten
dt = e/ "¥rds und ddt =0=¢/ "3 (rdds + drds + rrds®);

woher wird

aus diesen geht schlieflich hervor

d
2(1 + ss)r’ds + 4sr’ds + 2(1 — n)rds = RO rds

,
oder
ndr 2 3 3.2
— 4+ (2 —n)rds + 4srds + 2r°ds + 2r°s“ds = 0.
r
Es sei s = v — %, es wird dr + rrdv = Q(f_ﬁzv) werden; diese Gleichung l&sst

eine Integration zu, sooft n = 2i(i — 1), ist, wihrend ¢ irgendeine ganze Zahl
bezeichnet; wenn n = 4 ist, wird werden
2v 1

r= + ;
1+'UU (1-‘—1]'[})2‘[(1_‘?#)2

aus welcher durch Riickwértsgehen die Konstruktion durchgefiihrt werden kon-
nen wird.
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BEISPIEL X
50. Unter allen Kurven, in denen fde:r denselben Wert erhdlt, die zu fin-
den, in welcher [yTdx ein Mazimum oder Minimum ist, wihrend T irgendeine
Funktion von p ist, so dass dT = Pdp ist.

Um den Differentialwert der Formel f xTdr zu finden, ist zu bemerken, dass
d-xT = Tdx+xPdp ist, woher der Differentialwert jener = —nv-d-z P sein wird.
Aber aus der anderen Formel [ yTdz hat man d - yT = Tdy + yPdp, woher ihr
Differentialwert nv - (T'dz — d- yP) sein wird. Daher wird fiir die gesuchte Kurve
diese Gleichung entstehen nd-xP = T'dx—d-yP. Also ist [ Tdx = nzP+yP+b.
Weiter, wenn jene Gleichung mit p multipliziert wird, wird man haben

npd-xP=Tdy—pd-yP=d-yT —yP-dp—pd-yP =d-yT — d.yPp.
Aber es ist
pd - P = Ppdx + prdP + xPdp+ Tdxr —d-xT =d-xPp+Tdx —d - xT.
Deswegen wird entstehen
d-yI'—d-yPp=nd-xzPp+ nTdx —nd - xT),

und daher
/anx =yT —yPp — nxPp+ naxT + c.

Weil wir aber aus der oberen Integration haben
/anx =nnxP + nyP + nb,

wird durch Eliminieren von [ nTdz diese Gleichung gelten

nmnxzP 4+ nyP +nb=yT —yPp —nzPp+ nxT + ¢

oder
_nx(nP+Pp—T)+c
v= —nP—Pp+T
oder
y=-nr+ —.
T —np—pp

Also geht schliefslich hervor

B / P
T ) =P - Pp)?’

und

_c/ pdP B c _m/ P
Y= T —nP_Pp? T _nP_Pp (T —nP — Pp)?’
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BEISPIEL XI
51. Die Kurve zu finden, die unter allen anderen, die innerhalb derselben Gren-
zen enthalten sind und derselben Wert der Formel [ xdx+/T+ pp, [ydz/T+ pp
zum Mazimum oder Minimum hat.

Dieses Beispiel ist ein Fall des vorhergehenden und entspringt aus jenem
durch Setzen von T' = /1 + pp, woher gelten wird

p—_ P 4 ap—_ P

VI+pp (1+pp)32

Weiter wird aber sein
1—np

VI+tpp
Aus diesen eingesetzten wird nun hervorgehen
d, V1
v / D imd oy = SYITPP
(1 —np)2v/1+pp 1—np

Nachdem aber durch Logarithmen die Integration durchgefiihrt worden ist, wird
werden

T—nP—Pp=

nx.

o onelp+vI+pp) —c
(1+nn)(1 —np)
c 4 (L+ VI +nn)(p+ T+ pp)
(I+nn)*? “n+ (1 —1+nn)(p+ T+ pp)

+ +b

und

et ely/TF 7 — )
(1+mnn)(1—np)

ne ot (LEVITa)p+yVTEm)
(14+nn)32 n+(1—+v1+nn)(p+ 1+ pp)

aus welchen Werten die gesuchte Kurve durch Logarithmen konstruiert werden
kénnen wird. Allgemein aber, was fiir eine Funktion 7" von p auch immer bezeich-
net, die Konstruktion kann immer durch Quadraturen durchgefiihrt werden. Im
Ubrigen wiire dieses Beispiel ohne Hilfe des vorherigen viel schwerer 16sbar ge-
wesen; denn es hétte sich nicht so leicht erkennen lassen, wie die gefundene
Gleichung integrierbar gemacht werden wiirde, wie im allgemeinen Fall.

PROPOSITION V PROBLEM
52. Unter allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse = a bezogen wurden und die
denselben Wert der Formel Il = [[Z]dx erhalten, die zu finden, in welcher [ Zdx
ein Maximum oder Minimum ist, wihrend Z zugleich eine Funktion von II ist,
sodass gilt

dZ = LdIl + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + etc.

und
d[Z] = [M]dz + [N]dy + [P]dp + [Q]dgq + etc.



188 Uber die relative Methode

LOSUNG. Weil ja d[Z] = [M]dx + [N]dy + [P]dp + [Q]dg+ etc. ist, wird der
Differentialwert der Formel [[Z]dz, welche hier die allen Kurven gemeinsame
Grofe bezeichnet, sein

= nv-de ([N] _dip] ddi@) etc.) ,

dx dz?

der aus dem ersten Fall von Paragraph 7 des vorhergehenden Kapitels folgt.
Aber die Formel [ Zdz, die das Maximum oder Minimum ausdriickt, weil Z
die Integralformel II = [[Z]dz involviert, bezieht sich auf den zweiten Fall des
erwahnten Ortes und daher wird sein Differentialwert sein

AP | ML) )

=nv-dr <N+[N]V e e
wihrend V = H — [ Ldx ist, wo H eine bestimmte Grofe ist, die entsteht, wenn
im Integral [ Ldx x = a gesetzt wird. Und wegen dieser Grofe H wird dieser
Differentialwert von der vorgeschriebenen Lénge der Abszisse x = a abhingen.
Aus diesen zwei Differentialwerten der beiden vorgelegten Formeln, deren eine
die gemeinsame Eigenschaft, die andere das Maximum oder Minimum erklart,
entsteht geméf der gegebenen Regel die folgende Gleichung fiir die Kurve:

0 =a[N] - afl[xp] afli[f] — ete.
+ N+ [N]V — d(p q;iP]V) + dd(Q(;;Q[Q]V) — ete;

die, wegen V = H — [ Ldz, in diese iibergeht

d(P+ (o + H — [ Ldx)[P))
dx

O:N+(a+H—/Ld:c)[N]—

N dd(Q + (a+ H — [ Ldz)[Q))

a2 — etc.
T

Weil nun « eine beliebige konstante Grofse ist, auch wenn H eine bestimmte
Grofse ist, wird dennoch o + H eine beliebige Grofe werden und daher nicht
weiter von der bestimmten Lange a der Abszisse abhédngen. Daher, wenn wir an-
stelle von a+ H C' schreiben, werden wir fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung
haben:

d(P+ (C — [ Ldz)[P])
dx

0=N+(C— /de)[N] -
L 4@+ (C — [ Lan)[Q)

dx?

— etc.,

welche also fiir irgendeine Abszisse die Kurve darbietet, die unter allen anderen,
die denselben Wert der Formel [[Z]dz erhalten, den maximalen oder minimalen
Wert der Formel [ Zdx enthalten wird. Q.E.L
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KOROLLAR I
53. Wenn also die gemeinsame Eigenschaft die Integralformel selbst war, die
in der Formel des Maximums oder Minimums verwickelt wird, dann geht die
Betrachtung der Abszisse von bestimmter Grofe aus der Rechnung heraus und
die gefundene Kurve wird fiir jede Abszisse dem Geforderten gentigen.

KOROLLAR II
54. In dieser gefundenen Gleichung werden noch zwei andere Integralformeln
enthalten sein; zuerst nadmlich die Formel f Ldzxr und darauf die Formel IT =
[1Z)dz, die, weil sie in Z enthalten ist, in den Groken L, M, N, P etc. vorhanden
sein wird.

KOROLLAR III

55. Wenn es also gefillt, diese Integrale durch Differentiation zu beseitigen, wird
zu einer um zwei Grade hoheren Differentialgleichung gelangt werden und zu-
gleich wird die beliebige Konstante C' herausgehen. Dennoch wird die Anzahl
der beliebigen Konstanten um eine Einheit kleiner sein als der Grad dieser Diffe-
rentiale; dies erklirt sich daher, weil das Integral Il = [[Z]dx einen bestimmten
Wert erhalten muss, natiirlich den, welchen sie in der Formel des Maximums
oder Minimums [ Zdz hat.

KOROLLAR IV
56. Daher werden also in der gefundenen Gleichung wegen der beliebigen Kon-
stante C' potentiell mehr Konstanten enthalten sein, als der Grad der Differen-
tiale aufzeigt. Von diesen wird aber eine dadurch bestimmt werden, dass der
Wert der gemeinsamen Formel II = [[Z]dz fiir die gefundene Kurve von ge-
gebener Grofe ist; die iibrigen werden aber durch gegebene Punkte oder die
gegebene Lage der Tangenten bestimmt werden.

KOROLLAR V
57. Wenn Z eine Funktion sowohl der Gréfen z, y, p, ¢ etc. als auch des Kur-
venbogens s war und unter allen isoperimetrischen Kurven die gesucht wird, in
welcher f Zdzx ein Maximum oder Minimum wird, dann wird werden

n:g:/[zux und  [Z] = /T + pp,

so dass gilt
p

(M) =0, [N]=0 wd [P]=

KOROLLAR VI
58. In diesem Fall also, wenn dZ = Lds + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq+ etc. war,
wird man fiir die Kurve, die unter allen isoperimetrischen [ Zdz zum Maximum
oder Minimum hat, diese Gleichung haben:

(C — [ Ldz)p\  ddQ
v1+pp )+ dx?

— etc.

O:N—1d<P+
dx
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oder
NP ddQ (Cfdex)_dpf L,
dv — dx? dz(1 + pp)32 V1+opp
oder

Ly, dP ddQ  _ (C—]Ld)dp
V1+opp dr = dx? " dx(1+pp)32

KOROLLAR VII
59. Weil C eine beliebige Grofe ist, ist es gefillig, im Allgemeinen zu bemerken,
dass, wenn fiir C' jener Wert der Formel | Ldz angenommen wird, welchen sie
einfiihrt, wenn x = a gesetzt wird, dann die Kurve hervorgehen wird, die unter
ganz und gar allen Kurven, die derselben Abszisse x = a entsprechen, den
maximalen oder minimalen Wert der Formel [ Zdz hat.

BEMERKUNG 1

60. Der Fall von Korollar 6, weil er von den Autoren hauptséchlich behandeln zu
werden pflegte, verdient eine spezielle Entwicklung, dass mit seiner Hilfe Proble-
me, die unter Umsténden auftauchen kénnen, leichter und bequemer aufgelost
werden konnen. Unter allen isoperimetrischen Kurven oder denen, die dieselbe
Lénge s = [ dz/T+ pp haben, werde die gesucht, in welcher [ Zdz ein Ma-
ximum oder Minimum ist, wihrend Z eine Funktion sowohl der bestimmten
Groben x, y, p, q etc. als auch des Kurvenbogens s ist; sodass gilt

dZ = Lds + Mdx + Ndp + Pdp + etc.

Fiir die Kurve, die sich dieser Eigenschaft erfreut, ist schon diese Gleichung
gefunden worden:

1 .(C—dex)p_N dP  ddQ

dz Vi+tpp dr = dx?

die freilich in diesem weitesten Sinne es weder zulésst integriert werden noch es
zulésst, auf eine einfachere Form reduziert zu werden. Aber es wird forderlich
sein, Falle zu kennen, in denen sie sich integrieren lassen wird. Und zuerst
freilich, wenn N = 0 ist, geht von selbst die Gleichung fiir die Kurve hervor:

(C — [ Ldz)p dQ
1+pp + dx ete

die schon einmal integriert worden ist. Zweitens wollen wir festlegen, dass M = 0
ist; und die Gleichung wird mit pdx = dy multipliziert in diese libergehen

- JL
.M:Ndy_pdp+w_ ete.,

V14 pp dx

wenn zu dieser dann nachstehende addiert wird

A+

pd

Lds = Ldx\/1+ pp = dZ — Ndy — Pdp — Qdq + etc.,
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wird nach Durchfiihren der Integration diese hervorgehen

(Cdex)p) pdQ
Ldw/14pp+pd-———e=— | = —A+Z = Pp—Qq+ = + etc
[ (1 e

Das erste Glied, wenn es entwickelt wird, geht in dieses iiber

/ Lde/T T pp+ (C— dem:))?gdp ~ Lppdx
VIi+pp© V14 pp

- (i Cab).

deren Integral diese ist

C — [ Ldx
VIitpp
Daher wird man in dem Fall, in dem M = 0 ist, diese Gleichung haben
C — [ Ldx D Q
——— =A—-7Z+Pp+Qq— —
V14 pp p+Qa dz -’

Wenn aber drittens so M = 0 wie N = 0 war, wird man zuerst, wegen N = 0,
diese Gleichung haben:

(C — [ Ldx)p dQ
A+ ——"=—P+ —;
* v1+pp + dx

diese, mit dp = gdx multipliziert, geht in diese iiber

(C — [ Ldx) pdp

Ad +
p T+ p

—Pd + dQ.

Weil aber gilt
dZ = Ldz+/1+ pp + Pdp + Qdg,

wird man haben
(C — [ Ldx) pdp

7 + Adp — L 1
dZ + Adp dx + pp + T

qdQ + Qdg;

die integriert geben wird

Z+B+Ap+(Cf/de)\/1+pp:

C— /Ld Qe-B—-Ap-2
1+p

oder

Aber aus der ersten Gleichung ist

o_ /Ld Ax/1+pp Px/1+pp+dQ\/il+pp;
p pdx
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aus welchen man durch Kombination findet:
Adx — Bdy = Zdy — Pdx — Ppdy + dQ + ppdQ — Qpdp,

in welcher nicht weiter die Integralformel [ Ldx enthalten ist. Den Gebrauch
dieser Fille werden wir also an Beispielen zeigen.

BEISPIEL I
61. Unter allen isoperimetrischen Kurven die zu bestimmen, in welcher [ s™dx
ein Mazimum oder Minimum ist, wihrend s den Kurvenbogen bezeichnet, der
der Abszisse x entspricht.

Weil ja die gemeinsame Eigenschaft die Linge des Bogens s = [ dz/T + pp
betrifft und in der Formel des Maximums oder Minimums [ s"dz der Bogen
selbst enthalten ist, wird die Losung sich auf den in der Bemerkung behandel-
ten Fall beziehen. Nachdem also die Formel [ s"dz mit der allgemeinen [ Zdx
verglichen wurde, wird werden

Z =s" und dZ = ns" " 'ds

und daher
L=ns""', M=0, N=0, P =0 etc.

Daher wird man aus dem letzten Fall der Bemerkung, in welchem wir M = 0
und N = 0 gesetzt hatten, diese Gleichung haben

Adx — Bdy = Zdy = s"dy,
aus welcher diese entsteht
Adr = dy(B + s™) und A%de? + A%dy? = A%ds* = dy* (A% + (B + s™)?)

und daher

Ads
dy =
VA% + (B + sm)?
und B g
dr = (B +sM)ds

A1 (Bt

woher die Konstruktion der Kurve durchgefiihrt werden kénnen wird. Oder es
wird, fiir dy = pdx gesetzt, gelten

A— Bp .|A—DBp
PR

s" = und s =

woher werden wird

B Adp(A — Bp)(—m)in

ds = dw/1 + PP = np(l—i—n):n
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Und daher werden durch p die Koordinaten der Kurve x und y so bestimmt
werden, dass gilt

A/dp(A—Bp)“"):" nd __7/dpA Bp)(1-m)m
n ) paFm At pp Yy /T pp

Es scheinen hier freilich vier Konstanten, natiirlich zwei neue, aufier A und

B, wegen der zwei Integrationen y und x, einzugehen. Aber weil fiir z = 0
n/A—Bp

gesetzt zugleich der Bogen der Kurve s = verschwinden muss, wird

daher umgekehrt die Konstante, die in der Integration von x entsteht, bestimmt
werden. Denn, wenn n eine positive Zahl war, verschwindet der Bogen s fiir
p= % gesetzt; daher muss der Wert von z so bestimmt werden, dass fiir p = %
gesetzt = 0 wird.

Wenn daher n = 1 gesetzt wird, wird man aus der ersten Konstruktion sofort
haben
(B + s)ds

dr = ——————=—
A2+ (B+s)?

und daher

x=+/A2 + B2 + 2Bs + ss — \/ A2 + B2,
oder fiir B = b und v A% + B2 = ¢ gesetzt wird gelten

T+ c=1\c2+2bs+ ss.

Aus der zweiten Konstruktionsweise entsteht aber

dp AV1+pp
z:—A/ = +b oder (x—0b)p=cy\1+pp;
ppV1+pp p ( )

und daher
c _dy

NCEDET R
Daher, weil gilt

/ cdx

Y= T

wird die geniigende Kurve eine Kettenlinie sein.
BEISPIEL II

62. Unter allen Kurven derselben Linge die zu bestimmen, in welcher f Sdx ein
Mazximum oder Minimum ist, wdhrend S irgendeine Funktion des Bogens s ist.

Weil die gemeinsame Eigenschaft im Bogen s = [ dz/T + pp enthalten ist,
wird die Losung aus der Bemerkung hergeholt werden kénnen. Weil natiirlich
Z = S = einer Funktion s ist, wird gelten

Lds=dS und M =N=P=Q etc. =0.
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Daher, durch den dritten Fall der Bemerkung, wird man fiir die gesuchte Kurve
diese Gleichung haben
Adx — Bdy = Sdy und Adx = dy(B+ S).
Daher wird also sein
A%da® 4+ A%dy? = A%ds® = dy*(A* + (B + S)?)

und

_ / Ads _
VBT BLS?
es wird aber die Abszisse sein
(B+ S)ds

R RVZ R EaG

daher wird die Konstruktion der Kurve durchgefiihrt werden kénnen.
Wir wollen festlegen, dass S = e ist; und fiir dy = pdx gesetzt wird gelten

X

A—-B A A_B -
71763 und e°ds = _ﬂ _ ( p)dx\/Tpp’
b pp »
und daher
dr = — Adp und dy = — Adp

(A= Bp)py/T+pp (A= Bp)VT+pp

Durch Vergleichen wird aber werden

d Bdy dp
- _
A pv1+pp

und durch Integrieren

)

1++1
Ax—By:Alw—&-C

oder
L+vi+pp ((Az—By—C):A_
p

Weil aber fiir s = 0 gesetzt x verschwinden muss, und wegen % = e® fir

A

s = 0 gesetzt p = 557 wird, ist durch die Integrationen zu bewirken, dass fiir

p= %ﬂ gesetzt © = 0 wird.

BEISPIEL IIT
63. Unter allen Kurven derselben Linge die zu bestimmen, in welcher [ sydx ein
Mazimum oder Minimum ist, wihrend s den Kurvenbogen bezeichnet.
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Die Losung dieser Frage ist wiederum aus der Bemerkung herzuholen; denn
es wird Z = sy und dZ = yds + sdy sein, woher L =y, M = 0 und N = s wird,
die iibrigen Buchstaben P, @ etc. werden verschwinden. Weil M = 0 ist, wird
der zweite Fall der Bemerkung diese Losung liefern:

C— [yd

O Judr ys;
V1+pp

unmittelbar geht aber hervor

(C— Jydx)p  (C— [ydw)dp  ypdzx

sdr =d - = )
VI+pp (1+pp)32 VI+pp

Daher, weil ist

C—/yda::A\/l—Fpp—yS\/l"'pp;

wird gelten
_ Adp — ysdp — ydy

sdx
1+pp

oder
sdx + spdy + ysdp + ydy = Adp.

Wenn es aber gefillt, den Bogen s zu eliminieren, wird man aus den zwei Glei-
chungen haben

A (C—[ydz) (C— [ydx)dp  yp

§ = —

y  yJ/I+pp  da(l+pp)*2  VI+pp’

und daher

Adx+ ypdx —(C’—/ dx)( dp N dz )
y  I+pp Y (I+pp)*2  yyT+pp)’

In jedem der beiden Fille ist es aber schwierig, zu einer zur Konstruktion der
Kurve geeigneten Gleichung zu gelangen.

BEISPIEL IV
64. Unter allen Kurven, die dieselbe Fliche Il = [ ydxz enthalten, die zu bestim-

[ dz/T+pp
II

men, in welcher etn Mazimum oder Minimum ist.

Wenn wir diese Frage mit der allgemeinen Losung vergleichen, werden wir

haben
/[Z]d:c = /ydx;

und daher ist [Z] = y und [N] = 1; wihrend die iibrigen Buchstaben [M], [P],
[Q] etc. verschwinden. Weiter wird sein

NiesT) VT F pp
gVt g gy AWiter pdp

I 112 OyT+pp’
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woher sein wird

v1+pp
m -’

D
III+pp

Deshalb wird fiir die gesuchte Kurve die folgende Gleichung hervorgehen:
dx+/1 1
0:C+/$i Vitpp L, P
II de II/1+pp

Diese Gleichung werde mit dy = pdx multipliziert, es wird sein

da:\/l—i—pp_ d p

112 b Iy +pp’

L=— M=0, N=0 und P=

0=Cdy+dy /
welche integriert geben wird:

dz+/1 +pp_/dH\/1+pp_ pp
I12 I12 II/1+ pp

O:B+Cy+y/

d, dz+/1+ v1+
+/7pp :B+Cy+y/x o VTP
II/1 + pp II II/1 4 pp II
Daher werden wir deshalb diese Gleichung erhalten
dx+/1+ pp " 1 )
112 1 +pp’

wenn von dieser die erste mit y multipliziert subtrahiert wird, wird sein

0:B+Cy+y/

Y

1 P
0=B+ —F———+—d ———
IIVi+pp dx IIJ/1+pp

oder

dx N ydp y?pdz
OyT+pp  TI(1+pp)32  TI2y/T+pp
wenn wir aus welcher Gleichung erneut IT = [ ydz eliminieren wollten, ginge
eine Differentialgleichung dritter Ordnung hervor, aus welcher um Vieles weniger
etwas abgeleitet werden konnte, um die Kurve zu erkennen.

BEMERKUNG 2
65. Obwohl wir in dieser Proposition festgelegt haben, dass [Z] eine bestimmte
Funktion der Grofen z, y, p, q etc. ist, ist dennoch die Losungsmethode klar,
wenn diese Grofe [Z] selbst eine unbestimmte Funktion war, die Integralformeln
in sich umfasst. Wir wollen némlich festlegen, dass in der Formel I = [[Z]dx,
die allen Kurven gemein sein muss, gilt

0 = Bdx +

1) = [Lldn + [M]de + [N]dy + [Pldp + [Qldg + ete.
wihrend m = [[z]dz ist und gilt

d[z] = [rn]dx + [n]dy + [p)dp + [g]dg + etc.
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Es muss aber die Formel [ Zdz ein Maximum oder Minimum sein, wéihrend

gilt
dZ = LdIl + Mdx + Ndy + Pdp + etc.

Nun ist die Formel [[Z]dz im zweiten Fall von Paragraph 7 des vorhergehen-
den Kapitels enthalten; daher, wenn das Integral [[L]dz genommen und sein
der Abszisse x = a entsprechender Wert, an welche Abszisse die Losung ange-
passt werden muss, = [H] und [H| — [[L]dz = [V] gesetzt wird, wird man den
Differentialwert der Formel [[Z]dz haben

e (@) ) - LBV | QL VD ),

Darauf ist aber die Formel des Maximums oder Minimums f Zdx im dritten Fall
der erwdhnten Stelle enthalten; um ihren Differentialwert zu finden, werde der
Wert der Formel [ Ldz, der der Abszisse = a entspricht = H, H— [ Ldx =V
gesetzt. Nun werde nachstehendes Integral genommen

/[L]de:H/[L]dx—/[L]dx/de

und es sei fiir z = a der Wert der Formel [[L]dz [ Ldz = K, im selben Fall ist
aber der Wert der Formel [[L]dx = [H], woher der Wert der Formel [[L]Vdx
im Fall x = a = H[H| — K sein wird und, man nenne

H[H] —K—H/[L]dx—f—/[L]da:/de: w,
sodass gilt
W = H[V] —K—l—/[L]dw/de,
und es wird der Differentialwert der vorgelegten Formel [ Zdz sein

d-(P+|[P|)V w dd v W
PPV G | QA W) ),

= nu-dz <N + [NV + [n]W —

Wenn daher zu diesem Differentialwert der vorhergehende mit einer beliebigen
Konstante o multiplizierte addiert wird und die Summe = 0 gesetzt wird, wird
fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung hervorgehen:

0= N +[N)(a+V)+ [l(@lV]+ W) = —d-d(P+[Pl(a-+ V) + [pl(alV] +W))

toa dd(Q + [Ql(a+ V) + [g](a[V] + W)) — etc.
Es ist aber hier a+V =a+ H — f Ldx; daher, wenn o+ H = C gesetzt wird,
wird C' eine beliebige Konstante und a4V = C' — [ Ldx sein, und es wird gelten

a[V] + W = C[H] —K—C/[L]d:c—i—/[L]dm/Lda:.
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Auf diese Weise wird also zu der gesuchten Kurve gelangt werden, in deren
Gleichung, weil wegen [H| und K noch die gegebene Konstante a enthalten ist,
sie dem Geforderten nur fiir die vorgelegte Abszisse X = a geniigen wird. Wenn
daher aber die eine der beiden Formeln sich auf Fall 4, die andere auf Fall 5
bezieht, dann geht wiederum die Betrachtung der gegebenen Abszisse a aus der
Rechnung heraus und dieselbe Kurve wird fiir die ganze Abszisse geniligen, was
ausreichen wird, es an einem einzigen Beispiel gezeigt zu haben.

BEISPIEL V
66. Unter allen Kurven, die derselben Abszisse entsprechen und die denselben
Wert der Formel v erhalten, die zu finden, in welcher [ dey1ltpp V\/lgpp

oder ein Minimum ist, wihrend dv = gdx + Wdz+/1+ pp und W irgendeine
Funktion von v ist.

ein Mazimum

Die Losung dieser Frage wird die Kurve darbieten, iiber welcher ein her-
absinkender Korper von gleichméfiger Schwerkraft g nach unten in Richtung
der Abszissen beunruhigt in irgendeinem resistierenden Medium am schnellsten
unter allen Kurven, iiber denen er beim Herabsinken dieselbe Geschwindigkeit
[vergleiche oben| erhilt, herabgleitet. Es ist namlich /v die Geschwindigkeit des
Korpers in irgendeinem Punkt der Kurve und W driickt den Widerstand des
Mediums aus. Was nun zuerst die allgemeine Eigenschaft

v = /d:c(g + W+/1+ pp) betrifft,

wollen wir festlegen, dass dW = Udv ist, und diese Formel wird sich auf den
vierten Fall [Seite] beziehen; denn es wird gelten
M=v und Z=g+W+/14+pp und dZ=Udv\/1+ pp+ M;
v1+pp
daher wird gelten
Wp
VI+pp

Es werde also das Integral [ Udz+/T+ pp genommen und es sei im Fall, in dem
T = a gesetzt wird,

L=U\14pp, M=0, N=0 und P=

o UdavTFp _ g

und man setze
v = fem ViV,

Aus diesen wird der Differentialwert der Formel v sein
o da <_1d WVP) . VYR
N dz T+pp) T+pp

Weiter wird sich die Formel des Maximums oder Minimums | dzy/1t+pp V\%'pp auf den

fiinften Fall bezichen [Seite] und es wird gelten

v1+pp dv/1+ pp pdp
7 =—-——— und dZ = +
Vo 2u\/v Vo(l+ pp)
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und daher
Mey wd L=-Y2"P 3y g N2 wd P=—P
2u\/v Vol +pp)
Darauf wird aber wegen v = [ dz(g + W+/1+ pp) gelten
(2] = g+ W/THpp wnd d[Z] = Udo\/T 5 pp+ —2 P
VI+pp’
woher gilt
L =U\Tpp, [M]=0, [N]=0 und [P]= 2P
v1-+pp

Man setzte, wenn nach der Integration x = a wird,

_/eJ‘demdvapp K

0o
und es sei
o~ J UdeyTFmp (K n /erd;c\/Wdﬂ?\/l +pp> — T
2uy/v
und der Differentialwert der Formel f dzv/1+pp V\/lgpp wird sein

- de 1 D WTp o D WTp
B a (da?d<\/v(1+pp)+\/1+pp>> d<\/v(1+pp)+x/1+pp>'

Aus diesen zwei gefundenen Differentialwerten entsteht also die folgende Glei-
chung fiir die gesuchte Kurve

WVp p WTp
0=oad- +d +
VI+pp <\/v(1 +pp) V1 +pp>

und durch Integrieren

P Wp(aV +T)
V(1 + pp) VI+pp

Aber es ist

aV + T = e~ [ UdavItpp (aH + K+ /erd‘”‘/Widx' 1\;pp> .
204/v

Wenn daher also o H+ K = C gesetzt wird, wird C eine beliebige Konstante sein
und die bestimmte Grofe a wird ganz und gar aus der Gleichung verschwinden;
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und daher wird die gesuchte Kurve die gewiinschte Eigenschaft fiir jede Abszisse
besitzen. Fiir die gesuchte Kurve wird man also diese Gleichung haben:

6fUdz‘/1+pp <Bm _ 1 ) — O+/ej'Udz\/1+ppdxm

Wp W/ 20y/v
und durch Differenzieren
B Bdp B BUdv+/1+ pp Udv L dv
Wp2/1+ pp W2p W2 /v 2Wuy/v
N BUdx(1+pp) UdxyT+pp _ duy/T+pp

Wp Wyv  2u

Weil aber dv = gdx + Wdx+/1 4 pp gilt, werden wir nach der Substitution diese
Gleichung haben

Bdp _ gdw L gUdzx _ gBUdz+/1+ pp
Wp2/IT+pp 2Wouyvo W2 v wap

oder diese

2BWdp  gWpldr 2gUp?dx
= + — 2BUdx+/1 + pp.
V1+opp v/ NG bp

Diese Gleichung werde mit dv multipliziert und im ersten Term werde anstelle
von dv gdx + Wdz+/1 + pp, und dW anstelle von Udv geschrieben; danach wird
man diese Gleichung haben

2gBdp 4 9Bd - gp?dv _ 2gppdW B 2gBpdW /1 + pp
W1+ pp Woyo — W2yv w2 ’

die durch p? geteilt integrierbar wird; und die integrierte Gleichung wird diese
sein

20_%_293\/14—])])_ 2g oder W_gB v(l+pp)—gp  dv—gdx
p Wp W/v Cpy/v — B\/v dr/T+pp’

Daher entsteht diese vom Widerstand W freie Gleichung

_ gpdxy/1+pp

Weil aber W eine gegebene Funktion von v ist, wird mit Hilfe der Gleichung

(Cp — B)dv = gCpdzx + gBppdx

_ g9B\/v(1+pp)—gp
Wy/v = Cr_B ,

p durch v gegeben sein; wenn dieser Wert in der vorhergehenden Gleichung ein-
gesetzt wird, wird da durch v und dv gegeben sein und daher wird die gesuchte
Kurve konstruiert werden kénnen.
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PROPOSITION VI PROBLEM
67. Unter allen Kurven, die mit der gemeinsamen Eigenschaft A versehen sind,
die zu bestimmen, in welcher irgendeine Funktion sowohl jenes Ausdrucks A als
auch irgendeines anderen B ein Maximum oder Minimum ist.

LOSUNG. Es sei dA der Differentialwert des Ausdruckes A und dB der Diffe-
rentialwert des Ausdrucks B; es wird der Differentialwert jener Funktion von
A und B, die ein Maximum oder Minimum sein muss, eine Form dieser Art
haben adA + BdB, in welcher die Konstanten o und 8 von der Art der Zusam-
mensetzung, in welcher die Ausdriicke A und B in jener Funktion miteinander
vermischt werden, abhéngen, sodass sie bestimmte Werte erhalten, die von der
Grofse der Abszisse, welcher die Losung angepasst sein muss, abhéngen. Weil
ja aber der Differentialwert des Ausdruckes A, der die gemeinsame Eigenschaft
umfasst, dA ist, werde irgendein Vielfaches vd A zum Differentialwert adA+SdB
des Ausdruckes, der ein Maximum oder Minimum sein muss, addiert und die
Summe (a4 y)dA + 8dB wird gleich null gesetzt die Gleichung fiir die gesucht
Kurve geben. Man wird also diese Gleichung haben

(¢ +~)dA+BdB =0 oder (a+~v)ddA+ BddB =0,

in welcher, auch wenn o und § bestimmte konstante Grofen sind,dennoch, we-
gen der beliebigen konstanten Grofen v und 4, die Koeffizienten der Werte dA
und dB, die (a+)d und 86 sind, Konstanten beliebiger Grofe werden werden.
Wenn also an deren Stelle die Buchstaben & und n geschrieben werden, wird
man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben £dA + ndB = 0. Deshalb,
um Probleme zu l6sen, miissen von den Ausdriicken A und B, von denen der
eine die gemeinsame Eigenschaft enthélt, aber irgendeine Funktion jeder der
beiden ein Maximum oder Minimum sein muss, einzeln die Differentialwerte dA
und dB genommen werden und sie, die mit gewissen beliebigen konstanten Gro-
fen multipliziert wurden, gleich null gesetzt werden, wonach diese Gleichung
resultieren wird £dA + ndB = 0, die die Natur der gesuchten Kurve ausdriicken
wird. Q.E.L

KOROLLAR I
68. Die Natur der geniigenden Kurve hingt also nur von den Ausdriicken A und
B ab und die Art der Funktion von A und B, die ein Maximum oder Minimum
sein muss, bleibt in keiner Weise in der Rechnung; sondern was fiir eine Funktion
auch immer sie auch immer ist, es wird dieselbe Losung hervorgehen.

KOROLLAR II
69. Was fiir eine Funktion von A und B deshalb auch immer unter allen Kurven,
die sich derselben FEigenschaft A erfreuen, ein Maximum oder Minimum sein
muss, die Losung wird sich genauso verhalten, als wenn unter allen Kurven, die
sich der gemeinsamen Eigenschaft A erfreuen, die verlangt wird, in welcher der
andere Ausdruck B den maximalen oder minimalen Wert erhélt.

KOROLLAR III
70. Wenn daher also die Ausdriicke A und B Formeln solcher Art waren, deren
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Differentialwerte dA und dB nicht von der Gréfe der Abszisse x abhéngen,
welcher sie entsprechen, was passiert, wenn jene Formeln sich auf den entweder
ersten oder vierten Fall beziehen, dann wird, geméf unserer Aufzdhlung im
vorhergehenden Kapitel in Paragraph 7, die gefundene Kurve fiir irgendeine
Abszisse gleichermafien gentigen.

KOROLLAR IV
71. Dieselbe Losung wird Geltung haben, wenn unter allen Kurven, die eine
gemeinsame Eigenschaft haben, irgendeine Funktion von A und B verlangt wird,
in welcher eine andere gewisse Funktion derselben A und B ein Maximum oder
Minimum ist. In diesem Fall wird ndmlich zur Gleichung édA+ndB = 0 gelangt,
in welcher £ und 7 nach Belieben anzunehmende Konstanten sind.

BEISPIEL I
72. Unter allen Kurven (Fig. 20) aMb, die unter der Achse AB dieselbe Fliche

f yydz

Tyde ein Minimum ist.

[ ydx enthalten, die zu finden, in welcher

Diese Frage kommt auf, wenn unter allen gleichen Flachen, die innerhalb
der dufersten Ordinaten Aa und Bb und der Basis AB gebildet werden kénnen,
die verlangt wird, die ihren Schwerpunkt an der untersten Stelle gelegen hat.
Nachdem némlich irgendeine Kurve aMb genommen wurde und die Abszisse
AP = z, die Ordinate PM = y gesetzt worden sind, wird der Schwerpunkt,

der von der Basis AP wegbewegt wurde, des Anteils im Intervall = g }’Ziﬁ
fyydac )

sein, welcher daher minimal werden wird, wenn dieser Ausdruck Tyde minimal

gemacht wird.

A P B
Fia. 20
Wir haben also diese zwei Formeln [ydz und [ yydz, deren Differentialwerte

nv - dx -1 und nv - dx - 2y sind, aus denen fiir die gesuchte Kurve diese Glei-
chung berechnet wird & + 2ny = 0 oder y = c. Der Frage geniigt also die der
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Basis AB parallele gerade Linie a8 und das rechtwinklige Parallelogramm wird
sich vor allen Figuren wie AabB derselben Fliche dieser Eigenschaft erfreuen,
dass ihr Schwerpunkt zur Basis AB am néchsten herankommt. Wenn daher also
aABS als gefiilltes Wassergefdfs aufgefasst wird, wenn die oberste Schicht des
Wassers o sich in einer horizontalen Lage befindet, dann wird das Wasser sei-
nen Schwerpunkt tiefer gelegen haben, als wenn seine oberste Schicht irgendeine
andere Lage hatte.

BEISPIEL II
73. Unter allen Kurven (Fig. 14) derselben Linge DAD die zu finden, die ihren

Schwerpunkt am tiefsten gelegen hat oder in welcher %xi\/i Vll_:;f;f ein Minimum

1st.

Die Losung, die gegeben werden wird, dieser Frage wird eingesehen, eine
Kettenlinie zu sein; denn gemé&f der Gesetze der Statik wird eine Kette, die
von den Punkten D und D herabhéngt eine Form solcher Art annehmen, dass
ihr Schwerpunkt am tiefsten herabsinkt. Deswegen wird unter allen Formen,

welche die Kette annehmen kann, die freilich alle von derselben Lénge sind,
die Kettenlinie entstehen, wenn die gesucht wird, in welcher ffﬁfi\/ﬁ Vf_gg ein
Minimum ist; dieser Ausdruck gibt natiirlich die Distanz der Schwerpunktes G
vom Anfang der Abszissen A. Weil man also diese zwei Formeln hat [ dz+/T+ pp
und [ zdz+/T+ pp hat, suche man zuerst deren Differentialwerte; diese werden

sein

P und des anderen = —nv -d - il

Vitpp VI+pp’

aus welchen fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung entsteht

des ersten = —nv-d-

€p

p
cd ——— —g. —22£
v1+pp v1+pp

und durch Integrieren

by/1+ pp

+b oder z—c=——— und dx= —bdp

pov/IT+pp

xp _ cp
Vi+pp  T+pp

Daher wird also werden

Jre=- [ i
Y pV1+pp

aus diesen Gleichungen wird die Kurve konstruiert werden und die Kurvenldnge

wird sein b )
/dx\/1+pp:s:5+ Konst. = —];+f.

Daher wird eine andere Konstruktion, indem = und y durch s bestimmt werden,

gebildet werden kénnen; denn es wird p = ﬁ sein und, wenn der Anfang in A
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genommen wird, wo p = oo wird, ist f = 0 zu setzen, sodass gilt p = g; daher
wird

Vbb dxz+/bb
\/1+pp=¥ und dx\/1+pp=ds:x7+55;

S

und daher

sds
dt = ——— und z =+Vbb+ss—0>.
Vbb + ss

Weiter wird sein

bds + Vbb + ss

S
dy = pde = ——— und = bl
yer W+ 55 Y b
Es wird aber eine Gleichung zwischen den orthogonalen Koordinaten = und y
aus nachfolgender Gleichung abgeleitet werden

b/ +pp

r—c= ————;
p

wenn diese iiber der Achse AP verlangt wird, ist die der Durchmesser und,

nachdem der Anfang der Abszissen in A genommen wurde, wo pp = oo ist,

muss ¢ = —b gesetzt werden; und es wird (z + b)p = by/1 + pp sein und daher

b
x + b)%pp = bb + bb et p= ——;
(z +b)"pp PP P=
und daher dy = —-2dz welches die bekannte Gleichung fiir die Kettenlinie

Vzz+2bz’
1st.

BEISPIEL III

74. Unter allen Kurven derselben Linge die zu bestimmen, in welcher [ SadzyTTpp

dea:\ﬂH»pp
ein Minimum ist, wihrend S irgendeine Funktion des Kurvenbogens s = [ da\/T+ pp
bezeichnet.

In diesem Beispiel ist also der Fund der Kettenlinie enthalten, wenn die
Kette nicht iiberall gleichméfig dick war, sondern die Dicke, die dem Bogen s
entspricht, wie S eine Funktion von s ist. Dann wird némlich [ Sdz+/1+ pp das

Gewicht dieser Kette und % Vlljzfzj die Hohe des Schwerpunktes iiber dem

Anfang der Abszissen ausdriicken; diese muss also also minimal sein. Prinzipiell
scheint freilich dieser Fall im vorhergehenden Problem nicht enthalten zu sein,
weil die Formel, die den Bogen ausdriickt, [ dz+/T + pp nicht im Ausdruck des
[ Sxzdz+/T+pp
J Sdx\/I+pp
tion zwei anderer Integralformeln ist. Aber weil S eine Funktion des Kurven-
bogens s und ds = dz+/1+ pp ist, wird [ Sdz/T+ pp = [ Sds sein, und daher

eine Funktion von s; daher wird der Ausdruck ffssl:;i\/i Vllj;fz) eine Funktion der

Maximums oder Minimums enthalten ist, die natiirlich eine Funk-
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Formeln [ dxy/1T+ pp und [ Sxzdz\/T+ pp sein, jene von welchen die gemeinsa-
me Eigenschaft enthélt. Es ist also dasselbe, als wenn wir im Allgemeinen unter
allen Kurven und gleich langen die suchen miissten, in welcher [ Szdz+/1+ pp
ein Minimum ist. Weil nun S eine Funktion von s = [ da\/T + pp ist, wird sich
diese Frage auf die vorhergehende Proposition und den Fall beziehen, der in Pa-
ragraph 60 behandelt worden ist. Es wird natiirlich Z = Sx+/1 + pp sein; daher,
wenn wir dS = T'ds setzen, wird werden

Sxpdz

dZ = zTds\/1+ pp+ Sdx+/1+ pp + —,
\/7 Vv1I+pp
sodass gilt

Sxp
Vitopp

Nun erhalten wir, wegen N = 0, aus demselben erwdhnten Ort sofort diese

L=xT/1+pp, M=Sy1+pp, N=0 und P=

Gleichung
Al (C— [aTdey/T+pp)p _ Sap
V1+pp V1+pp
oder

A1
¢+C’—/de:r\/1+pp+Sx:O.
Aber es ist T'dx+/1+ pp = T'ds = dS; daher hat man

#-ﬁ-C’—I—SSK—/de:O,

wo A und C beliebige konstante Grofen sind. Diese Gleichung werde differenziert
und es wird werden

—Adp
ppvV 1+ pp

Daher, weil S eine Funktion von s ist, werde Sds integriert und das integral, was

= R sei, wird das Gewicht sein, das der Lange s entspricht. Es wird also durch
Integrieren ﬁ = R+ C werden; und, wenn es geféllt, den Anfang der Kurve an
der Stelle A zu nehmen, wo die Tangente der Kurve horizontal ist, wird C' = 0

und p = £ sein. Daher wird also weiter sein

d,
+Sdx =0 oder Sdz\/1+0p :—Q:Sds.
pp

\/7 vee+ RR —|— RR @ .
T dx’
und daher
Rds cds

dr = —— d dy= ———,
* vee+ RR b Y vee+ RR

aus welchen Gleichungen die Kurve so konstruiert werden kénnen wird, dass zu
einer gewissen Linge der Kette so die entsprechende Abszisse wie die entspre-
chende Ordinate bestimmt wird. Es ist aber klar, dass im Fall, in dem R = s
ist, das heifst in dem die Kette von gleichméfiger Dicke festgelegt wird, dann
die gewohnlich Kettenlinie hervorgeht.



206 Uber die relative Methode

BEMERKUNG 1

75. Wenn also die Ubereinstimmung dieses Beispiels so mit dieser Proposition
wie mit der vorhergehenden nicht bemerkt worden wére, dann hétte die Lésung
freilich durch die allgemeine Regel durchgefiihrt werden kénnen, wére aber den-
noch um Vieles ldnger gewesen. Damit aber nichtsdestoweniger der allgemeine
Gebrauch dieser Methode deutlicher vor Augen gefiihrt wird, scheint es rat-
sam, dieses Beispiel geméaf der allgemeinen Vorschriften aufzulésen. Es werde
also unter allen Kurven derselben Linge s = [ dz/T + pp die gesucht, die den
maximalen oder minimalen Wert dieses Ausdrucks

[ Szdx/T+ pp
[ Sdx/T+pp

hat, wihrend S irgendeine Funktion des Kurvenbogens s ist. Und weil sich
ja noch nicht vermuten ldsst, dass die Betrachtung der gegebenen Abszisse,
J Szdz+/T+pp
J Sdxz/1+pp
Rechnung herausgehen wird, wollen wir festlegen, dass dieser Frage nur fiir eine
gegebene Lange © = a der Abszisse geniigt werden muss. Von dieser Lange hangt
freilich der Differentialwert der Formel, die die gemeinsame Eigenschaft enthilt,
[ dzy/T+ pp nicht ab, der natiirlich durchgehend = —nv - d - —£— ist; aber

Vi+pp
J Szdx/T+pp .
T Sdeyitpp wollen wir festlegen,

von welcher der Differentialwert des Ausdrucks abhédngt, aus der

im Ausdruck des Maximums oder Minimums

dass in dem Fall, in dem x = a ist, gelten wird

/Sxda:\/lerp:A und /Sda: 14+pp=B,

der Differentialwert jenes Zahlers f Sxdz+/1+ pp aber = dA ist, der Differenti-
alwert des Nenners [ Sdz+/1+ pp aber = dB ist. Daher wird also der Differen-

tialwert des Ausdruckes des Maximums oder Minimums, der im Fall z = a = %
wird, —W sein, der irgendeinem Vielfachen des Differentialwertes der ge-

. Ty . . . .
meinsamen Formel —nwv - d NeETT gleichgesetzt die Gleichung fiir die gesuchte

Kurve geben wird. Nun, um die Differentialwerte dA und dB zu finden, wollen
wir zuerst die Formel [ Sdz\/T+ pp betrachten, die sich gem#$ der Aufzihlung
in Paragraph 7 des vorhergehenden Kapitels auf den zweiten Fall bezieht; in
diesem wird Z = S4/1 + pp sein und fiir dS = T'ds gesetzt wird gelten

Spdp

dZ =Tds\/1+pp+ ——.
v1+pp

Nach einem Vergleich wird also sein

Sp

I=s, L=T+/14pp, M=0, N=0 und P=——;
Vv1+pp

dann wird aber wegen IT = s = [ da\/T + pp gelten

p

[Z]=+1+pp und [M]=0, [N]=0 und [P]:\/ﬁ.
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Nun werde das Integral [ Ldz = [Tdz+/T+ pp = [Tds = S genommen, dessen
Wert im Fall z = a = G werde, und es wird V' = G — S sein. Deswegen wird
man den Differentialwert der Formel [ Sdz+/T+ pp haben

Sp p(G—S)>:_n. ~_Gp
Vitpp  VI+pp V1I+pp

Weiter wird die andere Formel [ Sxzdx\/T + pp gleichermafen in demselben Fall
erfasst und es wird sein

dB:—nv-d(

Sxpdp

Z =8z\/1+pp und dZ =Txzds\/1+pp+ Sdx\/1+ pp+ ——,
\/; v1+pp

woher wird

Szp

O=s, L=Tz\/1+pp, M=S/1+pp, N=0 und P=——.
V1+pp

Darauf wird wegen IT = s = [ dz\/T + pp wie zuvor gelten
p
Zl=+/14+pp, [M]=0, [N]=0 und [P]|=———.
2)= VTHpp. (M =0, [N] Pl = o2

Nun werde das Integral [ Ldz = [Txdz/1+ pp = [Taxds = [ xdS genommen,
dessen Wert fiir # = a gesetzt = H sei; es wird V = H — [ zdS gelten und daher
wird der Differentialwert dieser Formel hervorgehen

Szp+p(H — fde)) p(H + [ Sdx)
VI+pp Vitpp

Nachdem also die Werte dA und dB gefunden worden sind, wird fiir die gesuchte
Kurve gelten

=—nv-d

dAz—nu-d(

_p(H—i—dex)_
OB B =0

P Gp

— — BAd ——
Vv1+pp V1+pp

und durch Integrieren

aB?d -

aB?p — BAGp+ BBHp + BBp [ Sdx
v1+pp

in welcher o, 8 und C beliebige Konstanten und G und H bestimmte Konstanten
sind. Wenn daher also 28 — % +H=0b % = ¢ gesetzt wird, werden b und ¢
beliebige Konstanten sein, und die bestimmten Konstanten G und H, die vom
bestimmten Wert der Abszisse x = a abhéngen, werden ganz und gar aus der
Gleichung verschwinden; so dass die gefundene Kurve sich fiir jede Abszisse der
gewiinschten Eigenschaft erfreuen wird, und ihre Gleichung wird diese sein

b d 1
L btptpfSde LW:H/M;
Vv1+pp D
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die differentiert geben werden

cdp cdp
Sdx = —————=——= oder Sdz\/1+pp=Sds=———.
ppv1+pp p

Es werde wie oben [ Sds = R gesetzt, sodass R das Gewicht der Kette der Lin-
ge s darstellt, es wird R = £+ Konst. sein, welche die Gleichung selbst ist, die
wir mit der vorhergehenden Methode gefunden haben. Aus dieser Losung wird
deshalb eingesehen, wie Fragen dieser Art durch die allgemeine Methode aufge-
16st werden konnen, wenn die gemeinsame Eigenschaft nicht in den Ausdruck
des Maximums oder Minimums eingeht; damit dies noch klarer eingesehen wird,
wird es geniigen, noch ein einziges Beispiel dieser Art beigefiigt zu haben.

BEISPIEL IV
76. Unter allen Kurven (Fig. 14) DAD derselben Linge, die der gegebenen
Abszisse AC = a entsprechen, die zu bestimmen, die die Fliche DAD erfasst,
deren Schwerpunkt G entweder am hdéchsten oder tiefsten gelegen ist oder in

xdx . . .. .
welcher ffyydx ein Mazimum oder Minimum ist.

Die gemeinsame Eigenschaft ist also f dx+/1 + pp, deren Differentialwert, der
der Abszisse x entspricht, = —nv - d - ﬁ ist. Aber der Differentialwert des

fyxda:
[ ydx
Lange x = a der Abszisse abhéngen; damit dieser im Fall, in dem x = a wird,

gefunden wird, werde [yazdx = A und der Differentialwert dieser Formel sei
= dA, der durch die oben gegebenen Regeln = nv - dx - * = nv - xdx gefunden
wird. Weiter gehe in demselben Fall = a die andere Formel [ ydz in B iiber
und ihr Differentialwert sei = dB, der durch die gegebenen Regeln = nv - dx

gefunden wird; sodass dA = nv - xdx und dB = nv - dx ist. Aus diesen wird der
J yzdx

Ausdrucks des Maximums oder Minimums wird von der vorgeschriebenen

Differentialwert des Ausdrucks des Maximums oder Minimums T yds ? der im
Fall z = a in % iibergeht, dieser sein

_ BdA— AdB  nv(Bxdr — Adx)

N BB B BB ’
dieser wird einem Vielfachen des Differentialwertes —nv - d - 171 o der aus

der gemeinsamen Eigenschaft hervorging, gleich gesetzt diese Gleichung fiir die
gesuchte Kurve geben

P _ Badx — Adx
VIitpp BB '

Es sei % = h, es wird h eine bestimmte konstante Grofe sein, die die Formel

dz . . .
ffyyxd; liefert, wenn = = a gesetzt wird, und es werde aB = cc gesetzt, es wird cc

ad -

eine beliebige Grofe sein. Daher wird man fiir die Kurve diese Gleichung haben

p

———— = xdx — hdzx,
v1i+pp

ced -
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die integriert gibt
2cep

——— =xx — 2hx + bb;
v1+pp

also
xzx — 2hx + bb _ @

4c4Pp = (zx — 2hax + bb)%(1 +pp) und p= = .
V4ct — (zz — 2hx + bb2) dx

Deshalb wird gelten

(zx — 2hx + bb)dx
VAt — (zx — 2ha + bb)?

y:

wo sich die Konstante bb nach Belieben entweder positiv oder negativ annehmen
lasst. Diese Kure geniigt der Frage aber nur in dem Fall, in dem z = a ist; und

damit sie geniigt, muss dem Buchstaben h der Wert zugeteilt werden, welchen
J yzdx
[ ydx
werden wird. Im Ubrigen ist es gefiillig zu bemerken, dass diese Kurve die ist,

die fiir gewohnlich unter dem Namen Elastica bekannt ist.

im Fall z = a der Ausdruck erhalten wird, woher der Wert h bestimmt
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Kapitel VI

Die Methode, unter allen sich
mehrerer gemeinsamer
Eigenschaften erfreuender
Kurven die zu bestimmen, die
mit der Eigenschaft des
Maximums oder Minimums
versehen ist

PROPOSITION I THEOREM
1. Dieselbe Kurve, die unter ganz und gar allen Kurven den Ausdruck oA+ BB
zum Mazimum oder Minimum hat, wird zugleich so beschaffen sein, dass sie
unter allen, die mit derselben Eigenschaft A versehen sind, den mazimalen oder
minimalen Wert der Formel B enthdlt.

BEWEIS. Wir wollen festlegen, dass die Kurve gefunden worden ist, in welcher
unter allen anderen, die derselben Abszisse entsprechen, der Wert des Ausdrucks
aA+ BB maximal ist; dasselbe, was namlich iiber das Maximum gezeigt werden
wird, wird entsprechend umformuliert tiber das Minimum gelten. Es bezeichnen
aber die Buchstaben A und B hier fiir uns Formeln solcher Art oder unbestimmte
Ausdriicke, welchen die Frage iiber Maxima und Minima zufallen kann; dann
aber sind « und g irgendwelche konstanten Grofien. Wir wollen nun diese Kurve,
in welcher aA + BB ein Maximum ist, mit dem Buchstaben @) bezeichnen,
damit wir sie leichter ohne ldstige Wortbeschreibungen kennzeichnen konnen.
Nun werde also irgendeine andere Kurve R aufgefasst, die derselben Abszisse

211
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entspricht und die denselben Wert der Formel A erhilt, welchen die Kurve @ hat;
in dieser Kurve R wird also der Ausdruck A 4+ 8B daher einen kleineren Wert
annehmen, als in der Kurve @, weil in der Kurve ) der Ausdruck aA+ 8B den
grofsten Wert von allen erhilt. Daher, weil in den Kurven ) und R der Ausdruck
A denselben Wert erhélt und in @ der Ausdruck aA + BB grofer sein muss als
in der Kurve R, folgt, dass in der Kurve @) der Wert des Ausdrucks B grofser
sein muss als in der Kurve R. Weil also R irgendeine Kurve bezeichnet, die mit
@ den gemeinsamen Wert der Formel A erhalt, ist es klar, dass unter all diesen
Kurven R die Kurve @ jene ist, in welcher die Formel B den maximalen Wert
hat. Aus diesen Dingen schlieftt man, dass dieselbe Kurve, die unter ganz und
gar allen Kurven den maximalen oder minimalen Wert des Ausdrucks oA + B
hat, zugleich so beschaffen ist, dass sie unter allen anderen Kurven, die sich der
gemeinsamen Eigenschaft A erfreuen, den maximalen oder minimalen Wert des
Ausdrucks B erhélt. Denn obwohl der Beweis nur fiir das Maximum gefiihrt
worden ist, wird derselbe dennoch nach den jeweiligen Umformulierungen an
das Minimum angepasst werden. Q.E.D.

KOROLLAR I
2. Umgekehrt wird deshalb eingesehen, wenn die Kurve gefunden werden muss,
die unter allen, die mit derselben gemeinsamen Eigenschaft A versehen sind,
den Ausdruck B zum Maximum oder Minimum haben wird, dass dann dem Ge-
forderten geniigt wird, wenn uneingeschrinkt unter allen Kurven die bestimmt
wird, in welcher « A + BB ein Maximum oder Minimum ist.

KOROLLAR IT
3. In die Losung von Problemen dieser Art gehen also die zwei neuen beliebigen
Konstanten o und (3 ein, die in den Ausdriicken A und B selbst nicht vorhanden
waren; diese werden aber den Platz hochstens einer Konstante einnehmen, weil
nur deren Verhiltnis in die Rechnung eingeht.

KOROLLAR III
4. Wenn daher also unter allen Kurven, die sich derselben Eigenschaft A erfreu-
en, die bestimmt werden muss, in welcher B ein Maximum oder Minimum ist,
dann werden die Differentialwerte jedes der beiden Ausdriicke A und B genom-
men, die einzeln mit beliebigen Konstanten multipliziert und zusammen gleich
null gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben werden.

KOROLLAR IV
5. Zugleich ist es auch klar, dass es egal ist, ob unter allen Kurven, die sich
der gemeinsamen Eigenschaft A erfreuen, die gesucht wird, in welcher B ein
Maximum oder Minimum ist, oder umgekehrt unter allen Kurven, die sich der
gemeinsamen Eigenschaft B erfreuen, die gesucht wird, in welcher A ein Maxi-
mum oder Minimum ist.

BEMERKUNG 1
6. Diese Dinge, die wir sowohl in dieser Proposition als auch in den angehéng-
ten Korollaren angegeben haben, sind freilich aus dem vorhergehenden Kapitel
schon sehr offenkundig, in welchen natiirlich die inverse Methode, Probleme zu
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16sen, enthalten ist, in denen unter allen Kurven, die sich einer gemeinsamen
Eigenschaft erfreuen, die gesucht wird, die mit der Eigenschaft eines gewissen
Maximums oder Minimums versehen ist. Aber in der Tat diirfen wir nicht glau-
ben, nur denselben Gegenstand wiederholt zu haben; denn dieselbe Wahrheit,
die wir zuvor mit einer ziemlichen langwierigen Methode gefunden hatten, haben
wir hier sehr kurz und knapp bewiesen. Deshalb wird die eine Beweismethode
umso mehr durch die andere wegen der grofiten Ubereinstimmung jeder der bei-
den bestétigt werden, und wenn jemandem die erste wegen des sehr intensiven
Gebrauchs des unendlich Kleinen nicht hinreichend durchsichtige Methode zu
schliipfrig und unsicher scheint, dann wird ihm der hier gegebene Beweis jeden
Zweifel nehmen. Darauf, wenn jemand iiber die Umkehrung der gegenwartigen
Proposition, die in Korollar 1 gemacht worden ist, immer noch zweifelt, wird
ihm die erste Methode vollstens geniigen. Inzwischen kann aber die Begriindung
der Umkehrung aus sich selbst heraus sicher gegeben werden. Weil nédmlich die
Kurve @, die unter ganz und gar allen Kurven oA 4+ B zum Maximum oder
Minimum hat, so beschaffen ist, dass sie unter allen Kurven, die sich der gemein-
samen Eigenschaft A erfreuen, B zum Maximum oder Minimum hat, was auch
immer anstelle von « und f angenommen wird, ist es von Noten, dass die Um-
kehrung gleichermafen gilt, wenn freilich den Koeffizienten o und 5 die grofite
Ausdehnung zugeschrieben wird. Und es scheint daher ratsam, dies mitzuteilen
und die Giiltigkeit dieser Begriindung zu zeigen, damit im Folgenden, wo wir
dieselbe gebrauchen werden, kein Zweifel bestehen bleibt. Denn diese Propositi-
on, auch wenn sie sich eigens auf das vorhergehende Kapitel bezieht, haben wir
hierauf {ibertragen, damit wir mit derselben Methode den diesem Kapitel zu
eigenen Gegenstand leichter behandeln kénnen; dieser, wenn er mit der anderen
Methode erledigt werden miisste, wiirde natiirlich sehr lange Rechnungen und
die grofiten Verwicklungen von Differentialen aller Ordnungen erfordern. Den-
noch, sofern es geschehen kann, werden wir dazwischen sorgsam beweisen, dass
alles, was wir hier angeben werden, auch durch die obere Methode bestéatigt und
gefunden werden kann.

PROPOSITION II THEOREM
7. Dieselbe Kurve, die unter ganz und gar allen Kurven, die derselben Abszisse
entsprechen, den mazimalen oder minimalen Wert des Ausdrucks aA + BB +
~C' hat, wird zugleich so beschaffen sein, dass sie unter allen Kurven, die so
den Ausdruck A wie den Ausdruck B gemeinsam haben, den mazximalen oder
minimalen Wert des Ausdruckes C'S hat.

BEWEIS. Es bezeichnen hier fiir uns die Buchstaben A, B und C Integralfor-
meln oder unbestimmte Ausdriicke solcher Art, die des Maximums oder Mi-
nimums fassungsfahig sind, aber die Buchstaben «, 3, v bezeichnen beliebige
konstante Grofen. Es sei nun @) die Kurve, die unter ganz und gar allen Kur-
ven den maximalen oder minimalen Wert oA + 8B + ~vC hat, und es werde
irgendeine andere Kurve R aufgefasst, in welcher sowohl der Ausdruck A als
auch der Ausdruck B denselben Wert erhélt, welchen sie in der Kurve @ erhélt;
nach Festlegen davon wird der zusammengesetzte Ausdruck aA+ 5B denselben
Wert in jeder der beiden Kurven ) und R haben. Dieser Sache wegen wird der
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ganze Ausdruck oA + 5B + «C in der Kurve R einen kleineren Wert als in der
Kurve @ erhalten, wenn freilich €A+ 5B +~C in der Kurve @ ein Maximum ist;
andernfalls wird der Wert des Ausdrucks aA 4+ B +~yC' in der Kurve R grofer
sein als in der Kurve @, wenn cA + BB + vC in der Kurve @ ein Minimum
war. Weil also der Teil A + BB des Ausdruckes jeder der beiden Kurven @
und R gemeinsam ist, wird der {ibrige Anteil yC' und daher der Ausdruck C'
im Falle des Maximums in ) grofer sein als in R, im Falle des Minimums wird
aber der Ausdruck C' in der Kurve @) grofer sein als in der Kurve R. Aus diesen
folgt, wenn die Kurve @ unter ganz und gar allen Kurven den maximalen oder
minimalen Wert des Ausdrucks A + B + vC hat, dass dann zugleich diese
Kurve @ mit der Gestalt versehen ist, dass sie unter allen Kurven R, die sich
desselben Wertes sowohl des Ausdrucks A als auch des Ausdrucks B erfreuen,
den maximalen oder minimalen Wert des Ausdrucks C' enthélt. Q.E.D.

KOROLLAR I

8. Weil ja die Ausdriicke A, B und C' nach Belieben untereinander vertauscht
werden konnen, wird die Kurve, in welcher aA + 8B + vC' ein Maximum oder
Minimum ist, zugleich unter entweder allen Kurven, die sich derselben gemein-
samen Eigenschaften A und B erfreuen, das maximale oder minimale C' haben
wird, oder das maximale oder minimale B unter allen Kurven haben, die sich
den gemeinsamen Eigenschaften A und C' erfreuen werden, oder schlieflich das
maximale oder minimale A unter allen Kurven haben, welchen die beiden Ei-
genschaften B und C' gleichermafsen zufallen.

KOROLLAR II
9. Dieselbe Kurve, die also unter allen, die sich derselben zwei gemeinsamen
Eigenschaften A und B erfreuen, das maximale oder minimale C hat, wird
unter allen Kurven, die mit den zwei Eigenschaften entweder A und C oder B
und C gleichermafien versehen sind, entweder das maximale oder minimale B
oder das maximale oder minimale A haben.

KOROLLAR III
10. Wenn also die Kurve gesucht werden muss, die unter allen anderen, die mit
den zwei Eigenschaften A und B gleichermafien versehen sind, den maximalen
oder minimalen Ausdruck C hat, dann wird dem Geforderten geniigt werden,
wenn die Kurve gesucht wird, die uneingeschréankt unter allen Kurven den Aus-
druck aA + B + vC' zum Maximum oder Minimum hat.

KOROLLAR IV
11. Weil ja «, 8, v beliebige konstante Groflen sind, gehen in die Lésung von
Problemen dieser Art drei neue beliebige konstante Grofien ein, die in den vor-
gelegten Formeln A, B und C nicht enthalten waren; aber diese drei Konstanten
«, B und v werden nur zwei gleichwertig sein.

KOROLLAR V
12. Diese Konstanten waren aber schon in der zuerst fiir die Kurve gefundenen
Gleichung enthalten; auffer diesen werden aber durch Integration so viele neue
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Konstanten eingehen, wie Integrationen von Noten sind, bevor zu einer endlichen
Gleichung gelangt wird.

KOROLLAR VI
13. Auf die gleiche Weise, auf die wir diese Proposition und die vorhergehende
bewiesen haben, wird gezeigt werden, dass dieselbe Kurve, die unter uneinge-
schrankt allen Kurven den maximalen oder minimalen Ausdruck a4 + 5B +
~C 4 0D hat, unter allen Kurven, die die drei Ausdriicke A, B und C gemein-
sam haben, den maximalen oder minimalen vierten D haben wird.

BEMERKUNG 1

14. Aus dieser Proposition wird schon zur Geniige die Methode erkannt, Proble-
me, die sich auf die relative Methode beziehen, solcher Art aufzulésen, in denen
die Kurve gesucht wird, die unter allen, die derselben Abszisse entsprechen und
sich zwei oder mehr gemeinsamen Eigenschaften gleichermafen erfreuen, den
maximalen oder minimalen Wert eines gewissen Ausdrucks hat. Die Frage wird
natiirlich auf die absolute Methode zuriickgefiihrt werden, so dass unter ganz
und gar allen Kurven die zu suchen ist, die einen gewissen maximalen oder
minimalen Ausdruck hat. Und mit dieser Reduktion erhalten wir den Vorteil,
dass wir alle Probleme dieser Art mit Hilfe von Differentialwerten, welche wir
schon oben zu finden gelehrt haben, auflésen kénnen. Die Aufldsungsmetho-
de selbst wird aber darauf zuriickgehen, dass alle gemeinsamen Eigenschaften,
zusammen mit dem Ausdruck des Maximums oder Minimums, einzeln erklart
werden, die einzelnen mit beliebigen Konstanten multipliziert werden und die
Produkte zu einer Summe zusammengefasst werden; danach wird unter absolut
allen Kurven die gesucht werden miissen, in welcher die Summe maximal oder
minimal wird. Dies aber selbst wird durchgefiihrt werden, indem der Differen-
tialwert jener Summe gefunden wird und gleich null gesetzt wird. Deshalb wird
die ganze Operation durchgefiihrt werden, wenn die Differentialwerte sowohl der
einzelnen Ausdriicke, die die gemeinsamen Eigenschaften enthalten, als auch des
Ausdrucks des Maximums oder Minimums geméfs der oben gegebenen Regeln
genommen werden, die einzelnen jeweils mit beliebigen Konstanten multipliziert
werden und das Aggregat all dieser Produkte gleich null gesetzt wird; daher wird
die Gleichung fiir die gesuchte Kurve entstehen. Es kénnte deshalb diese eine
einzige Vorschrift geniigen, um Fragen dieser Art aufzulésen. Aber, bevor wir
deren Gebrauch erkldren, wird es geféllig sein, dass diese Methode selbst auf
dem zuvor verwendeten Weg bestéatigt wird.

PROPOSITION III PROBLEM
15. Unter allen Kurven, die auf dieselbe Abszisse bezogen wurden und die glei-
chermafen mit den zwei gemeinsamen FEigenschaften A und B versehen sind,
die zu bestimmen, in welcher der Wert des Ausdrucks C mazximal oder minimal
15t.

LOSUNG. Aus dem Vorhergehenden wird schon eingesehen, dass dieses Pro-
blem gelost wird, wenn unter uneingeschrénkt allen Kurven die gesucht wird,
in welcher A + B + vC' ein Maximum oder Minimum ist. Dafiir ist es aber
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notig, die Differentialwerte der Ausdriicke A, B und C zu kennen. Es sei also
der Differentialwert des Ausdrucks A = nv-dx- P, des Ausdrucks B = nv-dz-Q,
des Ausdrucks C' = nv - dz - R; aus diesen wird die verlangte Gleichung fiir die
Kurve sein aP + 8Q +yR = 0.

Aber, damit sich die Giiltigkeit dieser Losung noch mehr zeigt, wollen wir
dasselbe Problem mit derselben Methode, die wir oben im vorhergehenden Ka-
pitel benutzt haben, angehen. Zuerst wird aber eingesehen (Fig. 15), um dieses
Problem zu 16sen, dass drei Ordinaten um unendliche kleine Stiicke vermehrt
werden miissen, dass den drei vorgeschriebenen Bedingungen geniigt werden
kann. Zuerst miissen nadmlich diese drei hinzugefiigten Stiicke, mit denen die
geniigende Kurve az selbst in eine neue sich moéglichst wenig von ihr unter-
scheidende verwandelt wird, so beschaffen sein, dass der Ausdruck A, der eine
gemeinsame Eigenschaft enthélt, jeder der beiden Kurven gleichermafen zuféllt.
Darauf wird aber auch die andere gemeinsame Eigenschaft B in jeder der bei-
den Kurven denselben Wert erhalten miissen. Drittens muss aus der Natur des
Maximums oder Minimums auch der Ausdruck C' denselben Wert in der Kurve
selbst und der verénderten erhalten; diesen drei Bedingungen kann durch we-
niger als drei Stiicke, die drei Ordinaten hinzugefiigt worden sind, nicht geniigt
werden. Daher werde aufier den zwei Ordinaten Nn und Oo, die in der Figur um
die Stiicke nv und ow vermehrt wurden, der folgenden Ordinate Pp das Stiick
pr hinzugefiigt zu werden aufgefasst. Und es werde zuerst der Zuwachs gesucht,
welcher der Ausdruck A aus diesen drei Stiicken erhélt, welcher dieser sein wird

=ny - Pdx + ow - P'dx + pr - P''dz.

Denn aus dem Stiick nv entsteht die Zunahme nv - Pdz, die mit dem Differenti-
alwert selbst iibereinstimmt, welchen der Ausdruck A aus dem Stiick nv allein
erhélt. Aus dem folgenden Stiick ow entsteht aber der Zuwachs ow - P'dx, natiir-
lich derselbe wie zuvor, um seinen Differentialwert vermehrt; weil namlich ow
der folgenden Ordinate hinzugefiigt wird, werden alle mit ow versehenen Grofen
die folgenden derer sein, die mit dem Stiick nv versehen sind; und auf die gleiche
Weise wird aus dem Stiick pm der Zuwachs pr - P”dx entstehen; all diese Dinge,
wenn es jemandem beliebt, die Rechnung auf die Weise durchzufiihren, die wir
in Proposition 3 von Paragraph 22 des vorhergehenden Kapitels gebraucht ha-
ben, zu verfolgen, werden zur Geniige klar und erkenntlich werden. Auf dieselbe
Weise wird also weiter der Ausdruck B, dessen Differentialwert, der aus dem
einen Stiick nv entsteht, wir = nv - Qdx gesetzt haben, aus den drei Stiicken nwv,
ow und pm diesen Zuwachs erhalten

=nv-Qdr + ow - Q'dx +pr - Q"dx.
Drittens wird der Ausdruck C aus diesen drei Stiicken diesen Zuwachs erfahren
nv - Rdx + ow - R'dx + pr - R"dx.

Diese drei einzelnen Zuwéchse miissen nun jeweils gleich null gesetzt werden,
dass allen vorgeschriebenen Bedingungen geniigt wird; daher werden die drei
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folgenden Gleichungen entstehen, nachdem durch dz geteilt wurde;
O=nv-P+ow-P +pr-P’
O=nv-Q+ow-Q +pr-Q"
O=nv-R+ow-R +pr-R"
Wenn daher nun die Stiicke nv, ow, pw, die, um die Lésung durchzufiihren, zur
Hilfe genommen wurden, eliminiert werden, wird eine Gleichung zwischen den
drei der Kurve zu eigenen Grofen entstehen, mit denen also die Natur der Kurve
ausgedriickt werden wird. Um also die Stiicke zu eliminieren, wollen wir die
einzelnen Gleichungen jeweils mit den neuen Unbekannten «, 3, v multiplizieren,
dass man hat
0=nv-aP+ow-aP +pr-aP”
0=nv-pQ +ow- Q" + pr-BQ"
0=nv-yR +ow-vR +prn-vR",

und daher werden diese Gleichungen gebildet

0=aP +8Q + R
0=aP +pQ +~R
O — aP// + /BQI/ + ’)/R//.
Daher ist sofort klar, wenn fiir «, 3, v konstante Gréfsen angenommen werden,

dass die erste Gleichung die iibrigen zwei weiteren in sich umfasst; wenn ndmlich
0 = aP + BQ + vR war, dann wird zugleich sein

0=adP+ fdQ +~vdR und 0= addP + ddQ + vddR;
und weil gilt
P'=P+dP, Q =Q+dQ, R =R+dR
und
P'=P+4+2dP+ddP, Q" =Q+2dQ+ddQ und R’= R+ 2dR+ ddR,

wird auch gelten
0=aP +BQ +~R
und
0 — aPH“_/BQN +'YRH~

Deshalb ist, um das Problem zu l6sen, diese Gleichung zu bilden
0=aP +5Q+R,

welche, wenn anstelle von «, 8 und = irgendwelche beliebigen konstanten Gro-
fen geschrieben werden, die Natur der gesuchten Kurve ausdriicken wird. Diese
Gleichung stimmt aber ganz und gar mit der iiberein, welche wir mit der an-
deren Methode gefunden haben, und die eine Methode wird durch die andere
bestatigt. Q.E.L
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KOROLLAR I
16. Alle Probleme dieser Art kénnen also auch mit Hilfe von Differentialwerten,
die aus der Verdnderung einer einzigen Ordinate entstehen und welche wir oben
ziemlich umfangreich zu finden gelehrt haben, aufgelost werden.

KOROLLAR II

17. Es ist also klar, wenn die Kurve gefunden werden muss, die, unter allen
anderen Kurven, die auf dieselbe Abszisse bezogen wurden und denen die zwei
Ausdriicke A und B gleichermafen zufallen, den maximalen oder minimalen
Wert des Ausdruckes C hat, dass dann die Frage auf diese zuriickgeht, die sich
auf die absolute Methode bezieht, dass unter ganz und gar allen Kurven, die auf
dieselbe Abszisse bezogen wurden, die bestimmt wird, in welcher der Ausdruck
aA + BB + «vC ein Maximum oder Minimum ist.

KOROLLAR IIT
18. Zugleich wird daher aber auch die Methode klar, Probleme aufzulGsen, in
denen unter ganz und gar allen Kurven, in welchen mehr als zwei und daher wie
viele Eigenschaften auch immer gleichermafien zusammenkommen, die verlangt
wird, die sich der Eigenschaft eines gewissen Maximums oder Minimums erfreut.

KOROLLAR 1V
19. Wenn daher nédmlich unter allen Kurven, in denen die Ausdriicke A, B, C,
D gleiche Werte erhalten, die gefunden werden muss, in welcher der Ausdruck
E ein Maximum oder Minimum ist, dann wird dem Geforderten geniigt werden,
wenn unter ganz und gar allen Kurven die gesucht wird, in welcher aA + 8B +
yC' 4+ 0D + €E ein Maximum oder Minimum ist, wihrend die Buchstaben «, 3,
v, 6, € irgendwelche konstanten und beliebigen Groéfen bezeichnen.

KOROLLAR V
20. Umso mehr Eigenschaften also vorgelegt werden, die den Kurven, aus wel-
cher die gesuchte, die mit der Gestalt des Maximums oder Minimums versehen
ist, gefunden werden muss, gemeinsam sein miissen, umso mehr beliebige kon-
stante Grofen werden in die Gleichung fiir die Kurve eingehen und umso mehr
geniigende Kurven werden in ihr erfasst werden.

BEMERKUNG 1
21. Warum also umso mehr Konstanten in die Losung eingehen, umso mehr ge-
meinsame Eigenschaften vorgelegt werden, kann aus dem Vorhergehenden leicht
berechnet werden. Wir wollen némlich festlegen, dass unter allen Kurven, die
sich derselben Eigenschaft A erfreuen, die gesucht werden muss, in welcher B
ein Maximum oder Minimum sein muss; und zuerst wird freilich bekannt wer-
den, dass dieser Frage die Kurve geniigen wird, die unter ganz und gar allen
Kurven das maximale oder minimale B hat; diese wird ndmlich auch unter all
jenen, die sich der gemeinsamen Eigenschaft A erfreuen werden, das maximale
oder minimale B haben. Darauf ist es aber auch moglich, dass unzéhlige Arten
von Kurven dieser Art aufgefasst werden, welche einzelnen denselben Wert des
Ausdrucks A erhalten; aber in der Art wird auch eine Kurve sein, die in Bezug
auf die ibrigen den maximalen oder minimalen Wert des Ausdruckes B enthélt.
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Es ist aber notwendig, dass diese geniigenden Kurven alle in der allgemeinen
Losung enthalten sind. Weil also wegen der einen vorgeschriebenen gemeinsa-
men Eigenschaft die Anzahl der geniigenden Kurven unendlich wird, wird sie
um Vieles mehr vermehrt werden, wegen desselben Grundes, wenn mehrere ge-
meinsame Eigenschaften vorgelegt werden. Dennoch wird indes, wenn die Werte,
welche diese einzelnen gemeinsamen Eigenschaften in den Kurven haben, aus de-
nen die gesuchte gefunden werden muss, tatséchlich bestimmt werden, natiirlich
dann die Lésung eine einzige geniigende Kurve liefern. Jene Konstanten werden
natiirlich dafiir dienen, dass die Werte, welche die gemeinsamen Eigenschaften
in der gefundenen Kurve erhalten werden, nach Belieben bestimmt werden; so
wird durch diese Konstanten im Fall von zwei gemeinsamen Eigenschaften A
und B die Kurve angegeben werden konnen, die gegebene Werte der Ausdriicke
A und B erhélt und dariiber hinaus so beschaffen ist, dass unter allen unendlich
vielen anderen Kurven, die dieselben Werte jener Ausdriicke A und B erhalten,
sie den maximalen oder minimalen Wert irgendeines anderen Ausdrucks C' hat.
Und diese selbe Anmerkung behélt Geltung, wenn mehrere gemeinsame Eigen-
schaften vorgeschrieben waren; daher ist zur Geniige klar, was mit diesen in die
Losungen eingehenden Konstanten zu machen ist und wie sie zu nutzen sind,
was in den folgenden Beispielen deutlicher gezeigt werden kénnen wird.

BEISPIEL I
22. Unter allen Kurven (Fig. 14), die auf dieselbe Abszisse AC = a bezogen
wurden und die sowohl von derselben Ldinge sind als auch gleiche Flichen DAD
erfassen, die zu bestimmen, die um die Achse AC rotiert den Festkorper des
grof$ten oder kleinsten Fassungsvermdgens erzeugt.

Nachdem die AbszisseAP = z, die Ordinate PM = y und dy = pdx
gesetzt wurden, sind die vorgelegten gemeinsamen Eigenschaften [ydz und
[ dz\/T+ pp; aber die Formel des Maximums oder Minimums ist [ yydz. Es
werden nun die Differentialwerte dieser drei Formeln gesucht. Und zuerst wird
freilich der Differentialwert der Formel [ ydz = nv - dz sein, darauf ist der Dif-

. S p . )
ferentialwert der Formel [dzy/I+pp = —nv-d i und drittens ist der

Differentialwert der Formel [ yydz = 2nv-ydz. Aus diesen drei Differentialwer-
ten wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung aufgestellt werden

p
0 =adr — fd- —— + 2yydzx
v1-+pp v

oder p
p ceap
ced - —— = bdx + 2yde = —————.
V1+pp (1 + pp)32

Es werde diese Gleichung mit p multipliziert und integriert; man wird haben
—cc
vI+pp’

wo sich so cc wie ff nach Belieben entweder positiv oder negative annehmen
lassen. Daher wird weiter werden

ff+by+yy=

Ve = (Ff+by+yy)? _dy.
ffi+by+yy dx’

(ff+by+yy)’(L+pp)=c* und p=
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und daher
(ff +by +yy)dy

Ve = (ff+by+yy)?’

welches die Gleichung fiir eine elastische Kurve ist. Es wird aber durch die eine
iibrige Integration eine neue vierte beliebige Konstante eingehen; und mit diesen
vier Konstanten wird bewirkt werden kénnen, dass die Kurve durch zwei gegebe-
ne Punkte hindurchgeht; darauf wird mit den zwei {ibrigen Konstanten erhalten
werden, dass flir © = a gesetzt so die Fliche der Kurve wie ihre Lénge eine
gegebene Grofe erhalten. Dariiber hinaus wird aber durch die Zweideutigkeit
der Vorzeichen, mit welcher das Wurzelzeichen versehen ist, das eine Vorzeichen
die Kurve liefern, die sich der Eigenschaft des Maximums erfreut, das andere die
Kurve, die sich der Eigenschaft des Minimums erfreut. Weil ja aber in der gefun-
denen Gleichung jene gegebene Grofie a der Abszisse nicht enthalten ist, folgt,
dass jeder Anteil der gefundenen Kurve, der irgendeiner Abszisse entspricht, sich
auch dieser Eigenschaft erfreut, dass unter allen anderen Kurven, die derselben
Abszisse entsprechen und durch dieselben zwei Punkte hindurchgehen und die
zugleich mit jener Kurve so die gleiche Lange wie die Gleiche Flache umfassen,
dass jene, so sage ich, Kurve um ihre Abszisse rotiert den Festkorper des ma-
ximalen oder minimalen Fassungsvermogens generiert. Die zwei Punkte, durch
die die gesuchte Kurve hindurchgehen soll, sind daher hier in die Betrachtung
einzubeziehen, weil die Rechnung eine Differentialgleichung zweiten Grades ge-
liefert hat, die per se eine zweifache Bestimmung verlangt. Es werden aber auch
jene zwei librigen Konstanten, die sofort in der gefundenen Gleichung enthalten
waren, durch Punkte bestimmt werden konnen und auf diese Weise wird eine
bestimmte Losung dieser Art hervorgehen, die lehren wird, durch vier gegebene
Punkte die Kurve zu beschreiben, die unter allen anderen, die durch dieselben
vier Punkte hindurchgehen und sowohl gleich lang sind als auch gleiche Fla-
chen enthalten, um die Achse rotiert den entweder maximalen oder minimalen
Festkorper erzeugt. Denn immer wird die Anzahl der beliebigen Konstanten,
die in der gefundenen Gleichung sowohl tatséchlich als auch potentiell enthalten
sind, aufzeigen, wie viele Bestimmungen zu verwenden sind, dass die gesuchte
Kurve bestimmt wird; und diese wird darauf unter alle anderen Kurven, die mit
denselben Bestimmungen versehen sind, dem Geforderten geniigen.

dr =

BEISPIEL II
23. Unter allen Linien, die derselben Abszisse entsprechen und die erstens glei-
che Flichen fydx enthalten und auflerdem um die Achse rotiert gleiche Fest-

korper [ yydx erzeugen, die zu bestimmen, die ihren Schwerpunkt entweder am

meisten oder am wenigsten emporgehoben hat, das heifit, in welcher jfyyxdiz ent-

weder ein Maximum oder Minimum ist.

Es sei die vorgeschriebene Linge der Abszisse, an welche die Loésung an-
gepasst werden muss, = a und fiir diese Abszisse werde der Wert der Formel
[ ydz = A, der Formel [ yydz = B und der Formel [ yxzdz = C. Weiter sei der
Differentialwert der Formel [ ydz = dA = dx, der Formel [yydx = dB = 2ydx
und der Formel [yxzdx = dC = xdx, nachdem natiirlich die Differentialwerte
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dieser Formeln geméfs der oben gegebenen Regeln genommen wurden, indem nur
das Stiick nv weggelassen wird, welches natiirlich immer durch Teilung besei-

tigt wird. Weil nun der Ausdruck des Maximums oder Minimums keine einfache
[ yzdx
[ ydx ?

Formel ist, sondern der Bruch wird sein Differentialwert sein

AdC — CdA  Axdr — Cdzx

und wegen der gegebenen Differentialwerte der zwei gemeinsamen Eigenschaften
[ ydz und [ yydz, natiirlich dA = dz und dB = 2ydz, wird fiir die gesuchte
Kurve die folgende Gleichung entstehen

~vyAxdr — vCdx

Ve =0 oder (aA?—~C)dz+2B8A%ydr+yAxds = 0;

adz+2Bydx+

weil in dieser Gleichung «, (3, v beliebige Konstanten sind, kénnen mit einer
Transformation von diesen die bestimmten Konstanten A und C' so aus der
Rechnung herausgeworfen werden, dass die gefundene Losung auf alle Abszis-
sen gleichermafen angepasst wird. Es wird aber zu dieser Gleichung gelangt
werden bdxr = mydx 4+ naxdx oder nach Teilung durch dx zu dieser b = my + nax,
welche Gleichung die fiir irgendeine gerade Linie ist. Die gerade Linie, die zur
vertikalen Achse irgendwie gelegen ist, wird also unter allen anderen gekriimm-
ten Linien, die mit der Achse so dieselbe Fliche [ydz wie dasselbe Volumen
f yydz enthalten, den Schwerpunkt ihre Fliche entweder am meisten oder ge-
ringsten emporgehoben haben. Es wird aber der Schwerpunkt am geringsten
emporgehoben sein, wenn die gerade Linie sich von oben an die Achse anné-
hert, er wird aber am meisten emporgehoben sein, wenn sie sich von unten an
die Achse annihert; und diese sind die beiden Félle, in denen eine entweder
oder minimale Erhebung des Schwerpunktes auftreten. Unter diesen Féllen ist
der mittlere der, in welchem jene gerade Linie der Achse parallel ist; es kann
dariiber noch Zweifel bestehen, ob der Schwerpunkt entweder am meisten her-
abgedriickt oder am hochsten emporgehoben ist. Aber dieser Fall findet nicht
einmal in der Frage einen Platz. Denn, nachdem eine der Achse parallele gerade
Linie festgelegt worden ist, so dass y = b ist, kann dann iiberhaupt keine andere
Linie dargeboten werden, die fiir derselbe Abszisse sowohl die gleiche Fliche
[ ydz als auch das gleiche Volumen [ yydx enthilt, und dies passiert daher,
weil diese gerade Linie unter allen anderen Linien, die dieselbe Fliche [ ydx
erfassen, das minimale Volumen [ yydx einschlieft.

BEISPIEL III
24. Unter allen Kurven (Fig. 21) DAD derselben Linge, die zwei gegebene Punk-
te D und D verbinden, die zu bestimmen, deren Eigenschaft diese ist, dass, wenn
unter den vertikalen Geraden DB, DB durch die horizontale Gerade NN der
Raum NDADN wvon gegebener Grofie abgetrennt wird, der Schwerpunkt dieses
Raums NDADN den untersten Platz einnimmt.
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M M

A
Fig. 21

Die Losung dieser Frage hat einen auferordentlichen Nutzen in der Hydro-
statik und mit ihrer Hilfe wird das Problem gelost, in welchem die Form des
Tuches DAD, das dem Gefdafk BDDB in den Punkten D und D angefiigt wur-
de, gefunden werden soll, welche es annimmt, wenn dem Geféfs eine gegebene
Menge an Wasser eingefiillt wird. Zuerst ndmlich, wahrend das Tuch keine Aus-
dehnung zulasst, wird die Lange der Kurve DAD gegeben sein, darauf wird auch
der Raum NDADN, mit welchem die Grofe des eingefiillten Wassers gemes-
sen wird, gegeben sein, und drittens wird gemé&ft der allgemeinen Gesetze der
Hydrostatik und der Schwerkraft die Form DAD so beschaffen sein, dass der
Schwerpunkt des Raumes NDADN den untersten Platz einnimmt. Um dieses
Problem aufzulésen, werde DC = CD = a gesetzt, und nachdem irgendeine
Horizontale M PM gezogen wurde, sei MP = PM = x und AP = y, der Bogen
wird sein

MAM = Q/d:v\/l + pp nach Setzen von dy = pdzx.

Wenn daher nun die Lange der Kurve DAD = 2b gesetzt wird, muss die Glei-
chung zwischen x und y so beschaffen sein, dass die Integralformel [ dz+/T+ pp
= b wird, nachdem z = a gesetzt wurde. Weiter wird die Flache MAM =
2 [wdy = 2 [ zpdz; diese werde = 2f f in dem Fall, in dem = = a gesetzt wird;
sodass dann [ @pdz = ff ist. Diese Fliche selbst ist aber nicht gegeben, son-
dern sie muss mit der Fliche NDDN einen gegebenen Raum erzeugen, welcher
= 2cc sei. Wenn also DN = z gesetzt wird, wird gelten

- - d.
az+ ff=cc und 2= ff:cc fa:px’
a a

nachdem z = a gesetzt wurde. Schlieklich wird der Schwerpunkt des ganzen
Raumes NDADN vom Punkt A in diesem Intervall entfernt sein

_ [ zypdz + az(AC + 1z)

b

CcC
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nachdem nach der Integration x = a gesetzt wurde; unterhalb des Punktes C'
wird also der Schwerpunkt in diesem Intervall gelegen sein

AC(cc — az) — Sazz — [ aypdax

cc

)

was ein Maximum sein muss. Weil aber z = ist, wird diese Form ein

Maximum sein miissen

4 d d 2
AC/JUpd$—i+ cc | epda — (J opde) —/xypda:.

cc— [ xpdx
a

2a a 2a

Das Problem geht deshalb darauf zuriick, dass unter allen Kurven derselben
Lénge, die der Abszisse DC = a entsprechen, die bestimmt wird, in welcher
dieser Ausdruck

1
h/xpdz+ E/a:pdz— —(/xpdz)Z —/:cypdx
a 2a

ein Maximum ist, wihrend y = h fiir x = a gesetzt ist. Nun, weil die Lange der

Kurve = [ dz+/T+ pp ist, wird ihr Differentialwert = —d - \/ﬁw sein. Darauf

ist der Differentialwert der Formel f xpdr = —dxz und der Differentialwert der
Formel [ zypdz ist

=xpdr — d - xy = —ydx.

Daher geht der Differentialwert des ganzen Ausdrucks, der ein Maximum sein
muss, hervor
Ir

= —hdxr — Eclnc + ~—~dx + ydx,
a a

welche wegen der nicht bestimmten Konstanten h und ff in diese {ibergeht
kdx + ydx, wo k eine beliebige Konstante ist. Deshalb wird diese Gleichung fiir
die gesuchte Kurve hervorgehen

p

VIi+pp’

die mit p multipliziert und integriert m + 2ky + yy = \/% geben wird; diese
Kurve ist bekannt, eine Elastica zu sein, und sie wird unveréndert bleiben, wel-
chen Wert auch immer die Grofke cc erhilt. Der vorgelegten Frage wird also so
geniigt werden, dass durch die gegebenen Punkte D und D eine elastische Kurve
hindurchgefiihrt wird, deren Achse oder orthogonaler Durchmesser die vertikale
Gerade AC ist und deren Anteil DAD der gegebenen Léinge 2b erhélt; und auf
diese Weise wird die Losung ganz und gar bestimmt sein und es wird eine einzige
geniigende Kurve resultieren. Dass aber die Grofe des Raumes NDADN = 2cc,
iiber dessen Schwerpunkt die Frage ist, vollig aus der Rechnung herausgegan-
gen ist, hétte sich freilich leicht vorhersehen lassen; auf diese Weise wére die
Lésung um Vieles leichter gewesen. Aber wir haben diese, wenn auch unniitze,
Bedingung absichtlich hinzugefiigt, damit die Art klar werden wiirde, andere
Probleme dieser Art, wo eine solche Reduktion nicht stattfindet, aufzulosen.

kdx + ydxr = —ggd -




224 Uber elastische

BEMERKUNG 2
25. So ist also die ganze unbestimmte Methode der Maxima und Minima er-
lautert worden, mit welcher die gekriimmte Linie gesucht zu werden pflegt, die
mit einer gewissen Eigenschaft des Maximums oder Minimums versehen ist.
Und diese ganze Methode ist auf das Finden von Differentialwerten zuriick-
gefithrt worden, die aus dem Zuwachs nur einer einzigen Ordinate entstehen.
Wenn natiirlich ein Problem erfordert, unter ganz und gar allen Kurven, die auf
dieselbe Abszisse bezogen wurden, die zu bestimmen, in welcher ein gewisser un-
bestimmter Ausdruck den maximalen oder minimalen Wert erhélt, dann ist der
Differentialwert jenes Ausdrucks zu suchen; dieser wird gleich null gesetzt die
Gleichung fiir die gesuchte Kurve geben. Wenn daher aber unter allen Kurven,
die sich einer oder mehrerer gemeinsamer Eigenschaften erfreuen, die bestimmt
werden muss, in welcher der Wert eines gewissen vorgelegten Ausdruckes ma-
ximal oder minimal ist, dann miissen die Differentialwerte des Ausdruckes, so
der einzelnen gemeinsamen Eigenschaften wie des Maximums oder Minimums,
gesucht werden und diese einzelnen miissen dann mit beliebigen Konstanten
multipliziert werden, die Summe welcher Produkte gleich null gesetzt die Glei-
chung fiir die gesuchte Kurve geben wird. Um aber den Differentialwert eines
unbestimmten Ausdruckes zu finden, haben wir in den oberen Kapiteln genii-
gende und sogar leichte Regeln angegeben. Denn ein unbestimmter Ausdruck
solcher Art, der entweder die gemeinsame Eigenschaft oder das Maximum oder
Minimum enthélt, ist entweder eine einfache Integralformel oder eine Funktion
zweier oder mehrerer Integralformeln dieser Art. Was aber einfache Differenti-
alformeln betrifft, haben wir in Paragraph 7 von Kapitel IV die Vorschriften
erldutert, mit deren Hilfe Differentialwerte von Formeln solcher Art gefunden
werden konnen; dort haben wir diese Untersuchung auf fiinf Falle zuriickgefiihrt.
Wie aber geméf dieser selben Vorschriften der entsprechende Differentialwert
einer Funktion von zwei oder mehreren einfachen Integralformeln bestimmt wer-
den kann, haben wir in Proposition 4 desselben Kapitels IV angegeben und eine
der Differentiation &hnliche und hinreichend leichte Methode erldutert; sodass
in dieser Art nichts {ibrig zu sein scheint, was dariiber hinaus hinzuzufiigen ist.

ENDE



Anhang 1

Uber elastische Kurven

1. Schon ldngst haben einige sehr groffe Geometer erkannt, dass der Gebrauch
der in diesem Buch angegebenen Methode nicht nur in der Analysis selbst sehr
grof ist, sondern auch zur Auflésung von physikalischen Problemen ein sehr
weitreichendes Hilfsmittel darbietet. Weil ndmlich die Gestalt der Welt in héchs-
tem Mafe vollkommen ist und vom weisesten Schopfer geschaffen worden ist,
geschieht in der Welt {iberhaupt nichts, worin sich nicht eine gewisse Art des Ma-
ximums oder Minimums zeigt; deswegen besteht iiberhaupt kein Zweifel, dass
alle Wirkungen der Welt aus den Zweck betreffenden Griinden mit Hilfe der
Methode der Maxima und Minima gleichermafsen gliicklich bestimmt werden
konnen. Es existieren aber schon iiberall verstreut so aufserordentliche Beispie-
le, dass wir fiir die Bekréaftigung der Giiltigkeit ganz und gar nicht viele Beispiele
brauchen; ja es wird sogar eher darauf die Arbeit zu verwenden sein, dass in
jeder Art von natiirlichen Fragen die Grofe gefunden wird, die den maximalen
oder minimalen Wert annimmt; diese Aufgabe scheint sich eher auf die Philoso-
phie als auf die Mathematik zu beziehen. Weil also zwei Wege offenstehen, die
Wirkungen der Natur zu erkennen, der eine durch die es bewirkenden Ursachen,
welcher die direkte Methode genannt zu werden pflegt, der andere durch den
Zweck betreffende Griinde, gebraucht der Mathematiker jeden der beiden mit
gleichem Erfolg. Wann immer ndmlich die es bewirkenden Ursachen allzu ver-
borgen sind, die den Zweck betreffenden aber sich unserer Erkenntnis weniger
entziehen, pflegt die Frage durch die indirekte Methode aufgelost zu werden;
ansonsten wird aber die direkte Methode verwendet, sooft es aus den es bewir-
kenden Griinden méglich ist, die Wirkung zu bestimmen. Es ist aber besonders
viel Arbeit aufzubringen, dass durch jeden der beiden Wege ein Zugang zur Lo-
sung er6ffnet wird; so wird ndmlich nicht nur die eine Lésung durch die andere im
hochsten Mafe bestiitigt, sondern wir erhalten auch aus der Ubereinstimmung
jeder der beiden grofste Zufriedenheit. Auf diese Weise ist die Kriimmung eines
herabhidngenden Seils oder einer herabhingenden Kette auf zweifachem Wege
gefunden worden, zum einem a priori aus den Wirkungen der Schwerkraft, zum
anderen aber durch die Methode der Maxima und Minima, weil ja das Seil ein-
gesehen wurde, eine Kriimmung solcher Art erhalten zu miissen, deren Schwer-
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punkt den untersten Platz einnimmt. Ahnlich ist die Kriimmung von Strahlen,
die durch ein durchsichtiges Medium verschiedener Dichte hindurchgehen, so a
priori bestimmt worden, wie auch aus dem Prinzip, dass sie in kiirzester Zeit
zu einem gegebenen Ort gelangen miissen. Es sind aber viele andere &hnliche
Beispiele von den hochgeehrten Briidern BERNOULLI und anderen vorgetragen
worden, durch welche so die Losungsmethode a priori wie die Erkenntnis der
es bewirkenden Griinde die grofsten Zuwichse erfahren hat. Obwohl aber we-
gen dieser so vielen und beriithmten Beispiele kein Zweifel zuriickblieb, dass bei
allen gekriimmten Linien, welche die Lésung von physikalisch-mathematischen
Problemen liefert, die Gestalt eines gewissen Maximums oder Minimums einen
Platz erhélt, wird dennoch oftmals dieses Maximum oder Minimum sehr schwer
erkannt, auch wenn sich die Losung a priori hatte finden lassen. Auch wenn so
die Form, welche ein gekriimmtes elastisches Stiick Blech annimmt, schon langst
bekannt ist, ist es dennoch, wie die Kurve durch die Methode der Maxima und
Minima, das heifst durch den Zweck betreffende Griinde gefunden werden kann,
bis jetzt von niemandem bemerkt worden. Deswegen, weil der hochgeehrte und
in dieser Art, die Natur zu erforschen, sehr scharfsinnige DANIEL BERNOULLI
mir angedeutet hatte, dass er die gesamte Kraft, welche in einem gekriimmten
elastischen Blech enthalten ist, in einer gewissen Formel, welche er Potenti-
alkraft nennt, erfassen kann, und dieser Ausdruck in einer elastischen Kurve
minimal sein muss, weil ja durch diesen Fund meine in diesem Buch angegebe-
ne Methode der Maxima und Minima wunderbar illustriert wird und ihr sehr
weiterreichender Gebrauch in héchstem Mafe aufgezeigt wird, kann ich diese
aufkerordentlich giinstige Gelegenheit nicht verstreichen lassen, dass ich, indem
diese aufserordentliche vom hochgeehrten BERNOULLI beobachtete Eigenschaft
der elastischen Kurve publiziert wird, zugleich den Gebrauch meiner Methode
deutlicher darlege. Denn diese Eigenschaft enthélt in sich Differentiale zwei-
ten Grades, so dass die dafiir zu entwickelnden Methoden, ein isoperimetrische
Problem zu l6sen, die zuvor angegeben wurden, nicht ausreichen.

UBER DIE KRUMMUNG EINES GLEICHFORMIGEN ELASTISCHEN
BLECHES

2. Es sei AB (Fig. 1) ein irgendwie gekriimmtes elastisches Stiick Blech; es
werde der Bogen AM = s und der Kriimmungsradius der Kurve MR = R
genannt; und, nach BERNOULLI, wird die Potentialkraft, die in einem Anteil
AM des Bleches enthalten ist, durch diese Formel f % ausgedriickt werden,
wenn freilich das Blech iiberall gleichermafen dick, breit und elastisch und im
natiirlichen Zustand gerade ausgerichtet ist. Daher wird die Gestalt dieser Kurve
AM diese sein, dass in ihr dieser Ausdruck den kleinsten Wert aller erhélt.
Weil ja aber im Kriimmungsradius R Differentiale zweiten Grades vorhanden
sind, werden, um die mit dieser Eigenschaft versehene Kurve zu bestimmen,
vier Bedingungen von No6ten sein, was mit der Natur der Frage aufierordentlich
iibereinstimmt. Weil nédmlich durch die gegebenen Grenzen A und B unendlich
viele elastische Bleche und die derselben Linge gebogen werden konnen, wird
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die Frage nicht bestimmt sein, wenn nicht aufier den zwei Punkten A und B
zugleich zwei andere Punkte oder, was auf dasselbe hinauslduft, die Lage der
Tangenten in den dufersten Punkten A und B zugleich vorgeschrieben wird.

Fig. 1

Nachdem né&mlich ein langeres elastisches Blech vorgelegt wurde, als die Distanz
der Punkte A und B ist, kann es nicht nur so gekriimmt werden, dass es inner-
halb der Grenzen A und B enthalten ist, sondern auch dass seine Tangenten in
diesen Punkten gegebene Ausrichtungen haben. Nachdem diese Dinge bemerkt
worden sind, muss die iiber die zu findende Kriimmung des elastischen Blechs
aus dieser Quelle aufzulésende Frage so vorgelegt werden, dass unter allen Kur-
ven derselben Linge, die nicht nur durch die Punkte A und B hindurchgehen,
sondern auch in diesen Punkten von in Bezug auf die Lage gegebenen Geraden
beriihrt werden, die bestimmt wird, in welcher der Wert dieses Ausdrucks %
minimal ist

3. Weil es gefillig ist, dass die Losung an orthogonale Koordinaten (Fig.
2) angepasst wird, werde irgendeine Gerade AD fiir die Achse genommen, in
welcher die Abszisse AP = z, die Ordinate PM = sei; es werde, wie es die
angegebene Methode befiehlt, Dy = pdz, dp = qdx gesetzt; es wird das Kurven-
element Mm = ds = dz+/1 + pp sein. Zuerst also, weil die Kurven, aus denen
die gesuchte gefunden werden muss, isoperimetrisch festgelegt werden, wird man
diesen zu betrachtenden Ausdruck haben [ dz\/T + pp, der mit dem allgemeinen

[ Zdx verglichen diesen Differentialwert liefert d—lxd . \/IiW’
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M m
A P D
Fig. 2

Weil darauf der Kriimmungsradius dieser ist

de(1+pp)*?  (1+pp)*?

dp q

R,

. ds_ . . .. . . qqdzx .. .
geht die Formel [ 25, die ein Minimum sein muss, in Ik o)™ iiber. Diese

werde mit der allgemeinen [ Zdxz verglichen; es wird Z = W sein und
nach Setzen von
dZ = Mdz + Ndy + Pdp + Qdg,
wird gelten
—5pqq 2q
M=0, N=0, P=——-= und =——.
(1+pp)™2 O T

. . i d . : dP | ddQ
Der Differentialwert, der aus dieser Formel | % entsteht, wird — -+ 73

sein. Deswegen wird man fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung haben

«@ P _ap ddQ

de. JI+pp dx  dz?’

die mit dx multipliziert und integriert gibt

ap dQ
———4+pf=P—-—.
v1+pp g dx

Diese Gleichung werde mit gdr = dp multipliziert, dass hervorgeht

apdp

+ Bdp = Pdp — qdQ.
V14 pp
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Weil aber wegen M = 0 und N = 0 dZ = Pdp + Qdq ist, wird Pdp = dZ — Qdq
sein, nach Einsetzen welches Wertes anstelle von Pdp hervorgehen wird

apdp
v1+pp

die erneut integriert gibt

ay/1+pp+Bp+~v=272-0Qq.

+ Bdp = dZ — Qdq — qdQ;

WEeil nun gilt

qq 2q
J=—-—""— und =
(1 + pp)5:2 @ (1 + pp)5:2
wird sein -

Es werden die beliebigen Konstanten «, 5 und - negativ genommen und es wird

sein
. dp
g=(1 +pp)5'4\/a\/1 +opt Bp =

Daher wird also die folgende Gleichung gefunden

dp
(1 +pp)54y/ayT+pp+Bp+7

Darauf wird man wegen dy = pdx auch haben

dx

du — pdp :
y_ )
(1+pp)»* o/ T+pp+ Bp+ 7

welche zwei Gleichungen geniigen wiirden, um die Kurven durch Quadraturen
zu konstruieren.

4. Keine von beiden dieser so im Allgemeinen betrachteten Formeln ist in-
tegrierbar; sie kobnnen aber auch auf gewisse Weise bestimmt werden, dass das
Aggregat eine Integration zuldsst. Weil namlich gilt

5. 2/oVTEpp+Bp+y _ dp(8 — p)

VVI+pp (1 +pp)54y/ayT+pp+fp+7

wird sein

2v/a/T+pp+ Bp +~
= fx — J.
(1+pp)** ot

Weil ja die Lage der Achse beliebig ist, kann die Konstante § ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit weggelassen werden. Darauf kann aber die Achse auch so
verdndert werden, dass

Bx — vy

VR
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die Abszisse wird, und die Ordinate wird sein

v+ By

VB

daher kann auch sicher « gleich null gesetzt werden, weil nichts daran hindert,
dass jene neue Abszisse durch x ausgedriickt wird. Dieser Sache wegen werden
wir fiir die elastische Kurve diese Gleichung haben

2\/a/1+pp + Bp = Bx(1 + pp)**,

die nach Nehmen von Quadraten gibt

dar/1 + pp + 48p = B22%\/1 + pp.

4n

aa’

Es sei, um Homogenitét einzufiihren, o = %’; und 8 =

naap = (nnxx — maa)+/1 + pp,

es wird gelten

woher gilt
n?a*pp = (nnxx — maa)?(1 + pp)

und daher
nNTT — maa dy

p= =
V(n2a* — (nnzz — maa)?  dz
Nachdem also die Konstanten geindert worden sind und indem die Abszisse

x um eine gegebene Konstante entweder vermehrt oder vermindert wird, wird
man eine allgemeine Gleichung dieser Art fiir die elastische Kurve haben

(a+ Bz + yzz)de
Var = (a+ fx + yax)?’

dy =

aus welcher entsteht

aadx

ds = ;
Vat = (o + Ba + yrx)?

aus diesen Gleichungen wird sich die Ubereinstimmung dieser gefundenen Kurve
mit der schon langst gefundenen elastischen Kurve natiirlich zeigen.

5. Damit aber diese Ubereinstimmung deutlicher vor Augen gestellt wird,
werde ich die Natur der elastischen Kurve auch a priori untersuchen; auch wenn
dies schon vom groffen Herrn JAKOB BERNOULLI in ausgezeichnetster Weise
gemacht worden ist, mdchte ich dennoch bei dieser sich ergebenden geeigneten
Gelegenheit einige Dinge iiber die Gestalt von elastischen Kurven und deren ver-
schiedenen Gattungen und Formen hinzufiigen, welche ich glaube, von anderen
entweder ausgelassen oder nur wenig behandelt worden zu sein.

Es sei das elastische Blech (Fig. 3) AB in B so an einer Mauer oder einer
festen Wand befestigt, dass diese Extremitdt B nicht nur fest gehalten wird,
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sondern auch die Lage der Tangente in B bestimmt wird. In A habe das Blech
aber als Verbindungsstiick einen soliden Stab AC, auf welchen normal die Kraft
CD = P ausgeiibt worden sei, durch welche das Blech in den gekriimmten
Zustand BM A gebracht werde. Es werde die verldngerte Gerade AC fiir die
Achse genommen und fiir AC' = ¢ gesetzt sei die Abszisse AP = x, die Ordinate
PM =y.

B

Fic. 3

Wenn daher nun das das Blech in M die ganze Elastizitdt plotzlich verlre
und vollkommen flexibel werden wiirde, wiirde es von der Kraft P natiirlich
gebogen werden, wihrend die Biegung vom Moment der Kraft P = P(c+x) ihren
Anfang nimmt. Dass also diese Biegung tatséchlich folgt, steht sie Elastizitat des
Bleches in M im Gleichgewicht mit dem Moment der wirkenden Kraft P(c+ ).
Aber die Elastizitat hédngt zuerst von der Gestalt des Materials ab, aus welchem
das Blech besteht und welches ich iiberall als dasselbe festlege, ab, dann aber
zugleich von der Kriimmung des Bleches im Punkt M, so dass sie umgekehrt
proportional zum Kriimmungsradius in M ist. Es sei also der Kriimmungsradius

inM=R= —%, wahrend ds = /dz? + dy? und dx konstant sind, und es
Ekk

driicke == die elastische Kraft des Bleches in M aus, welche mit dem Moment
der wirkenden Kraft P(c+ x) im Gleichgewicht steht, so dass gilt

Ekk Ekkdxddy
Ple+x) = 7= 75 .
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Diese Gleichung wird mit dz multipliziert integrierbar und das Integral wird
sein

TT _ —FEkkdy
P(Tre+s)= V2?1 dy?

woher wird
—Pdz(3zz + cx + f)

\/E2k:4 — P2(%:m‘ +cx + f)?

dy =

welche Gleichung ganz und gar mit der iibereinstimmt, die ich gerade durch die
Methode der Maxima und Minima aus dem BERNOULLI’SCHEN Prinzip gefunden
habe.

6. Aus einem Vergleich dieser Gleichung mit der zuvor gefundenen wird die
Kraft bestimmt werden kénnen, die verlangt wird, um dem Blech eine gegebene
Kriimmung beizufiigen, wenn freilich die Kriimmung in der gefundenen allge-
meinen Gleichung enthalten ist. Es habe natiirlich das elastische Blech die Form
AM B, dessen Natur durch diese Gleichung ausgedriickt werden wird

(o + Bz + yox)dz
Va* = (a+ Bz + yax)?’

dy =

es driicke aber Fkk die absolute Elastizitat dieses Bleches aus, so natiirlich, dass
Ekk an jeder Stelle durch den Kriimmungsradius geteilt die wahre elastische
Kraft liefert. Um den Vergleich anzustellen, werde mit % erweitert, dass man

hat
Ekkdx(a + Bz + vaz) : aa

dy = .
\/E2k4 — B8 (o + Bz + yox)?

Nun wird also sein

1,  _pe_ M8 . Bkka

2 aa aa aa

und daher die wirkende Kraft CD = —QEQIZM, das Intervall AC' = ¢ = % und
die Konstante f = o-.

7. Damit also das elastische Blech AM an dem einen Ende B an einer Mau-
er befestigt zur Figur AM B gebogen wird, deren Natur mit dieser Gleichung
ausgedriickt wird

(o + Bz + yzx)dz
Va* — (a+ Bz + yax)?’

ist es notwendig, dass dieses Blech in Richtung C'D normal zur Achse AP,
nachdem die Distanz AC' = 5~ genommen wurde, von der Kraft C'D = —%
beunruhigt wird; diese Kraft wird natiirlich in die entgegengesetzte Richtung,
wie die Figur aufzeigt, gerichtet sein, wenn ~ eine positive Konstante war. Weil

% dem Moment der wirkenden Kraft gleichwertig ist, wird der Ausdruck %

dy =

dem Gewicht oder der reinen Kraft homogen sein, welche Kraft % deshalb aus
der Elastizitdt des Bleches erkannt werden wird. Es sei diese Kraft = F', und die
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neigende Kraft CD wird zu dieser Kraft F' sein, wie —2v zu 1; es wird ndmlich
~ eine reine Zahl sein.

8. Daher kann weiter die erforderte Kraft bestimmt werden, um den Anteil
BM des Bleches in seinem Zustand zu bewahren, wenn der Anteil AM vollig
abgetrennt wird. Nachdem dieser Anteil AM abgetrennt wurde, geht das elasti-
sche Blech in den soliden Stab MT', der ohne Anteil an der ganzen Biegung ist,
iiber und der aber mit dem Blech so verbunden ist, dass er immer die Tangente
im Punkt M darstellt, wie auch immer das Blech gebogen wird. Nachdem dies
festgelegt wurde, ist aus dem Vorhergehenden klar, dass fiir die Bewahrung der
Kriimmung BM verlangt wird, dass der Stock MT im Punkt N in die Richtung
ND mit der Kraft gezogen wird, die sei

_ 2Ekky |
aa

aber die Richtung ND wird normal zur Achse AP sein und das Intervall AC
wird = % sein. Die Distanz M N wird deshalb werden

B QCP* ds B+2yx (B +2yx)ds
C dx dx 2y 2vdxr

es ist aber
ds aa

dv Va* = (a+ Bz + yrx)?

Wenn daher diese Kraft ND = 7% in die normale NQ zur Tangente MT
und die tangentiale NT' aufgelost wird, wird gelten

2Fkky d 2Fkk
22 0T ynd die Tangentialkraft NT = it
aa ds aa
9. Wenn aber der Teil BM abgetrennt wird und der Teil AM zuriickgelas-
sen wurde, der in Richtung C'D wie zuvor mit nachstehender Kraft beunruhigt
wurde

die Normalkraft N@Q) = —

2FEkk~y

)

aa
wird, um die Kriimmung AM zu bewahren, die Extremitdt M, die mit dem
soliden Stab als Tangente M N verbunden verstanden werde, im Punkt N glei-
chermafen von nachstehender Kraft beunruhigt werden miissen

2FEkk~y

)

aa

aber in gegensétzlicher Richtung zu der, die wir im vorhergehenden Fall gefun-
den haben. Denn immer miissen die auf jede der beiden Extremitéten ausgeiib-
ten Kréfte sich gegenseitig aufheben und daher einander gleiche und entgegen-
setzte Ausrichtungen haben. Andernfalls wiirde ndmlich das ganze Blech bewegt
werden, um welche Bewegung einzuschrinken, eine Kraft von Noten ware, die
ein Gleichgewicht zwischen den wirkenden Kréften herstellt. Daher kénnen also

dy
ds’
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auf irgendeinen Anteil des beschnittenen Bleches auszuiibende Kréafte sehr leicht
bestimmt werden, die schon die beigefiigte Kriimmung bewahren.

10. Es sei AM (Fig. 4) ein gekriimmtes elastisches Blech, das in A und
M als Anhénge die soliden Stdbe AD, M N hat, auf die in direkt zueinander
entgegengesetzten Richtungen DE, NR die gleichen Kriifte DE, N R ausgeiibt
worden seien, welche sich in einem Gleichgewicht befindenden dem Blech die
Krimmung AM beifiigen, fiir welche die Gleichung gesucht werden soll. Zuerst
also werde fiir die Achse die Gerade AP genommen, die durch den Punkt A
hindurchgeht und zur Richtung der wirkenden Kraft ER normal ist.

R M
N
c
A P
D
E
Fi1G. 4

Die absolute Elastizitdt des Bleches werde = Ekk gesetzt und es sei der Sinus
des Winkels C AD, welchen die Tangente AD in A mit der Achse festlegt und der
gegeben ist, = m, der Kosinus sei = n, wahrend der ganze Sinus = 1 ist, sodass
nn+mm = 1 ist. Weiter werde die Distanz AC' = ¢ und die neigende Kraft DE =
NR = P genannt, und nachdem die Abszisse AP = z und die Ordinate PM =y
gesetzt wurden, wird die Natur der Kurve mit dieser Gleichung ausgedriickt

werden
—Pdz(izz + cz + f)

dy = .
\/E2k4 — PQ(%ILE +cx+ f)?

WEeil ja aber die Richtung der Tangente in A gegeben ist, muss fiir x = 0 gesetzt

% = 7 werden; daher wird also erhalten werden

m —Pf m Pf
= = und m=———.

n o JEA_P2fE J/I—mm Ekk
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Es wird also daher die Konstante f bestimmt, so dass gilt

mEkk
f=-"2=
und daher wird die ganze Kurve bestimmt.
11. Um also die durch die obere Gleichung ausgedriickte Kriimmung (Fig.
5) dem Blech AM beizufiigen, muss auf die Tangente AD im Punkt D, sodass
AD = + ist, die Kraft DE = P ausgeiibt worden sein, deren Richtung den
Ordinaten PM parallel sei.

M

Fi1G. 5

Es werde die Kraft DE in die zwei lateralen Dd, Df aufgelost, die zueinander
normal sind; es wird gelten

Kraft Dd = Pn und KraftDf = Pm.

Damit nun die Betrachtung der Gerade AD aus der Rechnung herausgeworfen
wird, konnen anstelle der Kraft Dd in den Punkten A und B, nachdem das
Intervall AB = h genommen wurde, die zwei Kréifte Aa = p, Bb = ¢ eingesetzt
werden, die in gleicher Weise zum Stock AB normal sind, indem man nimmt

ph:Pn-BD:nP(%—h) und g = p+nP.

Weil es darauf egal ist, in welchem Punkt des Stabs AD die Tangentialkraft
Df = mP ausgeiibt wird, werde sie im Punkt A selbst ausgeiibt, indem AF =
nP gesetzt wird. Es sei aber diese Kraft AF' = r, sodass das Blech M A von
den drei Kraften Aa = p, Bp = ¢ und AF = r beunruhigt wird, was fiir eine
Krimmung von welchen entsteht, wir untersuchen wollen.
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12. Zuerst also, weil mP = r ist, wird P = .-, welcher Wert in der ersten

Gleichungen eingesetzt geben wird

cr  nhr nr
ph=——— und g=p+ —.
m m m
Daher wird sein
n_q-p,
m r o’

aus dieser Gleichung wird zuerst die Lage der Achse AP bekannt, es wird nam-

lich der Tangens des Winkels CAD = qip sein, daher

m:; und n = a-p

Darauf wird aus der Gleichung

hp=———=——hq+hp
m m
werden
mhq hq
= —— oder c=
r EETEE
und

Weil aber gilt

—mFEkk —FEkkr
f= = 2
p rr+ (¢ —p)
wird sein
lx:c berdt fe lmj n hqx B Ekkr
2 2 2+ (q—p? rrtlg—p)?*

woher fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung erhalten werden wird
Ekkr 1 /

—.
<E2k2 - (Ek’”’ = — hqz — fazx\/rr + (¢ — p)2) )

dy =

rr+(g—p)

Diese Gleichung ist aber besonders an die hochst iibliche Art angepasst, Bleche
zu kriimmen, wéihrend sie entweder mit einer Zange oder zwei Fingern festge-
halten werden; von diesen wird der eine das Blech in Richtung Aa, der andere
in die Richtung Bb zwingen, aufler welchen Kraften das Blech dariiber hinaus
in die Richtung AF vorwérts gezogen werden kann.
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13. Wenn die Tangentialkraft AF' = r verschwindet, wird die Achse AP auf
die verlangerte Tangente AF selbst fallen und es wird dann sein

da(hgz + 5(q — p)zz)

dy = — .
\/E2k4 — (hgx + %(q —p)zx)?

Wenn aber die normalen Krifte p und ¢ einander gleich werden, wird die Achse
AP normal zur Tangente AF wegen n = 0 sein und fiir die gesuchte Kurve wird
diese Gleichung entstehen

T e S GRS,

=
21.4 _ Ekkr 1 — )2
\/E k (rr+(qp)2 — hqx — sxx\/T7 4 (0 — D) )

Wenn hier auferdem f = 0 war, dass das Blech in den Punkten A und B von
den gleichen Kraften Aa, Bb, nur gegensétzlichen, beeinflusst wird, wird die
Natur der Kurve mit dieser Gleichung ausgedriickt werden

dy =

dx(Ekk — hqx)
Yy = )
Vhq(2Ekkx — hqzx)

2Fkkx — hqxx
Y=\""""ha
q

diese ist flir den Kreis, das Blech wird also in diesem Fall zu einem Bogen des

Kreises gekriimmt, dessen Radius = Eh—qu sein wird.

die integriert gibt

AUFZAHLUNG DER ELASTISCHEN KURVEN

14. Weil wir also sehen, dass nicht nur der Kreis in der Klasse der elastischen
Kurven enthalten ist, sondern auch in selbigen eine unendliche Verschiedenheit
auftritt, wird es der Miihe wert sein, hier die Aufzdhlung aller verschiedenen
Gattungen, die in dieser Art von Kurven enthalten sind, vorzunehmen. Auf die-
se Weise wird nédmlich nicht nur die Gestalt der Kurven vollstdndiger erkannt
werden, sondern es wird sich auch in irgendeinem sich ergebenden Fall allein aus
der Form entscheiden lassen, zu welcher Gattung die gebildete Kurve gezahlt
werden muss. Auf dieselbe Weise werden wir aber hier die Verschiedenheit der
Gattungen festlegen, auf die fiir gewohnlich die Gattungen von algebraischen
Linien, die in einer gegebenen Klasse enthalten sind, aufgezéhlt zu werden pfle-
gen.
15. Die allgemeine Gleichung fiir elastische Kurven

(o + Bz + yzx)dz
Va* = (a+ Bz + yxx)?’

dy =
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nachdem der Anfang der Abszissen auf der Achse um das Intervall 2£ vorwérts
bewegt wurde und indem fiir “7—‘1 aa geschrieben wird oder v = 1 gesetzt wird,

wird diese einfachere Form annehmen:

(a + zx)dx

Vat — (a+zz)?

dy =

Weil aber gilt

a* — (a4 22)? = (aa — o — 22)(aa + o + z2),

werde aa — « = cc gesetzt, dass a = aa — cc ist, und die Gleichung wird in diese
Form {ibergehen

(aa — cc + zx)dx

V/(cc — zx)(2aa — cc + xx)

Mit dieser Gleichung werde (Fig. 6) die Natur der Kurve AMC' ausgedriickt,
nachdem die Abszisse AP = x und die Ordinate PM = y gesetzt wurde. Weil
also 8 = 0 ist, wird die Richtung der Kraft, die das elastische Blech kriimmt,
zur Achse AP im Punkt A normal sein, und daher wird AD die Richtung der
wirkenden Kraft darstellen,

dy =

b
_——
V
c d
q
m
A P E
€ p
M
Q
D c
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welche Kraft selbst = 2551“ sein wird, wiahrend Fkk die absolute Elastizitéat
ausdriickt.

16. Wenn z = 0 gesetzt wird, wird sein

dy aa — cc

dr cV2aa — cc;

dieser Ausdruck liefert den Tangens des Winkels, welchen die Kurve AM in A
mit der Achse AP festlegt; der Sinus dieses Winkels wird = #2=<¢ sein. Daher,
wenn aa = oo war, wird das Blech im Punkt A normal zur Achse AP sein und
wird keine Kriimmung haben, deshalb weil die kriimmende Kraft = 225k yer-
schwindet. Im Fall, in dem a = oo ist, geht also die natiirliche Form des Bleches
hervor, das heiflt eine gerade Linie; diese legt also die erste Gattung der elas-
tischen Kurven fest, welche die Gerade AB nach beiden Seiten ins Unendliche
verlangert darstellen wird.

17. Bevor wir aber die {ibrigen Gattungen aufzéhlen, wird es gefillig sein, im
Allgemeinen iiber die Form der Elastica gewisse Bemerkungen zu machen. Es
wird aber eingesehen, dass der Winkel PAM, welchen die Kurve in A mit der
Achse AP festlegt, abnimmt, je kleiner die Grofe aa wird, das heifst, je mehr die
kriitmmende Kraft % ausgeiibt wird. Und, wenn aa = cc wird, dann wird die
Achse AP selbst die Kurve in A beriihren. Wenn daher aber aa < cc war, dann
wird die Kurve AM, die bisher nach unten auslief, nun nach oben verlaufen,
bis schlieflich aa = %cc wird; in diesem Fall fillt die Tangente der Kurve auf
die Gerade Ab. Aber wenn aa < %cc wird, dann wird der Winkel PAM vollig
imagindr werden und daher wird in A kein Anteil der Kurve existieren; diese
verschiedenen Fille werden die Varietét der Gattungen festlegen.

18. Aus der Gleichung wird weiter eingesehen, weil sie ihre Form nicht ver-
andert, wenn die Koordinaten x und y beide negativ festgelegt werden, dass die
Kurve um A herum &hnliche und gleiche Zweige AMC und Amc hat, die einan-
der abwechselnd folgen, so dass in A ein Wendepunkt ist; daher, nachdem der
Anteil der Kurve AMC bekannt geworden ist, wird zugleich seine Fortsetzung
Amc iiber A erkannt werden, die natiirlich jenem &dhnlich und gleich ist. Nach-
dem so Ap = AP genommen wurde, wird auch pm = PM sein. Indem aber von
A aus zuriickgegangen wird, wird die Kurve sich auf beiden Seiten immer mehr
von der Achse entfernen, bis schlieflich, nachdem die Abszisse = AE = ¢ ge-
nommen wurde, die Ordinate EC' die Kurve beriihrt; denn fiir = ¢ gesetzt wird

j—z = oo. Es ist aber klar, dass die Abszisse x nicht iiber AF hinaus wachsen

kann; andernfalls wiirde ndmlich Z—Z imaginédr werden; daher wird also die gan-
ze Kurve zwischen diesen dufiersten Ordinaten E'C' und c enthalten sein, tiber
welche Schranken sie nicht herausgehen kann. Nun haben wir also allgemein die
zwei Zweige der Kurve AC und Ac erkannt, die auf beiden Seiten von A bis
hinzu den Schranken verlangert worden sind.

19. Wir wollen also sehen, in welchem Verlauf die sich Kurve iiber C und ¢

weiter erstreckt. Fiir dieses Ziel wollen wir die Gerade C'D, die AE parallel ist,
fiir die Achse nehmen und wollen diese neuen Koordinaten CQ = t, QM = u
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festlegen; und es wird gelten
t+rx=AEF=CD=c und y+u=CE=AD =1

daher wird t = ¢ — ¢t und y = b — u oder dy = —du. Nach Einsetzen dieser
Werte wird die Gleichung fiir die Kurve zwischen den Koordinaten CQ =t und
QM = u entstehen, welche diese sein wird
(aa — 2ct + tt)dt
u = .
Vt(2¢ — t)(2aa — 2ct + tt)

Hier ist zuerst klar, wenn ¢ unendlich klein genommen wird, dass gelten wird

du = M und daher u = a\/?;
2a+/ct c

diese Gleichung zeigt auf, dass die Kurve iiber C auf die gleiche Weise zu N zu
konvergieren beginnt, wie sie aus C zu M verlduft. Aber die Zweideutigkeit des
Wurzelzeichens v im Nenner der Gleichung zeigt in glinzender Weise auf, dass
die Ordinate u gleichermafen negativ angenommen werden kann; daher ist klar,
dass die Gerade C'D der Durchmesser der Kurve ist und daher der Bogen CN B
dem Bogen CM A dhnlich und gleich sein wird.

20. Auf die gleiche Weise wird aber die Gerade cd, die aus dem anderen der
Achse AFE parallelen Teil durch ¢ gezeichnet wurde, ein Durchmesser der Kurve
sein, deshalb weil der Zweig Acb dem Zweig AC B &hnlich und gleich ist. In den
Punkten B und b werden auch Wendepunkte sein wie in A; daher wird sich die
Kurve in gleicher Weise weiter ausdehnen. Die Kurve wird also unendlich viele
Durchmesser C'D, cd etc. haben, die in demselben Intervall Dd voneinander
entfernt und einander parallel sind; und dieser Sache wegen wird die Kurve aus
unendlich vielen einander &hnlichen und gleichen Teilen bestehen und daher
wird die ganze Kurve erkannt werden, wenn nur der eine einzige Anteil AMC
betrachtet wurde.

21. Weil in A ein Wendepunkt ist, wird eben dort der Kriimmungsradius
unendlich grof sein; das ist auch aus der Natur der Kurve selbst klar. Weil
néamlich die Kurve in A von der Kraft = % in der Richtung AD beunruhigt
wird, wird in jedem Punkt M, wenn der Kriimmungsradius dort = R gesetzt
wird, aus der Natur der Elastizitéit gelten

2Fkk Ekk
aa © R
daher wird R = 5. Im Punkt A ist also der Kriimmungsradius unendlich; aber
in den Punkten C, ¢, wegen AE = Ae = ¢, wird in der Tat der Kriimmungsradius
= 52 sein; an diesen Stellen, die am weitesten von der Gerade B Ab entfernt sind,
ist die Krimmung am gréfiten.

22. Auch wenn fiir den Punkt C' die Abszisse AE = c¢ bekannt ist, kann

dennoch die Distanz EC aufter durch Integration der Gleichung

(aa — cc + zx)dx
V/(cc — xx)(2aa — cc + xx)

dy =
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nicht bestimmt werden. Wenn némlich nach der Integration x = ¢ gesetzt wird,
wird der Wert von y die Distanz C'E geben, die zweimal genommen die Distanz
AB oder das Intervall Dd geben wird, das zwischen den Durchmesser liegt.
Auf die gleiche Weise wird eine Integration von N&ten sein, um die Lénge des
gekriimmten Bleches AC' zu bestimmen. Weil aber, nachdem der Bogen AM = s
gesetzt wurde, gilt

aadx

ds = ,
V/(cc — xx)(2aa — cc + xx)

wird das Integral von diesem fiir z = ¢ gesetzt die Lange der Kurve AC' geben.

23. Weil aber diese Formeln keine Integration zulassen, wollen wir uns darauf
verlegen, durch Approximation die Werte des Intervalls SD und des Kurven-
bogens angenehm durch Reihen auszudriicken. Wir wollen zu diesem Zweck
vee — xx = z setzen, und es wird sein

aa — zz)dx aadz
PM:y:/(z\/ﬁ und AM =s= 72\/@.
Es ist aber durch eine Reihe
L = L <1+1><ZZ+1.3><Z4+1.3.5><26+etc.>
V2aa —zz a2 4 aa 4-8 a* 4-8-12° af ’
woher werden wird
s :1/dx<a+1><z PESL S Lk 1L i etc.>
V2 z 4 a -8 a®  4-8-12° a°
1 25 1.3.5 2T
153713 xa—5+mx?+ etc.).
24. Weil wir ja aber diese Integrale nur fiir den Fall = ¢ verlangen, in wel-
chem Fall z = 0 wird, werden sie angenehm mit Hilfe der Peripherie des Kreises

ausgedriickt werden kénnen. Nachdem néamlich das Verhéltnis des Durchmessers
zu Peripherie = 1 : 7 gesetzt wurde, wird gelten

/ dr / dx oo
z vee —xx )

nachdem nach der Integration z = ¢ gesetzt worden ist. Auf die gleiche Weise
werden aber die folgenden Integrale so bestimmt werden, dass ist

/zdx:%x cc,
/z?’d:v:%xgc‘l,
/z%xzéii:zxfcf},
1-3.5.
/z7da::2'i_2;xfcs

etc.
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Unter Zuhilfenahme dieser Integrale wird also sein

AC Ta 1_'_1~1><cc_i_1-1-3.3><04+ +
_ % etc.
2¢/2 2:2 2aa 2-2-4-4  4a*

Ta cc 1-3 ¢t 1-3-3-5 c®
AC—AD= T4 (2 € 200 O e
¢ 2\/5(2aa+2~4x4a4+2~4-4-6x8a6+eC)

Aus diesen werden AD und AC gefunden wie folgt:

AC~ @ 1+12Xcc+12-32><c4+12~32-52><06+ !
= — S X——+ 55 X+t 55— 5 X % etc.
24/2 22 7 2aa  22-42  4at  22.42.62  8aS

AD = G\ 2 X 1% 0 2 3 1 2262 5 e
Wenn deshalb AE = ¢ und AD = b gegeben ist, wird aus diesen Gleichungen
sowohl die konstante Gerade a als auch die Lange der Kurve AC bestimmt wer-
den. Umgekehrt werden aber auch aus der gegebenen Lénge der Kurve AC' und
der Gerade a, durch welche die kriimmende Kraft bestimmt wird, die Geraden
AD und CD gefunden werden koénnen.

ERSTE GATTUNG

25. Weil wir ja also die erste Gattung festgelegt haben, wenn in der allgemeinen
Gleichung

(aa — cc + zx)dx
V/(cc — xx)(2aa — cc + xx)
¢ =0 oder ¢ = oo war, in welchem Fall eine Linie resultiert, die den natiirlichen
Zustand des elastischen Bleches darstellt, wollen wir zu derselben ersten Gattung
auch die Falle zdhlen, in denen c¢ eine moglichst kleine Grofse ist, sodass sie
in Bezug auf a fiir verschwindend gehalten werden kann. Weil also x ¢ nicht
ibersteigen kann, wird auch x in Bezug auf a verschwinden und daher wird
diese Gleichung hervorgehen

dy =

dy = adx 7
2(cc — zx)

deren Integral ist

=2 Asin T

Y /2 c’

welche die Gleichung fiir eine Trochoide ist, die nach vorne ins Unendliche ver-

langert worden ist. Es wird aber AD = % werden, von welcher sich die Lange

der Kurve nur unendlich wenig unterscheidet, deshalb weil der Winkel DAM
unendlich klein ist. Es sei die Lénge des Bleches ACB = 2f und seine absolute
Elastizitat sei = Fkk; wegen 2”—;5, wird die erforderte Kraft, um diese unend-
lich kleine Kriimmung dem Blech beizufiigen, von endlicher Gréfe und zwar
= EEk . 17 gein. Natiirlich, wenn die Extremitéiten A und B mit der Sehne AB

JF 4
verbunden werden, wird diese Sehne mit der Kraft = % -IT zusammengezogen

1
werden miissen.

Ta ( 12 3 cc 12.32 5 c* 12.32.52 7 (S >
1— 1 — etc.
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ZWEITE GATTUNG

26. Die zweite Gattung lege der Fall fest, in dem ¢ > 0, aber dennoch ¢ < a
ist, natiirlich, wenn ¢ innerhalb der Grenzen 0 und a enthalten ist. In diesen
Féallen wird der Winkel DAM kleiner als der rechte Winkel sein; es ist ndmlich
der Sinus des Winkels PAM oder der Kosinus der Winkels CAM = %¢=<¢_In
diesem Fall wird also die Form der gekrﬁmmten Linie eine solche sein, wie Figur
6 darstellt. Weil also ¢ < a ist, wird 57= sein; weil aber 5= > 0 ist, wird natiirlich
AC = f> ’:“f sein, woher aa < 8 7{ ist; daher wird die Kraft, mit welcher die
Extremitaten des Bleches A und B mit Hilfe der Sehne AB zusammengezogen

werden, grofer sein als im vorhergehenden Fall, ndmlich > b}’;f“ I

DRITTE GATTUNG

27. In der dritten Gattung erfasse ich den einen Fall, in dem ¢ = a ist, weil in
diesem Fall die Achse AP die Kurve im Punkt A beriihrt; und diese Gattung
hat den einzigartigen Namen der rechtwinkligen elastischen Kurve erhalten. Es
wird also sein

du — zxdr und  ds — aadr
y 0t — A [ad — 4’
in diesem Fall werden sich also AD und AC so verhalten, dass gilt
Ta 12 1 1% 32 1 12.32.5% 1
AC=f=——14+= x = - —— X = te.
d 2\@(+22X2 T ptl Te e s +ec>
Ta 12 3 12. 32 5 12.32.52 7
AD=b=——(1— = x — — - ———————— X —— — etc.
2\/5( 22 1.2 22,2734 2.42.6° 5.8 ec)

Obwohl aber daher weder b noch f durch a genau angegeben werden kann, habe
ich dennoch schon anderenortes gezeigt, dass eine aufiergew6hnliche Relation
zwischen diesen Gréfen Geltung hat. Natiirlich habe ich bewiesen, dass 4bf =
maa ist oder das aus AD und AC gebildete Rechteck wird gleich der Fliache des
Kreises sein, dessen Durchmesser = AF ist. Es wird aber durch Ausfithrung der
Rechnung néherungsweise f = * x § gefunden werden, sodass a = 15—f ist; daher
wird die Kraft, mit welcher die Extremltaten A, B zueinander zusammengezogen

werden miissen, sein

Néher wird aber gefunden

m™a
= ——-1,1803206
/ 242

mTaa a
b= —— = — x1,1803206;
af V2

woher in reinen Zahlen sein wird

f =1,311006 und b =0, 834612.
a a

und daher
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VIERTE GATTUNG

28. Wenn ¢ > a ist, wird die vierte Gattung entstehen, die sich bis dahin er-
streckt, bis AD = b = 0 wird; die andere Grenze von ¢ wird durch diese Glei-
chung bestimmt werden:

cc 12.3%2 5 ct 12.32.52 7 b

—t 5 XX+ 55— X = X —— tc.
900 T2 2 3 g T 22 X5 N e T

2
1= 1— X § X
22 1

In dieser Gattung (Fig. 7), weil ¢ < a ist, wird die Kurve in A iiber die Achse

AFE aufsteigen und den Winkel PAM festlegen, dessen Sinus = <% sein wird;

bald werden wir aber sehen, dass dieser Winkel PAM kleiner als 40°41’ ist; weil

ja, wenn er diesen Wert annimmt, das Intervall AD verschwindet, welchen Fall
ich zur fiinften Gattung zdhle.

n
\ b
r
c d
q
M
e p
A P E
m
D C
R Q
B
N
Fic. 7

Daher sind in der vierten Gattung die Félle enthalten, in denen =2 zwischen

diesen Grenzen 1 und 1,651868 erfasst wird. Die Form dieser Kurven wird aber
aus der Figur eingesehen, solange bemerkt wird, dass, umso néher == an die
Grenze 1,651868 herangekommen ist, dass das Intervall AD umso kleiner sein

wird und die Grenzen A und B umso néher aneinander herangeriickt werden.
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Es kann also geschehen, dass die Wolbungen des Bleches m und R so M und r
nicht nur beriihren, sondern auch scheiden, und die Uberscheidungen dieser Art
werden ins Unendliche vermehrt werden, bis schlieflich alle Durchmesser DC,
dc zusammenfallen und mit der Achse AE verschmolzen werden.

FUNFTE GATTUNG

29. Wenn dies passiert ist, wird (Fig. 8) die flinfte Gattung entstehen,
M

FiG. 8

deren Natur mit dieser Gleichung zwischen den Koordinaten AP = x und PM =
y ausgedriickt werden wird:

B (cc — aa — zz)dx
V/(ce — xz)(2aa — cc + xx) ’

wahrend die Relation zwischen a und c¢ diese ist, dass das Intervall AD =b =10
ist. Es werde 5= = v gesetzt und v muss aus dieser Gleichung bestimmt werden

:ngr 1-1~3o5v2 1~1'3~3~5~7U3jL otc

2:2° 2.2-4-4 2:2-4-4-6-6 )
Es werden zuerst durch die einem gewohnten Methoden, oder zumindest durch
Probieren, die Grenzen gesucht, zwischen welchen der wahre Wert von v ent-
halten ist, und es werden Grenzen dieser Art gefunden werden v = 0,824 und
v = 0, 828. Wenn daher nun jede der beiden in die Gleichung aus den zwei ent-
stehenden Fehlern eingesetzt wird, wird gefolgert werden, dass schliefilich gelten
wird

dy

1

v =0,825934 = <.
2aa

woher wird
% =1,651868 und "% = 0,651868;

weil dieser Ausdruck der Sinus des Winkels PAM ist, wird aus Tabellen dieser
Winkel = 40°41’ gefunden werden; und daher wird das Doppelte dessen oder
der Winkel M AN = 81°22 sein. Daher, wenn die Extremititen des elastischen
Bleches bis dahin aneinander herangefiihrt werden, dass sie sich beriihren, dann
werden sie die Kurve AMCN A bilden und die beiden Extremitédten werden in
A den Winkel = 81°22 festlegen.




246 Uber elastische

SECHSTE GATTUNG

30. Wenn die beiden Extremitéten des Bleches A und B (Fig. 9), nachdem sie
aufeinander zugefiihrt worden sind und die Kraft vermehrt wurde, in entgegen-
gesetzten Richtungen voneinander wegbewegt werden, wird eine Kurve dieser
Form AMCN B entstehen, welche die sechste Gattung festlege.

B
M
D
Q C
0
N
p
A P
n
o
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q
m
b
Fic. 9

In Kurven, die sich also auf diese Gattung beziehen, wird gelten

€+ 0,825934,
2aa

so dennoch, dass 57~ < 1 ist. Wenn daher némlich cc = 2aa ist, wird die siebte
bald mehr zu erkldrende Gattung entstehen. Es wird also in diesen Kurven der
Winkel PAM, welchen die Kurve in A mit der Achse festlegt, grofer als 40°41’
sein, aber dennoch kleiner als der rechte; weil ndmlich sein Sinus = =% ist, ist
wegen cc < 2aa dieser Sinus notwendigerweise kleiner als der ganze Sinus und
daher kann der Winkel PAM kein rechter werden, wenn nicht cc = 2aa gesetzt

wird.
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SIEBTE GATTUNG

31. Es sei nun cc = 2aa, in welchem Fall die siebte Gattung festgelegt wird, und
die Natur der Kurve wird mit dieser Gleichung ausgedriickt werden

(aa — zx)dr

dy = 22
Y 2 2aa — zz’

aus dieser wird gefolgert, dass die Zweige der Kurve (Fig. 10) A und B so ins
Unendliche auslaufen werden, dass die Gerade AB die Asymptote der Kurve
wird. Es wird also jeder der beiden Zweige AMC und BN C unendlich, was aus
der oben fiir den Bogen AC gefundenen Reihe eingesehen wird; es wird ndmlich
sein

AC Ta 1+12+12.32+12.32-52+ ¢
= —F= vy etc.
2\/§ 22 22 .42 22~42~62 ?

die Summe welcher Reihe unendlich ist. Wenn daher also die Lénge des Bleches
AC endlich = f war, ist es notwendig, dass a = 0 ist und daher auch CD =
¢ = 0; das Blech, nachdem es zu einem Knoten gekriimmt worden ist, wird in
diesem Fall also wiederum gerade ausgedehnt werden, zu welcher Ausdehnung
eine unendlich grofe Kraft von Néten sein wird. Wenn aber das Blech unendlich
lang war, wird es eine zur Asymptote AB konvergierende verknotete Kurve
bilden, wahrend C'D = c ist. Aber die Gleichung fiir diese Kurve kann mithilfe
von Logarithmen integriert werden, es wird namlich erhalten werden

y = Vee—az — i
x

nachdem die Abszisse & auf dem Durchmesser DC so genommen wurde, dass
DQ = z und QM = y ist; es verschwindet ndmlich die Ordinate y fiir x =
CD = c gesetzt. Im Knoten O verschwindet aber die Ordinate y gleichermafen;
um diese Stelle zu finden, werde festgelegt

2 /cc — xx _ lc—l— vee —xx

C T

Es sei ¢ der Winkel, dessen Kosinus = £ und Sinus = Y% ist, es wird gelten

1
2sin ¢ = [ tang(45° + 5(25),
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B
M
D C
Q
(0]
N
A
Fic. 10

welcher Logarithmus aus der Art der hyperbolischen genommen werden muss;
wenn eine Tabelle solcher Art fehlt, werde aus der gewohnlichen Tabelle der
Logarithmus des Tangens des Winkels 45° + %(b genommen, von dessen Charak-
teristik jede Zehnerpotenz weggenommen werde, und der Rest sei = w; danach
wird 2sin ¢ = w - 2,30258509 sein, indem also wiederum gewdhnliche Logarith-
men genommen werden, wird gelten

12+ Isin¢g = lw+0,3622156886

oder
Isin ¢ = lw + 0,0611856930.

Mit diesem Kunstgriff wird durch Probieren in der Tat bald ein sehr guter
Néherungswert des Winkels ¢ gefunden werden; daher wird weiter durch die
Regula falsi der wahre Wert des Winkels ¢ und aus ihm die Abszisse x = DO
bestimmt werden. Es wird aber auf diese Weise der Winkel ¢ = 73°14'12”
gefunden, woher hervorgeht

% —0,2884191 und 2 — 0,9575042;

aber der Winkel QOM wird = 2¢ — 90 = 56°28'24"
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und daher
der Winkel MON = 112°56'48".

Weil also in der fiinften Gattung der Winkel des Knotens 81°22" war, wird in der
sechsten Gattung der Winkel des Knotens MON zwischen den Grenzen 81°22’
und 112°56’48"” enthalten sein. In der vierten Gattung aber, wenn freilich der
Knoten gegeben ist, wird der Winkel kleiner als 81°22’ sein.

ACHTE GATTUNG

32. Es sei nun cc > 2aa, beispielsweise cc = 2aa + gg; es wird die Gleichung fiir

die Kurve wegen aa = <594 diese sein:

_ (zz - %cc — %gg)dm

Ve —aa)@z—g9)

in welcher Gleichung die achte Gattung enthalten ist, und es wird (Fig. 11),
wenn die Gerade dDd die Richtung der wirkenden Kraft darstellt, x = D@ und
y = QM sein. Zuerst ist also klar, dass die Ordinate y nicht reell sein kann,
wenn nicht = > ¢ ist, dann aber kann x nicht die Gerade DC = ¢ iiberschreiten,
woher nach Nehmen von DF = g die ganze Kurve zwischen den dd parallelen
durch die Punkte C' und F' gezogenen Geraden enthalten sein wird, die zugleich
die Kurve beriihren wird. Es ist aber egal, welche der beiden Geraden ¢ und g
kleiner ist, solange sie ungleich waren, wird die Gleichung wird n&mlich nicht
verdndert, wenn die Geraden ¢ und g miteinander vertauscht werden. Darauf
wird aber diese Kurve unendlich viele zueinander parallele Durchmesser DC,
dec, dc haben und die Geraden, die durch den einzelnen Punkte G und H glei-
chermaflen zu dDd normal gezogen wurden, sind Durchmesser; aber nie wird
auf der ganzen Kurve ein Wendepunkt gegeben sein und daher schreitet die
ununterbrochene Kriimmung nach beiden Seiten ins Unendliche fort, wie die
Figur aufzeigt; aber die Winkel, die in den Knoten festgelegt werden, MON
sind grofer als 112°56/42" .

NEUNTE GATTUNG

33. Welil ja in dieser Gattung nicht nur die Fille enthalten sind, in denen gg < cc
ist, sondern auch die, in denen gg > cc ist, ist noch ein einziger Fall {ibrig, in dem
¢ = g ist, in welchem die ganze Kurve in eine verschwindenden Raum, wegen
CF =0, iibergeht. Wenn wir daher aber jede der beiden ¢ und g und unendlich
festlegen, so dennoch, dass deren Differenz endlich wird, wird die Kurve einen
endlichen Raum einnehmen.
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m

m

Fig. 11

Um diese also zu finden, werde g = ¢ — 3h und z = ¢ — h — t gesetzt und wegen
¢ = oo, aber der endlichen Grofen h und ¢, wird gelten

1 1 1 1

Phs + 599 = cc— 2ch und zx — 3¢ 599 = —2ct;
dann aber

cc—xx=2c(h+t) und zx— gg=2c(h—t);
aus diesen wird die folgende Gleichung
dtd

Vhh —tt
fiir den Kreis hervorgehen. Das elastische Blech wird also in diesem Fall zu

einem Kreis gekriimmt, wie wir schon oben angemerkt haben; der Kreis wird
also die neunte und letzte Gattung festlegen.

dy =
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34. Nachdem diese Gattungen aufgezéhlt worden sind, wird es leicht sein,
fiir jeden sich ergebenden Fall anzugeben, auf welche Gattung sich die gebil-
dete Kurve bezieht. Es sei das elastische Blech (Fig. 12) in G an einer Mauer
befestigt, an dem Ende A werde aber das Gewicht P angebracht, damit das
Blech zur Form GA gekriimmt wird. Es werde die Tangente AT gezogen, und
aus dem Winkel TAP wird das ganze Urteil zu entnehmen sein. Wenn nim-
lich dieser Winkel ein spitzer Winkel war, wird die Kurve zur zweiten Gattung
gezahlt werden; wenn er ein rechter Winkel war, zur dritten, und sie wird eine
rechtwinklige elastische Kurve sein. Wenn daher der Winkel T AP ein stumpfer
Winkel war, aber dennoch kleiner als 130°41’, dann wird die Kurve sich auf die
vierte Gattung beziehen; auf die fiinfte aber, wenn der Winkel TAP = 130°41’
ist; wenn der Winkel TAP aber grofer war, wird die Kurve in der sechsten
Gattung enthalten sein.

T

L) r

Sie bezoge sich aber auf die siebte, wenn dieser Winkel zwei rechten gleich werden
wiirde, was aber niemals geschehen kann. Diese Gattung kann also zusammen
mit den zwei folgenden nicht erzeugt werden, indem dem Blech unmittelbar ein
Gewicht angebracht wird.

35. Damit also klar wird (Fig. 3), wie die iibrigen Gattungen, indem das Blech
gekriimmt wird, erzeugt werden konnen, werde dem in B befestigten Blech, nicht
unmittelbar, sondern einem soliden Stab AC', der dem Blech am Ende A sehr
fest angefiigt wurde, in C' das Gewicht P angebracht, welches in die Richtung

FiG. 12
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CD ziehe. Es sei das Intervall AC' = h, die absolute Elastizitit = Fkk und der
Sinus des Winkels M AP, welchen das Blech in A mit der Horizontalen festlegt,
= m. Nach Festlegen dieser Dinge, wenn die Abszisse AP =t und die Ordinate
PM = y gesetzt wird, wird fiir die Kurve diese Gleichung gefunden werden

dt(mEkk — Pht — 1 Ptt)

dy = .
\/E2k4 — (mEkk — Pht — LPt)>2

Es werde nun CP = z = h + t gesetzt, damit die Gleichung auf die Form, die
wir in der Aufteilung der Gattungen gebraucht haben, zuriickgefiihrt wird; es
wird sein

dz(mFEkk + 3 Pht — § Pxx)
y =
/¥4 — (mEkk + S Phh — L Paz)?

d

die verglichen mit der Form

dz(aa — cc + zx)

dy —
v V/(cc — 2x)(2aa — cc + zx)

oder
dz(aa — cc + zx)

V/(a* = (aa — cc + x1)?)

dy =

%Paa = Fkk geben wird oder

2Fkk 1 1 1
= — —Pcc — —Paa =mkE —Phh;
aa iz et gPcc— 5 Paa=m kk + 5 hh;
also 2(1 Ekk
cc = % + hh.
P
36. Die Kurve wird sich also auf die zweite Gattung beziehen, wenn galt
2mFEkk 2mFEkk
mP +hh <0 oder P<— mhh ;

wenn also der Winkel PAM negativ ist, muss die Kraft P negativ sein und
der Stab in C' nach oben gezogen werden. Auf die dritte Gattung wird sich die

Kurve beziehen, wenn gilt
2mFEkk

hh

Die vierte Gattung wird aber hervorgehen, wenn war

P=-

2mFEkk + Phh > 0, zugleich aber 2mFEkk + Phh < 2aFkk,

wahrend o = 0,651868 ist. Wenn aber gilt

2(a — m)Ekk

P =
hh ’
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dann wird sich die Kurve auf die vierte Gattung beziehen. Wenn daher aber
galt
Phh > 2(a — m)Ekk, zugleich aber Phh < 2(1 — m)Ekk,

ist die Kurve zur sechsten Gattung zu zéhlen. Und die siebte Gattung wird

hervorgehen, wenn gilt
Phh = 2(1 — m)Ekk.

Die achte Gleichung wird aber erhalten werden, wenn gilt
Phh > 2(1 — m)Ekk;

daher, wenn der Winkel PAM ein rechter war, wird sich wegen 1 — m = 0
die Kurve immer auf die achte Gattung beziehen. Die neunte Gattung wird
schliefslich entstehen, wenn h = oo war, wie ich schon oben angemerkt habe.

UBER DAS TRAGVERMOGEN VON SAULEN

37. Was zuvor iiber die erste Gattung angemerkt worden ist, kann dazu dienen,
die Tragfahigkeit von Sdulen zu beurteilen. Es sei namlich (Fig. 13) AB eine
iiber der Basis A vertikal aufgestellte Sdule, die das Gewicht P trdgt. Wenn
daher nun die Sdule so aufgestellt worden ist, dass sie nicht vorwérts bewegt
werden kann, von der Last P, wenn sie nicht allzu grof war, wird nichts anderes
zu befiirchten sein,

S P

A
Fic. 13
aufler die Neigung der Séule; in diesem Fall wird also die Séule als mit einer

Elastizitat versehen betrachtet werden konnen. Es sei also die absolute Elasti-
zitdt der Sédule = Fkk und ihre Hohe AB = 2f = a, und oben in Paragraph 25
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haben wir gesehen, dass die erforderte Kraft, um diese Sdule auch nur minimal
zu neigen diese ist
rnEkk 7w
4ff  aa
E.xrkk

Wenn also die zu tragende Last P nicht grofer ist als o ist, wird tiberhaupt
keine Neigung zu befiirchten sein; andernfalls aber, wenn das Gewicht P zu grof§
war, wird die Sdule der Neigung nicht widerstehen kénnen. Wéhrend aber die
Elastizitat der Sdule und daher ihre Dicke dieselbe bleibt, wird das Gewicht P,
was ohne Gefahr getragen werden kann, umgekehrt proportional zum Quadrat
der Hohe der Séule sein und eine doppelt so hohe Saule wird nur den vierten
Teil der Last tragen konnen. Diese Erkenntnisse kénnen also besonders beziiglich
diinnerer Sdulen benutzt werden, die natiirlich einer Neigung unterworfen sind.

- Ekk.

UBER DIE BESTIMMUNG DER ABSOLUTEN ELASTIZITAT DURCH
EXPERIMENTE

38. Damit also die Kraft und die Kriimmung jedes elastischen Blechs a priori
bestimmt werden kann, ist es notwendig, dass die absolute Elastizitéit, welche
wir bisher durch Ekk ausgedriickt haben, bekannt ist; dies wird mit einem
einzigen Experiment angenehm geleistet werden. Es werde also ein gleichméfiges
elastisches Blech (Fig. 14) FH, dessen absolute Elastizitat gefunden werden
muss, am einen Ende F an der soliden Wand GK befestigt, so dass es eine
horizontale Lage F'H hat; hier ldsst sich némlich die natiirliche Schwerkraft
missachten.

m ‘ ‘

Fic. 14

Am anderen Ende H werde das nach Belieben genommene Gewicht P ange-
bracht, mit welchem das Blech in den Zustand AF gekriimmt werde. Es sei die
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Lange des Blechs AF = HF = f, die horizontale Gerade AG = g und die ver-
tikale Gerade GF = h, welche Werte alle durch das Experiment bekannt sein
werden. Es werde nun diese Kurve mit der allgemeinen Gleichung verglichen

(cc — aa — zz)dz
V/(cc — 22)(2aa — cc + zx) ’

dy =

wenn in welcher a und ¢ durch f, g, h bestimmt waren, wird die beugende Kraft
P = 2EEE ynd daher die absolute Elastizitit Ekk = §Paa sein.

39. Weil nun die Tangente in F' horizontal ist, wird hier % = 0 und daher
T = y/cc — aa sein. Daher wird also gelten

AG=g=+cc—aa und aa=cc—gg
und daher
(99 — xx)dx
V(cc —zx)(cc — 299 + xx)’

nachdem aber hier x = g gesetzt wurde, wird y = GF = h oder s = AF = J
sein miissen; es ist aber

dy =

s — (cec — gg)dx '
V/(cc — zz)(cc — 299 + z2)

Wenn nun ein sehr kleines Gewicht P genommen wird, dass das Blech nur
sehr wenig herabgedriickt wird, dann wird ¢ eine sehr grofle Grofe sein und
daher wird ndherungsweise sein

1 " s 1 _ 1 g9 ggax o
— (=2 2ggr—at)— = = —+99 _ z
V/(cc — zx)(cc — 299 + xx) (¢ =2ecgg+2ggea=a’) 2 cc+ S + 2c87

und daher durch Integrieren auch néherungsweise

_ (ee—gg)x  (cc—gg)ggr _ (cc = gg)gga”  (cc = gg)a®
cc ct 3¢ 10c8

und
g9z g'z  g*ta®  gga® 23 gga®  gga® a7

36 108 3ce 3¢t + 5c6 14c6°

Es sei nun z = ¢, und es wird werden

37¢° 2¢%  2¢°
— d h=—+ —.
30c* b 3cc + 3¢t

f=y9
Wenn daher also die Gerade F'G = h benutzt wird, wird gelten

2¢° 299 — 3gh
_ 27 4 e = 9299 —39h)

“= 3 3n
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woher die absolute Elastizitdt gefunden wird

_ Pgg(29—3h)

Ekk
6h ’

dieser Wert wird sich vom wahren aber kaum merklich unterscheiden, solange
dem Blech nicht eine allzu grofe Kriimmung beigefiigt wird.

40. Diese absolute Elastizitdt Ekk héngt aber zuerst von der Natur des Ma-
terials ab, aus welchem das Blech gefertigt worden ist, woher das eine Material
mehr, das andere weniger elastisch zu sein gesagt zu werden pflegt. Zweitens
héngt sie auch von der Breite des Bleches ab, dass der Ausdruck Fkk tiberall
der Breite des Blechs proportional sein muss, wenn alles iibrige gleich ist. Drit-
tens aber tragt die Dicke des Bleches sehr stark zur Bestimmung des Wertes
von FEkk bei, welche so beschaffen zu sein scheint, dass, wiahrend alles iibrige
gleich ist, Fkk wie das Quadrat der Dicke ist. Zusammengenommen wird also
der Ausdruck Ekk ein zusammengesetztes Verhéltnis aus der Art des elasti-
schen Materials, der Breite des Bleches zur einfachen Potenz und der Dicke des
Bleches zur zweiten Potenz sein. Daher werden durch Experimente, in denen
sich die Breite und die Dicke messen lisst, die Elastizitdten aller Materialien
untereinander verglichen werden und bestimmt werden koénnen.

UBER DIE KRUMMUNG EINES UNGLEICH ELASTISCHEN BLECHES

41. Wie ich also bisher die absolute Elastizitat des Bleches, dessen Kriimmung
ich bestimmt habe, EFkk durch die ganze Linge hindurch konstant festgelegt
habe, so wird die Lésung mit derselben Methode durchgefithrt werden kénnen,
wenn die Groke Ekk irgendwie variabel festgelegt wird. Natiirlich, wenn die
absolute Elastizitat wie irgendeine Funktion des Bleches AM (Fig. 2) war, wel-
che Funktion = S sei, wird, nachdem der Bogen AM = s gesetzt wurde und
wéahrend der Kriimmungsradius in M = R ist, die Kurve AM, welche das Blech
annimmt, so beschaffen sein, dass in ihr unter allen anderen derselben Linge

% ein Minimum ist. Dieser Fall wird also durch die zweite allgemeine Formel
aufgelost. Es sei dy = pdx, dp = gdx, aber dS = T'ds, und unter allen Kurven, in
denen [ dz+/T+ pp von derselben GroRe ist, wird die bestimmt werden miissen,

in welcher
/ Sqqdx
(1+pp)>?

ein Minimum ist. Die erste Formel f dx+/1 + pp gibt fir die Differentialformel

1 D

dr VI+pp’

5994T )i [ Zdx verglichen wird geben

Die andere aber [ EETri

Sqq
(1+pp)>?
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WEeil also gesetzt wurde
dZ = Ldll + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq, 11 = /[Z]da:

und
d[Z] = [M]dz + [N]dy + [P]dp,

wird gelten

LdIl = _aqTds
(1+pp)>2’
woher ist T
:(IEQW7 dll = ds = dx+\/1+ pp
und daher
p
Zl=+1+pp, [M]=0, [N]=0 und [P|=——=.
[Z] = v/ [M] [N] [P] WiEST
Darauf aber ist
5Sqqp 2Sq
M=0, N=0, P=———"— d = ,
+pp)2 @ (1 +pp)*2
so dass gilt
qqdS

dzZ = = + Pdp + Qdg.

(1+pp)
42. Nun nehme man das Integral

/ / qqTdx / qqdS
Ldx —
1+ pp)5:2 (1+pp)?

und es sei H sein Wert, wenn = = a gesetzt wird, die Betrachtung welcher
Konstante a freilich bald vollig aus der Rechnung verschwinden wird. Es wird

also gelten
vone [
(1+pp)?

Daher wird der Differentialwert werden

dP 1 ddQ
=————d-[P]V+ —=.
de dx [PV + dx?
Deswegen wird aus diesen zwei Differentialwerten diese Gleichung fiir die ge-
suchte Kurve entstehen
« P dP 1 ddQ
—d.—r 4 L 4. [PV - ==
dz T+ pp +dx +d:v (7] dz?’
die integriert gibt
ap dQ

ﬁ'ﬁ‘ﬁ P+[P}V E
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oder

L5 Hp p /qqu p_Q
VI+pp Vit Vi+pp) (1+pp)? dz’

wo die andernfalls bestimmte Konstante H in der beliebigen Konstante « er-
fasst werden kann, wodurch also die Konstante a aus der Rechnung herausgeht.
Deshalb wird also diese Gleichung hervorgehen miissen

w5 p 99 / qqdS
v1+pp N dxr V1 —|—p (1+pp)3

43. Diese Gleichung werde also mit dp = gdz multipliziert und es wird her-
vorgehen:

apdp pdp qqdS
———— + Bdp = Pdp — qdQ — .
v1+pp vitpp ) (1+pp)?
Weil aber gilt
qqdS
dZ = ————— + Pdp + Qdq,
(1+pp)= P+ Qdd
es wird sein is
qq
Pdp =dZ — Qdq — ———+;
! Q= T ppy?
nach Einsetzen welches Wertes diese integrierbare Gleichung hervorgehen wird:
apdp qqdS pdp qqdS
———=+ fdp = dZ — qdQ — Qdq — 5~ )
v1+pp (1+pp)? VI+pp) (1+pp)?

deren Integral ist:

dsS
a/1+pp+Pp+y=2- Qq—\/1+p/ =

1+ pp)3
oder

V1+pp+Bp+ -1+
¢ ot Pt = (1+pp52 /1+p

Um das Integralzeichen zu beseitigen, werde nach Division der Gleichung durch
v/ 1+ pp sie erneut differenziert:

Bdp —  ~pdp 2qqdS 25qdq  6Spgqdp _
(I+pp)*2  (L+pp)*?  (L+pp)*  (L+pp)*  (1+pp)?

)

3:2
die mit % multipliziert liefert:

Bdp  ypdp | qdS + Sdg 3Spqdp

2q 2¢  (1+pp)*2 (14 pp)>?

deren, wegen dp = qdx et dy = pdx, Integral sein wird

1 1 Sq
- _ = e S
o+ 2ﬁx 2'yy+ 1+ pp)?2
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3:2
Aber es ist _(1-5-#;;) = dem Kriimmungsradius R, woher, indem die Kon-
stanten 5 und v verdoppelt werden, diese Gleichung entstehen wird

% =a+fr—yy;

welche Gleichung wunderbar mit der iibereinstimmt, welche die direkte Metho-
de liefert. Es wird ndmlich a+ Sx —~y das Moment des kriimmenden Potentials
ausdriicken, nachdem irgendeine Gerade fiir die Achse angenommen wurde, wel-
chem Moment natiirlich die absolute Elastizitat S durch den Kriimmungsradius
R geteilt gleich sein muss. So ist also nicht nur die beobachte Eigenschaft der
hochgeehrten BERNOULLIS vollstédndigst aufgezeigt worden, sondern auch der
sehr grofte Nutzen meiner sehr schweren Formeln in diesem Beispiel demons-
triert worden.

44. Wenn also die Kurve (Fig. 3) gegeben war, welche das ungleichméRig
elastische Blech von dem Potential CD = P beunruhigt bildet, wird daher
die absolute Elastizitdt des Blechs in jedem Punkt bestimmt werden konnen.
Nachdem némlich die Gerade C P, die zur Richtung der wirkenden Kraft normal
ist, fiir die Achse genommen wurde und CP = x, PM = y, der Kurvenbogen
AM = s und der Kriimmungsradius in M = R gesetzt wurden, wird wegen
des Moments des Potentials P, das auf den Punkt M bezogen wurde, = Pz
% = Pz sein; und daher ist die absolute Elastizitdt im Punkt M, die S ist,
= PRx. Daher, weil, nachdem die Kurve gegeben worden ist, in den einzelnen
Punkten auch der Kriimmungsradius R gegeben ist, wird die absolute Elastizitét
an jeder Stelle bekannt. Wenn daher also das Material zusammen mit der Dicke
iiberall dasselbe war, die Breite aber variabel ist, weil de absolute Elastizitét
der Breite proportional ist, wird aus der gebildeten Kurve die Breite des Bleches
an den einzelnen Stellen berechnet.

45. Es sei aus dem elastischen Blech (Fig. 15) die dreieckige Zunge fAf
iiberall derselben Dicke herausgeschnitten worden. Weil ja also die Breite mm
an jeder Stelle M der Lange AM proportional ist, wird fiir AM = s gesetzt
die absolute Elastizitdt im M wie s sein. Es sei sie gleich Eks und dem Blech
werde am Ende f f, das an einer Mauer horizontal befestigt wurde, an der Spitze
A das Gewicht P angehéngt, durch welches die Mittelgerade des Bleches AF
(Fig. 14) zur Kurve F'ma gekriimmt werde, deren Natur gesucht wird. Nachdem
namlich auf der horizontalen Achse die Abszisse Ap = x, die Ordinate pm =y
und der Bogen Am = s gesetzt wurden, wird Px = Egs sein, wahrend R
den Kriimmungsradius in m bezeichnet. Diese Gleichung werde also mit dx

multipliziert und wegen R = *ﬁ7

fiir konstant gesetztes dx, wird gelten

Eksdx?ddy oder Pzxdz n sdz?ddy _

Padz = — :
rar ds? Ek ds?

0.

Aber well ist

d dd dydd da?dd

ds ds ds? ds3
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dyddy

o2, wird gelten

wegen dds =

sdz2ddy B % _
a3 ds

woher man durch Integrieren haben wird

Pxx sdy n
L =Y
2Ek s Y
F
f f
M
m m
A
Fic. 15
46. Es sei dy = pdz, es wird ds = dz+/1 + pp sein und fiir % = ¢ gesetzt wird
werden
a-+ g =y — Sip
c VI+pp’

und daher wird sein

a\/1+pp+ xx/1T+ pp _ yv1+pp .
p cp p

)

welche differenziert gibt

adp n 2xdx+/1 + pp zxdp
ppv'1+pp cp cppv/ 1+ pp

_dyvitpp  ydp TS pp—— ydp
p ppvV/1+pp pp

VIi+tpp
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Daher entsteht
_ 2pxdx(1 + pp) T

“r cdp c

es werde dp konstant gesetzt und durch Differenzieren wird sein

~ 2paddz(1 + pp) n 2pda?(1 + pp) N 2zdx(1 + 3pp)  2xdx

—pd
pax cdp cdp c c

oder
0 = cdxdp + 2xddx(1 + pp) + 2dx>(1 + pp) + 6prdrdp,

die weitere Auflésung welcher Gleichung nicht bekannt ist. Aber die einfachste
Gleichung fiir eine Kurve ist diese
yds —sdy  Pxw
ds 2Bk’

weil némlich fiir x = 0 gesetzt sowohl y als auch s verschwinden miissen, muss
die Konstante a = 0 sein.

UBER DIE KRUMMUNG VON NATURLICH NICHT GERADEN
ELASTISCHEN BLECHEN

47. Auf die gleiche Weise wird also die Kriimmung eines entweder gleichmiifig
oder ungleichméfRig elastischen Bleches bestimmt, wenn es von einem Potenti-
al beunruhigt wird, was besonders zu bemerken ist, wenn das Blech natiirlich
gerade ausgerichtet war. Wenn daher nédmlich das Blech in seinem natiirlichen
Zustand schon eine Kurve war, dann wird es natiirlich, von der wirkenden Kraft
beeinflusst, eine andere Kriimmung annehmen;

m a

] T~
©

B
Fic. 16
um diese zu finden, muss auer der Wirkung und der Elastizitéat zugleich ihre

natiirliche Form bekannt sein. Es sei also das elastische Blech (Fig. 16) natiirli-
cherweise die Kurve Bma, deren Elastizitét freilich iiberall dieselbe = Ekk sei,
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die von der wirkenden Kraft P zur Figur BM A gekriimmt werde. Durch A wer-
de die Gerade C AP gezogen, die zur Richtung der wirkenden Kraft normal ist
und die man fiir die Achse halte, und es sei das Intervall AC = ¢, die Abszisse
AP = z, die Ordinate PM = s; es wird das Moment der wirkenden Kraft fiir
den Punkt M = P(c+ x) sein.

48. Es sei weiter der Kriimmungsradius der gesuchten Kurve in M = r, es
werde im natiirlichen Zustand der Bogen am = AM = s genommen und es sei
im Punkt m der Kriimmungsradius = r, der wegen der bekannten Kurve amB
durch den Bogen s gegeben sein wird. In M also, weil die Kriimmung grofier
ist, ist der Kriimmungsradius R kleiner als 7 und der Ubertrag des elementa-
ren Winkels in M iiber den Winkel im natiirlichen Zustand wird = d—lg — %
sein, welcher Ubertrag ein vom wirkenden Potential erzeugter Effekt sein wird.
Deswegen wird sein

1 1
P(c+z) = Ekk (R r) ,
welche, weil r durch s gegeben ist, die Gleichung fiir die gesuchte Kurve sein
wird; diese kann aber so im Allgemeinen betrachtet nicht weiter reduziert wer-
den.

49. Wir wollen festlegen, dass das Blech im natiirlichen Zustand amB eine
Kreisform hat; es wird r sein Radius der des Kreises sein, der = a sei, woher
wird

P(c+x) = Ekk (;—i)

Diese Gleichung werde mit dx multipliziert und integriert; es wird entstehen

1
Rt et ) === 0

diese Gleichung, wenn anstelle von ¢ ¢ + % geschrieben wird, wird in diese

ibergehen ‘
P 1 dy
TR et )= =50

welche dieselbe Gleichung ist, die wir oben fiir das in natiirlicher Weise gerade
Blech gefunden haben. Ein in natiirlicher Weise kreistérmiges Blech wird also zu
denselben Kurven gekriimmt, die einem in natiirlicher Weise geraden Blech bei-
gefiigt werden; es wird natiirlich nur der Ort der Potentialanwendung oder das
Intervall AC = c fiir jeden der beiden Félle nach einem gegebenen Gesetz vari-
iert werden miissen. Es werden also die neun selben Gattungen von Kurven fiir
die Formen hervorgehen, welche ein in natiirlicher Weise kreisférmiges Blech an-
nehmen kann, welche wir oben aufgezéhlt haben. Denn ein kreisférmiges Blech,
wenn das Intervall AC unendlich genommen wird, kann zuerst zu einer geraden
Linie ausgedehnt werden; dann wird irgendein Potential dariiber hinaus ange-
wandt dieselbe Wirkung haben, als wenn es allein auf ein in natiirlicher Weise
gerades Blech angewandt werden wiirde.

50. Wir wollen aber festlegen, was auch immer fiir eine natiirliche Form das
Blech hat, dass der Punkt C' unendlich weit entfernt ist, so dass das Moment der
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wirkenden Kraft iiberall dasselbe ist, was durch Ekk geteilt = % gesetzt werde;
und es wird sein

WS NS SR S |
b R r R b r
Daher wird gelten
d d
Es = % + @ _ der Amplitude des Bogens AM,
r

so wie [ % die Amplitude des Bogens am ausdriickt; wie freilich der hochgeehrte
JOHANN BERNOULLI diese Bezeichnung der Amplitude in seinem ausgezeichne-
tem Werk De motu reptorio zu gebrauchen pflegte. Es sei also 7 + i % ein Bogen
im Kreis, dessen Radius = 1 genommen wurde, der wegen des durch s gegebenen
r auch in s bekannt sein wird. Daher werden aber orthogonale Koordinaten x
und y gefunden werden, so dass gilt

x:/dssin f—i—/@ und y:/dscos f—i—/@ :
b T b r

woher die gesuchte Kurve durch Quadraturen konstruiert werden kénnen wird.
51. Daher kann die Form amB (Fig. 17)

a

¢

bestimmt werden, welche das Blech in der natiirlichen Position haben muss,
dass es vom Potential P, das in Richtung AP wirkt, zur geraden Linie AM B
gemacht wird. Nachdem n&mlich die Lange AM = s genommen wurde, wird
das Moment des wirkenden Potentials fiir den Punkt M = Ps sein; der Kriim-
mungsradius in M aber, nach der Annahme, wird unendlich oder % = 0 sein.

Fic. 17
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Nachdem nun im natiirlichen Zustand der Bogen am = s genommen wurde und
der Kriimmungsradius in m = r gesetzt worden ist, weil diese Kurve zur Gera-
de AB konvex ist, muss in der vorhergehenden Rechnung r negativ genommen
werden. Daher wird gelten

EEkE
Ps=—— oder rs=aa;
r

welche die Gleichung ist, die die Natur der Kurve amB erfasst.
52 . Weil also % = = ist, wird gelten

aa

ds ss

r 2aa
oder die Amplitude des Bogens am wird wie das Quadrat des Bogens sein. Daher
werden die orthogonalen Koordinaten x und y fiir diese Kurve amB so bestimmt
werden, dass gilt

x:/dssinﬁ und y:/dscosﬁ.
2aa 2aa

SS

So muss im Kreis, dessen Radius = 1 ist, der Bogen = 5>~ abgetrennt wer-
den, dessen Sinus und Kosinus, um die Koordinaten zu bestimmen, angenom-
men werden miissen. Daraus aber, weil der Kriimmungsradius ununterbrochen
schrumpft, je grofer der Bogen am = s genommen wird, ist klar, dass sich die
Kurve nicht ins Unendliche erstreckt, auch wenn der Bogen s unendlich genom-
men wird. Die Kurve wird also aus der Art der Spiralen sein, sodass sie nach
Durchlaufen unendlich vieler Spiralen in einem gewissen Punkt als Zentrum zu-
sammengezogen wird, welcher Punkt aus dieser Konstruktion sehr schwer zu
finden scheint. Es wird also zu glauben sein, dass die Analysis einen nicht ge-
ringen Zuwachs erfihrt, wenn jemand eine Methode finde, mit deren Hilfe,
zumindest ndherungsweise, der Wert dieser Integrale

/dssinﬁ et /dscosﬁ.
2aa 2aa

im Fall angegeben werden konnte, in dem s unendlich gesetzt wird; dieses Pro-
blem scheint dessen nicht unwiirdig, dass die Geometer daran ihre Kréfte erpro-
ben.

53. Es sei 2aa = bb, und weil gilt

ss 82 86 810 814
in— == — — te.
S T 12306 T 1.2.3.4.5600  1.2...7p14 + ete,
cosg =1 - s* + s° — 5" + etc
bb 1-2b% 1-2-3-4b8 1-2-3-4.5.6b12 v

werden die Koordinaten z und y der gesuchten Kurve angenehm durch unend-
liche Reihen ausgedriickt werden konnen, es wird ndmlich gelten

S3 57 811 515
= - - te.
P13 12376 T1.2.3.4.5.1600  1.2..7.1504 %
85 89 513
y=s NI — — + etc.,

C1-2-5bt 1-2-3-4-9° 1-2-3...6-13p!2
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aus welchen sehr stark konvergierenden Reihen, wenn nicht ein sehr grofser Bo-
gen s genommen wird, die Werte der Koordinaten x und y in der Tat néhe-
rungsweise hinreichend bequem bestimmt werden koénnen. Aber Werte welcher
Art z und y erhalten, wenn der Bogen s unendlich grofs festgelegt wird, kann
aus diesen Reihen auf keine Weise gefolgert werden.

54. Welil ja also die zu machende Festlegung des Unendlichen anstelle von s
die grofte Schwierigkeit bereitet, kann diesem Umstand freilich auf die folgende
Weise entgegengewirkt werden. Es werde 77 = v gesetzt, dass s = by/v, es wird
ds = 29% sein und es wird werden

20

—é/ﬂ‘in nd —é/ﬁcos
x—2 ﬁb v y—2 NG .

Nun sage ich aber, dass die entsprechenden Werte fiir z und y, wenn s = oo
gesetzt wird, aus diesen Integralformeln gefunden werden werden,

T = é/dv (1— ! + L - L + etc.) sinv
2 VU VTHu o 2r4+v Br o ’
yzé/dv <1 ! + ! — L + etc.> Ccosv
2 Voo rdv o V2r4+v V3r+o ’

wenn nach der Integration v = 7w gesetzt wird, wihrend 7 einen zwei rechten

gleichen Winkel bezeichnet. Auf diese Weise wird also zwar die Festlegung des
Unendlichen vermieden, aber andererseits wird die unendliche Reihe

1 1 1
— - +
Vo VTt u o 2+

in die Rechnung eingefiihrt, weil deren Summe noch im Verborgenen liegt, ist
eine Auflésung dieser Art noch der grofiten Schwierigkeit unterworfen.

— etc.

UBER DIE KRUMMUNG EINES IN DEN EINZELNEN PUNKTEN VON
IRGENDWELCHEN KRAFTEN BEUNRUHIGTEN ELASTISCHEN
BLECHES

55. Nachdem nun die Methode angegeben worden ist, die Kriimmung jedes elas-
tischen Bleches zu finden, wenn es von einer Kraft, die an einer gegebenen Stelle
ausgeiibt wurde, beunruhigt wurde, wird es gefillig sein, auch die von mehreren,
sogar unendlichen vielen, Potentialen dem elastischen Blech beigefiigte Kriim-
mung zu untersuchen. Weil ja aber noch nicht bekannt ist, ein Ausdruck von
welcher Art in diesen Féllen maximal oder minimal sein wird, werde ich nur die
direkte Methode gebrauchen, damit aus der Losung selbst vielleicht die Eigen-
schaft gefunden werden kann, die maximal oder minimal ist. Es sei also das in
natiirlicher Weise gerade elastische Blech (Fig. 18) in den Zustand AmM ge-
bracht worden, und dies zuerst von den endlichen Kréften P und @, die gemé&f
der Richtungen C'E und C'F', die normal zueinander sind, wirken, dann aber von
den einzelnen unendlich kleinen Kréften, die auf die Elemente mu angewendet
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worden sind und geméft der Richtungen mp und mgq, die jenen CE und CF
parallel sind, ziehen; nach Festlegen von diesen wird die Natur der Kurve AmM
verlangt, die dem Blech beigefiigt wurde.

M

m

Fic. 18

56. Es werde die verliangerte Gerade F'C' A fiir die Achse genommen, AC' = ¢
gesetzt und die Abszisse AP = z, die Ordinate PM = y, der Kurvenbogen
AM = s und der Kriimmungsradius in M = R genannt. Es sei die konstante
absolute Elastizitdt des Bleches = Ekk, und die Summe der Momente, die aus
allen wirkenden Kréften in Anbetracht des Punktes M entstehen, muss gleich
% sein. Zuerst entsteht freilich von der endlichen Kraft P, die in die Richtung
CE zieht, das Moment = P(c + x), das in die Richtung wirkt, in welcher die
elastische Kraft ins Gleichgewicht gebracht wird. Aber das Moment, das aus der
anderen Kraft @) entsteht, natiirlich Qp, ist in die entgegengesetzte Richtung
ausgerichtet, woher aus den endlichen Kréften P und () zusammengenommen
das Moment P(c+z)—Qy entsteht. Nun werde ein Zwischenelement des Bleches
mu betrachtet, dessen entsprechende Abszisse Ap = ¢ und Ordinate pm = 7
gesetzt werde, es sei aber die Kraft, die das Element myu in die Richtung =
dp zwingt und die in die es Richtung mgq zwingende Kraft = dg; es wird das

Moment, das aus diesem diesen Kréften fiir den Punkt M entsteht, sein

= (z = Q)dp — (y — n)dq.

57. Um also die Summe aller dieser Momente zu finden, miissen der Punkt
M genauso wie x und y solange fiir Konstanten gehalten werden, wiahrend allein
die Koordinaten ¢ und 7 zusammen mit den Kréften dp und dg als Variablen
betrachtet werden. Es wird also die Summe aller Momente, die von den Kréften,
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die den Bogen Am beunruhigen, entstehen, diese sein

=xp—/Cdp—yp+/ndq7

wo p die Summe aller verschiedenen Krifte, die den Bogen AM in den Ordinaten
pm parallelen Richtungen beunruhigen, und ¢ die Summe aller Krifte, die den
Bogen Am in der Achse Ap parallelen Richtungen beunruhigen, ausdriickt. Aber

es ist
/Cdp=Cp—/pdC et /ndq:vm—/qdn;

woher die Summe der Momente, die aus den auf den Bogen Am ausgeiibten
Kréaften entstehen, wird

=(a?—C)p+/pdC—(y—n)q—/qdn-

Es werde nun der Punkt m nach M vorwirts bewegt und es wird ( =z, n =1y
und d¢ = dx und auch dn = dy werden; daher wird die Summe aller Kréfte
durch den ganzen Bogen AM hindurch genommen sein

z/pdac—/qdy.

Deshalb wird fiir die gesuchte Kurve diese Gleichung erhalten werden

Ekk
i:P(Oer)—Qer/pdw—/qdy,

R

wo also p die Summe aller vertikalen Kréfte oder in den Richtungen der Ordi-
naten M P wirkenden Kréfte und ¢ die Summe aller horizontalen oder in den
Richtungen M@, die der Achse AP parallel sind, wirkenden Kréfte durch den
ganzen Bogen AM hindurch ausdriickt.

58. Wenn die Formeln pdr und ¢dy keine Integration zulassen, dann wird
die gefundene Gleichung durch Differentiation von diesen Integralformeln befreit
werden miissen, woher man diese Gleichung haben wird:

_ EkkdR
RR

= Pdx — Qdy + pdx — qdy.

Wenn aber weder p noch ¢ durch endliche Ausdriicke dargeboten werden kénnen,
welche natiirlich schon die Summen unendlich vieler unendlich kleiner Kréifte
ausdriicken, dann werden durch eine weitere Differentiation die endlichen Wer-
te p und ¢ eliminiert werden miissen, dass nur die Werte dp und dgq mit den
Differenzen-Differentialen ddp und ddq vorhanden sind. Es wird aber nach der
ersten Differentiation entstehen

dR dy dy
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Es sei Z—Z = w, und es wird nach erneuter Differentiation der Gleichung sein:

d. =48 _ dp dq
—Ekkd . —RBBdz _ g "% _9dq _ yd . —=

dw dw R

welche Gleichung zur Differentialen vierter Ordnung aufsteigt.
59. Es seien an den einzelnen Punkten des Bleches, anstelle der vertikalen
und horizontalen Potentiale p und ¢, M zwei Potentiale angewandt worden, das
eine normale M N = dv und das andere tangentiale M7T = dt. Daher wird sein

dp — dxdv n dydt dxdt B dydv
p= ds ds ~ds ds

und wegen dy = wdz und ds = dz+/1 + ww wird man haben

B dv n wdt and  da — dt 7 wdv
VTt ww  V1Itoww qi\/1—|—ww Vitow'

dp

nachdem diese in der Gleichung des vorhergehenden Paragraphen eingesetzt
worden sind, wird die folgende Gleichung hervorgehen

d- dR
—Ekkd.- RRdz _ _ dt n 2wdv
dw Vitow V14 ww

+\/1+wwd-§—v,
w

die mit v/1 + ww multipliziert integrierbar wird; nachdem namlich der Kiirze

wegen z = R‘fﬁm gesetzt wurde, wird dieses Integral gefunden werden

A—t+dv(1+ww):—Ekk deVl+tww — wz N 1
dw dw vV1+ww 2RR

Ekk(1+wwd dR n 1 >
N dw RRdz/1+ww 2RR)°

Weil aber gilt
R__ 1+ (,uo.)):’“zdx7
dw
wird sein
(1 + ww)*2da
R b
nach Einsetzen dieses Wertes anstelle von dw wird man haben:
Rdv 1 R dR
———=-Fkk| — — —d ———
<2RR ds RRds) ’

dw = —

A—t
S
wegen dxy/1 + ww = ds. Deshalb wird nach Ordnen der Gleichung fiir die ge-
suchte Kurve diese Gleichung hervorgehen
1 R dR )

Rdv
bt g — A= Bk <2RR ~ 4" RRds
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60. Zuerst ist freilich klar, wenn die elastische Kraft Fkk verschwindet, dass
das Blech in einen vollkommen beweglichen Faden verwandelt wird; und daher
sind in diesen Gleichungen alle Kurven enthalten, welche ein vollkommen be-
weglicher Faden von irgendwelchen Kréften beunruhigt bilden kann. Wenn so
beispielsweise der Faden nur vom eigenen Gewicht nach unten gezwungen wird,
wird ¢ = 0 sein und p wird das Gewicht des Seils AM ausdriicken. Und es
wird daher % = () = einer Konstanten sein, nachdem P = 0 gesetzt wurde,
welches die allgemeine Gleichung fiir Kettenlinien jeder Art ist. Wenn aber der
vollkommen bewegliche Faden in den einzelnen Punkten von den Kréften, deren
Richtungen zur Kurve selbst normal sind, beunruhigt wird, so dass im Punkt
M der Faden geméfs der Richtung M N mit der Kraft = dv beunruhigt wird,

Rdv

wird wegen t = 0 ~;=* = A = einer Konstante sein, welches die Eigenschaft von

Muldenkurven ist und allen ist, in denen Kraftwirkungen dieser Art auftreten.

UBER DIE KRUMMUNG EINES ELASTISCHEN BLECHES, DIE AUS
DEM EIGENGEWICHT ENTSTEHT

61. Ich kehre aber zu elastischen Blechen zuriick, {iber welche sich bald diese
in Bezug auf die iibrigen bemerkenswerte Frage auftut, eine Form welcher Art
ein elastisches Blech von seinem eigenen Gewicht gekriimmt annimmt. Es sei
AmM diese Kurve, die gesucht wird, und weil allein die aus der Schwerkraft
entstehenden vertikalen Krafte wirken, wird P =0, @ = 0, ¢ = 0 werden und p
wird das Gewicht des Bleches AM ausdriicken. Daher, wenn F' das Gewicht des
Bleches der Lénge a ist, weil ein gleichméfiges Blech angenommen wird, wird
p= % sein; daher wird die Natur der Kurve mit dieser Gleichung ausgedriickt

werden
EkkdR  Fsdx

RR  «a
Es sei die Amplitude der Kurve [ d—R? = u, es wird R = j—z und dxr = dssinu
sein; daher wird fiir konstant genommenes Element ds diese Gleichung gefunden
werden

dssi Fakk ddu
sassinu + I : a5

die aber, wie auf den ersten Blick klar ist, nicht weiter reduziert werden kann.

62. Besonders verdient aber die Kurve bemerkt zu werden, welche ein Fluid
gleichsam unendlicher Hohe dem elastischen Blech aufzwingt. Es sei (Fig. 19)
AM B diese Form, die gesucht wird, und fiir AP = x, PM =y, AM = s gesetzt
wird das Element Mm in die normale Richtung M N von einer ds proportionalen
Kraft gezwungen werden;

A P B

m



270 Uber elastische

Fia. 19
daher wird dv = nds und dt = 0 sein. Daher wird die vertikale Kraft dp = ndx
und die horizontale Kraft dqg = —ndy entstehen; aus diesen wird sofort P = nx
und ¢ = —ny; und daher wird in der ersten Gleichung werden

Ekk 1 1

- = Ple+z)—Qy+ Fnae + 31YY-

Die Koordinaten x und y kénnen aber um konstante Groéfsen so vermehrt oder
vermindert werden, dass die Gleichung fiir die Kurve eine Gestalt dieser Art
erhélt zox +yy = A+ %. wenn diese Gleichung aber mit xdx + ydy multipliziert
wird, wird sie integrierbar werden; denn es ist

d d
/L};yy =— / %dw [nach Setzen von dy = wdz|
Yy —wzr  ydr—zdy

7\/1—|—ww7 ds

Dieser Sache wegen, nachdem nach der Integration die Konstanten gedndert
worden sind, wird hervorgehen

B _
(ydx — xdy n
ds

Es sei v/xx + yy = z und y = uz, es wird x = z4/1 — uu sein; daher ist

(zz +yy)® = A(zz + yy) + C.

zzdu zzdu?
_ — e _ 2
ydx — xdy Nie und ds dz? + T

Also wird fiir \/fifm = dr gesetzt sein

A A2 Bzzdr :
Vdz2? + zzdr?
und daher

du dz(z* — A2%2 - C)

dr =

VI—uu 2y/B22z — (24— A2 - C)?
Diese Kurve also, wenn A = 0 und C' = 0 war, wird algebraisch sein; man wird
nédmlich diese Gleichung haben

du zzdz 3zzdz

Vi—uu VB2 —26  3/ab — 26

die integriert gibt

. 1, . 28 23 3 3y 493
Asinu = gAsmg oder Pl 3u —4u’ = e
woher diese Gleichung 2% = 3a®yzz — 4a®y® oder wegen zz = xx + yy diese
resultiert

2% + 3z%y? 4 3zayt + 8 = 3aPzay — a®yB.
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UBER DIE OSZILLATORISCHE BEWEGUNG ELASTISCHER BLECHE

63. Aus diesen Dingen kann auch die oszillatorische Bewegung wie auch immer
in Bewegung gebrachter elastischer Bleche bestimmt werden, welchen wahrlich
duferst interessanten Gegenstand zuerst der hochgeehrte Herr DANIEL BER-
NOULLI zu entwickeln begonnen hat und mir schon vor vielen Jahren das Pro-
blem tiber die Bestimmung der Schwingungen eines elastischen Bleches, das an
dem einen Ende an einer soliden Wand angebracht worden ist, vorgelegt hat,
dessen Losung ich in den Comment. Petropol. Tomo VII dargeboten habe. In
dieser Zeit gelang es sowohl mir diese Problem angenehm zu behandeln, als auch
sind durch den Briefverkehr mit den hochgeehrten Herren BERNOULLI viele an-
dere Fragen und Betrachtungen hinzugekommen, deren Aufklarung ich wegen
der Affinitdt der Materie hier hinzufiigen méchte. Wann immer aber eine vibra-
torische Bewegung hinreichend schnell ist, dann wird zugleich vom vibrierenden
Blech ein Klang erzeugt, dessen Verlauf und Relation zu anderen mit Hilfe der
Lehre iiber Klidnge aus diesen Prinzipien bestimmt werden wird. Und weil ja
die Gestalt der Tone sehr leicht auf Experimente zuriickgefiihrt wird, wird mit
diesem selbst die Ubereinstimmung der Rechnung untersucht werden und daher
die Theorie bestétigt werden konnen; auf diese Weise wird unsere Erkenntnis
iiber die Natur von elastischen Kérpern nicht unwesentlich erweitert werden.

64. Zuerst ist aber zu ermahnen, dass hier nur iiber minimale Schwingungen
gefragt wird und daher das Intervall, durch welches das Blech beim Schwin-
gen hindurchlduft, quasi unendlich klein ist. Und durch diese Einschrénkung
wird der Gebrauch und die Anwendungsfahigkeit in keinster Weise geschmélert;
denn nicht nur wiirden Schwingungen, wenn die durch gréfsere Rdume hindurch
geschehen wiirden, dem Isochronismus entbehren, sondern auch die Bildung ver-
schiedener Klange, auf welche wir hier hauptséichlich schauen, verlangt minimale
Schwingungen. Ich werde also hier zuerst ein gleichméfiges in natiirlicher Weise
gerades Blech betrachten (Fig. 20), dessen eines Ende B an einer soliden Wand
fest angebracht worden sei, so dass das Blech sich selbst {iberlassen die gerade
Lage AB hat. Es sei die Lange dieses Bleches AB = a und seine absolute Elas-
tizitdt an den einzelnen Stellen = Fkk; sein Gewicht werden wir aber entweder
nicht mit einbeziehen oder eine Befestigung solcher Art festsetzen, dass sein
Zustand von der Schwerkraft nicht beeinflusst werden kann.
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B

p m

P T

A a
Fic. 20

UBER SCHWINGUNGEN EINES AN EINEM ENDE AN EINER MAUER
ANGEBRACHTEN ELASTISCHEN BLECHES

65. Nun fithre diese Blech von irgendeiner Kraft angeregt sehr kleine Vibratio-
nen um den natiirlichen Zustand BA nach beiden Seiten aus, indem es durch
sehr kleine Intervalle Aa hindruchlduft. Und es sei BMa ein gewisser Zustand,
welchen das Blech beim Schwingen einnimmt; weil dieser ja nur unendlich wenig
vom natiirlichen Zustand BPA, der Gerade M P, entfernt ist, werden Aa zu-
gleich die Wege darstellen, welche die Punkte M und a des Bleches durchlaufen,
oder besser, diese Geraden werden zu den wahren Wegen ein Verhéltnis haben,
dass vom Verhéltnis der Gleichheit nur unendlich wenig abweicht. Um aber die
oszillatorische Bewegung zu bestimmen, ist es absolut notwendig, die Natur der
Kurve BMa, welche das Blech beim Schwingen annimmt, zu kennen. Es sei also
AP =z, PM =y, der Bogen aM = s und der Kriimmungsradius in M = R
und das sehr kleine Intervall Aa = b; und aus der erwidhnten Bedingung wird
der Bogen s ndherungsweise der Abszisse x gleich sein, und daher wird fiir ds
dr genommen werden konnen; in Bezug auf dz wird ndmlich dy verschwinden.
Und weil fiir konstant gesetztes dz der Kriimmungsradius ist

_ ds®
 dxddy’

wird im gegenwiértigen Fall R = % sein; denn die Kurve BMa ist zur Achse
BA konvex und, weil das Blech in B fest an der Mauer angebracht worden ist,
wird die Gerade AB die Tangente der Kurve im Punkt B sein.

66.Nachdem diese Sachen festgelegt worden sind, um so die Natur Kurve

BMa wie die oszillatorische Bewegung selbst zu bestimmen, sei f die Linge
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eines einfachen isochronen Pendels; dass ndmlich die minimalen Schwingungen
isochron sein miissen, zeigt sowohl die Natur der Sache auf, als auch wird die
durchzufiihrende Rechnung es zeigen. Die Beschleunigung also, mit welcher der
Punkt M zum Punkt P gezwungen werden wird, wird = £2 = ¥ sein. Daher,
wenn die Masse des ganzen Bleches = M gesetzt wird, die durch sein Gewicht
ausgedriickt wird, wird die Masse des Elements Mm = ds = dx = %‘” sein;
und so werden die Kriéfte, mit den die einzelnen Stiicke des Bleches in Bewegung
gebracht werden, sowohl aus der Kurve BMa, als auch aus der Léange des ein-
faches isochronen Pendels f bekannt werden. Weil ja aber das elastische Blech
in Wirklichkeit von der elastischen Kraft zur Bewegung angeregt wird, wird aus
dieser bekannt gewordenen umgekehrt die Natur der Kurve N Ma und die Lange
des einfachen isochronen Pendels bestimmt werden kénnen.

67. Welil ja alo das Blech genauso bewegt wird, als wenn auf die einzelnen
Elemente Mm desselbigen in der Richtung M P die Kréfte = Mayfdg” ausgeiibt
worden wéren, folgt, wenn auf die einzelnen Elemente des Bleches Mm in entge-
gengesetzten Richtungen M7 die gleichen Krifte May’.im ausgeiibt werden wiir-
den, dass das Blech sich im Zustand BMa im Gleichgewicht befindet. Daher
wird das Blech beim Schwingen dieselbe Kriimmung annehmen, als wenn es ru-
hig wiire, wenn es in den einzelnen Punkten M von den Kriften 2492 in den
Richtungen M7 beunruhigt werden wiirde. Durch die oben in Paragraph 56
gefundene Regel werden also alle diese ausgeiibten Krifte durch den Bogen am
hindurch gesammelt, und es wird die Summe hervorgehen

M
:E/yd“"’

welche dort anstelle von p eingesetzt werden muss. Daher, weil die {ibrigen Kréafte
P, Q und ¢, die man dort hatte, verschwinden, wird die Natur der Kurve mit
dieser Gleichung ausgedriickt werden

E

woher man haben wird

Ekk M
o2 da [ yde
i ap ] v

Weil aber R = ZTI; ist, wird sein
FEkkddy M
———=— | d d
dz?  af / v / yar

Ekkddy — Mdax
dz? af ydz

und durch Differenzieren
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und durch erneutes Differenzieren wird schliefslich diese Differentialgleichung
vierter Ordnung hervorgehen

Mydaz*
af

68. Mit dieser Gleichung wird also sowohl die Natur der Kurve BMa aus-
gedriickt als auch wird aus derselben, wenn sie an den sich ergebenden Fall
angepasst wird, die Lange f bestimmt werden; nach Bekanntwerden von dieser
wird zugleich die oszillatorische Bewegung selbst bestimmt werden. Vor allem
Allem muss aber diese Gleichung integriert werden; weil diese sich auf auf die
Art von hoheren Differentialgleichung bezieht, deren allgemeine Integration ich
in Miscell. Berol. Volumine VII dargeboten habe, wird daher die folgende Inte-
gralgleichung gefunden werden, indem der Kiirze wegen also % = c* gesetzt
wird; es wird natiirlich hervorgehen

Fkkd*y =

y:Ae%—&—Be_%—&—C’sing—&—Dcosf7
c c

wo e die Zahl bezeichnet, deren hyperbolischer Logarithmus = 1 ist, und sin £
und cos £ den Sinus und Kosinus des Bogens = £ bezeichnen, der im Kreis,
dessen Radius = 1 ist, angenommen wurde. Dann aber sind A, B, C' und D
vier beliebige Konstanten, die durch Integration eingegangen sind und welche
aus der Anpassung der Rechnung an den gegenwértigen Fall bestimmt werden
miissen.

69. Aber die Bestimmung der Konstanten wird auf die folgende Weise unter-
nommen werden. Zuerst muss namlich fiir z = 0 y = b werden; daher entsteht
also diese Gleichung b = A + B + D, welche die erste ist.

Zweitens, weil gilt
ctddy
722 :/dx/ydx,

muss fiir x = 0 gesetzt % = 0 werden, aber es ist
ddy A . B _. C . x D x
——5 = —e° + —€ ¢ — —8sIn— — — Ccos —,
dx cc cc cc c cc cc

woher diese zweite Gleichung entsteht 0 = A+ B — D.

Drittens, weil gilt
4d3
ik g / ydz,

da3

3
muss fiir x = 0 gesetzt 3713’ verschwinden; weil also sein wird

Ad3y

z _z X . X
W:Aeche ¢« —(Ccos — + Dsin —,
x c c

geht die dritte Gleichung hervor 0 = A — B —C.
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Viertens aber, wenn x = a gesetzt wird, verschwindet die Ordinate y, woher
diese vierte Gleichung erhalten werden wird

O:Ae%+Be*%+C’sing+Dc0sg.
c c

Fiinftens, weil AB die Tangente der Kurve im Punkt B ist, muss fiir z = a
gesetzt % = 0 werden; daher geht die fiinfte Gleichung hervor

0= Aec — Be™ ¢ +Ccosg—Dsing.
c c

Aus diesen fiinf Gleichungen werden also zuerst die vier Konstanten A, B,
C, D bestimmt werden; dann aber, worin der Kern der Sache liegt, wird der
nachstehende Wert bestimmt werden

o of Ekk-af
- /==

daher wird Lénge des einfachen isochronen Pendels f gefunden werden, wodurch
wiederum die Dauer der Schwingungen erkannt werden wird.

70. Aus der zweiten und dritten Gleichung werden die Konstanten C' und D
aus A und B so bestimmt werden, dass gilt

C=A—-B und D=A+B,
welche Werte in der vierten und fiinften Gleichung eingesetzt geben werden

0= Ae? + Be * +(A—B)sin% +(A+B)cos%,
a _a a . a

0= Aec —Be ¢ 4+ (A— B)cos— — (A+ B)sin —;
c c

aus welchen man findet

—_a . —_a .
A —e~ ¢ +sin% —cos ¢ e e +coss +sin?

- a . - a .
B eec +sin ¢ + cos ¢ ee +cos¢ —sin?

3

woher diese Gleichung erhalten werden wird

a a a
0=2+(6?+€_E)COS*
c
oder ) “ a
e cos — + 2e*¢ +cos— =0,
c c
die gibt
o —lEsin
e —m —m

a
c

(¢0)]

Weil also e eine positive Grofe ist, wird der Kosinus des Winkels £ negativ

sein und daher der Winkel £ grofer als der rechte.
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71. Aus dieser Gleichung wird eingesehen, dass unendlich viele dem Geforder-
ten geniigende Winkel 2 gegeben sind, aus welchen unendlich vielen verschiedene
Arten an Schwingungen desselben Bleches entstehen. Die Kurve kann nédmlich in
einem oder mehreren Punkten die Achse AB schneiden, bevor es die Achse in B
beriihrt; daher sind mehrere, sogar unendlich viele, Schwingungsarten desselben
elastischen Bleches moglich. Weil wir also hier besonders den Fall betrachten,
in dem B der erste Punkt ist, wo das Blech von der Achse AB beriihrt wird,
wird diesem Fall der kleinste Winkel % geniigen, der die gefundene Gleichung
auflost; weil dieser Winkel grofer als ein rechter ist, werde ¢ = %7‘(‘ + ¢ gesetzt,
wahrend ¢ einen kleineren Winkel als den rechten bezeichnet. Daher wird wegen

sin ¢ = cos ¢ und cos ¢ = —sin ¢ diese zweifache Gleichung erhalten werden
« 1Fcoso
€c = ———
sing ’

die entweder e = tang %(ﬁ oder e = cot %(ﬁ liefert, deren zweite den kleineren
Wert fiir den Winkel ¢ geben wird, die also an den vorgelegten Fall angepasst
sein wird.

72. Die folgenden méglichen Arten an Schwingungen werden aber gefunden
werden, wenn fiir & gréfere Winkelgals zwei rechte, aber kleiner als drei rechte

festgelegt werden. So wird fiir & = 5m — ¢ gesetzt gelten

. a a .
sin— = —cos¢ und cos— = —sing;
c ¢

woher wird

o« 1l4coso
eC = ——
sin ¢

a
c

1 a 1
oder entweder e- = tang 5(]5 oder ee = cot iqb.

Auf die gleiche Weise werden andere Schwingungsarten gefunden werden, indem
Nachfolgendes festgelegt wird

5 7
%z;r—i—(b; %zyr—gbetc.

Aus all diesen, wenn hyperbolische Logarithmen genommen werden, werden die
folgenden Gleichungen gefunden werden:

L %w—i—d):lcot%(zﬁ II. %w+¢:ltang%¢
IIL. gw—¢:lcot%¢ Iv. gw—gb:ltang%(b
V. gw+¢:lcot%¢ VI. gw+¢:ltang%¢
VIL gw—¢:lcot%¢ VIIL ;W—¢:ltang%¢

etc.
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Aber die dritte dieser Gleichungen stimmt mit der zweiten iiberein; denn fiir
%(b = %W — %9 gesetzt, dass cot %(b = tang %9 ist, geht die dritte in %’R’ +0=
ltang 560 iiber, welches die zweite selbst ist. Auf die gleiche Weise stimmt die
vierte mit der ersten iiberein, dann stimmen die fiinfte und die achte mitein-
ander iiberein und die sechste mit er siebten. Deswegen werden die folgenden

verschiedenen Gleichungen hervorgehen:

1 1
1. §7r+¢:lcot§¢>

1 1
II. 37 + ¢ = ltang §¢

5 1
111 3™ + ¢ =l cot 5(;5
1
IV. gw + ¢ = ltang §¢

9 1

1
VI. gw + ¢ = ltang 5(1)
etc.

72. Aber der hyperbolische Logarithmus eines Tangens oder Kotangens ei-
nes gewissen Winkels wird gefunden werden, indem der tabellierte Logarithmus
genommen wird und davon der Logarithmus des ganzen Sinus weggenommen
wird und der Rest mit 2,302585092994 multipliziert wird; damit diese Arbeit
erleichtert wird, wird es gefillig sein, erneut Logarithmen zu benutzen. Es sei
u der hyperbolische Logarithmus des Tangens oder des Kotangens des Winkels
%d), der gesucht wird; es werde aus Tabellen der Logarithmus desselben Tangens
oder Kotangens genommen, der um den Logarithmus des ganzen Sinus vermin-
dert = v gesetzt werde. Weil also u = 2,302585092994 - v gesetzt wird, wird
durch Nehmen gewthnlicher Logarithmen gelten

lu =1v+0,3622156886.

Nachdem dieser Logarithmus gefunden wurde, weil u = 57 + ¢ ist, wird
gelten

lu:l(%ﬂ+¢>.

Um dies zu entwickeln, muss der Winkel ¢ in Teilen des Radius ausgedriickt wer-
den, wie auch 7 auf dieselbe Weise ausgedriickt wird, wahrend m = 3, 1415926535
und deshalb %71 = 1,57079632679 ist. Der Winkel ¢ wird aber auf dieselbe Weise
ausgedriickt werden, wenn er in Minutensekunden verwandelt wird und vom Lo-
garithmus dieser Zahl besténdig 5, 3144251332 abgezogen wird; so wird ndmlich
l¢ hervorgehen, aus welcher, indem zu Zahlen zuriickgegangen wird, der Wert
von ¢ gefunden wird. Es wird aber besténdig fiir irgendeine Art von Schwin-
gungen gelten

a n
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74. Nachdem diese Sachen iiber die zu unternehmende Rechnung erwéhnt
worden sind, wird durch Approximationen der Wert des Winkels ¢ fiir jede Art
an Schwingungen nicht schwer gefunden werden. Indem néamlich nach Belieben
¢ einige Werte zugeteilt werden und durch Rechnung sowohl §7 + ¢ als auch
l tjgtg %qﬁ bestimmt werden, wird bald der fast wahre Wert von ¢ erkannt werden.
Wenn man daher aber wie weit auch immer entfernte Grenzen des Winkels ¢
hat, werden sofort néhere Grenzen und aus diesen schlieflich der wahre Wert

von ¢ gefunden werden. So habe ich fiir die erste Gleichung
1 1
%: ST+ = loot 5o

die folgenden Grenzen des Winkels ¢ gefunden 17°26" und 17°27’, aus welchen
durch die folgende Rechnung der wahre Wert von ¢ erhalten werden wird:

¢ = 17°26'0" 17°27'0"
in min. sec. = 62760" 62820

log. = 4,7976829349 | 4,7980979321
subtr. 5,3144251332 | 5,3144251332
l¢p = —9,4832578017 | 9,4836727989
¢ = 0,3042690662 | 0,3045599545
ir = 15707963268 | 1,5707963268
ir+¢ = 18750653930 | 1,8753562813

Ly = 8°4307 8°43'30"

[ cot égb = 10,8144034109 | 10,8139819342
v = 0,8144034109 | 0,8139819342
lv = 9,9108395839 | 9,9106147660
add. = 0,3622156886 | 0,3622156886
lu = 0,2730552725 | 0,2728304546
uw = 18752331540 | 1,8742626675
Diff. + 1677610 -10936138

Aus diesen Fehlern jeder der beiden Grenzen wird also gefolgert, dass gelten

wid

a

107°26'7”§

98 1
=17°26'7" — d = d - .
10) un T+ ¢ oder 100

100 2 ¢
WEeil aber in Minutensekunden ¢ = 62767, 98 ist, wird gelten

lp = 4,7977381525
subtr. = 5,3144251332
9,4833130193

ergo ¢ = 0,3043077 545
add. %T( = 1,5707963268

= 1,8751040813

c
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nach Finden von welchem sein wird

A 1
5= tang 5(;5 = 0,1533390624.
Es wird also das Verhéltnis der Konstanten A und B gefunden, aus welchem
auch das Verhiltnis der {ibrigen Konstanten C' und D zu jenen erkannt werden

wird.

75. Es ist noch die erste Gleichung b = A+ B+ D iibrig, die wegen D = A+ B
in b = 2A + 2B {ibergeht; und daher ist A+ B = %b; weil also % = tang %qﬁ, ist,
wird werden

b

1.1
B(1+tang ~¢) = ~b und B=-— >
(1+tang5¢) = 5b un 2+ 2tang 19

Woher aus tang %cf) =0, 1533390624 die einzelnen Konstanten der Gleichung auf
die folgende Weise bestimmt werden werden:

A tangzé  0,533390624
b 2(1+tang3¢)  2,3066781248
B 1 ~1,0000000000
b 2(1+tangi¢)  2,3066781248
C  —l+tangg¢  0,8466609376
b 2(1+tangig)  2,3066781248
D 1+ tang 30 ~1,1533390624
b 2(1+tangig)  2,3066781248

nach Finden von welchen die Natur der Kurve aM B, welche das Blech beim
Schwingen annimmt, mit dieser Gleichung ausgedriickt werden wird

2 =—ec+ —e <+ —sin— + —cos —.

b b b b c b c

76. Was aber die Geschwindigkeit der Schwingungen betrifft, wird sie aus
der Gleichung % = 1,8751040813 erkannt werden. Es werde der Kiirze wegen
n = 1,8751040813 gesetzt, dass a = nc ist.

Und weil ¢* = W ist, wo % die spezifische Schwere des Bleches und
FEkE die absolute Elastizitat des Bleches ausdriickt, wird auf die Weise, die wir
bisher benutzt haben, sein

4

4 4 a _a 1 M

a“=n Ekkﬂf und daher f—H-m-;,
woher die Lénge des einfachen isochronen Pendels ein zusammengesetztes Ver-
héltnis aus der vierten Potenz der Léange des Bleches, der einfachen Potenz der
spezifischen Schwere und der inversen ersten Potenz der absoluten Elastizitét
haben wird. Es sei g die Lange des einfachen Pendels, das in Minutensekunden
schwingt, sodass g = 3,16625 Rheinische Fuf sind; weil die Dauer in einem
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Quadratwurzelverhéltnis zur Lange der Pendels ist, wird die Zeit einer einzigen
von unserem elastischen Blech ausgefithrten Schwingung diese sein

v

aa |1 1 M
= secund. = —/— —— —;
N n\ g Fkk a

daher wird die Anzahl der in einer Minutensekunde erzeugten Schwingungen
diese sein

nn a
" e EBkE . —
aa\/g ok M’

diese Zahl driickt die Hohe des Tones aus, welchen das Blech erzeugt, aus. Tone,
die also von verschiedenen elastischen Blechen, die an einem Ende an einer Wand
befestigt worden sind, erzeugt werden, werden in einem zusammengesetzten Ver-
héltnis aus der halben Potenz der absoluten Elastizitdten in direkter Weise, aus
der inversen halben Potenz der spezifischen Schweren und der inversen doppel-
ten Potenz der Langen stehen. Daher, wenn zwei elastische Bleche sich nur in
der Lénge unterscheiden, werden die Kldnge umgekehrt wie die Quadrate der
Léngen sein; natiirlich wird ein doppelt so langes Blech einen um zwei Oktaven
tieferen Ton erzeugen. Aber eine doppelt solange gespannte Saite erzeugt einen
nur um eine Oktave tieferen Ton, wenn die Spannung dieselbe bleibt. Daher ist
klar, dass Klédnge von elastischen Blechen einem weit anderem Verhéltnis folgen,
als die Toéne gespannter Saiten.

77. Was aber die Natur der Kurve aM B, die iiber die Grenzen a und B
hinaus fortgesetzt wurde, betrifft, ist zuerst freilich klar, dass Kurve sich {iber a
beim Entfernen von der verldngerten Achse BA ausdehnt. Fiir negativ gesetztes
2 wird ndmlich werden

y= Be* 4+ Ae” ¢ ~CsinZ + Deos ~.
c c

Hier sind nun alle Terme positiv, weil allein der Koeffizient C' zuvor einen einen
negativen Wert erhalten hat; daher, wihrend x wichst, muss auch y wachsen,
weil die Zahl B grofer ist als A und daher der Term Be© groferen Einfluss hat.
Sobald aber ¥ einen zumindest mittelméifig groffen Wert erhalten hat, wéchst
dann dieser Term Be« dermafen, dass die iibrigen Terme in Bezug auf ihn quasi
verschwinden. Desselben Grundes wegen, weil der Kriimmungsradius der Kurve
in B nicht = oo ist, es gilt namlich

Ekk M
——=— [dz [yd
7 =g o

wird die Kurve in B keinen Wendepunkt haben und sich daher zum selben Teil
der Achse AB weiter ausdehnen; nachdem aber die Abszisse x weiter als AB = a
vermehrt wurde, wird dann der erste Term Ae* bald so grof, dass die iibrigen
in Bezug auf ihn einfach verstoffen werden konnen.

78. Diese ist also die erste Art von Schwingungen unter jenen unzahligen, zu
welchen dasselbe Blech sich zusammensetzen kann. Die zweite Art, in der Figur
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(Fig. 21) dargestellt, in welcher das in B angebrachte Blech die Achse AB in
einem Punkt O durchlduft, wird aus dieser Gleichung abgeleitet werden

a_l

1 3 1
— 27T+q’>:ltang§¢ oder dieser §W—¢)=ZCOt§¢=%.

B
O
P M
A a
Fig. 21

Hier habe ist duch einige Versuche gefunden, dass der Winkel ¢ innerhalb dieser
Grenzen enthalten ist: 1°2/40” und 1°3'0”, aus denen wie zuvor der wahre Wert
von ¢ gefunden werden wird:
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¢) — 102/40// 103/0//
in min. sec. = 3760” 3780"
log. = 3,5751878450 | 3,5774917998
subtr. = 5,3144251332 | 5,3144251332
lp = 8,2607627118 | 8,2630666666
¢ = 0,0182289944 | 0,0183259571
%TF = 4,7123889804 | 4,7123889804
¢ = 4,6941599860 | 4,6940630233
o = 31207 31/30”
[ cot é(b = 2,0402552577 | 2,0379511745
lv = 0,3096845055 | 0,3091937748
add. = 0,3622156886 | 0,3622156886
lu = 0,6719001941 | 0,6714094634
w = 4,6978613391 | 4,6925559924
¢ = 4,6941599860 | 4,6940630233
Fehler + 37013531 -15070309

Aus diesen Fehlern wird der wahre Wert des Winkels gefolgert

213 a 787

=1°2'54" — d - =268°57'5"—.

¢ 1000 ¢ 1000

Weil also ¢ = 3774,213" ist, wird sein

lop = 3,5768264061
subtr. = 5,3144251332
8,2624012729
¢ = 0,0182979009
alr = 4,7123889804
2 = 4,6940910795

Der Ton des auf die erste Weise schwingenden Bleches wird also zum Ton
desselben auf diese Weise vibrierenden Bleches sein, wie das Quadrat der Zahl
1,8751040813 zum Quadrat der Zahl 4,6940910795 ist, das heiffit wie 1 zu
6,266891 oder in kleinsten Zahlen wie 4 zu 25 oder wie 1 zu 6%. Daher wird
der zweite Ton zum ersten eine doppelte Oktave mit einer Quint und fast einem
Hemiton sein

79. Fiir die folgenden Arten an Schwingungen desselben elastischen Bleches,
in denen das Blech beim Schwingen die Achse AB in zwei oder mehreren Punk-
ten schneidet, wird der Winkel ¢ um Vieles kleiner. So hat man fiir die dritte

Weise diese Gleichung

D g =leotig="2
57" =leot 56 =—.
Weil also gilt

5 1
2™ — cot 5@5,
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wird wegen des sehr kleinen Winkels ¢ gelten

1 1
3™ — o3 = (1+ ¢+ §¢2 + §¢3 + etc.)

und )
1 1-3 2
cotfqbzliégfsqbg:f—g
2 20— g9 ¢ 6
Daher wird n&herungsweise e3™ = % und daher ¢ = 2¢~5™ und néher ¢ =
s— sein; daher wird gelten
1—‘,—%627r

2
T+ 5 ;
c 2 e2™ 42

welcher letzte Term moglichst klein ist. Auf die gleiche Weise wird fiir die vierte
Art an Schwingungen n&herungsweise sein
o L gedm

2

und so weiter; wegen dieser anderen verschwindenden Terme werden die Werte
von £ %’/T, L217T etc. sein, die umso weniger von der Wahrheit abweichen werden,

je weiter sie fortschreiten werden.

UBER SCHWINGUNGEN EINES FREIEN ELASTISCHEN BLECHES

80. Wir wollen nun nie ein befestigtes elastisches Blech (Fig. 22) betrachten,
sondern ein freies, das entweder auf einer reibungsfreien Fliche ruht oder sich
von der Schwerkraft entfernt in einem luftleeren Raum befindet. Es ist aber
leicht klar, dass ein Blech dieser Art, eine oszillatorische Bewegung erhalten
kann, wahrend das Blech acb sich beim Kriimmen abwechselnd unter und iiber
den Zustand der Ruhe AB bewegt. Diese oszillatorische Bewegung wird also
auf die gleiche Weise, wie im vorhergehenden Fall, bestimmt werden konnen,
solange die Rechnung auf entsprechende Weise an diesen Fall angepasst wird.

C

M

Fic. 22

Es sei also acb die Form des gekriimmten Bleches, welche es beim Schwingen
erhélt, aber es sei ACB die Lage desselben Bleches in Gleichgewichtszustand,
durch welchen es bei jeder Schwingung hindurchgeht. Es werde wie zuvor die
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Lange des Bleches AB = a, seine absolute Elastizitit = Ekk und sein Gewicht
oder seine Masse = M gesetzt. Darauf sei die Abszisse AP = x, die Ordinate
PM =y, der Bogen aM = s, der mit der Abszisse x vermischt werden wird,
sodass ds = dx gesetzt werden kann; daher wird der Kriimmungsradius in M
= %2 = R entstehen. Es sei aber weiter die erste Ordinate Aa = b. Nach
Festlegen von all diesem wird, indem die Rechnung wie zuvor durchgefiihrt wird,

zu derselben Gleichung gelangt werden

‘Ekk M <Ekkdd
/ﬁg/d ?

81. Wenn wir also Taf = c* setzen, wo f wie zuvor die Linge eines

einfachen ischronen Pendels ausdriickt, wird man durch Integrieren fiir die Kurve
diese Gleichung haben

y:Ae%—kBe_%—}—CsinE—&—Dcosf,
c c

die an den gegenwértigen Fall so angepasst werden wird. Zuerst, wenn x = 0
gesetzt wird, muss y = b werden; daher wird

b=A+DB+D.

ctddy
722 —/dw/ydaz,

muss fiir x = 0 gesetzt IQ = 0 werden, woher hervorgeht

Zweitens, weil gilt

0=A+DB-D.

Ad3y
s :/ydm,

muss fiir x = 0 gesetzt auch ZSTZ = 0 werden, woher entsteht:

Drittens, weil gilt

0=A-B-C,

3
Viertens, wenn z = a gesetzt wird, muss [ ydz oder ZTZ werden, deshalb

weil [ydz die Summe aller Krifte ausdriickt, die das Blech in der zur Achse
AB normalen Richtung ziehen, wenn welche Summe nicht = 0 wére, wiirde das
Blech selbst durch lokale Bewegung entgegen der Festlegung vorwérts bewegt
werden; es wird also dieses Grundes wegen sein

0= Aec — Be™ ¢ —Ccosg—i—Dsing.
c c

Fiinftens, weil das Blech in der Extremitdt B frei ist, wird es dort keine
Kriimmung haben kénnen und es wird daher fiir x = a gesetzt auch dd” =
sein, woher gelten wird

0= Ae? + Be™ ¢ —C’sing—Dcosg.
c c



Kurven 285

Nachdem also diese fiinf Bedingungen ins Kalkiil gezogen worden sind, werden
nicht nur die vier Konstanten A, B, C' und D bestimmt werden, sondern auch
der Wert des Bruches ¢ wird gefunden werden; daher wird also die Lénge des
einfachen isochronen Pendels bekannt werden.

82. Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen erhélt man D = A+ B
und C'= A — B, welche in den folgenden eingesetzt liefern werden

a
c

0= Ae¢ — Be~ f(AfB)cosg+(A+B)sing,
c c

0= Ae¢ + Be ¢ f(AfB)singf(AJrB)cosg,

c c
aus welchen gefunden wird:
- S LI ) - Gn & L a
A ec—cosy sin® e c4sing —cosg
- a . - a . )
B ec —cos® +sin ec —sin % — cos &
C C C C

aus welcher Gleichheit diese Gleichung gefunden wird

o ldEsin?
c = — =

cos & ’
C

a a _a a
0=2—¢eccos— —e ccos—;oder e
c c

woher die folgenden Gleichungen gebildet werden werden

L %:%ﬂ'—qﬁ:ltang%¢,
welche % =0 fir die natiirliche Lage des Bleches gibt,
I1. %:%W—¢:l00t%¢
TI1. %:gﬂ+¢=lcot%¢
V. %= gﬂ—gb:lcot%qﬁ
V. %:gﬂ+¢:lcot%¢
a 9 1
VI Eziﬂfgb:lcotiqﬁ

etc.

83. Diese Gleichungen zeigen wiederum unzéhlige Arten an Schwingungen
auf, in der zweiten von welchen das Blech die Achse AB nur einmal schneiden
wird, in der dritten zweimal, in der vierten dreimal, in der fiinften viermal und
so weiter. Aus diesen wird also eingesehen, dass die zweite, vierte, sechste etc.
Art an das gegenwiirtige Unternehmen nicht angepasst sind. Weil ja ndmlich in
diesen die Anzahl der Uberscheidungen ungerade ist, wire die Lage des Bleches
beim Schwingen eine solche, wie sie Figur 23 darstellt,
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C B

Fic. 23

in welcher, obwohl die Summe alle wirkenden Kréfte durch das ganze Blech hin-
durch verschwindet, das Blech dennoch von ihnen eine Rotationsbewegung um
den Punkt C herum erhielte, weil die Kréfte, die auf jede der beiden Halften
aC und bC ausgeiibt worden sind, um dem Blech dieselbe Rotationsbewegung
zuzufithren, zusammenwirken wiirden. Dieses Grundes wegen, weil die Rota-
tionsbewegung ganz und gar ausgeschlossen werden muss, muss die Form des
Bleches (Fig. 22), welche es beim Schwingen annimmt, so beschaffen sein, dass
nicht nur Summe aller wirkenden Kréfte, die auf das ganze Blech ausgeiibt wur-
den, = 0 ist, sondern auch dass Summe derer Momente verschwindet; dies wird
erreicht, wenn die Kurve im Mittelpunkt ¢ mit dem Durchmesser Cc¢ versehen
ist. Das passiert, wenn die Kurve die Achse AB entweder in zwei oder vier oder
allgemein in einer geraden Anzahl von Punkten schneidet; daher werden nur die
dritte, flinfte, siebte etc. Gleichung entsprechende Losungen liefern.

84. Diese in der Vorlage des Problems enthaltene Proposition selbst wird
gefunden werden, wenn wir nur Kurven solcher Art zulassen, die die Gerade
Cc zum Durchmesser haben oder in denen derselbe Wert von y hervorgeht,
wenn anstelle von  x — a geschrieben wird. Wir wollen also in der allgemeinen
Gleichung = — a anstelle von x setzen, und es wird hervorgehen

e _z _a = . a x a . x a x .a .z
y=Aece c+Be ce<+C'sin —-cos ——C cos —-sin —+D cos —-cos —+D sin —-sin —,
c c c c c c c c
welche mit dieser Gleichung iibereinstimmen muss
z _z . X x
y= Aeec + Be < + Csin— + Dcos —,
c c

es wird werden

a a a a a
Aee = B, C’(1+cosf>:Dsinf und C’sinf:D(lfcosf),
c c c c
deren zwei letzte iibereinstimmen. Weil also % = e~ ¢ ist, wird nach Vergleich

dieses Wertes mit den oberen hervorgehen:
_a a .. a _a a _a . Q
€ ¢ —cos——sin—=1—e ccos—+e csin—
c c c c

oder

e c

a 1+Cos%+sin‘j 1+Sin% cos%

* cos

(& c

1+ cos ¢ —sin 1—sin g’
C C
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85. Es wird also gelten
1 —sin¢

a
ec =

a )
c

COS

und so werden in der zuerst gefundenen Gleichung

ole

_ l+£sing
T Teose
c
nur die Halfte f der oben dargebotenen Fille, natiirlich die, die den ungeraden
Zahlen entsprechen, das gegenwértige Problem auflésen. Daher, weil die erste
Gleichung den natiirlichen Zustand des Bleches enthélt, werden alle Schwin-
gungsarten in den folgenden Gleichungen enthalten sein:

a 3 1
L 2==2 =lcot =
- 27r—|—(b lcot2¢
7 1
1I. %:§7T+¢>:lcot§¢
a 11 1
1. - =— = =
- 27r+¢ lcot2¢

etc.

Die erste dieser Gleichungen wird also die erste und grundlegende Schwingungs-
art liefern, fiir welche der Wert des Winkels ¢ auf die gleich Weise, wie oben,
durch Approximationen gefunden werden wird. Die Grenzen des Winkels ¢ wer-
den aber bald errechnet, 1°0’40” und1°1’0” zu sein, aus welchen durch die fol-

gende Rechnung der wahre Wert von ¢ gefunden wird

¢

oder
log.
subtr.

1°0'40”
3640"
3,5611013836
5,3144251332

10 1/0//
3660"
3,5634810854
5,3144251332

8,2466762504
0,0176472180
4,7123889804

8,2490559522
0,0177441807
4,7123889804

4,7300361984

4,7301331611

30"20”
2,0543424 7 42
0,3126728453
0,3622156886

30'30"

2,0519626482
0,3121694510
0,3622156886

0,6748885339
4,7302983543

0,6743851396
4,7248186037

+ 636341

+ 53145574
636341

diff. 52509233
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Daher wird eingesehen, dass der wahre Wert von ¢ nicht innerhalb dieser
Grenzen enthalten ist, sondern ein wenig kleiner ist als 1°0'40”. Nichtsdestoweni-
ger wird er aus diesen Fehlern gefunden werden. Es sei ndmlich ¢ = 1°0'40” —n’;

es wird gelten
20" : 52509233 = n'" : 636341;

woher n = 120402030 gefunden wird, sodass gilt
7576
=1°0'39" ——.
¢ 10000
Weil also ¢ = 3639, 7576" ist, wird gelten
lop = 3,5610724615
subtr. 5,3144251332

8,24664 73283

¢ = 0,0176460428
%7‘( = 4 ,7123889804
¢ = 4,7300350232 .
86. Es sei diese Zahl = m, es wird, wegen ¢* = Ek]]fff; gelten
4 4

4, MmM*Ekk-af a 1 M

= - 7 d - . .=

“ M und - f m* FEkk a

Daher wird auf gleiche Weise die Anzahl der von diesem Blech in einer Minu-
tensekunde erzeugten T6ne sein

mm a
= — - Fkk - —.
aa V9 M

wahrend g = 3,16625 Rheinische Fuff sind. Wenn daher also dasselbe Blech,
nachdem das eine Ende B an einer Mauer befestigt worden ist, nun frei, um einen
Klang zu erzeugen, angeregt wird, werden die T6éne zueinander sein wie nn zu
mm, dass heift wie die Quadrate der Zahlen 1,8751040813 und 4, 7300350232,
das heifit wie 1 zu 6, 363236. Das Verhéltnis all dieser Tone wird also ndherungs-
weise wie 11 zu 70 sein; das Intervall dieser Kldnge wird also zwei Oktaven mit
einer Quinte und einem Hemiton festlegen. Wenn aber das zweite freie Blech
doppelt so lang genommen wird wie das erste befestigte, wird das Intervall der
Tone fast eine Sexte kleiner sein.

87. Nach Finden dieses Wertes des Bruches ¢ wird die Gleichung fiir die
bisher unbestimmte Kurve, welche das Blech beim Schwingen bildet, bestimmt
werden konnen. Weil nédmlich gilt

a l—sin% 1—sin¢
ec = ——=<, wird gelten B=—F_+<
cos ¢ cos ¢

und a a a
C:A—B=A<cosf—|—sinf—1> : COS —
c c c
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und a a u
D:A+B:A(cosffsinf+l> 1 COoS —.
c c c

Nun ist
b:A+B+D:2D:2A(c0sgfsing+1> :cosg;
c c c

woher wird

bcos & b(l—i—sinﬁ—cosﬂ)
A: C — .C C ,
2(cos%fsin%+1) 4sm%
B_ b(l—sin%) _b(—l—l—sin%—i—cos%)
_2(cos%fsin%+1) - 4sin 4 ’
Oib(—l—&—sin%—i—cos%)7b(1—cos%)
N 2(005%—sin%+1) N 2sin & ’
b bsin &
D=—-= —C
2 2sin?

Nach Einsetzen von diesen entsteht diese Gleichung:

% cos @ -¢(1—sin® — a)gin & in @ z
y eccoste c(l smc) (1 cosc)schrsmccosc

b 2(1—sin%—|—cos%) 2sin %

88. Weil aber die Gerade Cc der Durchmesser der Kurve ist, werde, nachdem
die Abszisse vom Mittelpunkt C' aus genommen wurde, CP = z gesetzt, es wird
x = %a — z sein. Daher wird

und

daher wird sein

Aee + Be™ < (6% + 6_%) cos ¢ (1 - sin%) ec +e

b a 2(1—sin% +cos %) 2 (e + e 3e)

Dann wird aber sein

a—x

a\ . T .a x . x .
1 —cos—)sin— + sin — cos — = sin — + sin
[ c c c c

. ( a Z) . ( a n z> 9 i a z
=sin|{— ——)sin{— + — ) = 2sin — cos —;
2c ¢ 2c ¢ 2c c
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nach Einsetzen von diesen entsteht diese Gleichung

ES _z z
_ ctret e
b e +e 3 cosi’

welche die einfachste Form ist, mit welcher die Natur der Kurve aMcb ausge-
driickt werden kann; es ist aber klar, ob z entweder positiv oder negativ genom-
men wird, dass derselbe Wert der Ordinate y hervorgehen wird. Es ist in der
Tat

2c
T
c

B o  2cos
e2c + e 20 = —==
cos
Wir haben aber den Winkel £ = 27100’39”% gefunden.
89. Wenn nun z = 0 gesetzt wird, wird y den Wert der Ordinate C'c liefern;

es wird also sein

2-Cc  2/cos 1
b 2COS% cos%
oder
Cc 1+ /cos® 1 a+1 a a
— =¥ ¢ — Zgec— + —sec —4/cos —.
Aa 2 cos 5= 2 2¢c 2 2¢ c
Aber es ist

7
cos 2 = gin 100'39”§ und  cos ~ = sin45°30'19" -
c 4 2c 8

Daher wird % = 0,607815 gefunden. Darauf, wenn y = 0 gesetzt wird, werden
die Punkte F und F gefunden werden, in welchen die Kurve die Achse schneidet.
Es wird also sein

© e cosZ 4 a 2cos &
ec +6 c = — Z (62(; +€ 2c): Ca’
oS 5 cos &
aus welcher durch Approximation gefunden wird
CFE AE
— =0,551685 d — =0,448315.
CA " WA T

Wiéhrend also das Blech Schwingungen ausfiihrt, werden diese Punkte F und
F unbewegt bleiben; daher wird eine oszillatorische Bewegung dieser Art, die
anders kaum erzeugt werden kann, leicht erzeugt werden kénnen. Wenn nédmlich
das Blech in den auf diese Weise bestimmten Punkten F und F' befestigt wird,
dann wird es genauso schwingen, als wenn es vollig frei wére.

90. Wenn auf dieselbe Weise die zweite der oben gefundenen Gleichungen
behandelt wird . Tr

—=—+4¢=Icotg,
c 2

in welchem Fall freilich ndherungsweise ¢ = 0 gefunden werden wird, dann wird
die zweite Art hervorgehen, in welcher ein freies Blech Vibrationen vollfiihren
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kann, indem natiirlich die Achse AB in vier Punkten geschnitten wird; und daher
wird das Blech genauso schwingen, als wenn es in diesen vier Punkten befestigt
worden wéare. Umgekehrt also, wenn das Blech an diesen vier Punkten oder
nur zwei bestimmten von diesen befestigt wird, dann wird es auf dieselbe Weise
schwingen, als wenn es frei wére; es wird aber ein um Vieles héherer Ton erzeugt
werden, der natiirlich zum vorhergehenden gerade erzeugten Ton ein Verhéltnis
wie 72 zu 3% haben wird, das heifit, das Intervall wird die Hilfte zweier Oktaven
mit einer Quarte und eines Hemitons sein. Die dritte Schwingungsart, in welcher
gilt
Y it
c 2

wird sechs Uberschneidungen der Kurve ach mit der Achse AB haben und es
wird ein mehr als eine Oktave mit einer kleinen Terz héherer Ton erzeugt wer-
den; und diesen Ton wird das Blech erzeugen, wenn es in zwei jener sechs Punkte
befestigt wird. Daher ist klar, wie verschiedene Kldnge von demselben Blech,
je nachdem wie es in zwei Punkten in unterschiedlicher Weise befestigt wird,
erzeugt werden konnen, und wenn nicht zwei Punkte, an denen es befestigt
wird, mit den Uberschneidungen in der ersten oder zweiten oder dritten Art
iibereinstimmen, und daher die Schwingungen sich zu zu einer anderen der fol-
genden Arten oder sogar zu der infinitesimalen zusammensetzen, dass dann der
Ton dermafen hoch sein wird, dass er iiberhaupt nicht wahrgenommen werden
kann, oder was auf dasselbe hinauslduft, das Blech {iberhaupt keine oszillato-
rische Bewegung erhalten konnen wird; oder es wird wie bei der schwingenden
Saite, welcher ein Steg so untergeschoben wird, dass die Teile zueinander kein
rationales Verhiltnis haben, ein wenig geordneter Ton erzeugt werden.

UBER SCHWINGUNGEN EINES AN JEDEM DER BEIDEN ENDEN
BEFESTIGTEN BLECHES

90. Es sei nun das elastische Blech (Fig. 24) an jedem der beiden Enden A und B
befestigt worden, so dennoch, dass die Tangenten der Kurve in diesen Punkten
nicht bestimmt werden.

I

M m

Fic. 24
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Um natiirlich diesen Fall in Experimenten zu erzeugen, werden dem Blech an
jedem der beiden Enden sehr feine Spitzen Aa, B angefiigt, die an der Wand
befestigt die dufersten Grenzen A und B des Bleches unbeweglich machen sollen.
Um aber die oszillatirische Bewegung dieses elastischen Bleches zu finden, werde
wie zuvor die absolute Elastizitat des Bleches = Ekk, die Lange AB = a und das
Gewicht = M und die Lange es einfachen isochronen Pendels = f gesetzt. Es
sei AM B die krummlinige Form, welche das Blech beim Schwingen annimmt,
und es werde die Abszisse AP = AM = z, die Ordinate PM = y und der
Kriimmungsradius in M = R gesetzt. Es sei weiter P die Kraft, welche die
Spitze A« in der Richtung A« erfihrt, und weil die Kraft, mit welcher das
Element Mm in die Richtung M p gezwungen werden muss, damit das Blech in
diesem Zustand bewahrt wird, = @ ist, wird durch die oben beschriebenen
Regeln die Gleichung fiir die Kurve diese sein

R f
Es ist aber R = —%z, weil die Kurve zur Achse konkav ist; daher wird
FEkkddy M

Fir x = 0 gesetzt wird der Kriimmungsradius R in A unendlich und daher
ddy = 0 sein.

91. Wenn diese Gleichung zweimal differenziert wird, geht dieselbe Gleichung
hervor, die wir fiir die vorhergehenden Félle gefunden haben

M
Ekkd*y = —ydz*.
af

Wenn daher also % = ¢* gesetzt wird, wird die Integralgleichung diese sein

y = Ae? + Be™ ¢ +Csin£—+—Dcos£
c c

Um diese zu bestimmen, werde x = 0 gesetzt, und weil y zugleich verschwinden
muss, wird 0 = A+ B + D sein

Zweitens werde x = a gesetzt, und weil in gleicher Weise y = 0 werden muss,
wird gelten

0= Ae< —|—Bef%+Csing+Dcosg.
c c

Drittens, weil % verschwinden muss, wird sowohl fiir x = 0 als auch z = a
gesetzt werden

0=A+B—-D und O:Ae%—&—Be_%—Csing—Dcosg.
c c

Nun geben die Gleichungen 0 = A+ B—-Dund 0=A+ B+ D D =0 und
B = —A; diese Werte liefern in den iibrigen zwei Gleichungen eingesetzt

OZA(e%—e_%)-i—Csin%
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und a
0= A(e% —e_%) —Csing;

diesen kann nicht geniigt werden, wenn nicht A = 0 ist, weil nicht ec = e~ ¢
sein kann, aufer in dem Fall, in dem ¢ = 0 ist; dann muss aber C'sin ¢ = 0 sein.
WEeil hier nicht C' = 0 gesetzt werden kann, weil die oszillatorische Bewegung
keine wire, wird sin ¢ = 0 und daher entweder ¢ = 7 oder ¢ = 27 etc. sein,
woher wiederum unendlich viele verschiedene Arten an Schwingungen entstehen,
je nachdem ob entweder die Kurve AM B die Achse entweder niemals aufter den
Enden A und B schneidet oder in einem oder zwei oder in unendlich vielen
Punkten, wie aus der Gleichung y = C'sin  berechnet wird. Aber die Punkte der
Uberscheidungen, wie viele es auch immer waren, werden in gleichen Intervallen
voneinander entfernt sein.

93. Weil also fiir die erste und die grundlegende Schwingungsart ¢ = r ist,
wird gelten

4 4.4 4 a
= = X Bkk x — X
a Tt =7 7,

woher wird
a* 1 M
T=2 B

Daher werden die Kldnge in Bezug auf die Lénge des Bleches wiederum im
Verhiltnis zur inversen zweiten Potenz der Léange stehen. Der auf diese Weise
erzeugte Klang dieses Bleches wird sich aber zum Ton desselben Bleches verhal-
ten, wenn es an dem einen Ende B an einer Mauer befestigt worden ist, wie 7
zum Quadrat der Zahl 1, 8751040813, das heifst wie 2,807041 zu 1 oder in kleins-
ten Zahlen wie 47 zu 160, welches Intervall eine Oktave mit fast einem Triton ist.
Wenn sich die Schwingungen zur zweiten Art, in welcher ¢ = 27 ist, zusammen-
setzen, wird der Klang um zwei Oktaven héher werden; wenn % = 37 ist, wird
der Ton um drei Oktaven mit einem kleineren Ton als im Fall, in dem ¢ = 7
ist, hoher werden und so weiter. Damit diese leichter auf Experimente zuriickge-
fithrt werden konnen, ist zu bemerken, dass hier moglichst kleine Schwingungen
festgelegt werden, so dass keine Verlangerung des Bleches von Noten ist. Daher,
damit nicht die Festigkeit des Bleches, mit welcher es sich auch der minimalen
Ausdehnung, ohne welche diese Schwingungen nicht vollfithrt werden kénnen,
widersetzt, hier eine Verdnderung verursacht, miissen jene Spitzen so festgelegt
werden, dass die kleinste Ausdehnung nicht verhindert wird; dies passiert, wenn
sie auf einem sehr glatten Untergrund ruhen. So wird dieses elastische Blech
AB, das in A und B mit den Spitzen Aa und Bf befestigt wurde, wenn die
Spitzen auf einen Spiegel gestellt werden, einen mit der Rechnung konformen
Ton erzeugen.

UBER SCHWINGUNGEN EINES AN JEDEM DER BEIDEN ENDEN AN
EINER WAND BEFESTIGTEN ELASTISCHEN BLECHES

94. Nachdem dieser Fall erledigt worden ist, schliefe diese Behandlung iiber
elastische Bleche die oszillatorische Bewegung eines elastischen Bleches ab, das
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an jedem der beiden Enden A und B an einer Mauer befestigt wurde (Fig. 25),
sodass beim Schwingen die Punkte A und B nicht nur unbewegt bleiben, sondern
auch die Gerade AB immer eine Tangente der Kurve AM B in den Punkten A
und B ist. Hier ist also dafiir zu sorgen, dass die Riegel, die die Enden A und B
erfassen, nicht zu fest sind, sondern eine sehr kleine Ausdehnung, eine so grofse
wie fiir die Kriimmung verlangt wird, zulassen.

M
A P B

Fic. 25

Was fiir Kréifte also auch immer in den Enden A und B, um das Blech festzuhal-
ten, verlangt sind, es wird zur folgenden Differentialgleichung vierter Ordnung
gelangt werden

M
Ekkd'y = —ydx*;
af

Ekk-af
M

deren Integral, wenn = ¢* gesetzt wird, wie oben dieses sein wird

y:Ae%—&—Be_%—&-CsinE—&—Dcosg
c c

95. Die Konstanten A, B, C' und D miissen aber so beschaffen sein, dass fiir
x = 0 gesetzt nicht nur y verschwindet, sondern auch dy = 0 wird, weil in A die
Kurve von der Achse AB beriihrt wird. Dieses selbe muss aber passieren, wenn
x = a gesetzt wird; daher werden diese vier Gleichungen entstehen

I. 0=A+B+D
II. 0=A-B+C

III. 0= Ae< + Be ¢ —|—Csing—|—Dcosg
c c
IV. 0= Aec — Be ¢ —f—Ccosg —Dsing.
c c

Aus der ersten und zweiten dieser Gleichungen entsteht C = —A + B und
D = —A — B, welche Werte in den zwei iibrigen eingesetzt geben werden

a

O:Aﬁ+B5c—M—ma%—m+Bkm%

0=Aef — Be ¢ —(A—B)cos%—i—(A—i—B)sin%,

deren Summe und Differenz ist

a . a a A sin £
0=Aec +Bsin— — Acos— oder — =—"-=%<+
c c B cos¢ —e<
a . a a A e ¢ —cos?
0=DBe ¢ —Asin— —Bcos— oder — =—-—F5,
c c B sin ¢
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woher wird
a _a a s 1xsin?
2= (ec +e c)cosf oder e¢ = —_—%
c cos ¢
WEeil diese Gleichung mit der iibereinstimmt, die wir im Paragraph 82 ge-
funden haben, werden die folgenden in der Anzahl unendlich vielen Loésungen

geniigen

a 1 1
a 3 1
IL. E_§7r+¢—lcot§¢
a 5 1
III. —=—-nm—0¢= —
. 271' 10} lcot2¢
etc.

96. Der ersten dieser Gleichungen kann nicht geniigt werden, wenn nicht
¢ = 90° und daher % = 0 ist; daher entsteht die erste Schwingungsart aus dieser

Gleichung 5 .

a

o= §7r+¢—lcot§¢,
weil diese eine schon oben behandelte ist, wird ¢ = 4, 7300350232 sein. Deswegen
wird das elastische Blech, jedes von beiden an einer Wand befestigten Enden von
welchem festgehalten werden, seine Vibrationen in gleicher Weise vollfithren, als
wenn es vollig frei wire. Diese Ubereinstimmung bezieht sich aber nur auf die

erste Schwingungsweise; die zweite Schwingungsweise, in welcher gilt

5 1
%: §7r—¢>:10gcot§¢

und das Blech die Achse AB beim Schwingen nur in einem Punkt schneidet,
hat beim freien Blech keine gleiche; aber die dritte Art, eines auf beiden Seiten
befestigten Bleches wird mit der zweiten Art des freien Bleches iibereinstimmen,
und so weiter.

97. Diese zwei letzten Arten von Schwingungen kénnen wegen der erwahn-
ten Griinde nicht passend durch Experimente erforscht werden: Die erste ist
namlich nicht nur, um Experimente durchzufiihren, besonders geeignet, sondern
kann auch verwendet werden, um die absolute Elastizitat eines jedes vorgelegten
Bleches, welche wir durch Fkk gekennzeichnet haben, zu finden. Wenn daher
namlich der Klang bemerkt wird, welchen ein an dem einen Ende an einer Mau-
er befestigtes Blech erzeugt, und ihm in einer Saite ein Begleitton an die Seite
gestellt wird, wird zugleich die Anzahl der in einer Minutensekunde erzeugten
Tone erkannt werden. Wenn diese diesem Ausdruck gleich gesetzt wird

nn a
U e BkE - —
aa\/g ok M’

wird wegen der bekannten Zahl n und der durch Messungen gefundenen Groéfien
g, a und M der Wert des Ausdrucks Ekk gefunden werden und so wird dann die
absolute Elastizitat bekannt; diese kann mit der, die wir oben aus der Kriimmung
zu finden gelehrt haben, verglichen werden.
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Anhang I1

UBER DIE BESTIMMUNG
DER AKTION VON
BEWEGTEN KORPERN IN
EINEM NICHT
RESISTIERENDEN
MEDIUM DURCH DIE
METHODE DER MAXIMA
UND MINIMA

1. Weil ja alle Wirkungen der Natur einem gewissen Gesetz des Maximums
oder Minimums folgen, besteht kein Zweifel, dass bei gekriimmten Linien, wel-
che bewegte Korper, wenn sie von irgendwelchen Kréften beunruhigt werden,
beschreiben, eine gewisse Eigenschaft des Maximums oder Minimums auftritt.
Welche diese Eigenschaft aber ist, scheint aus metaphysischen Prinzipien a prio-
ri nicht so leicht zu bestimmen; weil es aber moglich ist, diese Kurven selbst
mit Hilfe der direkten Methode zu finden, wird daher, nachdem entsprechende
Aufmerksamkeit walten gelassen wurde, das selbst, was in diesen Kurven ein
Maximum oder Minimum ist, gefolgert werden kénnen. Es muss aber haupt-
sdchlich der Effekt betrachtet werden, der aus den wirkenden Kréften entsteht;
weil dieser in der erzeugten Bewegung des Korpers besteht, scheint es mit der
Wahrheit vertraglich, dass diese Bewegung selbst oder zumindest das Aggregat
aller Bewegungen, die in dem bewegten Korper enthalten sind, minimal sein

297



298 Uber die Aktion von bewegten Korpern

muss. Auch wenn diese Folgerung nicht zur Geniige bestétigt scheint, wird sie
dennoch, wenn ich sie mit einer schon a priori bekannten Wahrheit iibereinzu-
stimmen zeigen werde, so grokes Gewicht erhalten, dass alle Zweifel, die liber
sie entstehen kénnen, vollig verschwinden. Ja es wird sogar, nachdem ihre Giil-
tigkeit aufgezeigt worden ist, leichter sein, nach tieferen Naturgesetzen und den
Zweck betreffenden Griinden zu suchen und dieses Versicherte mit strengsten
Begriindungen zu untermauern.

2. Es sei die Masse des bewegten Korpers = M und seine, wihrend er das
kleine Stiick = ds zuriicklegt, der Hohe entsprechende Geschwindigkeit = v,
es wird die Grofe des bewegten Korpers an dieser Stelle = My/v sein; diese
wird mit kleinen Strecke ds selbst multipliziert Mds\/v geben, die gesammel-
te Bewegung des Korpers durch den kleinen Raum ds. Nun sage ich, dass die
vom Korper beschriebene Linie so beschaffen sein wird, dass unter allen anderen
gekriimmten Linien, die in denselben Grenzen enthalten sind, [ Mds\/v oder,
wegen des konstanten M, [ ds\/v ein Minimum ist. Wenn daher aber die ge-
suchte Kurve, als wére sie gegeben, betrachtet wird, kann aus den wirkenden
Kréften die Geschwindigkeit /v durch sich auf die Kurve beziehende Grofen
definiert werden und daher die Kurve selbst durch die Methode der Maxima
und Minima bestimmt werden. Im Ubrigen wird dieser aus der Grofe der Be-
wegung hergeholte Ausdruck in gleicher Weise auf natiirliche Kréfte {ibertragen
werden konnen; nachdem némlich der winzig kleine Zeitabschnitt, in welchem
das Element ds passiert wird, = dt gesetzt wurde, weil ds = dt/v ist, wird

werden
/dsﬁ: /vdt,

sodass in der vom bewegten Ko6rpern beschriebenen Kurve die Summe aller
natiirlichen Kréfte, die in den einzelnen Zeitmomenten des Korpers enthalten
sind, minimal ist. Deswegen werden weder die, die Kréfte durch die Geschwin-
digkeiten, noch jene, die Kréfte durch die Quadrate der Geschwindigkeiten ein-
geschétzt werden zu miissen festlegen, hier irgendetwas, wodurch sie verdrgert
werden, finden.

3. Zuerst also, wenn wir den Korper von iiberhaupt keinen Kréften beunru-
higt zu werden festlegen, wird auch seine Geschwindigkeit, auf welche ich hier
achte (die Richtung wird némlich die Methode der Maxima und Minima selbst
erfassen), keine Verdnderung erfahren; und es wird daher v selbst eine konstante
Grofe sein, beispielsweise = b. Daher wird ein von keinen Kréaften beeinflusster
Korper, wenn er irgendwie bewegt wird, eine Linie solcher Art beschreiben, in
welcher f dsv/b oder f ds = s ein Minimum ist. Dieser Weg unter allen in densel-
ben Grenzen enthaltenen Kurven selbst wird also minimal sein und daher eine
Gerade, genauso wie es das erste Prinzip der Mechanik erfordert. Diesen Fall
fiihre ich freilich nicht daher hier an, damit mein Prinzip bestétigt zu werden
glaube; was fiir eine andere Funktion von v auch immer ich ndmlich anstelle der
Geschwindigkeit /v angenommen hitte, es wire derselbe gerade Weg hervor-
gegangen; aber, indem von einfachsten Fallen aus begonnen wird, wird die Art
der Uberstimmung leichter eingesehen werden kénnen.

4. Ich schreite also zum Fall gleichméfiger Schwerkraft oder dem voran, in
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welchem der bewegte Korper iiberall (Fig. 26) geméfs zur Horizontale normalen
Richtungen nach unten von der konstanten Beschleunigung = g beeinflusst wird.
Es sei AM die Kurve, welche der Korper in dieser Annahme beschreiben wird,
und es werde die vertikale Gerade AP fiir die Achse genommen und es werde
die Abszisse AP = z, die Ordinate PM = y und ein Kurvenelement Mm = ds
gesetzt;

C

Fic. 26

es wird also aus der Natur der Beeinflussung dv = gdx und v = a + gz sein.
Daher wird die Kurve so beschaffen sein, dass in ihr

/dsx/a + gx

ein Minimum ist. Es werde dy = pdx gesetzt, dass ds = dx+/1 + pp ist, und es
muss dann dies ein Minimum sein

/dfv (a+gz)(1 + pp);
dieser Ausdruck gibt mit der allgemeinen Form [ Zdx verglichen

Z =+/(a+gx)(1+pp);
daher, weil dZ = Mdx + Ndy + Pdp gesetzt worden ist, wird sein
N=0 et p=2V2TroT
v1+pp

WEeil also der Differentialwert N — % ist, wird wegen N = 0 im gegenwéartigen
Fall dP = 0 und P = v/C werden. Man wird also haben

Nl pva+ gx _ dy/a + gz
V1+opp ds ’
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daher wird

dz/C )

Cda? + Cdy? = dy? d dy= :
x° 4+ Cdy y“(a+ gx) un v N eET:

diese gibt integriert
2
y=-VCa—C + g
g

5. Es ist freilich klar, dass diese die Gleichung fiir eine Parabel ist. Aber
ihre Ubereinstimmung mit der Wahrheit genauer betrachtet zu haben, wird
forderlich sein. Zuerst ist es also klar, dass die Tangente dieser Kurve horizontal
oder dz = 0 ist; dort ist a—C'+gx = 0. Weil also der Anfang der Abszissen A von
unserem Belieben abhéngt, werde er in diesem Punkt selbst genommen, sodass
fiir x = 0 gesetzt zugleich y = 0 wird. Nachdem dies betrachtet wurde, wird die
Gleichung fiir die Kurve diese sein y = 2 a!%; diese ist nicht nur offenkundig,

die fiir eine Parabel zu sein, sondern auch, weil die Geschwindigkeit im Punkt A
Va ist, wird die Hohe C A, aus welcher der Korper beim Absinken von derselben
Kraft g beeinflusst die Geschwindigkeit erhélt, mit welcher er im Punkt A bewegt
wird, = % sein, das heifst, dem vierten Teil des Parameters gleich.

6. Es werde wie zuvor der Korper iiberall vertikal nach unten beeinflusst, aber
die wirkende Kraft sei nicht konstant, sondern hénge irgendwie von der Héhe C' P
ab. Natiirlich, nachdem die Abszisse CP = x gesetzt wurde, sie die Kraft, mit
welcher der Kérper in M nach unten gedriickt wird, = X, irgendeiner Funktion
von x. Wenn also die Ordinate PM = y genannt wird, das Bogenelement Mm =
ds und dy = pdz, wird dv = Xdz und v = A + [ Xdz sein; daher muss dieser
Ausdruck ein Minimum sein

/dx\/(A+/de)(1 +pp),

aus welcher fiir die beschriebene Kurve AM diese Gleichung erhalten werden

wird
P/ A+ [ Xdx
Vo="Y -
v31+pp
und
JA-C+ [ Xde
oder

y:/ dz/C

JA-C+ [Xdr

Die Tangente der Kurve wird also horizontal sein, wo [ Xdz = C' — A ist. Aber
diese selbe Gleichung der Bahnkurve des Korpers durch die direkte Methode
gefunden.
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7. Es werde nun der Korper (Fig. 27) in M von zwei Kriften beeinflusst,
der einen horizontalen = Y geméf der Richtung M P, der anderen vertikalen
= X geméf der Richtung M Q. Es sei aber X irgendeine Funktion der vertikalen
Gerade M@Q = CP = x und Y irgendeine Funktion der Ordinate PM = y.

A

Q

Fic. 27

Nachdem also wie zuvor dy = pdx gesetzt wurde, wird gelten

dv=—-Xdx —Ydy

v:A—/de—/Ydy;

woher diese Formel ein Minimum sein muss

/dx\/(l +pp)(A—/de—/Ydy).
\/(1 +pp)(A—/de—/Ydy)

und es wird hervorgehen

und es wird werden

Man differenziere

. XdeyTipp YdyvT+ pp +de\/A — [ Xdz— [Ydy
0/A— [Xdr— [Ydy 2,/A— [Xdr— [Ydy L+pp
v v

Daher wird fir

YT+ pp p\/A—fXdl“—dey
N=— und P =
2/A— [ Xdz— [ Ydy v1i+pp




302 Uber die Aktion von bewegten Korpern

gesetzt die Gleichung fiir die gesuchte Kurve diese sein

P
OzN—C(li— oder Ndxr = dP.

T

Daher wird also

~ Y T+ pp B dp\/A— [ Xde—[Ydy pXdx + pYdy
2\/A—fXd$—dey (1+pp)v1+pp 2\/(1+pp)(A—fde—dey

oder
dp\JA — [ Xdz — [ Ydy Xde — vy
(1+pp)v1+pp 2\/(1+pp)(A—fXd$—dey)
und daher

2dp Xdxr —Ydy
l+pp A-[Xdo— [Ydy

Dass diese Gleichung mit der Wahrheit vertréglich ist, wird klar werden, wenn
anstelle von A — [ Xdz — [Ydy v gesetzt wird; es wird némlich sein

2odp  Xdx —Ydy
(M +pp)** /(A +pp)

Aber der Kriimmungsradius ist

__(L+pp)*Pda
_ o

nach Einfiihren von welchem gilt
2v _ Ydr — Xdy

N ds ’
WO 27” die Zentrifugalkraft des Korpers ist und W die Normalkraft aus-
driickt, die aus den wirkenden Kréften entsteht; die Gleichheit dieser Kréifte
tritt bei jeder Bewegung von auf diese Weise bewegten Korpern auf.

8. Aber die gefundene Gleichung
2dp Xdx —Ydy
l+pp A-[Xdrv— [Ydy

ist so allgemein integrierbar, wenn sie mit Nachstehendem multipliziert wird

p(A— [ Xdz — [ Vdy)
1+pp
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es wird namlich werden

2pdp(A — [ Xdx — [Ydy) ppXdx —Ydy _ 0
(1+pp)? 1+pp

)

welche integriert gibt

—p? [Xdz+ [Ydy— A

C,
1+pp

oder

/Ydypr/de:AJrCJGCp,

B \/B+ [Ydy
" \/C+ [ Xdx

nachdem B fiir —A — C' gesetzt wurde. Weil also p = % ist, wird

[ foirva | oirse

die Gleichung fiir die gesuchte Kurve sein, in welcher die Variablen x und y schon
voneinander getrennt sind. Oder wenn die Konstanten B und C' in negative
verwandelt werden, wird gelten

dy B dx
el ey o

Aus diesen, auch wenn man eine leichte Konstruktion der Kurve hat, werden
dennoch algebraische Gleichungen, sooft sie freilich in ihnen enthalten sind,
nicht so leicht gefunden. Es seien X und Y die gleichen Funktionen und zwar
Potenzen von x und y, sodass gilt

woher ist

/ dy 7/ dx

welche Gleichung, wenn n = 1 ist, die Parabel liefert, wenn n = 2 ist, eine
Ellipse, die das Zentrum in C' hat, auch wenn in diesem Fall jede der beiden
Integrationen die Quadratur des Kreises erfordert. Es scheint also duflerst wahr-
scheinlich, dass auch in anderen Fillen, in denen keine der beiden Integrationen
gelingt, algebraische Kurven geniigen; aber die Methode, diese zu finden, wird
noch vermisst.

9. Der Koérper werde in M ununterbrochen zum Fixpunkt geméf der Rich-
tung MC' mit der Kraft gezwungen, die wie irgendeine Funktion der Distanz
MC sei. Nachdem wie zuvor CP = z, PM = y und dy = pdx gesetzt worden
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sind, sei CM = /22 + y2 = t und T sei die Funktion von ¢, die die Zentripetal-
kraft ausdriickt. Diese Kraft werde in laterale geméf M@ und M P aufgelost, es

wird die geméif MQ ziehende Kraft = £ und die gem#f M P ziehende Kraft

I
= % sein; aus diesen entsteht diese Beschleunigung

_Tacdx _ Tydy

dv = = —Tdt,
t t

wegen xdr + ydy = tdt; daher wird

va—/Tdt.

Deswegen muss dieser Ausdruck ein Minimum sein

/dx\/(l +pp)(A*/Tdt).

Nun werde geméf der Vorschrift der Regel diese Grofe differenziert

\/ (1+ (A~ [ Ta),
und es wird hervorgehen

Tdt\/T+ pp N pdpy(A — [ Tdt)
(2\/A— [ Tdt vi+pp

Wegen dt = 2% wird gelten

N TyvT+ pp 4 p pr/A— [Tdt
=—-——"—=——-— un =

2t /A — [ Tdt VIt

aus welchen fiir die Kurve die Gleichung Ndx = dP entsteht, die liefert

~ TydzyT+pp deA—det 3 pTdt

ot /A— [Tar (L+pp)VI+pp 2\/(1+pp)(A—det)’

diese wird reduziert in diese iibergehen

T (zdy — ydx) dp

2t(A— [Tdt)  1+pp

10. Obwohl diese Gleichung vier verschiedene Buchstaben enthélt, kann sie
dennoch mit entsprechendem Geschick integriert werden. Weil ndmlich gilt

ydy + xdzx = tdt = pydx + xdx,
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wird sein

tdt ptdt
T = und dy = ,
T+ py T+ py

welche Werte in der Gleichung eingesetzt geben werden

(pr —y)Tdt _dp
2(zr +py)(A— [Tdt)  1+pp

oder
Tdt dp(py + z)

2(A— [Tdt)  (1+pp)(pz—y)

Jeder dieser beiden Ausdriicke ist durch Logarithmen integrierbar, es ist ndmlich
Tdt
I(A— [ Tdt)
/ (A— [Tdt) /

/ dp(z + py)
(1+pp)(pz —y)

und

wird aufgelost in

/ xdp 7/ pdp _, pT—Y
pr—y l+pp V1+pp’
sodass gilt

c pr—y

JA- [Tar VTEw

durch diese Gleichung wird aufgezeigt, dass die Geschwindigkeit des Korpers in

M, die diese ist
=1/A- /Tdt,

umgekehrt wie das Lot ist, das aus C zur Tangente geféllt wurde; dies ist die
vorziigliche Eigenschaft dieser Bewegungen.

11. Dieses selbe Problem kann aber angenehmer aufgelést werden, indem die
Gerade C'M selbst fiir die andere Variable angenommen wird. In der Tat erfor-
dert die oben angegebene Methode nicht, dass die beiden Variablen orthogonale
Koordinaten sind, solange sie zwei Groflen solcher Art sind,
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Fig. 28

nach Bestimmen von welchen zugleich ein Punkt der Kurve bestimmt wird.
Diese Grundes wegen wére es nicht erlaubt, die Distanz C'M mit dem aus C
zur Tangente gefillten Lot fiir jene zwei Variablen anzunehmen, weil ja, auch
wenn die Distanz vom Zentrum und das Lot zur Tangente gegeben sind, daher
dennoch der Ort eines Punktes der Kurve nicht bestimmt wird. Es hindert aber
nichts daran, dass die Distanz C M (Fig. 28) und der Bogen des um das Zentrum
C beschriebenen Kreises B P anstelle der zwei Variablen eingesetzt werden, weil;
nachdem der Bogen BP und die Distanz C'M gegeben worden sind, ein Punkt
M der Kurve gleichermafien bestimmt wird, wie durch orthogonale Koordinaten.
Mit dieser Bemerkung wird also der Gebrauch unserer Methode um Vieles weiter
ausgedehnt, als es andernfalls erscheinen kann.

12. Es sei also die Distanz des Koérpers vom Zentrum MC = z und die
Kraft, mit welcher der Korper zum Zentrum C' bewegt wird, sei = X, irgend-
einer Funktion von z. Um das Zentrum C', nachdem nach Belieben der Radius
BC = ¢ angenommen wurde, werde der Kreis beschrieben, dessen Bogen BP
den Platz der anderen Variable y einnehme, so dass Pp = dy = pdz wird. Aus
der wirkenden Kraft ist aber dv = —Xdz, woher v = A — [ Xdz ist. Um das
Zentrum C'; mit dem Radius CM = x, werde der kleine Bogen Mn beschrieben,
es wird gelten

mn=dr und CP:Pp=CM: Mn,
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woher wird

M — prdx
c

und das Element des Raumes

Mn =dx/1+ ppazx.
V cc

Deswegen muss diese Formel ein Minimum sein

/dx\/(A/Xd:z:) (1+p’zx

aus welcher dieser Differentialwert entsteht

przy/A— [ Xdr
L Py J |

)

dx cy/cc+ pprx

der, nach der Regel gleich null gesetzt, diese Gleichung liefern wird:

Ve - pray/A— [ Xdx

cy/cc + pprx

oder
Cc* + Ceepprr = (A — /Xd:c)ppfl?4,

aus welcher wird

cc/C ce/C

" \/(A—fde)x4—C’ccxa: a:\/(A—fde)xx—Ccc

oder

cedz/C

dy = ;
x\/(A — [ Xdx)xz — Cee

welche selbe Gleichung durch die direkte Methode gefunden wird.

13. Aus diesen Fillen wird sich also die vollkommenste Ubereinstimmung
des hier aufgestellten Prinzips mit der Wahrheit zeigen; ob aber diese Uberein-
stimmung auch in komplizierteren Fallen Geltung behalten wird, dariiber kann
noch Zweifel bestehen. Deswegen, wie weit sich dieses Prinzip erstreckt, wird
umso sorgfaltiger zu untersuchen sein, dass diesem nicht mehr zugeteilt wird,
als seine Natur zulésst. Um dies zu erkliren, muss die Aktion aller in Bewegung
versetzen Korper in zwei Arten aufgeteilt werden, in der einen von welchen die
Geschwindigkeit des Korpers, welche er an einer gewissen Stelle hat, allein von
der Lage abhéngt; sodass, wenn er zur selben Lage zuriickkehrt, auch dieselbe
Geschwindigkeit erhalten wird; dies passiert, wenn der Korper entweder zu ei-
nem oder mehreren Fixzentren von Kréften gezogen wird, die wie irgendwelche
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Funktionen der Distanzen von diesen Zentren seien. Zu der anderen Art zéhle
ich aber die Aktion von bewegten Korpern, in welchen die Geschwindigkeit des
Korpers durch den Ort allein, in welchem er sich befindet, nicht bestimmt wird;
das passiert entweder, wenn jene Zentren, zu welchen der Kérper bewegt wird,
beweglich waren, oder, wenn die Bewegung in einem resistierenden Medium ge-
schieht. Nachdem diese Aufteilung vorgenommen wurde, ist zu bemerken, sooft
die Bewegung des Korpers sich auf die erste Art bezieht, das heiflt, wenn der
Korper nicht nur zu einem, sondern zu wie vielen Fixzentren auch immer von
irgendwelchen Kriften bewegt wird, dass sooft in dieser Aktion die Summe alle
elementaren Bewegungen minimal sein wird.

14. Dieses selbst erfordert aber die Gestalt der Proposition; wahrend nam-
lich zwischen gegebenen Grenzen die Kurve gesucht wird, in welcher [ ds\/v
ein Minimum ist, wird daher angenommen, dass die Geschwindigkeit an jeder
der beiden Enden dieselbe ist, was fiir eine Kurve auch immer den Weg des
Korpers festlegt. Wie viele Fixzentren an Kréften es aber auch immer waren,
die Geschwindigkeit des Korpers an jeder Stelle M (Fig. 27) wird mit einer be-
stimmten Funktion der beiden Variablen CP = z und PM = y ausgedriickt. Es
sei also v irgendeine Funktion von x und y, sodass dV = T'dx + Vdy ist, und
wir wollen sehen, ob unserer Prinzip die wahre Bewegungskurve des Korpers
darbieten wird. Weil aber dv = T'dx + Vdy ist, wird der Kérper genauso bewegt
werden, als wenn er in M von zwei Kréften beeinflusst werden wiirde, der einen
T in der den Abszissen x parallelen Richtung, aber der anderen V in der den
Ordinaten y parallelen Richtungen, aus welchen dies entsteht

—Vdx +Tdy

M und Normalkraft =
d ds

Tangentialkraft =

Es muss aber aus der Natur einer freien Bewegung sein

v “Vde+Tdy -V +Tp,

r ds Vitpp’

wenn die Methode der Maxima und Minima auf diese Gleichung fiihrt, wird
natiirlich unserer Prinzip mit der Wahrheit konform sein.
15. Weil also durch dieses Prinzip [ day/v(1 + pp) ein Minimum sein muss,

werde die Grofe \/v(1+ pp) differenziert und wegen dv = Tdx + Vdy wird

entstehen:
Tdzy/1+ pp N Vdyy/1+pp L pdpVo
2Vv 2Vv VI+pp’
woher fiir die gesuchte Kurve die folgende Gleichung geméf der angegebenen
Vorschriften erhalten werden wird

Vdzy/T+pp d pyu o dpyv p(Tdx + Vdy)

—+
2\/v Vit (+pp)*2 0 2/v(1+ pp)

oder
dpyv ~ Tpdr —Vdx

(L +pp)>2  2/v(1+pp)
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Aber der Kriimmungsradius in M ist

(1+ pp)day/T+pp.
dp ’

wenn dieser = r gesetzt wird, wird sein

v Tp-V

r VIF+pp’

ganz und gar wie durch die direkte Methode gefunden wird. Solange also die
wirkenden Kréfte so beschaffen waren, dass sie auf die zwei Krifte 7" und V
zuriickgefiihrt werden kénnen, die geméaf der den Koordinaten x und y parallelen
Richtungen wirken und die wie irgendwelche Funktionen dieser Variablen x und
y sind, dann wird immer in der gefundenen Kurve die Aktion des Kérpers durch
alle Elemente hindurch gesammelt minimal sein.

16. Dieses Prinzip erstreckt sich also so weit, dass allein die von dem Wi-
derstand eines Mediums gestorte Aktion auszunehmen scheint; die Begriindung
dieser Ausnahme wird freilich leicht erkannt, deshalb weil in diesem Fall der
Korper, der durch verschiedene Wege hindurch zum selben Ort gelangt, nicht
dieselbe Geschwindigkeit erhélt. Deswegen, nach Beiseiteschaffen jeden Wider-
standes in der Aktion eines ein Bewegung gebrachten Korpers, wird immer diese
konstante Eigenschaft Geltung haben, dass die Summe aller elementaren Aktio-
nen minimal ist. Und in der Tat wird diese Eigenschaft nicht nur bei der Aktion
eines Korpers wahrgenommen, sondern auch bei der Aktion mehrerer Kérper
zusammengenommen, die auf irgendeine Weise interagieren, ist die Summe al-
ler Aktionen immer minimal. Dies, weil eine Aktion dieser Art schwer auf eine
Rechnung zuriickgefiihrt wird, wird leichter aus den ersten Prinzipien eingese-
hen, als aus der Ubereinstimmung der geméif jeder der beiden Methoden un-
ternommenen Rechnung. Weil ja ndmlich Korper sich wegen der Tragheit jeder
Verdnderung des Zustandes widersetzen, werden sie den wirkenden Kraften nur
so wenig gehorchen, wie es geschehen kann, wenn sie freilich frei sind; daher wird
aber bewirkt, dass in der erzeugten Bewegung die von den Kriften entstande-
ne Wirkung kleiner sein muss, als wenn der Korper oder die Kérper auf eine
andere Weise bewegt worden wéren. Vermoge dieser Begriindung, auch wenn
sie noch nicht zur Geniige erkannt wird, zweifle ich dennoch, weil sie mit der
Wahrheit iibereinstimmt, nicht, dass sie mit Hilfe verstdndiger Metaphysik zu
einem hoéheren Maf an Evidenz erhoben werden kann; diese Aufgabe iiberlasse
ich anderen, die sich mit Metaphysik beschéftigen.
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