EINE KURZE METHODE, SUMMEN
UNENDLICHER REITHEN DURCH
DIFFERENTIALFORMELN ZU
UNTERSUCHEN"

Leonhard Euler

§1 Auch wenn ich diesen Gegenstand schon des Ofteren betrachtet habe,
sind die meisten Dinge, die sich darauf beziehen, Summen angenehm aus-
zudriicken, durch verschiedene Biicher hindurch verteilt und auch durch
Umwege gefunden; deshalb werde ich hier eine kurze Methode angeben, mit
deren Hilfe die Summe einer bestimmten Reihe mit leichter Rechnung ohne
Umwege durch eine sehr einfache Form untersucht werden kénnen wird.

§2 Es sei also X eine bestimmte Funktion von x, und X', X"/, X", etc mogen
daher entstehen, wenn anstelle von x nacheinander x + 1, x +2, x + 3, etc
geschrieben wird. Daher werden also jene Buchstaben X, X', X", X", etc fur
mich die Terme, die den Indizes einer gewissen Reihe x, x +1, x +2, x 4 3,
etc entsprechen, bezeichnen. Nachdem diese Dinge festgesetzt worden sind,
werde ich zwei Fille unendlicher Reihen betrachten, von welchen im ersten
alle Terme mit demselben Zeichen ,,+* versehen fortschreiten, sodass die zu
summierende Reihe
X+ X +X"+ X" +etc
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ist. In dem anderen Fall aber mogen die Terme mit alternierenden Zeichen
fortschreiten, sodass die zu summierende Reihe

X—X +X"—X" +etc

ist. Ich werde also diese zwei Félle getrennt voneinander entwickeln.

FALL 1
SUMMATION DER UNENDLICHEN REIHE
S=X+ X+ X"+ X"+ etc.

Es bezeichne S’ die Summe derselben Reihe, welcher der erste Term entfernt
wurde, sodass
S/ — XI+XII+XN/_|_etC

und es wird, weil S eine gewisse Funktion von x ist, die wir hier hauptsachlich
untersuchen, S’ die gleiche Funktion von x + 1 sein. Es ist also klar, dass
S — §' = X sein wird. Weil daher

S' =S+ 09S + 300S + etc

ist, wo ich die Nenner, die die Potenzen des Elements dx enthalten, um fiir
Kiirze zu sorgen, weil man sie sich ja von selbst merken kann, weglasse, so
wird daher unsere Gleichung diese Form annehmen:

0= X +0S+ 309S + £0°S + 2;0*S + etc.

§4 Wenn daher also diese Reihe sehr stark konvergiert, wird beinahe 9S =
—X sein und daher S = — f Xdx, welches Integral durch eine Konstante so zu
bestimmen ist, dass es fiir ein unendlich grofs genommenes x verschwindet,
deshalb weil die infinitesimalen Terme fiir 0 gehalten werden konnen, weil
andernfalls die Reihe selbst keine endliche Summe hitte. Nachdem die Summe
ndherungsweise bekannt ist, wollen wir fiir die wahre Summe

S = —/Xax—ch—ﬁaX—'yaaX—etc
setzen und es wird daher

0S = —X — adX — P2dX — y3>X — etc



sein. Wenn daher gleich fiir die einzelnen Differentiale von S die daher
entstehenden Werte eingesetzt werden, wird man zur folgenden Gleichung
gelangen:

+ X — adX — BIX — 43*X — 60X — etc.

- x -+ - la - Ip - 1y - et
— % — %(x — % — etc. ;=0

— i — 21—404 — et

— 1170 — etc

und die unbekannten Koeffizienten «, , 7y, etc miissen gleich aus den folgen-
den Gleichungen bestimmt werden:

a+31=0, B+ia+i=0 y+ip+ia+5=0,

woher
1 1
[J(:—i, IB:ﬁ/ ’)/:O, etC

wird.

§5 Auf diese Weise aber wiirde das Finden der Buchstaben «, 3, v, etc zu
aufwindig werden, und trotzdem wiirde man nicht ein einziges Bildungsge-
setz erkennen, nach welchen sie weiter fortschreiten konnten; deshalb werde
ich auf eine vollig einzigartige Weise die Werte dieser Buchstaben untersu-
chen. Ich werde hier nattirlich eine gewdhnliche Reihe betrachten, die nach
denselben Koeffizienten fortschreitet, welche

V =1+az+ pz* +z° + 5z* + etc

sei, und es ist klar, wenn die Summe V dieser Reihe auf eine endliche Form
gebracht werden kann, dass dann, wenn dieselbe nach Potenzen von z entwi-
ckelt wird, notwendigerweise dieselbe Reihe hervorgehen muss, nach welcher
Ubereinkunft die Werte der Buchstaben «, B, v, 6, etc von selbst bekannt
werden.

§6 Aus diesen Relationen, die zwischen den Buchstaben «, B, 7y, 6 etc beste-
hen und oben in §4 erwdhnt worden sind, fithre man die folgenden Operatio-



nen durch:

V =1 + az + B2 + 722 + 62 + & + et
12V = + 3 o+ la + 3B+ iy + 16 + et
lz2v = + Lo+ o+ 1B+ iy o+ et
w2V = + 5+ oaa + 3p + et
o2tV o= + o5 t+ gt + etc
eV = + a5 + et
etc.

Auf diese Weise sind natiirlich alle Terme aufler dem ersten zu 0 geworden;
und es wird also

1 1, 1 3 1 4 1 5 _
V<1+22+6z +24z —1—1202 +7202 +etc| =1

sein.

§7 Weil also

2 3 4
Z
=1 e
e +z+2+6+24+etc
ist, wird
Z
—1
ve-1)
z
sein und daher z
V=——7
ez —1

damit dieser Ausdruck leichter wieder in eine Reihe verwandelt werden kann,
wollen wir z = 2t setzen, dass

2t
V= et —1
ist und daher o
et +1
Nun setze man
-1 "



und es wird
V=tu—t

werden. Weil also
el +et
ol — ot

ist, wird daher durch Entwicklung der Exponentialfunktionen

1,2, 144, 146
y = 1+§t +ﬂt +mt + etc.
1 1 1
t+ 13 + 1ppt° + soapt’ +etc

sein, wo im Zdhler allein die geraden Potenzen, im Nenner aber allein die
ungeraden Potenzen auftauchen. Es ist aber klar, dass fiir ein sehr klein
genommenes f u = % wird, die folgenden Terme aber nach den Potenzen t, £3,
#5, etc fortschreiten werden.

§8 Weil wir also

L et 11
et —1
haben, wird
T +1
u—1
sein und daher
2t = log L—i_i ;

Daher wird also durch Differenzieren

ou
ot = —
uu —1
sein, woher man folgert, dass
d
a—;{ +uu—1=0

sein wird. Weil wir aber wissen, dass der erste Term der Reihe, durch welche
u ausgedriickt wird, 1 ist und die Potenzen der folgenden Potenzen um 2
wachsen, setze man

1
w=+ 2At — 2Bt +2Ct — 2Dt + etc



und die Substitution geschehe auf folgende Weise:

w — 1 4 24 — 6B + 10ct* — 14Dt + 18EfS — etc.
uu = +4 + 4A — 4B + 4C — 4D + 4E - etc
+ 4AA — 8AB + B8AC - 8AD + et
+ 4BB — 8BC + et

-1 = -1

wo sich die ersten Terme von selbst aufheben, die tibrigen aber die folgenden
Bestimmungen liefern:

6A =1, also A=32.1=1
10B = 4AA, also  B=3ZAA=g
14C = 8AB, also C=32-2AB= g
18D = 8AC + 4BB, also D= 3(2AC+ BB) = 9540
22E =8(AD+BC), also E=4(2AD+2BC) = gi=

etc.

§9 Diese Buchstaben A, B, C, D, etc also sind genau dieselben, die ich einst
benutzt habe um die Summen der Potenzen der Reziproken auszudriicken,
weil ich ja gefunden habe, dass

1+1+1+—+—+t A2
479" 16 "25 "7
1+ - LASPINE I P
92 162 "5 T
1+ -+ Lol ee=c
9 " 168 258 &€ n°
etc

ist, welche Werte ich bis hin zur 34.Potenz durch sehr arbeitsaufwendige
Berechnungen ausgefiihrt habe.

§10 Weil wir also

1
=5+ 2At — 2Bt +2Ct — etc



genommen haben, wird wegen V = tu — ¢t
V =1—t+2A# —2Bt* +2Ct° — 2Dt® + etc

sein, wo nichts anderes {ibrig bleibt, aufler dass %z anstelle von ¢ geschrieben
wird, woher

hervorgeht. Weil wir daher
V =1+az+ Bz> + 92> +etc

haben, werden wir nach der Anstellung des Vergleichs

1 1 1 1
DC—_E/ ﬁ—EA/ ’)/_01 5__§BI 8—01 €_372C1 17_0’ etc

haben.

§11 Nachdem die Werte dieser Buchstaben schon gefunden worden sind,
wird die Summe der vorgelegten Reihe

S=X+X+X"4+X" +etc

auf folgende Weise ausgedriickt werden:

1 1 1. .5 1 5 1 ” 1 9
= — —X—= - - — — — ——FEo’X +et
5 /X8x+2X SADX + SBPX — - COPX + 1 DI X — = B X +etc,
wo das Integral [ Xdx so genommen werden muss, dass es fiir x = co gesetzt
verschwindet; daher ist klar, wenn die hinzuzufiigende Konstante unendlich
sein muss, dass dann auch die Summe selbst der Reihe unendlich sein muss.

§12 Wir wollen das Beispiel betrachten, in welchem X = xl—n ist, sodass die
Summe dieser Reihe zu sehen ist:

s_ 1 LS SR
(x+2)"  (x+3)"

= — tc.
x”+(x+1)” + etc

Hier wird also ,

/Xax: e



sein; damit diese Form fiir x = co gesetzt verschwindet, ist es notwendig, dass
der Exponent n grofler als die Einheit ist. Andernfalls wiirde ndmlich, wenn
n =1 oder n < 1 wére, die Summe der Reihe gewiss unendlich grofs sein.
Weiter wird in der Tat

n
sein, daher
3 nn+1)(n+2) 5 nn+1)(n+2)(n+3)(n+4)
0°X = — i , 0°X =— PR , etc,
nach Einsetzen welcher Werte die gesuchte Summe
5_ 1 1 A n _E.n(n—i—l)(n—i—Z)+£.n~--(n—|—4)_etC

(n _ l)x”_l o ’ m+l 8 43 32 n+5

sein wird, welche Reihe umso mehr konvergieren wird, je grofier die Zahl x
angenommen werden wird, aufler dass die Buchstaben A, B, C, etc eine sehr
konvergente Progression festsetzen.

§13 Wenn also durch Beginnen von der Einheit aus diese Terme

UL I P -
on g g (x —1)"

zusammengefasst werden und deren Summe A genannt wird, wird die
Summe derselben ins Unendliche fortgesetzten Reihe A + S sein. Auf diese
Weise habe ich einst die Summen solcher unendlichen Reihen fiir die einzelnen
Werte 2, 3, 4, 5, etc des Exponenten n auf viele Dezimalstellen berechnet,
nachdem natiirlich x = 10 genommen worden ist, nach welcher Ubereinkunft
die Berechnung hinreichend angenehm ausgefiihrt werden konnte.

FALL 2
SUMMATION DER UNENDLICHEN REIHE
S=X-X'+X"— X"+ X*—etc
§14 Wenn daher also der Index x um die Einheit vermehrt wird, werden wir

§'=X —X"4+ X" - X*+etc



haben. Man addiere diese Gleichung zu der vorhergehenden, und es wird
diese endliche Gleichung hervorgehen

S+5 =X.

Daher werden wir durch Differentialformeln
1

1
X—25+BS+§885+6

%S + %845 + etc

haben, woher nach Weglassen der Differentiale S = %X sein wird, welcher
also der erste Term der Reihe sein wird, die wir suchen. Wir wollen also

S = %X + adX + IIX + 79X + etc

setzen und nach Ausfiihrung der Substitution wird

2S = X + 200X + 23X + 293X + 200*X + etc.

S = T+ o + B + v + etc

190 = o+ b o+ 1 + etc

15 = 5+ ir 4 et

iazls = 417; + etc.
etc
werden.

§15 Nachdem also die ganzen Spalten 0 gesetzt wurden, werden die folgen-
den Gleichheiten entstehen:

1 1 1 1
20("‘5—0, 2,3+(X+Z—0, 2')"",3"‘50(‘1‘6—0,
1 1 1
25+7+§ﬁ+8“+@_0' etc,

woher zumindest die ersten Buchstaben diese Bestimmungen erhalten:



§16 Damit wir aber diese Werte leichter finden, wollen wir diese Reihe
betrachten:

1
V:§+¢xz+ﬁzz+7z3+etc,

wessen Summe V natiirlich gesucht werden soll. Daher berechnen wir also
die folgenden Reihen

2V = 1 + 2az + 2Bzz + 292% + 25z + 25 + et
Vz = Iz + azz + BB+ gt 4+ 5P+ et
Vzz = I+ 4+ 3B+ 3y 4 et
v = 5 4+ ot + iB + etc
AVZh = & + 3r + etc
etc

Die Summe dieser Reihen wird also wegen der zuvor erwdhnten Gleichheiten
gleich 1 werden, und so werden wir diese Gleichung haben:

1 1 1
V(2 iy = R =1.
( tzd szt oz 4z +etc) =1
Weil daher . ,
Z 1 - 2 - 3
e +z+2z +6z + etc
ist, wird nattirlich
V(l+é) =1
sein oder
. 1
1462
woher L~
wo1=-—_°
1+ e
§17 Man setze also wie zuvor
ef—1 y
ez+1
dass
2V=1—-u
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ist und es sei wiederum 2t = z, sodass
el —et
el +et

ist, und es wird nach Ausfithrung der Entwicklung

L t+ 25+ 2t + sapt +etc
1+ 112+ Lth 4 510 +etc
sein. Daher ist klar, dass der erste Term dieser Reihe, der den Wert von u

ausdriickt, t sein wird, die folgenden aber durch ungerade Potenzen von ¢
fortschreiten.

§18 Weil also

Y et —1
- e2t +1
ist, wird
1+u
2
¢ = 1—u
sein und daher 1+
u
2t =1
og T
woher durch Differenzieren
ot —
11— uu
wird, sodass 5
a—btl +uu—-1=0

ist, welches die Gleichung selbst ist, die fiir den ersten Fall gefunden worden
ist. Und trotzdem geht deshalb fiir u nicht dieselbe Reihe hervor. Weil ja hier
ndmlich der erste Term der Reihe gleich t sein muss, ist eine Reihe dieser Art
anzusetzen:

u=t—A + B — ct’ + D — ¢!l +etc,

und es wird nach Ausfithrung der Substitution

o= 1 — 3u + 5Bt — 7¢t® + 998 — 11t 4+ ete
uy = 1 - 24 4+ 28 - 2 + 2D — etc
+ A - 2AB + 2A¢  — etc.
- B2 4+ etc

-1 =- 1
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werden miissen und daher entstehen die folgenden Bestimmungen:

A =1 und daher A = 1
586 = 22 und daher B = %Ql = %

7¢ = 2B+ daher ¢ = 2B/+iA2=J7
99 = 2¢C+2AB also D = Z¢+3uB =%
etc. etc.

§19 Weil also

1 1
V—E—Eu

ist, wenn wir anstelle von z wieder 5 einsetzen, werden wir fiir V' diese Reihe
finden:

11 1. 5 1 5 1 7 1 9
V= 5 4z—l— 162[2 64‘32 —i—256€z 1024332 + etc.
Weil wir daher

1
V:§+az+ﬁzz+'yz3+5z4+etc

gesetzt haben, berechnen wir daher die folgenden Werte der Buchstaben «, B,
v, 9, etc, die also

1 1 1
[X__i, [3—0, 7—176%, 5—0, 5——674%, é—O,
1
_ = 0=
1= 5565 0

sein werden; als logische Konsequenz wird die gesuchte Summe

1, 1 150 1 s 1
§= 35X — 10X + L APX — BPX + =€ X —ete

sein.

§20 Wir wollen nun diese Koeffizienten mit denen vergleichen, welche wir
im vorhergehenden Fall fiir die einzelnen Differentiale erhalten haben, welche

é, g, 3%, etc waren, und wir werden eine aufSerordentliche Relation zwischen
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jeden von beiden entdecken, wie sich aus diesem Schema sehen lasst:

0X 14 = 3 = 221
?*X f£:8 = 15 = 201
*X 2.5 = 63 = 20-1
IX| g = 255 = 28-1
X | i 1023 = 210-1
etc. etc.

§21 Durch dieselben allbekannten Zahlen A, B, C, D, etc also wird auch in
diesem Fall die gesuchte Summe auf die folgende Weise angenehm ausge-
driickt werden:

§=5X (22— 1)5-0X+ (2 ~ )5 - X - (2°~ 1) X
D E
8 _ a7y _ (10 _ )
+ (2 1)128 ’X — (2 1)—512 d9’X +etc,

welche Reihe sich, so weit es beliebt, fortsetzen lisst.
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