EIGENSCHAFTEN VON DREIECKEN, DEREN
WINKEL IN EINEM BESTIMMTEN
VERHALTNIS ZUEINANDER STEHEN *

Leonhard Euler

Unter allen geometrischen Wahrheiten sind hauptsédchlich die der Auf-
merksamkeit wiirdig, deren Beweis dermafSen im Verborgenen liegt, dass es
scheint, dass der analytischen Untersuchung kaum ein Platz gelassen zu wer-
den scheint. Denn diese Wahrheiten sind von solcher Natur, dass sie mit einer
analytischen Formel leicht erfasst werden konnen; es wire vollig tiberfliissig,
den Geist mit deren Aufkldrung zu zermiirben: Zu dieser Art sind die meisten
Eigenschaften von Kegelschnitten zu rechnen, von welchen meistens eine
riesige Menge in einer einzigen analytischen Formel eingeschlossen werden
kann. Aber die elementaren Eigenschaften der Figuren sind mit umso gro-
Berer Sorgfalt zu behandeln, weil nicht die Analysis zu ihnen fiihrt, sondern
ihnen vielmehr etwas Hoheres tibergestellt werden muss. Ich weif nicht, ob
die Eigenschaften von Dreiecken, welche ich hier zu entwickeln beschlossen
habe, zu den elementaren zu zdhlen sind oder nicht. Denn wenn wir deren
geometrische Beweise betrachten, werden sie dermafien verwickelt, dass sie in
den Elementen kaum Platz finden konnen; aber dann, was hier besonders zu
bemerken ist, scheint nicht einmal die Analysis geeignet, um deren Giiltigkeit
zu bestdtigen; deswegen zweifle ich nicht, diese Betrachtung der Aufmerk-
samkeit der Geometer anzuvertrauen.

Die Gelegenheit diese Dinge zu untersuchen hat mir aber die quasi erste
elementare Eigenschaft von Dreiecken gegeben, nach welcher wir wissen,

*Originaltitel: “Proprietates triangulorum, quorum anguli certam inter se tenent rationem",
zuerst publiziert in: Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae, Band 11 (1767,
verfasst 1763): pp. 67—102, Nachdruck in: Opera Omnia: Serie 1, Band 20, pp. 109 — 138,
Enestrom-Nummer E324, tibersetzt von: Alexander Aycock fiir den “Euler-Kreis Mainz".



wenn zwei Winkel einander gleich waren, dass auch die zwei Seiten, natiirlich
die gegeniiberliegenden, einander gleich sein werden. So wie also in diesem
Fall aus einer gegebenen Bedingung an die Winkel eine bestimmte Relation
der Seiten folgt, so ldsst sich allgemein bestitigen, dass, sooft in einem Dreieck
eine bestimmte Relation zwischen zwei Winkeln gegeben ist, daher notwendig
auch eine gewisse Relation zwischen den Seiten bestimmt wird. Daraus ergibt
sich diese Frage: Wenn in einem Dreieck, dessen Winkel «, B, <y seien, die ihnen
gegeniiberliegenden Seiten mit den Buchstaben a, b, ¢ bezeichnet werden und diese
Bedingung gegeben ist, das o : B = m : n ist, die daraus entspringende Relation
zwischen den Seiten a, b, ¢ ausfindig zu machen. Dass dieses Problem sofort, wenn
das gegebene Verhiltnis m : n auch nur geringfiigig kompliziert angenommen
wird, analytisch behandelt in unangenehmste Rechnungen hineinfiihrt, wird
jedem, der den entsprechenden Versuch unternimmt, klar werden: Wenn
wir aber vom einfachsten Fall aus, in dem f = a und b —a = 0 ist, begin-
nend geordnet zu den komplexeren voranschreiten, wird sich schliefilich ein
aufierordentliches Fortschreitungsgesetz beobachten lassen, welches umso
bemerkenswerter scheint, weil es allein durch Induktion gefunden ist und
kaum einen Beweis zuzulassen scheint.

PROBLEM 1

§1 Wenn im Dreieck ABC (Fig. 1)' ang. B = 2ang. A war, die daraus zu
entspringende Relation zwischen seinen Seiten AB = ¢, AC = bund BC =a
ausfindig zu machen.

"Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



LOSUNG

Nachdem der Winkel B durch die Gerade BD in zwei Teile geteilt worden
ist, wird das Dreieck ADB gleichschenklig sein und das Dreieck BCD dem
ganzen Dreieck ACB gleich sein, woher

AC:BC=AB:BD =BC:CD
oder

b:a=c: % =a: %
wird. Also ist BD = % und CD = 9'; daher ist AD = b — 9. Aber wegen
BD = AD werden wir ac = bb — aa haben, in welcher Gleichung also die

gesuchte Relation zwischen den Seiten des Dreiecks enthalten ist, welche

entweder (AC+ BC)(AC — BC) = AB-BC oder AC? = BC(AB+ BC)

ist.

KOROLLAR 1

§2 Die letzte Gleichung gibt einen leichten Beweis der gefundenen Formel
an die Hand; nachdem né@mlich die Seite AB bis hin zu E verldngert worden
ist, dass BE = BC ist, wird der Winkel E die Hilfte von ABC sein, und daher
A gleich sein, woher die gleichschenkligen Dreiecke ACE und CBE dhnlich
sein werden; daher

AE: AC=CE:BC oder AB-+BC:AC = AC:BC.

KOROLLAR 2

§3 Also umgekehrt, sooft zwischen den Seiten des Dreiecks ABC diese
Relation entdeckt wird, dass AC?> = BC - (AB + BC) oder bb = aa + ac ist,
sooft muss gefolgert werden, dass der Winkel ABC das Doppelte des Winkels
BAC ist.



SCHOLION

§4 Die umgekehrte Proposition, auch wenn ihre Giiltigkeit aus der vorherge-
henden notwendig folgt, wird dennoch nicht so leicht geometrisch bewiesen.
Wenn ndamlich AC? = AB - BC + BC? war, ist zu zeigen, dass der Winkel A
die Halfte des Winkels ABC sein wird. Nachdem zu diesem Ziel von C aus
zu AB das Lot CP gefallt worden ist, ist es aus den Elementen bekannt, dass
AC? = AB? + BC? — 2AB - BP ist; weil also AC? = AB - BC + BC? ist, wird
durch Subtrahieren von AB> —2AB - BP = AB - BC auf beiden Seiten und
Dividieren durch AB schliellich AB — 2BP = BC sein. Man nehme PQ = BP,
dass CQ = BCist, und es wird AQ = BC oder AQ = CQ sein, woher der Win-
kel BQC, welchem ABC gleich ist, das Doppelte des Winkels A ist, welches
der Beweis der umgekehrten Propostion ist.

PROBLEM 2

Wenn im Dreieck ABC (Fig. 2)> der Winkel ABC das Dreifache des Winkels A
war, die Relation, die sich daraus auf die Seiten des Dreiecks AB = ¢, AC =10
und BC = a ergiefdt, zu bestimmten.

2Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



LOSUNG

Vom Winkel B aus zeichne man die Gerade Bc so, dass der Winkel CBc dem
Winkel A gleich ist, und daher der Winkel ABc sein Doppeltes ist, und sich so
das Dreieck ABc auf den Fall des vorhergehenden Problems erstreckt. Aber
das Dreieck BCc ist dem Dreieck ACB dhnlich, woher

AC:BC =AB:Bc=BC:Cc

ac aa
b:a=c:—=a:—

b b
aa

wird. Also ist Bc = %C und Cc = 7 und daher Ac = WT””. Nun setze man im
Dreieck ABc analog die Seiten
AB=1v, Ac=pf und Bc=u«

und aus dem vorhergehenden Problem hat man fiir dieses Dreieck diese
Eigenschaft:

BB —aa —ay = 0.
Aus dem gerade Gefunden wissen wir aber, dass

¥=c, ﬁ:bb;aa und oc:%

ist, welche Werte in jener Gleichung eingesetzt liefern:

(bb—aa)*>  aacc acc _
b b = 0 oder

(bb — aa)* — acc(a+b) =0,

welche Gleichung durch a + b geteilt in diese tibergeht:

(bb—aa)(b—a) —acc =0,

in welcher die Natur der vorgelegten Aufgabe enthalten ist, dass der Winkel
ABC das Dreifache des Winkels A ist.



KOROLLAR 1

§6 Wannimmer also im Dreieck ABC der Winkel bei B das Dreifache des
Winkels A ist, dann ist zwischen seinen Seiten AB = ¢, AC = b und BC = a
diese Relation gegeben ist, dass

(bb—aa)(b—a) —acc=0 oder (b—a)*(b+a)—acc=0

ist, welche entwickelt

b¥ —abb—aab+a® —acc =0

wird.

KOROLLAR 2

§7 Um diese Eigenschaft geometrisch zu formulieren, beschreibe man um
den Mittelpunkt C mit dem Radius CB = a einen Kreis, der die verldngerte
Seite AC in D und E scheidet, die Seite AB hingegen in F. Weil nun AD =
b+aund AE = b —aist, wird AD - AE? = BC - AB? sein. Aus den Elementen
ist aber AE - AD = AF - AB, woher AE - AF = BC - AB und daher AE : CE =
AB : AF wird, welches Verhiltnis geometrisch bewiesen werden muss.

KOROLLAR 3

§8 Weil in derselben Figur der Winkel CFB = ABC = 3A ist, wird der
Winkel ACF = 2A und BCD = ABC + A = 4A sein, woher der Bogen BD
das Doppelte des Bogens EF ist. Nachdem also die Gerade BE gezeichnet
worden ist, wird der Winkel EBF = %ECF = A und daher BE = AE sein.
Nachdem in gleicher Weise die Gerade DF gezeichnet worden ist, wird der
Winkel ADF auch dem Winkel A gleich, woraus DF = AF ist.

KOROLLAR 4

§9 Dabher geht die zuvor gefundene Analogie AE : CE = AB : AF in diese

BE :CE = AB: DF = DF + BF : DF

oder

BE - DF = CE - AB = BC(BF + DF)



tibergeht. Diese Eigenschaft wird geometrisch so gezeigt: Nachdem der Bogen
EG = EF genommen und AG und BG gezeichnet worden ist, wird AG = AF
und BG = DF sein, wegen des Bogens FG = BD, und daher FGB = BDF
und AG = BG, wegen AF = DF. Nun sind aber die beiden gleichschenkligen
Dreiecke AGB und BCE &hnlich, weil der Winkel CEB = 2A = dem Winkel
BAG ist; daraus folgt: AB : AG = BE = CE oder AB : AF = AE : BC oder
BC - AB = AE - AF, welches die oben gefundene Eigenschaft ist.

SCHOLION

§10 Die gefundene Eigenschaft wird gefilliger auf diese Weise bewiesen
werden: Nachdem um den Mittelpunkt C mit dem Radius CB ein Kreis
beschrieben worden ist, welche die Seite AC und D und E, die Seite AB
hingegen in F schneidet, und dann BE und CF gezeichnet worden sind, wird
wegen des Winkels CFB = CBF = 3A der Winkel CEB = 2A = CBE sein,
und weil der Winkel ABE = A ist, wird BE = AE sein. Dann, nachdem der
Bogen EG = EF genommen worden ist und AG und BG gezeichnet worden
sind, wird nattirlich AG = AF sein, und so BAG = 2A wie ABG = 2A, und
daher BG = AG = AF. Also wird das Dreieck AGB dem Dreieck BEC sein,
woher AB : AG = BE : BC wird, und weil AG = AF und BE = AE ist, wird
AB : AF = AE : BC sein. Aus den Elementen ist aber AF : AE = AD : AB,
woher durch Zusammenbringen

AB:AE = AE-AD :BC-AB oder AE?-AD = BC-AB?
wird, welche Gleichung

(AC — BC)*(AC + BC) = BC - AB?

gibt, welches die oben gefundene und nun geometrisch bewiesene Eigenschaf-
ten ist.

PROBLEM 3

§11 Wenn im Dreieck ABC (Fig. 3)> der Winkel ABC das Vierfache des
Winkels A war, die durch jene Bedingung bestimmte Relation zwischen seinen
Seiten AB = ¢, AC = b und BC = a ausfindig zu machen.

3Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.



LOSUNG

Vom vierfachen Winkel B aus zeichne man die Gerade Bc, die den Winkel
CBc = A abtrennt, dass im Dreieck ABc der Winkel bei B das Dreifache
des Winkels A ist und diese Dreieck sich auf den Fall des vorhergehenden
Problems erstreckt. Aber das Dreieck BCc wird dem Dreieck ACB Zhnlich
sein, woher man wie zuvor, berechnet:

Bc = %, Cc= % und daher Ac = bb ; a4
Man setze nun fiir das Dreieck ABc die Seiten AB = vy, Ac = f und Bc = «,
und zwischen diesen Seiten wird vermoge des vorhergehenden Problems
diese Relation bestehen, dass gilt:

B’ —app — aap — a(yy —an) = 0.

Hier setze man anstelle von «, B, 7 jene Werte %, l’l’%"” und c¢ ein, oder um die

Briiche zu beseitigen, weil dort die Anzahl an Dimensionen tiberall dasselbe
ist, schreibe man diese Werte mit b multipliziert, als wire « = ac, f = bb — aa
und y = bc wiére; und so wird diese Gleichung entspringen:

(bb — aa)® — ac(bb — aa)? — aacc(bb — aa) — ac®(bb — aa) = 0;

weil diese nattirlich den Teiler bb — aa hat, wird die Gleichung, die die gesuchte
Relation ausdriickt, sein:

(bb — aa)* — ac(bb — aa) — aacc — ac® = 0.



KOROLLAR

§12 Diese Gleichung geht entwickelt und nach Potenzen von b geordnet in
diese Form {iber:

b* —a(2a +c)bb — a(cc —aa)(a+c) =0,

welche im Folgenden zu gebrauchen sein wird.

PROBLEM 4

§13 Wenn im Dreieck ABC der Winkel ABC das Fiinffache des Winkels A
war, die von dieser Bedingung bestimmte Relation zwischen seinen Seiten
AB = ¢, AC = b und BC = g ausfindig zu machen.

LOSUNG

Nachdem wiederum die Gerade Bc gezeichnet worden ist, die den A gleichen
Winkel CBc abtrennt, dass das Dreieck BCc dem ganzen Dreieck ACB dhnlich
wird, das Dreieck ABc hingegen zum vorhergehenden Fall zu rechnen ist,
wird, wenn fiir dieses die Seiten AB = 7y, Ac = f und Bc = a gesetzt werden,
wie wir zuvor gefunden haben, sein:

54 —a(a+v)BB — a(yy —an)(a+y) =0.

Aber hier, wie wir zuvor gezeigt haben, miissen diese Substitutionen gesche-
hen: @ = ac, B = bb — aa und 7y = bc, woher diese Gleichung entspringt:

(bb — aa)* — acc(2a + b) (bb — aa)?® — ac*(bb — aa)(a +b) =0

entspringt, welche durch (bb — aa)(b + a) geteilt diese Form annimmt:
(bb — aa)*(b — a) — acc(2a +b)(b—a) —ac* =0
und nach Ausmultiplizieren geht

b> — ab* — 2aab® — a(cc — 2aa)bb — aa(cc — aa)b — a(cc — aa)> =0

hervor.



PROBLEM 5

§14 Wenn im Dreieck ABC der Winkel ABC das Sechsfache des Winkels A
war, die von dieser Bedingung bestimmte Relation zwischen seinen Seiten
AB =, AC = b und BC = g ausfindig zu machen.

LOSUNG

Aus den obigen Ausfiihrungen ist schon hinreichend ersichtlich, dass die
Relation gefunden wird, wenn wir in der, die wir gerade erlangt haben,
anstelle der Buchstaben 4, b, ¢ diese Formeln schreiben: ac, bb — aa und bc;
und so geht hervor:

(bb — aa)® — ac(bb — aa)* — 2aacc(bb — aa)® — ac®(bb — 2aa) (bb — aa)?

—aac*(bb — aa)* — ac®(bb — aa)? = 0,

welche Gleichung durch (bb — aa)? geteilt diese Form annimmt:

(bb — aa)® — ac(bb — aa)* — 2aacc(bb — aa) — ac®(bb — 2aa) — aac* — ac® = 0;

aber nach Ausmultiplizieren hat man

b —a(3a + c)b* + a(3a® + 2aac — 2acc — c3)bb
—a(cc —aa)*(c+a) =0

oder

b® —a(c+3a)b* — a(c +a)(cc + ac — 3aa)bb — a(cc — aa)*(c +a) = 0.

KOROLLAR 1

§15 Wenn hier in gleicher Weise die Substitution 2 = ac, b = bb — aa und
¢ = bc geschieht, entspringt die Gleichung fiir das Dreieck ABC, in welchem
der Winkel bei B das Siebenfache des Winkels A ist, welche also sein wird:

(bb — aa)® — acc(b + 3a)(bb — aa)* — ac*(b + a) (bb + ab — 3aa) (bb — aa)?
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—ac®(bb — aa)*(b+a) =0,

welche schon eine Teilung durch (bb — aa)?(b + a) zuldsst und

(bb — aa)*(b — a) — acc(b + 3a) (bb — aa)(b — a) — ac*(bb + ab — 3aa)
—ac® =0
oder
b’ — ab® — 3aab® — a(cc — 3aa)b* — aa(2cc — 3aa)b?
—a(cc — aa)(cc — 3aa)bb — aa(cc — aa)?b — a(cc — aa)® = 0

gibt.

KOROLLAR 2

§16 Mithilfe derselben Substitution wird daher eine Gleichung fiir das Drei-
eck ABC entspringen, in welchem der Winkel bei B das Achtfache des Winkels
A ist, namlich:

(bb — aa)” — ac(bb — aa)® — 3aacc(bb — aa)® — ac®(bb — 3aa) (bb — aa)*

—aac*(2bb — 3aa)(bb — aa)® — ac®(bb — aa)(bb — 3aa)(bb — aa)?
—aac®(bb — aa)*(bb — aa) — ac’ (bb — aa)® = 0,
welche Gleichung durch (bb — aa)? geteilt liefert:

(bb — aa)* — ac(bb — aa)® — 3aacc(bb — aa)* — ac®(bb — 3aa) (bb — aa)
—aac*(2bb — 3aa) — ac®(bb — 3aa) — aac® — ac” =0,

aus deren Entwicklung diese Form entsteht:

b® —a(c + 4a)b® — a(c® + 3acc — 3aac — 6a°)b*
—a(c+a)(cc — aa)(cc + ac — 4aa)b® — a(c + a)(cc — aa)® = 0.

11



SCHOLION

§17 Nun die Sache allgemein betrachtend, wenn der Winkel ABC zum
Winkel A ein Verhiltnis = n : 1 hat, dass ABC = n - BAC ist, wollen wir,
nachdem die Seiten AB = ¢, AC = b und BC = a gesetzt worden sind, die
Gleichungen fiir die bisher fiir die einfacheren Fille gefundenen betrachten,
welche wir deshalb geordnet darbieten und mit Grofibuchstaben bezeichnen
wollen:

Fir wird sein

n=1 b—a=0---A

n=2 |bb—a(a+c)=0---B

n=23 | b>—abb—aab—a(cc—aa)=0---C

n=4 | b*—a(c+2a)bb—a(c+a)(cc—aa)=0---D

n=>5 | b — ab* —2aab® — a(cc — 2aa)bb — aa(cc — aa)b

—a(cc—aa)>=0---E

n=6 | b —a(c+3a)b*—a(c+a)(cc+ ac— 3aa)bb

—a(c+a)(cc—aa)>=0---F

n=7 | b — ab®—3aab> — a(cc — 3aa)b* — aa(2cc — 3aa)b?
— a(cc — aa)(cc — 3aa)bb — aa(cc — aa)?b
—a(cc—aa)®*=0---G

n==8 | b®—a(c+4a)b® —a(c®+ 3acc — 3aac — 6a3)b*
—a(c+a)(cc — aa)(cc + ac — 4aa)b?
— a(

a(c+a)(cc—aa)®>=0---H

Hier ist also sofort klar, dass diese Formeln nur abwechselnd genommen
bequem miteinander verglichen werden konnen; weil ja bei denen, welchen
den geraden Zahlen entsprechen, der Buchstabe b nur gerade Dimensionen
hat, bei den ungeraden hingegen auch ungerade Dimensionen aufler den
geraden Potenzen desselben Buchstabens b auftreten, wahrend andererseits
in diesem Fall der Buchstabe ¢ nur gerade Dimensionen hat. Daher wollen
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wir diese Formeln, je nachdem ob 7 eine gerade oder eine ungerade Zahl ist,
einzeln durchgehen, im Begriff nach einem Fortschreitungsgesetz zu suchen,
wo ich freilich zuerst zeigen mochte, dass in jedem der beiden Félle diese
Formeln eine rekurrente Reihe bilden, von welcher jeder Term durch die
beiden vorhergehenden bestimmt wird; danach werde ich auch versuchen,
eine allgemeine Formel darzubieten.

PROBLEM 6

§18 Wenn im Dreieck ABC der Winkel B = 2iA war, wihrend 2i irgendeine
gerade ganze Zahl bezeichnet, die Natur der Relation, die zwischen den Seiten
AB = ¢, AC = b und BC = a besteht, ausfindig zu machen.

LOSUNG

Hier muss also die Progression aller zweiten Formeln betrachtet werden,
welche wir zuvor mit den Buchstaben B, D, F, H etc. bezeichnet haben, welche
sich so verhalten:

fir ist folgende Formel gefunden worden

i=1 B=bb—a(c+a)=0

i=2 | D=0b*—a(c+2a)bb—a(c+a)(cc—aa)=0
i=3 | F=b°—a(c+3a)b*—a(c+a)(cc+ac—3aa)bb
—a(c+a)(cc—aa)>=0

i=4 | H="b—a(c+4a)b® —a(c®+ 3acc — 3aac — 6a®)b*

—a(c+a)(cc —aa)(cc + ac — 4aa)bb — a(c +a)(cc — aa)® =0

damit wir das Fortschreitungsgesetz von diesen Formeln leichter bemerken,
wollen wir sie auch nach den Potenzen des Buchstaben ¢ ordnen:

13



fir wird sein

i=1 B=(bb—aa)—ac=0

i=2 | D= (bb—aa)?—ac(bb— aa) — aacc —ac® =0
i=3 | F=(bb—aa)®— ac(bb— aa)?> — 2aacc(bb — aa)
—ac3(bb — 2aa) — aac* —ac® = 0

i=4 | H= (bb—aa)*— ac(bb — aa)® — 3aacc(bb — aa)?
—ac3(bb — 3aa)(bb — aa) — aac*(2bb — 3aa)

—ac®(bb — 3aa) — aac® — ac’” = 0.

Hier beobachte ich zuerst, wenn von einer Formeln die vorhergehende mit
bb — aa multipliziert abgezogen wird, dass die Reste um vieles einfacher sein
werden; denn es wird sein:

D — B(bb — aa) = —aacc — ac®

F — D(bb — aa) = —aacc(bb — aa) + a*>c® — aac* — ac®
H — F(bb —aa) = —aacc(bb — aa)? + a’c®(bb — aa)
—aac*(bb — 2aa) + 2a3¢® — aac® — ac’

man ziehe dariiber hinaus von jeder beliebigen die vorhergehende mit cc
multipliziert ab, und man wird finden:

D — B(bb —aa+ cc) = —bbcc

F — D(bb — aa + cc) = —bbcc(bb — aa) + abbc®

H — F(bb — aa + cc) = —bbcc(bb — aa)? + abbc®(bb — aa)

+aabbc* + abbc®

welche durch —bbcc geteilt
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B(bb —aa+cc) — D

=1
bbcc
D(bb—aa+cc)—F b2 —ac — B
bbcc
F(bb - ababj—ccc) —H_ (bb — aa)? — ac(bb — aa) — aacc — ac® = D

liefert, wo es im gegenwartigen Fall nicht zu passieren scheint, dass zuerst
freilich die Einheit, dann aber die Buchstaben B und D hervorgehen; fiir die
daraus aufzustellende Induktion wiirden die zwei Félle gewiss keineswegs
ausreichen, aber, nachdem die Rechnung bis hin zur folgenden Formel K
fortgesetzt worden ist, gelingt dasselbe freilich nicht nur, sondern auch fiir die
ungeraden Buchstaben A, C, E, G wird danach dasselbe Fortschreitungsgesetz
entdeckt werden. Deswegen bezweifle ich, mich auf diese Induktion stiitzend,
nicht auszusprechen, dass diese Formeln B, D, F, H etc. eine rekurrente Reihe
festlegen, deren Relationsskala

bb —aa +cc, —bbcc

ist, und daher der i = 0 vorausgehende Term die Einheit ist. Nachdem also
diese Formeln wie folgt angeordnet worden sind:

i--- 0,1, 2, 3, 4 5, 6, 7 etc

1, B, D, F, H, K, M, O etc

wird zuerst freilich B = bb — aa — ac, dann aber nach dem Gesetz der rekur-
renten Reihe:

D = (bb—aa+cc)B —bbcc-1 fir n=4
F = (bb—aa+cc)D — bbec-B  fir n=
H = (bb—aa+cc)F — bbecc-D fir n=
K= (bb—aa+cc)H — bbcc-F  fir n=10
M = (bb—aa+cc)K — bbec-H fir n=12

etc,,
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woher sich diese Formeln beliebig weit fortsetzen lassen.

KOROLLAR 1

§19 Wenn also diese Reihe gebildet wird; 1 4 Bz + Dz? + Fz3 + etc., entsteht
sie aus einer Entwicklung eines Bruchs von dieser Art:

1+ Az
1— (bb —aa+ cc)z + bbeczz’

wo freilich A = —ac — cc ist, und dieser Bruch bietet also die Summe der bis
ins Unendliche fortgesetzen Reihe dar.

KOROLLAR 2

§20 Daher ldsst sich weiter im Allgemeinen eine unbestimmt der Zahl i
zukommende Formel darbieten, welche natiirlich so ausgedriickt werden
wird:

2

i

Q[<bb —aa + cc + Va* + b* + c* — 2aabb — 2aacc —becc>Z

(bb —aa + cc — vVa* + b* + c* — 2aabb — 2aacc — 2bbec
+B >

wo freilich, nach Anwendung auf die zwei ersten, A + 8 = 1 und

W.’_%(m_%)ﬁzbb—ﬂﬂ_ac
oder
oo ot ? [ aretbate b
/N Garb=o)(b+c—a)
wird.

SCHOLION

§21 Diese allgemeine Formel verdient mit umso grofierer Sorgfalt entwickelt
zu werden, weil sie bis hierher allein auf Induktion gestiitzt ist und daher
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einer weiteren Bestdtigung bedarf. Es seinen also die Seiten des Dreiecks ABC
(Fig. 4)* AB =c¢, AC = b, BC = a und die Winkel A =&, B=,C =7, wo
wir freilich annehmen, dass B = 2iw ist.

Nun ist aber

bb — aa + cc . V/2aabb + 2aacc + 2bbcec — a* — b* — ¢4
cosy = —— und sina = ,
2bc 2bc

aus welcher unsere gefundene Formel diese Form annehmen wird:

A(bccosa + bey/—1 -sina)’ + B (becosa — bey/—1 - sina)’,

welche nach bekannten Regeln in diese tiberfiihrt wird:

Ab'c'(cosia 4 +/—1 - sinia) + Bbic'(cosia — v/ —1 - sinin).
Weil aber

bb — (a+c)?

A+B =1 d A-B=_—-——"—
o 2bcy/—1 -sina
ist, folgt aus der Formel

aa +cc—bb

cos B = cos2ia =
2ac

4

dass

4Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
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(a+c)®>—bb und sB_Q[:a(l%—cosZioc)
2ac bv/—1-sina

sein wird; aber ist sina : sin2ia = a : b, woher

1+ cos2ix =

1+ cos2in COS i
B-A=———— oder B—-A= ———
v/ —1-sin2ix v —1-sinix

ist. Deshalb wird man

—cosin ++/—1-sinin cosin + v/ —1-sinin
A = — und B = -
24/ —1sinin 24/—1-sina

haben und so wird die gefundene Formel

bict
——((cosia + vV —1-sinix)(—cosix + v —1 - sinia
2\/—1-sini(x(( )< )

+(cosin — v/ —1-sinia)(cosia + v/ —1-sinin)),

weil diese von selbst verschwindet, ist es ersichtlich, dass in dem Fall, in dem
der Winkel B = 2in ist, die gefundene Formel gleich Null ist und daher auch

die Induktion mit der Wahrheit vertraglich ist.

PROBLEM 7

§22 Wenn im Dreieck ABC der Winkel B = (2i + 1)a war, wéhrend 2i + 1
irgendeine ganze ungerade ist, die Natur der Relation, die daher zwischen

den Seiten des Dreiecks, a, b, c, besteht, ausfindig zu machen.

LOSUNG

Aus der Reihe der oben (§ 17) dargebotenen Reihe der Formeln miissen die
ungeraden betrachtet werden, welche mit den Buchstaben A, C, E, G etc.

bezeichnet worden sind und sich geordnet so verhalten:

18



Fir ist die gefundene Formel

i=0 A=b—-a=0

i=1 C = b3 —abb —aab — a(cc —aa) =0

i=2 E = b® — ab* — 2aab® — a(cc — 2aa)bb — aa(cc — aa)b
—a(cc —aa)? =

i=3 | G=1V"—ab%—3aab® —a(cc — aa)b* — aa(2cc — 3aa)b?

—a(cc — aa)(cc — 3aa)bb — aa(cc — aa)*b — a(cc —aa)® =0

welche selben nach den Potenzen von c geordnet so dargestellt werden:

Fiir ist die gefundene Formel

i=0 A=(b—a)=

i=1 C=(b—a)(bb—aa) —acc =0

i=2 | E=(b—a)(bb—aa)®>—acc(bb+ ab—2aa) —ac* =0

i=3 G = (b—a)(bb — aa)® — acc(bb — aa)(bb + 2ab — 3aa)
—ac*(bb + ab — 3aa) — ac® = 0.

Und aus diesen erschliefSen wir zuerst:

(bb —aa)A — C = acc
(bb — aa)C — E = aacc(b — a) + ac*
(bb — aa) E — G = aacc(bb — aa)(b — a) + aac*(b — 2a) + ac®

dann aber weiter:

(bb — aa + cc)A — C = bec
(bb — aa + cc)C — E = bbcc(b — a) = bbccA
(bb — aa + cc) E — G = bbcce(b — a) (bb — aa) — abbc* = bbecC,
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Daher schliefsen wir schon mit viel grofferem Vertrauen, dass diese Formeln
A, C, E, G etc. eine rekurrente Reihe bilden, deren Relationsskala bb — aa + cc,
—bbcc ist, und der dem ersten A vorausgehende Term = % ist. Daher werden
aus den ersten zwei A = b —a und C = (b — a)(bb — aa) — acc die folgenden
nach diesem Gesetz gebildet:

I
&

(bb —aa+ cc)C — bbccA  fur n

(bb )

(bb —aa+ cc)G — bbecE  fur n= 9
(bb )

( )

—aa-+cc)E — bbeeC fiir n= 7

bb —aa +cc)l — bbecG fir n=11

Z =~ - O ™
I

bb—aa+cc)L — bbeel fir n=13

KOROLLAR 1
§23 Nachdem diese Formeln also nach der Zahl i angeordnet worden sind,
wird sein
i 0, 1, 2, 3, 4 5, 6 etc
Formel A, C, E, G, I, L, N etc

und der unbestimmt der Zahl i zukommende Term wird, wie zuvor, von
dieser Form sein:

Ql(bb —aa+ cc + Va* + b* + c* — 2aabb — 2aacc —2bbcc>l

2
(bb —aa+ cc — vVa* + b* + c* — 2aabb — 2aacc — 2bbcc>l
+ 5
2
KOROLLAR 1

§24 Die Koeffizienten 2 und 8 werden aus den beiden Anfangstermen A
und C so bestimmt, dass zuerst

A+B=A=b—a

ist, dann aber
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(b—a)(bbz— aa+cc) + l(m_ %)\/7: (b_a)(bb_gg) — acc,

N

also

(A—=B)\/---=(b—a)(bb—aa)— (b+a)cc
= (b+a)(bb —2ab+ aa — cc)
und daher

oA B — (b+a)((b—a)?—cc)
Va* + b* + c* — 2aabb — 2aacc — 2bbec

SCHOLION

§25 Wir wollen diese allgemeine Formel in der gleichen Weise entwickeln,
auf die wir es zuvor gemacht haben (§ 21), und unsere allgemeine Formel
wird, vollig wie zuvor, sein:

A(bccos a4 bey/—1 - sina)’ + B(bccosa — bey/—1 - sina)’,

welche gleichermaflen in diese {ibergeht:

Ab'c(cosia 4 +/—1 - sinia) + Bbic'(cosia — v/ —1 - sinin),

(b+a)((b—a)?—cc)
2bcy/—1 - sina

ist. Nun wird aber, wegen des Winkels v = 180° — 2(i + 1)a,

A+B=b—a und A-B =

cc —aa — bb cc— (b—a)?

cos2(i+1)a = > und 14 cos2(i+1)a = 75

sein, weiter

% g Ab+a)(1+cos2(i+ 1))

cyv/—1-sina
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Aber es ist

(b+a)cos(i+1)a

a:c=sina:sin2(i+1)a und daher B —A = ,
( ) V—=1-sin(i+1)a

woher wir

o — —(b+a)cos(i+1)a+ (b—a)y/—1-sin(i +1)a
B 2y/~1-sin(i +1)a

und

(b+a)cos(i+1)a+ (b—a)y/—1-sin(i+1)a
2y/—1-sin(i+1)a

berechnen. Weil ja die Seiten a und b den Sinus der gegeniiberliegenden

Winkel proportional sind, wollen wir a = 2fsina und b = 2fsin(2i + 1)«

setzen und es wird

B —

acos(i+ 1)«

f(sin(i +2)a — sinia)
f

f
f(cosia — cos(3i+2)u)

cosin — cos(i+2)a)

beos(i+1)a

(i+1)
asin(i + 1)«
(i+1)
)

sin(3i 4 2)a + siniw)

(
(
(
bsin(i+1)a (

sein, woher wir berechnen:

(a+b)cos(i+1)a = f(sin(i +2)a + sin(3i + 2)«)

und

(b—a)sin(i+1)a = f(cos(i+ 2)a — cos(3i + 2)a).

Daher weil allgemein

siny—l—sinv:Zsiny—H/cosv_y
2 2
und
COSV—COSVZZSin'u_Z'_VSinV;‘u
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ist, werden wir haben:

(a+b)cos(i+1)a = 2f sin(2i + 2)a cos in

und
(b—a)sin(i+1)a = 2f sin(2i 4+ 2)a sinin

und deshalb erlangen wir:

fsin(2i 4 2)a ; ini
o —cosin ++/—1-sinia
V=1 -sin(i + 1)06( )
und

% fsin(2i +2)a (cosia 4+ +/—1 - sinia),

V—1-sin(i+1)a
woher es klar ist, dass
2A(cosin + v/ —1-sinia) + B(cosia — v/ —1-sinia) =0

sein wird, wodurch die Giiltigkeit unserer Induktion gezeigt wird. Nachdem
dies aber bemerkt worden ist, lasst sich erst jetzt die Losung unseres Problems
direkt angehen.

PROBLEM 8

§26 Wenn im Dreieck ABC der Winkel B zum Winkel A irgendein vielfaches
Verhiltnis hat, wie n zu 1, die Relation, die daher zwischen den Seiten des
Dreiecks, AB = ¢, AC = b, BC = g, besteht, analytisch ausfindig zu machen.

LOSUNG

Nachdem der Winkel A = a gesetzt worden ist, dass der Winkel B = n« ist,
wird, wie aus der Lehre der Winkel bekannt ist, sein:

cosna + v/ —1-sinna = (cosa + v —1-sina)"

und

cosna — v/ —1-sinna = (cosa — v/ —1-sina)”,
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und daher

n
cosna++/—1-sinne  [cosa++/—1-sinw
cosna —+/—1-sinna cosa —+/—1-sina )
Je nachdem, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist, sind zwei Fille zu
entwickeln. Es sei zuerst n = 2i und auf beiden Seiten die Quadratwurzel
gezogen worden, und es wird werden:

cosin + v/ —1 - sinin _ (cosuc—i— \/—1~sinoc>1.

cosia — v/ —1-sinia cosx —+/—1-sina

1/ (at+c)®>=bb

nun ist aber cos2ia = W und daher cosix = 51/ —— und sinia =
—(e—na)2 .
%\/ W, weilter
bb — aa + cc . V/2aabb + 2aacc + 2bbec — a* — b* — ¢4
cosh = ——— und sina = .
2bc 2bc

Es sei der Kiirze wegen

A = \/a* + b* + c* — 2aabb — 2aacc — 2bbec,

und unsere Gleichung wird

(a+c)>—bb+ A  (bb—aa+cc+ A i
(a+c)2—bb—A  \bb—aa+cc— A

oder
((a+¢c)>—=bb— A)(bb—aa+cc+ N)
— ((a+¢c)>=bb+ A)(bb—aa+cc— A) =0,

welche durch 2A geteilt mit der oben [§ 20] gefundenen Form tibereinstimmt.

Es sei weiter n = 2i + 1, und durch Multiplizieren der Gleichung

cosa —+/—1-sinw
cos ++/—1-sinu

wird
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Y
cos2ix ++/—1-sin2ix _ [cosa++/—1-sinu l
cos2ix — v/ —1 - sin2in cosx —+/—1-sina

und nach Ziehen der Quadratwurzel:
cosia ++/—1-sinix [ cosa++/—1-sina l
cosia —+/—1-sinia cosa —+/—1-sina |
Weil nun y = 180° — 2(i + 1)a ist, wird

cc—bb—aa
2 1 -
cos2(i+1)a = 27b
und daher
_ _ 2 _
cos(i+1)a ce-vma pr2 7) und sin(i+1)a b—Hl e
Es ist aber
bb —
cosa = #m und sinayv-—1= % oder sina = 2lw-A\/?1/
wo man bemerke, dass
= lee— 0= ap)(b+ap —co

ist; deswegen wird man finden

1
cosin = bb — aa + cc)r/cc — (b—a)2 + ((b+a)®> —cc)y/cc — (b — 2)
oo Wee— (b= aP+ (b +0? - o)y fec— (b= 0)
oder
. b+a
cosinx = vJcc— (b—a)?,
2cvab ( )
dann aber
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1
4bcv/ab

sinix =

((bb —aa+cc)y/(b+a)? —cc— (cc— (b—a)?)y/(b+a)?— cc)
oder

sinix =

b—a
\/(b+a)? —cc.
2cvVab ( )

Nach Einsetzen von diesen wird sein:

(b+a)(cc—(b—a)?)+(b—a)A  [(bb—aa+cc+ A\
(b+a)(cc—(b—a)?)—(b—a)A (bb—aa+cc—A>

und die daraus oben [§ 24] gefundene Gleichung wird berechnet:

(b+a_(b—pt)A> (bb_aa+CC+A)i—<b+g+c(b_a)A

cc—(b—a)? c—(b—a)) (bb—aa+cc—AN)' =0,

_(h—p)2 . .« . . . .
wenn diese nur mit % multipliziert wird, und aus dieser Form wird

zugleich die Natur der rekurrenten Reihe eingesehen.

KOROLLAR 1

§27 Fiir den Fall, in dem in dem Dreieck ABC der Winkel B = 2iA ist, ist
die die Relation ausdriickende Gleichung:

— 2 . 2 .
<1+bb(£+c)> (bb—aa+cc+A) + <1— W) (bb—aa+cc—A) =0,

aber fiir den Fall, in dem der Winkel B = (2i + 1) A ist, hat man:

A

(b+a)(cc— (b—
A

(b—a— (b”)(“_(b_“)2)>(bb—aa+cc+A)f

+<b—a+ a>2))(bb—aa+cc—A)i:0.
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KOROLLAR 2

§28 Wenn wir daher also diese Formen festlegen:

i i
<bb aa—l—cc—i—A) n <bb aa + cc A) _v

2 2
l bb —aa+cc+ A i_l bb —aa+cc— A i—W
A 2 A 2 -

von welchen jede der beiden obgleich der irrationalen Formel:

A = \a* + b* + c* — 2aabb — 2aacc — 2bbce = \/(bb —aa + cc)? — 4bbcc
rational ist, wird fiir den Fall B = 2iA
V+ (bb—(a+c)> )W =0,
fur den Fall B = (2i + 1) A hingegen

(b—a)V4 (b+a)((b—a)*>—cc)W =0

sein.

KOROLLAR 3

§29 Wenn daher fiir die einzelnen Werte der ganzen Zahl i die beiden Formen
V und W entwickelt werden, werden zwei gemafd derselben Relationsskala
bb — aa + cc, —bbcc fortzusetzende rekurrente Reihen entspringen, aus welchen
darauf folgend jene beiden Eigenschaften der Dreiecke leicht dargeboten
werden.

SCHOLION

§30 Um diese Reihe etwas komprimierter auszudriicken, sei der Kiirze

2
Wegen A = /f*—4bbcc und der Relationsskala ff, —bbcc werden wir

finden:

wegen bb — aa + cc = ff und fiir die erste Reihe v = (#)l + <ff_A> .
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Fur ist V

i=20 2

i—1 | ff

i=2 f* — 2bbcc

i=3 £ — 3bbecff

i=4 f8 — 4bbecft + 204t

i=5 | 19 _ 5bbecfS + BbACF

i=6 | f'2—6bbccf® + 9btctft — 2b5¢5
i=7 | fY%—7bbecfl® + 14b%c*f6 — 7bOcOfF,

woher gefolgert wird, dass allgemein

i(i —3)

v :sz‘ —ibbccfZi*4+ — b4c4f2i78_ i(i—4)(i—5) b6c6f2i712_|_etc_

)
1-2-3
sein wird. Weiter wird fiir die andere Form

v () - (50)

die folgende Reihe entstehen:

Fur ist W
i=0 0
i=1 1
i=2 | ff

i=3 f* — bbcc

i=4 o — 2bbccff

i=5 f8 — 3bbecft + bict

i=6 | f19—dbbccf® + 3b*cff

i=7 | f2—5bbccf8 + 6b*ctf* — bocf,
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woher im Allgemeinen diese Form

W = f372 — (i —2)bbecf?°

+ (i ?)(; 4) b4C4f2i—1o B (i 4)51. . 5;(1 6) b6c6f2i—14 4 etc.
sein wird, wo natirlich sorgfaltig zu bemerken ist, dass diese beiden allge-
meinen Ausdriicke nur bis hin zu den verschwindenden Termen fortgefiihrt
werden miissen, auch wenn danach erneut endliche Terme auftreten wiirden.
Ubrigens ist daher klar, dass

%(V+ffW) = f* — (i—1)bbecf**
(i—=2)(i—3) s (i=3)(i—4)(i—5) i
Tb%‘l]ﬂ 8 _ 53 b6c6f2 12 | o,
%(V — ffW) = —bbecf? 4 + (i — 3)b*c* 28 — (i_?g_5)b6c6f2i_12

(i =5)(i=6)(i=7) 5 5 2i-16
+ 173 b°c®f etc
Daher wird nun fiir den Fall der Dreiecke, wo der Winkel B = 2iA ist, wegen
bb = ff + aa — cc die die Relation der Seiten ausdriickende Gleichung sein:

%(V+ffW) _ (a4 )W =0,

aber fiir den anderen Fall, wo der Winkel B = (2i + 1)A ist, wird, nach-
dem hier cc = ff — bb 4 aa gesetzt worden ist, die die Relation der Seiten
ausdriickende Gleichung sein:

SH(V = ffW) = 2a(V + ffW) +b(bb — aa)W = 0.

Aber auch hier konnen auf eine andere Weise diese allgemeinen Ausdriicke
ohne Einfiihrung der Grofle ff = bb — aa + cc dargesetellt werden, wie wir
im folgenden Problem sehen werden.
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PROBLEM 9

§31 Wenn im Dreieck ABC der Winkel B zum Winkel A irgendein beliebiges
vielfaches Verhiltnis hat, wie n zu 1, die Gleichung, mit welcher die Relation
zwischen den Seiten Ab = ¢, AC = b und BC = a ausgedriickt wird, im
Allgemeinen darzubieten.

LOSUNG

Wenn wir die oben fiir die einzelnen Fille gefundenen Gleichungen genauer
betrachten, werden wir ohne Miihe ein gewisses Gesetz im Fortschreiten der
Terme beobachten, welches aus der bewiesenen Natur der Progression leicht
zu bestétigen ist. Es miissen hier aber zwei Félle unterschieden werden, je
nachdem ob jene Zahl n gerade oder ungerade war. Fiir jeden der beiden
Fille wird die gesuchte Gleichung auf die folgende Weise dargeboten werden
konnen:

Fiir den Fall, in dem n = 2i ist,

verhilt sich die die Relation der Seiten ausdriickende Gleichung so:

2i
% =cb¥ 2 4 c(cc — (i —1)aa)b* 4 4 ¢ (c4 —2(i — 2)aacc + (i 2)(; 1) ) p2i—6

1) as) p2i~10

1
+c (c6 —3(i —3)a’c* + 370 — i)(;_ 2) atc? — - 51 5 2; ) b2
Yo (CS —4(1’—4)u2c6+6(i7i)‘(;73)a4c4 _4( 4)51 23;( -2) 52 4 (i—4)(3- - 3;).(;*42)(1'*
+etc.
+iab%—2 4 ¢4 ((i —1)ec — 7(1.1_. ;)iaa> b4 4 g ((i —2)c* — 27@' — i)(;_ ) a?c? + (i-2)(—-1)i _12.)2(11; 1)ia4) p2i—6
ta ((z’ —3)c6 — 3(i - ?)'(;* 2) 26443 (i — 3)51'; ?;(i -1 a2 (i— 31(?; ?(i - 1)ia6) p2i-8
" ((i — 4B 4(i - ‘i).(;— 3) 2266 4 6(i - 4)51; .3;(1' -2) At 4 (i — 4)(1'1—. i).(;.—:)(i —-1) 602
(i —4)(i — 3)(i — 2) (i — 1)i
+ 1.2-3-4.548 >
+etc.,
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deren Fortschreitungsgesetz hinreichend offensichtlich ist.
Fiir den Fall, in dem n = 2i + 1 ist,
verhilt sich die die Relation der Seiten der Seiten ausdriickende Gleichung so:

p2it+1

= b% + (cc — iaa)b* =2 + (c4 —2(i — 1)aacc + 7(11_. ;)la‘l) p2i—4

6 api nod, A0=2)(i=1) 4o ([(=2)[(-1)i ¢\ 2
+<c 3(i —2)a*c —&—371'2 4 — b

+ etc.

+ iab* 1 +a ((1 —1)cc— %aa) b33

+a ((i —2)ct — 2%%62 + %a‘l) p2i—5

ta ((i —3)6-3 (i— i).(;— 2) 2443 (i— 3)?; '2;(1' -1 A2 (i— 31('1'2—. ;).(i - 1)iu6> p2i-7

+ etc.,

welche Gleichung gefilliger in dieser Form, nach Potenzen von ¢ geordnet,
dargestellt werden kann:

p2itl .| bb—iaa , b472(i71)uabb+7(171)1a4
=c% + 4Pt 1-2
a
+ab +2ab3 — (i —1)a®b
s aii—2gaet -3 =D . (=2) 1)
+ 26 12 - 123
+3ab® — 3(i — 2)ab® + %a%
8 gy 2p6. (=30 =2) 4 (-3)(-2)(i-1) ¢, (—3)(i-2)F-1)i g
L s b® —4(i —3)a*b® +6 1.5 a*b* —4 173 a®b* + 1.2.3.4
7 i a3y 4 0=3=2) 55 (i=3)((=2)(-1) ;
+4ab” — 6(i — 3)a’b> + 4 1.7 a°b T3 b

+ etc
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SCHOLION

§32 Mit diesen Betrachtungen scheint die Lehre der Dreiecke nicht unwe-
sentlich erweitert zu werden, wihrend, sobald in einem Dreieck das Verhiltnis
zwischen den beiden Seiten bekannt ist, zugleich eine bestimmte Relation
zwischen seinen Seiten dargeboten werden kann. Weil aber diese Dinge allzu
allgemein sind, weil ja aus dieser Relation eine Seite durch die beiden iibrigen
bestimmt wird, wird es gefillig sein, diese gefundenen allgemeinen Eigen-
schaften auf eine gewisse Gattung von Dreiecken anzuwenden, wo freilich die
gleichschenkligen Dreiecke besonders herausstechen, weil in ihnen oftmals
das Verhiltnis zwischen dem vertikalen Winkel und den Winkeln zur Basis
vorgeschrieben zu werden pflegen, wie es beispielsweise bei der Konstruktion
von regelméfiigen Polygonen der Fall ist. Aber hier tauchen zwei zu entwi-
ckelnde Fille auf, je nachdem ob der Winkel zur Basis ein Vielfaches des
vertikalen Winkels ist oder der vertikale Winkel ein Vielfaches des Winkels zur
Basis ist; die beiden Félle werde ich in den folgenden Problemen erledigen.

PROBLEM 10

§33 Wenn im gleichschenkligen Dreieck BAC (Fig. 5)> der Winkel zur Basis
ein Vielfaches des vertikalen Winkels A im Verhiltnis n : 1 war, die Relation
zwischen der Basis BC = 4 und den Seiten AB = AC = b ausfindig zu
machen.

5Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
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LOSUNG

Es ist zuerst zu bemerken, dass wegen dieses Verhiltnisses die Winkel selbst
gegeben sind; denn nachdem das Mafs zweier rechter Winkel = 7w und der
vertikale Winkel A = « gesetzt worden ist, wird wegen a + 2nax = 7 ent-
sprechend o = ~ ™ Nun wird durch Anwenden der zuvor gefundenen

Formeln auf diesen Fall ¢ = b sein, und nachdem die zwei Félle getrennt
behandelt worden sind, je nachdem ob 7 eine gerade oder eine ungerade Zahl
ist, in jedem von welchen beiden Fillen die Formeln eine rekurrente Reihe
festlegen, deren Relationsskala 2bb — aa, —b* ist, werden wir, zuerst n = 2i
setzend, haben:
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Fiir diese Gleichungen

i=0 I=0

i=1 | B=bb—ab—aa=0

i =2 | D=>b*—2ab®—3aabb+a%b+a* =0

i =3 | F=0b°®—3ab>— 6aab* + 4a®b® + 5a*bb — a®bb — a®b — a® = 0
i=4 | H=0b®—4ab” —10aab® + 10a%b° + 15a*p*

—6a°b® — 7a°0* +a’b+a8 =0,

woher wir schliefien, dass im Allgemeinen sein wird:

i(i+1) i(ii — 1)

g2 s 12i-1 272i-2 312i—3
0=0b iab BN ab —|—1.2‘3ab
i = 1) +2) goia il =1 =4) 5505 =D =4 +3) g0 s
1-2-3-4 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5-6
etc.

Fiir den anderen Fall, in welchem n = 2i + 1 ist, werden wir haben
Fiir diese Gleichungen
i=0 A=b—-a=0
i=1 | C=0b>—2abb—aab+a®>=0
i=2 | E=0b—3ab*—3aab®+4a°0* +a*b —a®° =0
i=3 | G=1V"—4ab®— 6aab® +10a3b* + 5a*b® — 6a°b> — a®b + a” = 0,

woher wir schliefien, dass im Allgemeinen sein wird:

2 (; o i+ 1) 5o i+ D(E+2) 505
0="b (i+1)ab T3 ab? = 4+ 153 a’b
(i—1Dii+1)@ +2)a4b2i*3 =D+ D)E+2)( +3)a5b2i*4
1-2-3-4 1-2-3-4-5
C(=2)—1D)i+ 1) +2)(+3) 5,95
1 2.3.4.5.6 a®b + etc.,
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welche Form, wenn wir n = 2i — 1 setzen, gefilliger so dargeboten wird:

0= b2i—1 . iubZi—Z . Z(l — 1)a2b2i—3 + Z(” — 1)a3b2i—4

1-2 1-2-3
(i = 1)(=2) gy = 1) =4) 5006 (i =1 =4)(=3) ¢
1-2-3-4 1-2-3-4-5 1-2-3-4-5-6
KOROLLAR 1

§34 Weil in den oben dargebotenen allgemeinen Formeln ¢ = b gesetzt
werden muss, wird fiir den Fall n = 2i die allgemeine Gleichung sein:

2% <2bb —aa+avaa —4cbb>Z pe <2bb —aa —av/aa —4bb)l

=0
2 2
mit
a+2b
A+B=1 und A-B=-——0—,
vaa — 4bb

und daher unsere Gleichung:

( a+2b _1> <2bb—aa+a\/aa—4bb>i

v aa — 4bb 2
_( a-+2b +1> 2bb — aa — a+/aa — 4bb l
Vaa — 4bb 2 '
KOROLLAR 2

§35 Aber fiir den Fall n = 2i 4 1, wegen ¢ = b, erhalten wir aus Paragraph
23 diese Gleichung;:

2bb — aa + av/aa — 4bb 1 2bb — aa + av/aa — 4bb l
A 5 + B > =0,
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(b+a)(a—2b)

A+PB=b—a und A—-B =
v aa — 4bb

ist und daher

(b_H (b+a)(a—2b)> <2bb—aa+a\/m>

Vaa — 4bb 2
B ((b+a)(a—2b)_b+a> 2bb — aa — av/aa — 46D\
Vaa — 4bb 2 '

KOROLLAR 3

§36 Wenn wir fiir i hier i — 1 schreiben, dass n = 2i — 1 ist, entspringt diese
Gleichung;:

Vaa — 4bb 2 Vaa — 4bb 2

daher gehen aber die obigen Gleichungen mit 2b multipliziert hervor.

( a—2b +1) <2bbaa+\/aa4bb>i( a—2b _1> <2bbaaa\/aa4bb>i

SCHOLION

§37 Die hier dargebotenen Formeln beginnen mit der hochsten Potenz von
b; dieselben konnen aber auch so in umgekehrter Weise dargestellt werden,
dass sie mit der hochsten Potenz von a beginnen. So berechnen wir fiir den
ersten Fall, in welchem n = 2i ist, diese Gleichung;:

0t i1y BmDR =) iy (2i-3)0i—4)(2i=5)

2i-616
1.2 193 a7 °b° + etc.
a2 (20— 2)a% 3 4 (2i — fi) (;1 —4) 2555 (2i —4) (121 2— 53)(21 —6) 271 4 ete.

Aber fiir den zweiten Fall, in dem n = 2i + 1 ist, diese:

L1 o212 o (20 =1)(20=2) 550  (20—2)(20—3)(2 —4)
0 1.2 1.2-3

2 y2im2ps (28—2)(20—3) 5 45 (20—3)(20 —4)(2i —5)
a“b+ (21 —1)a*—=b 15 a’ = + 1573

a?=5p° + etc.

a?i=0p7 _ etc.
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Aber es ist zu bemerken, dass diese Ausdriicke nur bis dahin fortgesetzt
werden miissen, bis man zu einem verschwindendem Term gelangt, und die
folgenden, auch wenn sie nicht verschwinden, dennoch verworfen werden
miissen, welcher Vorschrift die obigen Formen nicht unterworfen sind, woher
sie auch auf die Félle, wo i keine ganze Zahl ist, ausgedehnt werden koénnen,
wo freilich die Gleichung aus einer unendlichen Reihen bestehen wird.

PROBLEM 11

§38 Wenn im gleichsenkligen Dreieck ABC (Fig. 6)° der vertikale Winkel B
ein Vielfaches des Winkels zur Basis, A, im Verhiltnis # : 1 ist, dass B = nA
ist, die Relation zwischen der Basis AC = b und dein Seiten BA = BC = a
ausfindig zu machen.

LOSUNG

Nachdem die Winkel zur Basis A = C = a gesetzt worden sind, dass der
vertikale B = na ist, wird (7 +2)a = 7 und daher « = ;75 und B = ;"7 sein.
In den oben gefundenen Formeln muss also ¢ = a gesetzt werden, sodass nun
die Relationsskala bb, —aabb ist. Daher wieder zwei Falle unterscheidend, je
nachdem ob 1 eine gerade oder ungerade Zahl war, werden wir haben:

Fiir den Fall n = 2i

®Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version
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Fiir diese Gleichungen

i=0 I=0

i=1 | B=bb—2aa=0

i=2 | D="b*~3aabb=0

i=3 | F="b°—4aab*+24a*bb =0

i=4 | H="b—5aab®+5a** =0

i=5 | K=0b"—6aab®+9a*b® — 24%0* = 0

i=6 | M=0b2—"7aab" + 14a*b® — 7a0° = 0

i=7 | O=0b"—8aab"?+20a*b™ — 16a°b® 4 2a80° = 0
i=8 | Q=0b"—9aab™ 4 27a*h=30a%b" 4 948H% = 0

etc.

welche aus diese einfacheren Formen zurtickgefiihrt werden:

i=1 bb — 2aa =0

i=2 bb —3aa =0

i=3 | b*—4aabb+2a*=0

i=4 | b*—5aabb+5a* =0

i=5 | b°— 6aab* +9a*h*> —2a° =0

i=6 | b°— 7aab*+14a*b? —7a% =0

i=7 | b®— 8aab* +20a*b* — 16a°bb + 248 = 0
i=8 | b®— 9aab*+27a*b* — 30a%bb + 9a® = 0

etc.

Hier miissen also wiederum zwei Félle unterschieden werden, je nachdem ob
i eine gerade oder ungerade Zahl ist.

Wenni = 2A — 1 und n = 4A — 2 ist, wird die Gleichung sein:
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21(2A —3) A4 2M (21 — 4)(2A = 5) 2526
1-2 1-2-3
2A(2A —=5)(2A —6)(2A —7) g, 043
* 1-2-3-4 b
und in umgekehrter Reihenfolge wird sie sich so verhalten:

0 =b* —2Xaab* "% +

etc

24 _ ﬂaufzbz + AA(AA — 1)a2)\74b4 _AAA-1)(AA —4)

2A—61,6
1.2 1-2-3-4 123456 17 Utete

O0=a

Wenn aber i = 2A und m = 4A ist, wird die Gleichung sein:

(24 +1)(24 —2) AR (24 +1)(2A —3)(2A —4) 25526
1-2 1-2-3
(2A+1)(2A —4)(2A —5)(2A —6) B8
1-2-3-4
welche sich in umgekehrter Reihenfolge so verhalten wird:

0=b*"— (20 +1)aab* 2 +

+ — etc.,

o AFDAA4T) 555 RA+DAAAL-=1)(A+2) 5y 44
4 123 ¢ b+ 1.2:3-4-5 b
CA+DAAA =) (A —=4)(A+3) 16,6
T.5.3.4.5.6.7 a b® + etc.
oder nach Teilen durch 2A + 1 auf diese Weise:

0=(2A+1)

AA+ 1)[122\72172 i AAL —1)(A +2) sy AAAL —1)(AA — 4)(A +3) 22616
2.3 2-3-4.5 2.3.4.5-6-7
AAA = 1) (AL —4) (AL —9) (A + 4) 288 _ o
2-3-4.5-6-7-8-9
Nun wollen wir also zum anderen Fall voranschreiten.

0=a*—

C.

Fiir den Falln = 2i +1
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Fiir wird die Gleichung sein

i=0 b—a=0

i=1 | b>—abb—aab=0

i=2 | b°—ab*—2aab®+a®bb =0

i=3 | b —ab®—3aab® +2a%* +a*b® =0

i=4 b’ — ab® — 4aab’ 4 3a3b° + 3a*b® — a°b* = 0

i=2>5 b1 — ab'® — 5aab® + 44368 + 6a*b” — 3a°b° — a° =0,

welche auf diese einfacheren Formen zuriickgefiihrt werden:

Fir wird die Gleichung sein

i=0 b—a=0

i=1 bb—ab—aa =0

i=2 b3 — abb — 2aab +a®> =0

i=3 b* — ab® — 3aabb +2a%b +a* =0

i=4 b° — ab* — 4aab3 + 3a3bb + 3a*b —a® = 0

i=5 b — ab® — 5aab* + 44303 4 6a*b? — 3a°h — a® =0,

woher im Allgemeinen gefolgert wird, dass gelten wird:

FIAES S T wa‘lbi% _ (=2 -3)( - 4)a6bi*5 + etc.

0= 1-2 1-2.3
a4 (i— a2~ U= 2DE=3) sy (=3)((—4)(=5) 76
ab' + (i —1)a’b 1.5 b 4 123 a’b etc.

Umgekehrt sollten aber zwei Fille betrachtet werden:
L Wenni =2(A—1) und n = 4A — 3 ist, wird sein:

0= 21 _ &azA—zbz AMA - 1)a2A—3b2 T A(AA — 1)a2A—4b3

1 1-2 1-2-3
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AAL=1)(A=2) 5, 5,4
172.3.4 a b* — et
II. Wenn i = 2A — 1 und n = 4A — 1 ist, wird sein:

C.

A oy AA+1) 5y AMAA—=1) 5,

oA M ooa-1y, 2A-212 21—313

O0=a —i—la b EETUEE a b 123 a b
AAA=1)(A+2)

a4t + etc.

1-2-3-4
und so haben wir fiir alle Félle, in denen 7 eine ganze Zahl ist, Gleichungen
zwischen den Seiten 2 und b gefunden.
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