VERSCHIEDENE BETRACHTUNGEN UBER
DIE FLACHE VON KUGELDREIECKEN"

Leonhard Euler

81 Der erste, der die Flache eines Kugeldreiecks zu bestimmen gelehrt hat,
war, laut WaLL1s, ALBERT GIRARD, der bewiesen hat, dass die Flache eines
Kugeldreiecks immer proportional zum Ubertrag der Summe der drei Winkel
tiber zwei rechte Winkel sein muss, und daher die Flache selbst gefunden
wird, wenn dieser Ubertrag, in den Bogen des Grofkreises umgewandelt, mit
dem Kugelradius multipliziert wird. Wie aber die Flache des Kugeldreicks
aus seinen Seiten zu bestimmen ist, erfordert eine um vieles schwierigere
Untersuchung. Ich habe schon vor einiger Zeit ein aufserordentliches Theorem
gefunden, mit welchem diese Bestimmung leicht durchgefiihrt werden kann,
welches sich so verhilt:

Wenn die Seiten des Kugeldreiecks mit den Buchstaben a, b, ¢ bezeichnet werden,
die Fliche desselben Dreiecks hingegen = A gesetzt wird, dann wird immer gelten

1 1+ cosa -+ cosb+ cosc
cos —A = 7 7 7
2 4 cos 3acos 3b cos 5c

dessen Giiltigkeitig nur iiber lange Umwege, entweder aus dem Satz von
GIRARD oder direkt mit der Integralrechnung gezeigt werden kann. Es wird
also der Miihe Wert sein, jeden der beiden Beweise hier vorgestellt zu haben.

*Originaltitel: “Variae speculationes super area triangulorum sphaericorum", zuerst publiziert
in: Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae, Band 11 (1797, geschrieben 1778):
pp. 47 — 62, Nachdruck in: Opera Omnia: Serie 1, Band 29, pp. 253 — 266, Enestrém Nummer
E698, tibersetzt von: Alexander Aycock fiir den “Euler-Kreis Mainz".



PROBLEM

Wenn (Fig. 1) die beiden Seiten AZ und BZ eines iiber der Basis AB konstruierten
Kugeldreiecks AZB um ihre Differentiale vermehrt werden, dass daraus das Dreieck
AzB entspringt, die Vergrofierung ausfindig zu machen, welche daher zu Fliiche des
Dreiecks AZB hinzukommen wird.

Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.

LOSUNG

§2 Nachdem die Basis dieses Dreiecks AB = a gesetzt worden ist, nenne
man seine Seiten AZ = x und BZ = y, sodass die Seiten des vergroflerten
Dreiecks AZ = x +dx und BZ = y + dy sein werden. Weiter nenne man die
Winkel

BAZ =¢ und ABZ =1,

dass die Elementarwinkel ZAz = d¢ und ZBz = diy hervorgehen, nach
Festlegen von welchen bekannt ist, dass die Flache des Elementardreicks ZAz
= dp(1 — cosx) ist, die des Dreiecks ZBz hingegen = di(1 — cosy). Weil ja
also diese zwei Elementardreiecke die Vergroflerung der Fliche des Dreiecks
A darbieten, werden wir diese Gleichung haben:

dA = de(1 —cosx) +dy(1 —cosy).



§3 Nun wollen wir also die Winkel ¢ und ¥ aus der Rechnung herauswerfen
und an deren Stelle die Seiten x und y selbst mithilfe der trigonometrischen
Lehren einfiihren, welche uns

COS Yy — COS @ COS X
sinasin x

COS X — COS A COS Y
sinasiny

cos ¢ = und cosy =

liefern, daher berechnen wir also tiber Differentiation

dx cosa — dx cos x cosy — dy sin x siny

. . D 7
sinasin” x

—dgsing =
und in gleicher Weise wird

dycosa — dy cosxcosy — dxsinxsiny

—dypsiny =

sinasin’y
sein. Aber weil

COS Y — COS @ COS X
sinasin x

Cos p =

ist, wird

v/1—cos2a — cos? x — cos? y + 2 cOs a.cos X COS Y
sinasin x

sin ¢ =

sein, in gleicher Weise wird

/1 —cos2a — cos? x — cos? y + 2 cOS 4 COS X COS Y
sinasiny

siny =

sein. Weil diese beiden Wurzelformeln dieselben sind, wollen wir der Kiirze
wegen

\/1 — cos?a — cos? x — cos? Y +2cosacos X cosy = v
setzen, dass wir

0

. 4 .
sing= —+— und sinyp=—_—"——
sinasiny

sina sin x
haben.



§4 Nachdem diese Werte also eingesetzt worden sind, werden wir diese
Differentiale erhalten:

dp — —dx cosa+ dxcosxcosy + dysinxsiny

vsinx
und

i — —dy cosa + dy cos x cosy + dx sin x siny
v= vsiny '

Daher wird also das gesuchte Inkrement der Flache

—cosa(dxsiny(1 — cosx) + dysinx
+dx siny(cos x cosy(1 — cos x) + sin
+dy sin x(cos x cosy(1 — cos y) + sin

—~

1—cosy))

x(1—cosy))
y(1 —cosx))

NN

dA =

vsinxsiny

sein, welches entwickelt diese Form annehmen wird:

dxcosxcosy(l —cosx) dxcosa(l—cosx)

+dxsinx(1 — cosy) +

vdA — sin x sin x
tdysiny(1 — cosx) + dycosxco§y(1 —cosy) dycosa(l - cosy).
siny siny
Hier sei nun bemerkt, dass
1—cosx 1 1—cosy 1
—— =tan-x und —— =tan-y
sin x 2 siny 2

ist, daher werden also die das Element dx beinhaltenden Terme

1 1
dxsin(1 — cosy) + dx cos x cos y tan 5~ dx cos atan 5X

sein. Weil ja aber nicht nur

1 1—cosx
tan-—x = —————
2 sin x
ist, sondern auch
sin x
tan -x =

2 1+ cosx’



schreibe man im ersten Glied (1 + cos x) tan %x anstelle von sin x, dass dx
iiberall mit tan %x multipliziert ist, und dieser Term wird auf diese Form
zuriickgefiihrt werden:

1
dx tan Ex(l + cosx — cosy — cosa).

Auf dieselbe Weise wird der andere Term

1
dy tan Ey(l +cosy — cosx — cosa)

sein, und so wird unsere ganze Gleichung so ausgedriickt sein:

vdA = dxtan 1x(1 + cosx — cosy — cosa)

+dy tan 3y(1 4 cosy — cos x — cos a).

§5 Wenn wir daher nun der Kiirze wegen cosa + cos x + cosy = s setzen,
wird

1 1
vdA = dx tan Ex(l —s+2cosx) + dytan Ey(l —s+2cosy)
sein, welche Gleichung auf diese Weise dargestellt werden kann:
vdA = (1 —s)(dxtan 3x + dy tan 1y)

+2dx cos x tan 3x + 2dy cos y tan 3.

Weil nun

ist, wird

1 cosx —cos?x cosx —1+sin®x . 1
tan —xcosx = = =sinx —tan -x

2 sin x sin x 2

sein. Auf dieselbe Weise wird tan %y cosy = siny — tan %y sein, und nach
Einsetzen dieser Werte wird diese Gleichung entspringen:

vdA = —(1+s)(dxtan %x + dy tan %y) + 2dx sin x 4 2dy sin y.



§6 Diese letzte Form ist daher hochst bemerkenswert, weil die rechte Seite
absolut integrierbar ist, wenn sie durch 1 + s geteilt wird. Denn nach dieser
Teilung wird unsere Gleichung

vdA 1 1 2dx sin x + 2dy siny

= —dxtan zx —dytan -
1+s rrang* yan2y+1+cosa—l—cosx+cosy

sein, wo man bemerke, dass

1 1
/dx tan S = —2log cos >X

ist, und in gleicher Weise

1 1
/dy tan Y= —2logcos Y
und schliefilich

dxsinx + dy siny
1+ cosa + cosx + cosy

= —2log(1+cosa+cosx+cosy) = —2log(1l+s),
so finden wir iber Integration also

1 1
COs §X Cos 5y

1+s

vdA
1+s

1 1
= +2log cos Ex—f—Zlogcos Ey—2log(1 +5) =2log ,
aber auf diese Weise ist andererseits die linke Seite nicht integrierbar, wofiir
also auf die folgende Weise Abhilfe geschaffen wird.

§7 Weil wir ndmlich s = cosa + cosx + cosy gesetzt haben, wollen wir

dariiber hinaus cos Jacos 1xcos 1y = g festlegen, dass wir diese Gleichung

haben:

odA :210g—q T
1+s (14s)cos 3a

. q o .
wo weiter 11 =p wird, sodass

vdA p
=2lo
1+s gcos %a

ist, welche Gleichung erneut differenziert



vdA  2dp

1+s p
liefert, woher man
A — 2dp(1+s)
pv

aufstellt, welche Formel also eine Integration zulassen wird, wenn nur ﬁ
eine bestimmte Funktion von p war, was wir auch mit Sicherheit annehmen
konnen, weil dA das Differential der Dreiecksfliche bedeutet.

§8 Um dies zu zeigen, wird es forderlich bemerkt zu haben, dass gilt

o0 + (1 +5)? = 2(1 + cosa + cos x + cos y + cos a cos x
+ COS 4 COS Y + COS X COS I + COS 4 COS X COS YY)

= 2(1+4cosa)(1+ cosx)(1+ cosy).

Es ist aber bekannt, dass 1+ cosa = 2cos? Ja, 1 + cosx = 2cos® x und
1+ cosy =2 cos? %y ist, woher, weil wir

= COS 1[1COS 1XCOS 1
1= Co85ac085 2Y

gesetzt haben,

v+ (1+5)?> =16gqq und daher v = \/16qq —(1+5)?

sein wird, und daher weiter

v 16gq 9
1+s \[(1+s)2

§9 Weil also unsere Differentialgleichung

vdA _ 2dp
1+s p
war, wird sie wegen p = 1%5 diese Form annehmen:



dA\/16pp — 1 = 2dp und daher dA = 2dp

p py/l16pp —1°

Nun werde p = 1, dass man

2dr
V16 —rr

man, woher wir durch Integrieren A = C 42 arccos i berechnen, und nachdem
anstelle von r der Wert eingesetzt worden ist, welcher

dA = —

1 T+s 14cosa+cosx+cosy
p q cos %a cos %x cos %y

ist, wird unsere Integralgleichung

1+ cosa + cosx + cosy

1 1

A = C + 2arccos T
4 cos 5408 5 X COS 7Y

sein.

§10 Nun geht also die ganze Aufgabe darauf zurtick, dass der Wert der durch
Integration eingegangenen Konstante C ermittelt wird, welcher natiirlich
aus einem bestimmten bekannten Fall gefunden werden muss; es ist aber
offensichtlich, dass die Flache des Dreiecks verschwinden muss, wannimmer
der einer der beiden Schenkel x oder y verschwinden wird. Wir wollen also
festlegen, dass y = 0 ist, dann ist es aber notwendig, dass x = a wird, nach
Festlegen dieses Falls wird unsere Gleichung also

2+4+2cosa

0 = C + 2 arccos
4cos? Ja

sein. Weil aber 4 cos? %a = 2+ 2cosa und arccos1 = 0 ist, ist es ersichtlich,
dass C = 0 gesetzt werden muss, sodass wir

1+ cosa + cosx + cosy

1 1

A = 2 arccos I
4 cos 5408 5 X €OS 7Y

haben, woher man

1A 1+ cosa + cosx + cosy
cos -A =

1 1 1
2 4 oS 3OS 5X COS 5V




folgert, welcher Ausdruck mit dem oben erwdhnten Theorem hervorragend
tibereinstimmt, wenn nur anstelle von x und y die Buchstaben b und ¢ ge-
schrieben werden.

EIN ANDERER GEOMETRISCHER BEWEIS DES EINGANGS
ERWAHNTEN THEOREMS

§11 Es sei also (Fig. 2) ABC das vorgelegte Kugeldreieck, dessen Seiten man
a, b, c und die ihnen gegenitiberliegenden Winkel «, B, v nenne, aber die
Flache, welche wir suchen, wollen wir mit dem Buchstaben A bezeichnen.
Weil also aus dem Satz von GIRARD

Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.
A=a+p+y—180°
ist, wird
cosA = —cos(a+ B+ )
sein. Nun ist aber aus der Zusammensetzung der Winkel bekannt, dass

sin(a 4+ ) = sina cos § + cosa sin B

und



cos(a + B) = cosacos f — sina sin B

ist, woher man berechnet

cos(a + B+ ) = cos(a + B) cosy — sin(a + ) siny
= cos & cos cosy — cos & sin Bsin y
— cos Bsina siny — cos y sina sin B,

als logische Konsequenz werden wir haben

cos A = + cosa sin B sin 7y 4 cos B sin & sin 7y + cos 7y sin & sin 8

— COS & COS 3OS .

§12 Aus der Kugelgeometrie wissen wir aber, dass gilt

cosa — cosbcosc

cosy = - -
sinbsinc
cosb — cosacosc
cosp = - -
sinasinc
und
CcOs ¢ — cosacosb
cosy =

sinasinb
und daher berechnen wir weiter

V1 —cos2a — cos2b — cos? ¢ + 2 cosacosbcosc

sinx = - ;
sinbsinc
in B V1 —cos?a — cos?b — cos? ¢ + 2 cosa cos b cosc
sin 8 = - .
sinasinc
und
iny V1 —cos?a — cos?b — cos? ¢ + 2 cosacos b cosc
siny = )

sinasinb
Wir wollen also der Kiirze wegen festlegen

\/1 —cos?2a —cos?2b —cos?c+2cosacosbcosc = v,
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sodass

. 0 . 0 . (Y
sinn = —————, sinf=———— und siny=-——
sinbsinc sinasinc sinasinb

ist; nach Einsetzen dieser Werte wird

vv(cosa —cosbcosx)  vv(cosb — cosacosc)

COSA = 5 5

sin? asin? bsin? ¢ sin? asin? bsin® ¢
vv(cosc — cosacosb) (cosa — cosbcosc)(cosb — cosacosc)(cosc — cosacosbh)
2 o 2

sin? a sin? bsin? ¢ sin? a sin? bsin? ¢

werden, und so wird

sin? a sin? b sin? ¢ cos A

= vv(cosa + cosb + cos ¢ — cosacosb — cosacosc — cosbcosc)
— cosacos b cos c + cos? acos? b + cos? a cos? ¢ + cos? b cos? ¢
— cosacos b cos c(cos? a + cos? b + cos® ¢) + cos? a cos? b cos? ¢

sein.

§13 Damit sich nun diese nicht gerade unkomplizierten Formeln bequemer
behandeln lassen, wollen wir der Kiirze wegen cosa = A, cosb = B, cosc = C
setzen, dass wir haben

(1—A%)(1-B*)(1—-C?)cosA =vv(A+B+C— AB— AC — BC)
—ABC + AABB+ AACC + BBCC
—ABC(AA + BB+ CC) + AABBCC,

WO nun

vw=1-—A%>—-B%2 - C2+2ABC

sein wird.
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§14 Weil ja hier die drei Buchstaben A, B, C gleichermafien in die Rech-
nung eingehen, sodass sie also Wurzeln einer gewissen kubischen Gleichung
angesehen werden konnen, wird es zur Verkiirzung der Rechnung nicht
unwesentlich viel beitragen

A+B+C=P,
AB+ AC+ BC = Q,
ABC = R

zu setzen, und daher berechnet man leicht, dass

AA+ BB+ CC=PP-2Q
und daher

vo=1—-PP+2Q+2R

sein wird. Weiter bemerke man, dass die Form (1 — A?)(1 — B?)(1 — C?) das
Produkt aus diesen zwei Formeln ist:

(1+A)1+B)(1+C)=1+P+Q+R

und

(1-A)(1-B)(1-C)=1-P+Q—R,

und so wird unsere Gleichung diese Form annehmen:

(1+P+Q+R)(1—P+Q—R)cosA
= (1—PP+2Q+2R)(P - Q) — R+ QQ — 2PR — R(PP — 2Q) + RR,

deren rechte Seit ausmultipliziert

P—Q—-R—-QQ+2PQ+ RR — P?+ PPQ — PPR

gibt, welche durch 1 — P + Q — R geteilt den Quotienten P — Q — R + PP
liefert, als logische Konsequenz wird unsere Gleichung diese Form annehmen:

(1+P+Q+R)cosA=P—Q—R+PP.

12



§15 Bisher sind wir also zu dieser Gleichung gefiihrt worden:

P—Q—R+PP

cosA = p
1+P+Q+R
woher wir weiter
(1+P)? 21
1 A== =2 —A
+ cos 1+ P+O+R Ccos >

berechnen, als logische Konsequenz werden wir haben:

1 1+ P
cos =A = .
2 V2(1+P+Q+R)

Weil also

1+P+Q+R=(14+A)(1+B)(1+C)
= (14 cosa)(1+ cosb)(1+ cosc)

ist, wird nach Einfiithren der halben Winkel

1 1 1
1+P+Q+R =8cos? Eacos2 Ebcos2 3¢

sein. Daher, weil

1+P=1+4cosa+cosb-+cosc

ist, erhalten wir daraus schliefslich diesen Wert:

1 1+ cosa+ cosb +cosc
cos =A = T T T
2 4 cos 3acos 3bcos 5c

welches der andere Beweis des eingangs erwdhnten Theorems ist.

§16 Diese Gelegenheit zum Nachdenken hat mir der vom hoch geehrten
Professor LEXELL aufgestellte Lehrsatz iiber alle tiber derselben Basis zu
konstruierenden Kugeldreiecke derselben Flache gegeben in welchem er sehr
scharfsinning bewiesen hat, dass alle Ecken dieser Dreiecke immer auf einem
kleineren Kreis einer Kugel liegen; diese sehr elegante Eigenschaft kann
nur tiber viele Umwegen aus unserem Lehrsatz abgeleitet werden; aber die
folgende Betrachtung wird einen sehr einfachen Weg erodffnen dies zu leisten.

13



UBER DIE AUSSERORDERNTLICHEN EIGENSCHAFTEN VON
ZWEI EINANDER GLEICHEN KREISEN AUF DER
KUGELOBERFLACHE

§17 Es seien (Fig. 3) MN und mn zwei parallele Kreise dieser Art, und weil
sie als einander gleich angenommen werden, werden sie vom Aquator AB zu
beiden Seiten hin gleich weit entfernt sein, genauso wie von jedem der beiden
Pole P und p.

Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.

Hier besteht die erste Eigenschaft, die sich aufzeigt, darin, dass jeder Bogen
des Grofikreises Ee, der zwischen diesen zwei parallelen Kreisen eingeschlos-
sen ist, zu beiden gleich geneigt ist, und vom Aquator in O in zwei gleiche
Teile geteilt wird. Wenn ndmlich durch den Punkt O hindurch der Meridian
OPp gezeichnet wird, welcher die beiden parallelen Kreise in H und & schnei-
det, werden wegen der einander gleichen Winkel HOE und hOe die beiden
dreiseitigen Figuren HOE und hOe offensichtlich einander gleich und dhnlich
sein, und daher wird so OE = Oe wie der Winkel OEH = Oeh sein. Aufierdem

14



wird es forderlich sein hier bemerkt zu haben, wenn dieser Bogen Ee bis hin
zum Halbkreis fortgesetzt wird, dass er wiederum auf den kleineren Kreis mn
fallt, natiirlich in seinem Punkt, welcher dem Punkt E diametral gegeniiber
liegt.

§18 Man zeichne nun (Fig. 4) zwischen denselben parallelen Kreisen dar-
tiber hinaus einen anderen zu beiden gleichermafien geneigten Bogen des
Grof3kreises und den Bogen Ee und es ist offensichtlich, dass nicht nur diese
zwei Bogen Ee und Ff einander gleich sind, sondern auch die Bogen EF und
ef der kleineren Kreise.

Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.

Daher weil in dieser vierseitigen Figur EFef nicht nur die gegeniiberliegenden
Seiten, sondern auch die gegeniiberliegenden Winkel einander gleich sind,
wird diese Figur mit Recht als sphdrisches Parallelogramm bezeichnet werden
konnen, weil sie mit allen Eigenschaften von Parallelogrammen versehen
ist. Es ist aber ersichtlich, dass diese vierseitige Figur von jeder der beiden
Diagonalen Ef und Fe in zwei gleiche dreilinige Formen geteilt wird, nattirlich
wird so die Flache efF wie EeF die Halfte der Flache des Parallelogramms
EefF sein.
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§19 Nun fasse man (Fig. 5) iber demselben Bogen EF, als Basis, ein anderes
sphérisches Parallelogramm EF(e konstruiert auf, und leicht wird eingesehen,
dass die Flachen dieser zwei Parallelogramme EF fe und EF(e einander gleich
sind. Denn hier sind in der vollkommen gleichen Art wie in der Ebene, die
beiden dreilinigen Formen Eee und Ff{ einander vollkommen gleich, wenn
von welchen die gemeinsame Form oe{ weggenommen wird, werden die
verbleibenden vierlinigen Formen Eole und Foef einander gleich sein;

Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.

wenn zu diesen die Form EoF hinzugefiigt wird, werden die beiden ganzen
Parallelogramme einander auch gleich sein; und so ist auch aufgezeigt worden,
dass alle sphérischen Parallelogramme, die zwischen zwei parallelen und
gleichen Kreisen tiber derselben Basis EF konstruiert worden sind, einander
gleich sind.

§20 Weil also solche sphirische Parallelogramme von den Diagonalen in
zwei gleiche Teile geteilt werden, werden auch alle {iber derselben Basis EF
konstruierten und in dem einen parallelen Kreis mn begrenzten dreilinigen
Formen einander gleiche Fliachen haben; in dieser Figur wird man natiirlich
vier gleiche dreilinige Formen haben, namlich: 1. EfF, 2. EeF, 3. ECF, 4. EeF.
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§21 Wir nennen diese dreilinigen Formen aber nicht Dreiecke, weil deren
Basis EF kein Bogen des Grofskreises ist, wie es bei Kugeldreiecken festgelegt
zu werden pflegt. Leicht werden diese Dreiecke aber in Kugeldreiecke umge-
wandelt, wenn von E zu F ein Bogen des Grofikreises ExF gezeichnet wird, auf
welchem zu den zuvor dreilinig genannten Figuren die Vergréfierung EFxE
hinzukommt, sodass nun auch alle tiber derselben Basis ExF konstruierten
Kugeldreiecke, deren Ecken auf den einen der parallelen Kreise mn fallen,
die gleiche Flache haben, wenn nur die Grenzen der Basen E und F auf dem
jenem anderen diesem gegeniiberliegenden Kreis MN angenommen worden
waren; und so ist nun klar aufgezeigt worden, wenn tiber irgendeiner Basis
unzdhlige Kugeldreiecke gebildet werden, deren Fliachen einander gleich sein
sollen, dass deren Ecken immer auf einem gewissen kleineren Kreis der Kugel
liegen werden. Nachdem dies bemerkt worden ist, wird das Problem des hoch
geehrten Professor LEXELL auf die folgende Weise sehr leicht aufgelost werden
konnen.

PROBLEM

Auf der Kugelpberfliche (Fig. 6) iiber der gegebenen Basis EF alle Kugeldreiecke
zu konstruieren, deren deren gegebene Fliche = A sei, wo freilich A den Bogen des
GrofSkreieses bezeichnet, der mit dem Kugelraduius multipliziert die vorgeschriebene
Fliiche ergibt.
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Der Scan zeigt die Figur der Opera Omnia Version.

LOSUNG

§22 Es sei also die vorgelegte Basis EF = a und die ganze Aufgabe geht
darauf zuriick, dass man die Pole P und p findet, die dem Gefragten Genitige
leisten; nachdem diese ndmlich gefunden worden sind, wenn von dem Pol p
aus mit der Strecke pe = PE ein kleinerer Kreis ef beschrieben wird, werden
die Flachen aller tiber das Basis EF konstruierten und im kleineren Kreis ef
begrenzten Flachen einander gleich sein; und es verbleibt lediglich, dass aus
der vorgelegten Flache A die Lage der Pole P und p bestimmt wird.
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§23 Weil also der Bogen des Grofikreies EF = a ist, setze man EP = FP = x
und den Winkel EPF = w, und aus der sphérischen Trigonometrie wird

cosa — COS‘2 X

Ccosw = —
sin” x
und daher
1—cosa a1
l-—cosw=———= 2sin? —w
sin” x 2

sein. Daher, weil 1 — cosa = 2 sin® %a ist, wird

1 sin Ja
sin ~w = —
2 sin x
sein, und daher umgekehrt
. sin %a
siny = ——.
sin ;w

Aber aus dem bekannten Winkel w wird die ganze Flache des Kugelsegments
zwischen den beiden Halbkreises PEp und PFp bekannt, welche natiirlich
= 2w sein wird. Natiirlich wird der Bogen des Grofskreises = 2w mit dem
Kugelradius = 1 multipliziert die Flache dieses Segments geben.

§24 Wir wollen nun auch die Fldche des Dreiecks EPF suchen, fiir welches
Ziel man den Winkel PEF = PFE = ¢ nenne, sodass die Summe der drei
Winkel dieses Dreiecks w + 2¢ ist, woher die Flache dieses Dreiecks = w +
2¢ — 7 sein wird. Daher, wenn auch von e zu f der Bogen ew f des Grof3kreises
gezeichnet wird, wird auch die Fliache des Kugeldreiecks pewf = w +2¢ — 7
sein. Daher wird also die Flache des zwischen den Bogen der Grofikreise Ef,
Ff, EF und ewf eingeschlossenen Kugelvierecks EF fe

2w —2(w+2¢—m) =21 —4¢

sein , dessen Halfte natiirlich die Flache des gesuchten Kugeldreiecks EFe
liefert.
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§25 Weil also der Punkt ¢ auch auf dem kleineren Kreis ef liegt, wird das
Dreieck EeF eines aus jenen unendlich vielen sein, die iiber der Basis EF zu
konstruieren sind, dessen Fliche = A sein muss, und so haben wir diese
Gleichung erhalten

A=rm—2¢p,

woher wir den Winkel ¢ = 7 — 1A berechnen. Weil also der Winkel A
gegeben ist, konstruiere man iiber der gegebenen Basis EF auf beiden Seiten
die gleichen Winkel FEP = EFP = 90° — %A. Und so wird der Pol P bekannt
werden und daher der ihm gegeniiberliegende p, wenn von welchem aus mit
der Strecke pe = PE der kleinere Kreis ef beschrieben wird, werden alle tiber
der Basis EF konstruierten und auf dem Umfang des kleineren Kreises ef
begrenzten Dreiecke diese vorgelegte Fliche = A haben.

§26 Damit diese Konstruktion erleichtert wird, zeichne man vom Pol P aus
zu Mitte der Basis Il den normalen Bogen PIT und weil man im Dreieck EPII
die Seite EIT = %a hat, zusammen mit dem Winkel PEIT = 90° — %A, wird
daraus die Seite EP = x berechnet, deren Tangens

tan %a
tanx =

sin %A
ist. Nun wird also nach Finden der Grofie der Bogen EP und FP deren
Schnitt den Pol P geben, aus dessen Gegentiiber p der mit der Strecke pe = x
beschriebene kleinere Kreis die Orte der Ecken aller iiber der Basis EF zu

beschreibenden Dreiecke liefert, welche Konstruktion hervorragend mit der
tibereinstimmt, welche der hoch geehrte LExeLL gefunden hat.
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