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VORWORT

Die hoheren Kurven sind in gréfleren Werken bisher meist nur
nach weitblickenden Theorien und mit dem ganzen Riistzeug der
hoheren Mathematik behandelt worden. Es fehlte an zZysammen-
héngenden Darstellungen, die mit bescheideneren mathematischen
Mitteln und nach weniger weit gesteckten Zielen ein Bild dieser Kurver
vermittelt hitten. Zur Schliefung dieser Liicke hofft diese Schrift
einen Beitrag zu liefern. In ihr sollen die gewihlien Kurven einer-
seits ihre reizvollen, noch viel zu wenig bekannten Eigenschaften vor
dem Leser enthiillen, die Mannigfaltigkeit ihrer Erzeugungsmiglich-
keiten und die Wandlungsfihigkeit ibrer Gestalten offenbaren, kurz,
gich als Einzelwesen besonderer Prigung darstellen, zugleich aber
gollen die wunderbaren Bezichungen anfgedeckt werden, in denen die
einzelnen Kurven wie Glieder verwandter Familien in der mannig-
fachsten Weise zu einander stehen, und dariiber hinaus soll die be-
sondere Stellung sichtbar werden, die die meisten der Kurven in der
Geschichte der Mathematik, im besonderen der Unlésharen Probleme,
eingenommen haben.

Soweit als moglich ist die Darstellung elementar gehalten, kann
aber doch der Differential- und Integralrechnung nicht entraten; an
Integrationsmethoden sind jedoch nur die einfachsten verwandt worden.
Im ganzen ist die Bildungsstufe eines guten Schiilers der obersten
Klasse unserer hoheren Schulen zugrunde gelegt worden. Um in
mathematischen Arbeitsgemeinschaften die: Kurven in Auswahl be-
handeln zu konnen, sind die einzelnen Abschnitte als geschlossene
Einheiten bearbeitet. Uber den Rahmen der Schule hinaus wendet
sich die Schrift an Studenten der ersten Semester und an mathe-
matisch interessierte Laien, die sich mit diesem so tiberans anregenden,
in sich geschlossenen Abschnitt der Mathematik vertraut machen wollen.

Die Darstellung der Kurveneigenschaften lief sich — um eine
Gleichmiifiigkeit der Darstellung und der Einteilung zu gewihrleisten —
in den meisten Fillen unter folgenden Schlagwértern gruppieren:
Erzeugungsweisen, Avswertung der Kurvengleichungen, Tangenten-
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konstruktionen, Anwendungen der Integralrechnung, Verwendung bei
den Unlésbaren Problemen.

Die Theorie des augenblicklichen Drehpunlktes, die bel vielen Kurven
eine verbliiffend einfache Tangentenkonstruktion ermoglicht, ist im
Anhang I kurz erlintert, desgl. das im Text wiederholt verwandte
Verfahren, die Gleichung einer Hillkurve durch Differentialrechnung

zu gewinnen.

Der Anbang II enthilt als, Ubung
Lehrsiitzen und Hinweisen auf neue
und Erweiterung des gewonnenein Wis

sstoff eine Reihe von Aufgaben,
Kurven; er diirfte zar Vertiefung
gens nicht unwillkommen sein.

Wiesbaden, im Mirz 1949
Der Verfasser
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ERSTE GRUPPE

1 Die Zissoide

Die bertihmten unlésbaren Probleme — Verdoppelung des Wiirfels,
Quadratur des Kreises und Dreiteilung des Winkels —, an deren
Losung die alten griechischen Mathematiker sich immer wieder ver-
suchten, fithrten zur Erfindung einer ganzen Reihe von Kurven, die
uns neben anderen im folgenden beschiftigen werden. Die Zissoide
im besonderen verdankt ihre Ent- "
stehung dem Problem der Wiirfel- Y ;
verdoppelung, zu dessen Losung ° d h
sie Diokles (etwa 200 v. Chr.) erfand. AN
Allerdings ging er sowochl wie die N
anderen griechischen Mathematiker, 14
die die Kurve studierten, nicht ' g
iiber die endlichen Grenzen des er- 4 4
zeugenden Kreises hinaus, und erst =~/
in der Mitte des 17. Jahrhunderts / o
scheint die Entwicklung der analy- ¢
tischen Geometrie die Erkenntnis Abb. 1
gebracht zu haben, daf} die beiden ‘

Kurvenzweige ins Unendliche gehen, Die Kurve trigt ibhren Namen
wegen ihrer Ahnlichkeit mit der Spitze des Efeublattes (xrocde, Efeu).

A. Erzeugungsweisen

1. (Diokles) Zeichnet man in einem Kreis einen Durchmesser SC
(s. Abb. 1) und senkrecht zu diesem zwei vom Kreismittelpunkt gleich weit
entfernte Seknen BB, und DDy, so ergeben die Schnitte von SB und SB,
mit DD, zwei Zissoidenpunkte P und Py.

Mache ich SC zur 2-Achse und die Kreistangente in S zur y-Achse,
g0 ist als Héhe im rechtwinkligen Dreieck SBC (¢ == Radius)

BF =Va(2e—z).
Setze ich diesen Wert in die Proportion
y:2=BF:(2¢—2)

_ a:'l/x[‘2r,- — )
- Qe —x

ein, so ergibt sich



ad

@ 2 ___ .
y=mV20—m oder y*=7—

Setzt man %= rcos@, y=rsin@, so folgt nach einigen Umformungen
die Polargleichung

7 ==2c¢sing tgo

Vertauscht man # mit —, so .erhilt man die Gleichung der sym-
metrisch liegenden, gestrichelt gezeichneten Zissoide

— 3
y=x\/ﬁ oder y3=ﬁ? r=— 2csinpigy.

9. Ziehe ich 8Dy, D,C und CB, so ist wegen der Kongruenz der
Dreiecke SED, und BFC SD;CB ein Rechteck. Daraus ergibt sich
folgende Konstruktion der Kurve: Zieht man durch den einen Endpunkt
O eines Kreisdurchmessers SC einen beliebigen Strahl, der den Kreis in
D, schneidet, und fallt von D das Lot auf SC, so schneidet dieses die
Parallele, die man durch 8 zu dem Strahl ziehen kamm, in einem Zisso-
idenpunkt P. )

3. Zeicbhnet man in € die Y
Kreistangente L und verlin- _
gert SB bis zum Schnitt mit 6 A
L in 4, so ist nach dem Strah-
lensatz AB = SP. Danach D
kann man sagen: JIrdegl ein % B
Kreis mit einem Durchmesser
SC und der Tangente L in C {9 i
gezeichnet wvor .und &8 man ,
nun um S einen Strahl sich P
drehen, der den Kreis in B und
L in A schneidet, so beschreibt Sk A
ein Punkt P dieses Strahls, fir E 0 F
den SP == AB ist, eine Zissoide.

Wird die Strecke 48 von
S aus entgegengesetzt zu SP
auf dem Fahrstrahl bis P
abgetragen, so erzeugt P’ die ¢
aufder linken Seite dery-Achse
gymmetrisch liegende Kurve.

4, Zieht man G4 || SC und
verbindet & mit P, so ist (da
P4 = 8B, G4 = 8C und Abb, 2

3
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_ der Tangente t in einem Umfangs-

JGAP=AC84) \GP4== A\CBS, mithin _GP4 = R. Wir kénnen
also auch sagen: Verschieb! man ¢ine gegebene Strecke GA == 2¢ parallel
zur x-Achse in der Weise, daff G auf der y-Achse wandert, so beschreibt
der Fuffpunkt des von @ auf den Fahrsirahl SA gefdllien Lotes eine Zissoide.

5. Man vervollstindige (s. Abb, 2) Abb. 1 durch Ziehen der Paral-

. lelen 4G, BDV und UQ. Ziebt man noch QP und BO, go ist

AQPUE2 ANOUB (PU= UB, QU= 50 = OB, <LQUP = ¥ PSE =
978B0), folglich QP=T0={Q85.

Da U die Mitte von S4, ist @S==QG, mithin geht ein um @ mit
QG beschriebener Kreis auch durch P und 8§ und, da QD=¢@P,
auch durch D. Ich kann demnach sagen: Es liege ein Kreis O mit

punkt 8 vor. Um einen belicbigen
Lunkt @ von t beschreibt man (s.
Abb. 3) den durch S gehenden Kreis,
der Kreis O in D schuneidet, und
fallt von D auf SO das Lot, das
Kreis Q in P schueidet; dann ist
P ein Punkt einer Zissoide mit
der Achse SO und der Spitze in S,

6, Auch Newton glaubte die
Zissoide zur Lésung geometrischer
Aufgaben heranzichen zu kon-
nen und versuchte daher, einen
.Zissoidenzirkel® zu ihrer
bequemen mechanischen Erzeu-
gung — dem Kreis entsprechend
~— zu erfinden. Er gelangte zu
folgender hiibschen Erzeugungs-
weise (s. Abb. 1 und 4):

Zieht man AM|SO, verlingert
MP um sich selbst bis @, zeich-
net weiter MR ||AS und verbindet
R mit Q, so folgt zunichst aus
der Kongruenz der Dreiecke SOP
und AMB, dall PO gleich und
parallel zu MB ist. Mithin ist
POBM ein Parallelogramm, also
PM=0B=¢ und MT=T0. Nach Abb. &
dem Strahlensatz ist dann auch RBS=80==c. Es ist weiter JIMRS
= PSO=<_PBO (da 0S= 0B)=<RMP, und da auch RO =
MQ =2¢, so ist ARQM 2 A ROM. Demnach ist STRQM=90°. Da R
in der Entfernung 2¢ von O ein fester Punkt auf dem Durchmesser
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und P die Mitte von QM ist, so ergibt sich: Die Zissoide ist der geo-
metrische Ort des Mittelpunktes (P) einer Kathete 2¢ (QM) eines rechi-
winkligen starren Dreiecks, wenn der an
die Hypotenuse stofiende Endpunkt dieser
Kathete (M) auf einer festen Geraden
(OM) wandert und die andere Kalthete
(QR) stindig durch einen festen Punkt
(R) geht, der won der feslen Geraden den
Abstand 2¢ hat. '

7, An die Newtonsche schlieflen
wir zwei andere Erzeugungsweisen der
Kurve mittels eines beweglichen rech-
ten Winkels. Greife ich (s. Abb.d)

: ginen Kurvenpunkt P heraus und er-
richte auf seinem Fahrstrahl SP das Lot PG, ziehe GF|PS und
SH| PG, so ist HE = @P=retgp = 2esin ptg petgp =2sin @, dem-
nach FS=2%c. Beschreibt P die Kurve, so bewegt gich G mit
seinem rechten Winkel auf der y-Achse, wilhrend der andere Schenkel
durch den konstanten Punkt ¥ geht. Ich kann demnach sagen:
Es sei gegeben eine feste Gerade g {(die y-Achse) und auf ibr in S en
Tot FS==%c. Lasse ich nun einen rechlen Winkel mit seinem Seheitel
G sich auf g bewegen, wdhrend der eine Schenkel stindig durch F geht,
und ziehe durch S eine Parallele zu F@, die den anderen Schenkel bzw.
seine Verlingerung in P schneidel, so beschreibt P eine Zissoide. Die Lage
dieser Kurve beziiglich der Geraden g ist entgegengesetzt der Lage
von K.

8. Verbinde ich in
Abb, 5 den Mittel-
punkt M von FS mit
H und H mit P, so
liegt zunichst, da
2(FHS ein Rechter
ist, H auf dem um
M mit ¢ beschriebe-
nen Kreis. Es ist
weiter JLMHS = <[
MSH=R—9 und
(SHP = <[ SGP =
@, mithin < MHP
= R. Ich kann so~
nach sagen: (egeben
ein Kreis M vom Ra-
Abb. 5 dius ¢ und auf seinem

Abb. 4
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Umfang ein fester Punkt 8. Um S als Scheilelpunki drehe sich ein
rechter Winkel, der den Kreis mit der einen Kathele in H schneidel,
Zieht man dann in H die Kreistangente, so beschreibt der Schnitipunkt P
dieser Tangenfe mit der anderen Kathefe eine Zissoide.

9. Die Zissoide als FuBpunktkurve der Parabel (s. Abb. 6).

Fallt man vom Parabelscheitel aut eine Tangente das Lot r, so ist

== _—gzcosp, und da im Dreieck CDE mit der Subnormalen DE==

p y=—ptg @ ist, so folgt (%= 2pzx!):
2

piigtp P

¥ == —LCOSP = —L COSP = — "5 — cosp=—72 singtze,

2p
d. h. wir erhalten eine
auf der linken Seite der
y-Achse liegende Ziss- \ Y
cl1iie von der Breite 2¢ AL
= p/2.

Und weiter : Spiegeln 4
wir die Parabel an der ‘ g Y
Tangente, 80 erhalten
wir eine zu ihr kongru-
ente Parabel. Nun war

oy
x
ey )
[N
ko
k™
)
h~)
Y

r=— 2%sxin ptzp, dem-

nach ist, da r=R/2,
fiir den Scheitel @ der
zweiten Parabel

=—p sin gltg @,
d. h.: Rolli eine Parabel Abb. 6
auf einer ihr kongruenten,
50 beschreibt der Scheitel eine Zissoide von der Breile des Halbparameters.

10. Die Zissoide als Hiillkurve.
Aus der vorigen Erzeugungsweise folgt:
Der Punkt C, in dem sich die beiden
Parabeln beriihren, ist augenblicklicher
Drehpunkt. Demnach ist CQ Normale
der durch @ gehenden Zissoide. Be-
schreibe ich also um € mit CQ einen
Kreis, so -fallen Kreistangente und
Zissoidentangente in § zusammen.
Die Zissoide beriibrt also diesen Kreis
in @, und denken wir uns bel dem '
Abrollen der Parabel zu jedem Dreh- Abb.7
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punkt C den zugehorigen Kreis gezeichnet, so. ergibt sich der Sata:
Die Zissoide ist die Hillkurve derjenigen Kreise, die durch den Scheitel
einer Parabel gehen und deren Mittelpunkie auf dieser Parabel liegen
(8. Abb. 7). Die Breite der entstehenden Zissoide ist gleich dem Halb-
parameter: 2¢=p.

11. Die Zissoide als Inverse der Parabel. Die Polargleichung
der Parabel mit ihrem Scheitelpunkt als Pol lautet (aus y2=2p2
leicht abzuleiten):

' __ 9pelrg
= sing
Nehmen wir den- Scheitelpunkt dieser Parabel als Zentrum einer In-
vergion rr'= K% so folgt
K* 2pcigo

’

* — sing

I2 K2 -
r =—Q—;tg{psmg>,

d.i. die Gleichung einer Zissoide, deren Spitze mit dem Scheitel der

Parabel und deren Achse mit der Parabelachse zusammenfillt, und
2

fiir die c=f— ist.
74

B. Auswertung der Kurvengleichungen. Tangentengleichung

1. Die Kurve ist symmetrisch zur x-Achse.
2. y ist nur reell fiir 0<x<2¢. Fiir 2=0 ist anch y=0.

3. Mit wachsendem z nimmt y in immer stirkerem MafBe zu und.

wird unendlich fiir x=2%¢c: L ist Asymptote. Fiir x=rc¢ ist auch
y=+¢, d.h. die Kurve geht durch die senkrecht iiber bzw. unter
0 liegenden Punkfe des Grundkreises.

4, Da zu r=0 @ =0 gehort, hat dié Kurve in § eine Spitze, bei
der sie sich der x-Achse anschmiegt.

5. Schreiben wir die Kurvengleichung in der Form %%(2¢—x) — «°
" =0, so erhalten wir durch Differentiieren
s 8Bxt4 gt
Y= @e—moy-

Demnach ist gemil der Formel y—y, =f(x,}(z —%,) die Tangen-.

tengleichung fiir einen Kurvenpunkt o /y,
: 3 2 2
Y=g, = :1)3’9‘;1 (z—m)
worans nach einigen Umformungen sich ergibt
y(2c —a,) 2y, — 232, 24,7+ 32, + By 3 — dey,* = 0.
Nun ist aber nach der Kurvengleichung z,®+ 2y, 2= 2¢y,%, so daf sich
als endgiiltige Form der Tangentengleichung ergibt:
y(2e—,) 2y, — & Bz * -+ %) + 2ey,°=0.
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C. Tangentenkonstruktionen

1. Die 6. Erzeugungsweise (Newton) ergibt unter Anwendung der
Theorie des augenblicklichen Drehpunktes folgende anschauliche Kon-
gtruktion. Punkt M des starren Systems bewegt sich in der darge-
stellten Lage in Richtung des eingezeichneten Pfeiles (s. Abb. 8), und
entsprechend der durch' B durchgleitende Punkt des ‘anderen Schen-
kels. Errichtet man also auf BRQ in B und auf OM in M die Lote,
80 ergeben diese den augenblicklichen Drehpunkt D. DP ist Normale
und zu ihr senkrecht die Tangente i.

r
f 14
'
\—07 w |
v a ‘
Abb. 8 Abb. 9

2. Die einfachste Tangentenkonstruktion liefert folgende Betrach-
tung. Setzt man in der Tangentengleichung #==2¢, so erbilt man
fiir den Schnittpunkt T’ der Tangente mit Linie L:

‘ 6ex,? _ Bewm® _ 3epy
By (2e—mx,) Y, (2e—2z) @
Bringt man anderseits den Fahrstrahl SP mit CT in 4 zum Schnitt,

h

g0 erhdlt man (g—‘g=g—) (s. Abb. 9):
1

CT.—-_-yT £

CA=y, = ?—;ﬂ .
Der Vergleich von y, und y, zeigt, dall y,=1y, +yg—‘i- Zur Kon-
struktion der Tangente in P ziehe man demnach den Fahratrahl S4 und
trﬁge auf L AT =% ab; dann ist PT Tangente.
Anmerkung: Stellt man die Gleichung der Kreistangente BE euf,
so zeigt sich, dafl ¥ in der Mitte von AC liegt (yE___cm_y:) .
8. Man verlingere (3. Abb.10) PF um die Hiilfte bis @, bringe
8Q in T mit der Kurve zum Schnitt und verbinde T mit P, TP ist
dann Tangente. Liegt die Kurve nicht gezeichnet vor, so gewinne
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man T auf die Weise, daB man S§7 (gemil der 3. Erzeugungsweise)
gleich GH macht. Beweis: Da ¢ die Koordinaten

' Ty, — %‘ hat, so lautet die Gleichung von

V SH y=~—-2%x. Fir den Schnittpunkt
S §
T mit der Kurve ergeben sich dann die
g
E Koordinaten o
sl W - Ley,? g = — oy,
T 4z P4y’ YT pAmity?)

d Setzt man diese Werte in die Tan-
gentengleichung ein, so wird diese
icksichti 2_i3_!)von

(ma.n beriicksichtige y* = To—m,

Abb. 10 - ihnen befriedigt. |

4. Mache SW==3¢ und ziehe durch P die Parallele zur y-Achee,
die den Grundkreis in ¥ schneidet, verbinde ¥ mit # und errichte
auf VW das Lot, das die z-Achse in U schneidet. Dann ist UP
Tangente. ‘

Beweis: Aus der Tangentengleichung ergibt sich fir y=0

=2
SU=z,= Tei i
Da V auf dem Kreis liegt, erhilf man als seine Koordinaten
Ty =12,5 Y= V2, —x,2.
Demnach ist die Steigung von UV gleich

TF_ ¥y Yim—a’
UF  a,—axy _‘”1 A
3z, +?
Somit hat das in ¥ auf UV errichtete Lot die Gleichung
2ey,?
y— V2%, —m® __ 3x12+y12_w‘
s—z Yl

Piir den Schnittpunkt W mit der z-Achse setze darin y=0:
2y, -
_2C$1+$12= (%_;yla—ml )(x"'—xl). .
1

Fithrt man hierin noch aus der Kurvengleichung #,%= 2.—z ©iD, 50
_™

gewinnt man nach einigen Umformungen
SW=ua,=3c.

14

.B. Man errichte auf SP das Mittellot (Abb. 11), das die in § ge-
zogene Kreistangente in ¥ und die #-Achse in U schneidet. Verlin-
gert man dann UV um sich selbst bis N, so ist NP Kurvennormale.
Beweis: Aus der Steigung von

SP gleich %1 folgt die von VU Y

gleich —y% Demnach lautet )
1
die Gleichung von NU:
Al
Y= g
— = oder
7 % 4
2 A,
Ww—a __ " P/ 7/-y7}
Sx—wx, Y
Setzt man hierin #==0, so erge- S u
ben sich die Koordinaten von V:
— 1
,=0, ¥y, = Gy,
y==0 liefert Punkt U:
- _ iy —
v g, 0 ¥uT 0.
Demnach sind die Koordinaten Abb, 11
von N:
— &ty — __z
X p= _xU__l_Qw,_l y Uy = 20y ——‘—yl—‘
Daraus folgt die Steigung von PN:
_ oty
yP—‘TIN_yl " _ — 9,3
@, —x x4 EECTE A

P N -‘31-:‘—%—
1

Leitet man aber aus der Tangentengleichung die Steignng der Nor-
8

malen ab, so erhélt man (da. nach der Kurvengleichung 2e—z— %)
1

ebenfalls =% 4,
. —(Pe—z) 2, Y “ L —?
3wty 3w+wt Goml+uy’
6. Die Berechnung der Subtangente fithrt zu folgender einfachen
Konstruktion. Setzt man in der Tangentengleichung y =0, so findet

ey,
msan (8. Abb. 12) z, =8U= EPERR S

demnach ist die Subtangente

15



. 3w, + 24,2 — Bepy®
v 3z %4y,

§=UF=z —=z , woraus unter Einsetzung der

Kurvengleichung z, = xl‘\/

ergibt §, =

5 nach einigen Umformungen sich
L0 ==

w, (2 —x,)
Se—uzy

Abb. 12

Hiernach 1aB%t sich S; als vierte Proportionale leicht zeichnen: Ist
SW=3¢, so ist FW=3c—a, und FC=2¢—x;. Verlingere also
PF und trage FS; = FS=u, ab, verbinde S, mit W und ziehe zu
8, W die Parallele CT. Dann ist FU=FT die Bubtangente und PT
dxe gesuchte Tangente.

D. Quadratur

Wir erbalten den Inhalt der zwischen Kurve und Asymptote
oberhalb der z-Achse liegenden Fliche, indem wir von dem zwischen
y-Achse und L liegenden Streifen Fy die zwischen Kurve und y-Achse
liegende Fliche F, abzichen.

2
Die Asymptote hat die Gleichung z=2¢ oder r=——. Dann

cosSQ
ist nach der Formel S=}/r’d¢

l.m'Z
'Fl iy

2
90 cos? (pdw—zc [tgqj]

16

Fir F, ergibt sich nach der Polargleichung der Kurve
nf2

—f4c sin®ptg gpdgo—-—f4 2‘1—cos L2 do

cos?p

)2 w2

==2c2f(c015‘p —cos;gJ)2 dop= 262_‘[( p<r 2-l—cos 99) P .
0 0

= 2¢? [tggv — 2¢ - -%sing; cosgv—]—‘-é-]o i

Demnach ist der oberhalb der z-Achee liegende, von der Kurve und

ihrer Asymptote umschlossene Teil der Ebene
w2

F=F —F, =2 [299-——5111990059) —w} =2¢%
(]

g 37 __ 3¢c'n
A 79

und die gesamte zwischen Kurve und Asymptote liegende
Fliche 3¢*m, d. h. dreimal so grof wie der Grundkreis.

E. Verwendung der Zissoide zur Wiirfelverdoppelung

Bezeichnet man die gegebene Wiirfelkante mit 4, die gesuchte mit
X, so liBt sich die Losung dieses Problems szuriickfithren auf die
konstruktive Auswertung der doppelten Proportion

a: X=X:Y=1Y:%2a,

die bei Auflésung die Definitionsgleichung X% — 243 liefert.
Da (s. Abb. 1) /\ PSD; sowohl wie /\SBC rechtwinklig ist, gelten
(BF=D,BE=z gesetzt) die Gleichungen :

yiz=ux:z in A\PSD,
z:z2=2:(2¢—z) in . /\SBC.

yrx=x:z=z:(2¢—2x)

Vergleichen wir diese Gleichung mit der

doppelten Proportion fiir die Wiirfelverdop- o

pelung, so wiren PE=y=a und CE=S8F

=2¢—ax=2¢ als gegeben anzusehen und

zu ibnen die erste der beiden mittleren /

Proportionalen S¥= 2= X zu konstruieren. —J 7
Konstruktion: Man zeichne eine beliebige &

Zissoide, mache SP'=c¢, verbinde P’ mit

C, wodurch sich P ergibf, und fille PE.

Dann ist nach dem Strahlensatz

PE:EC=P§8:80=1:2. Abb. 18

2 Schmidt, Héhere Kurven 17



' i = in. Damit also SE
ber PE=—a und damit EC = 2a sein.
ﬂNuﬁisogzzu:hte erste mittlere Proportionale zu & und 2adwerd.e,
-—:(I:S % im selben Ma8 noch vergrofert bzw. verkleinert wer ellin,. in
g]eum PE zu a steht., Abb. 13 zeigt die Ausfithrung der Konstruktion.

2. Die Strophoide

mal im 17. Jahrhundert i_n der ma~
gie vor allem von Toricelli behande.lt
hen otpdeos, Band, Seil.

Die Kurve taucht zum itrarsten
hematischen Literatur aul, wo _alle
2vurc1e. Der Name ist abgeleitet vom griechise

A. Erzeugungsweisen . 5
1. Zieht man in einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius

i ] SOX und L (5. Abb, 14) und
b swel susinander senérechte Dummﬁ:f:fi;et einen beliebigen Strahl durch

i is in B

S, der L in A, und den Kreis m Dy
sc,hfneidet, so beschreibt ein Punkt Py
dieses Strahles, fitr den SPy=A4,B,
ist, bei Drehung des Strahles um S
eine Strophoide.

Aus 4,0:80=y:z folgh A4,0=
¥% | und da nach dem Strahlensatz

-7
E'GH = 0K, so sind die Koordinaten
von B; xp = 2z-+b und

L + y. Demnach gil$ fir B;
x

[

LR

Yz, :
als Kreispunkt die Gleichung

b 2
(@+b— P+ (y 2 +u) =2
(b2 — 2 (b — x)a
G+axr b+=

=]
y=WVb+m | .

g0 folgt hieraus nach einigen

b

- WOTraus gt =

Setzt man @==rcos@ und y= raing,
Umformungen die Polargleichung

cos2¢q
cOsQP

r=="0
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- CQ, das die Halbierungs-

2. Die Polargleichung prigt sich in folgender Konstruktion beson-
ders einfach aus. Zieht man in einem Kreis mit dem Mittelpunkt S und
einem Durchmesser A0 '
=3h {(Abb. 15) einen
Halbmesser SC und fillt
von C auf AO das Lot

linte des Winkels CSQ
m P schneidet, so ist P
ein Strophoidenpunkt.
Bezeichnet man nimlich
SPwitrund X CSQmit A
2, s0 ist SQ ="bcos2¢p
und folglich SP=r—=
S—Q=b—c°52(p- Denkt
cos cos@
man sich SC um § ge-
dreht, so kann man
nach dieser Konstruk- _
tion beliebig viele Pun- AL, 15
te (z. B, P, in Abb. 15)
der Kurve sehr rasch finden. _

3. Wegen der Kongruenz der Dreiecke S04, und B, 0P, (Abb. 14) ist

YY)

(84,0 =3B, P,0 =R — @, mithin (P04, =29, und da I Q0

= J(P,04,, so ist auch J(SQO = 2¢. Bezeichnet man nun L SOP,
mit 9, so ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck QSO die Be-

ziehung ‘ 2¢ty=R.
Wir kénnen demnach zuch sagen:

Drehen sich um nwvei feste Punkte S und O zwei Strahlen, deren Schniti-
punkt ich mit P, und deren Drehungswinkel PySO und P,0S ich mit ¢
bew. 1 bezeichne, derart, daf siels 2@+ W =DR ist, so beschreibt P,
eine Strophoide. _

Zu dem Kurvenpunkt O gehort nach dieser Erzeugungsweise ¢ =0,
Y=R; bei wachsendem ¢ wird fiir =45%° 9 =0 der Knoten-
punkt S erhalten, und um den sich anschliefenden, nach links unten
gehenden Kurvenzweig (etwa Punkt M darauf) zu erhalten, ist
45°<p<C90°, 1 dagegen negativ, awischen 0° und — B zu nehmen.

Da (P,OL=R—y= 2¢ ist, kann ich auch sagen: Drehen sich
fwet Strahlen um die Punkte S und O eines rechten Winkels SOL derart,
daff der erste von SO, der zweite von OL als Anfangslage ausgeht und
der zweite die doppelle Winkelgeschwindigheit des ersten besitzt, so beschreibf
ihr Schnittpunkt eine Strophoide.
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4. Errichtet man auf dem Schleifendurchmesser in S ein Lot SC
von beliebiger Lénge und zisht durch C eine Parallele zu OP (. Abb. 16),
die die Verlangerung von SF in T schnei-
det, so ergibt unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daf L SOP =4 =R — 2@ ist,
die Ausrechnung der auftretenden Win-

i R"ﬁ" kel, daB ACST gleichschenklig, C8=CT

?. jst. Darans 1Bt sich folgende Erzeugungs-
294 weise der Strophoide ableiten:

3 R Gegeben sei ein Kreis C von beliebigem

Radius und ein auf enem Radius C8 in

Abb. 16 ceinem Endpunkt S errichtetes Lot SO =b.

Man ziehe durch O einen beliebigen Strahl und durch C die Parallele zu
diesem, die den Kreis in T schneidet, Der Schnittpunkt P von ST mit
dem Strahl O ist dann ein Punkt der Eurve, die erhalten wird, wenn sich
der Strakl um O drehi. Bs ergibt sich eine Strophoide mit dent Doppel-
punkt S und dem Schileifendurchmesser SO.

Abb. 17

5. Auf der Gleichung 2¢ + =R beruht auch die folgende Er-
zeugungsweise. Bs ist (s. Abb. 17) L SOP=yp=2FE — 2¢. Verbinde
ijch nup einen Kurvenpunkt P mit S und ziehe PQ 1 SP, ebenso
PM | PO, so_ist APUO=29 und JSPM=9, weiter JLSQP
=§ﬂMPQ=.R-—gD, also MS= MP=M¢Q. Ich kann demnach
um M einen durch S, P und @ gebenden Kreis beschreiben, der
von dem Halbkreis iiber MO in P geschnitten wird. OP ist sonach
Tangente an Kreis M. Die Punkte S und O sind fest, wihrend mit P
gich M und @, der Kreis um M und die Tangente von O an ihn
andern. Alle Kreise M haben ihre Mittelpunkte anf derselben Ge-
raden (SO) und gehen. durch denselben Punkt S dieser. Geraden:
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sie berii i i i ;
o eilnlnl;;en Blchb ail.e in S. Hine derartige Schar von Kreisen nennt
parabolischen Kreisbiischel. Ich kann sonach sagen:

Abb. 18

Zieht moan von einem feslen Pu i
] 7 el nkt die Tangenten an die Kreise eines
‘bltl);:sc_'gznnifrezsbusckels, dessen Achse durch den festen Pu:;?:: egjii’:eiopgzraé
Sghgitgzm;; ,:;ng;ﬁm;z_i; {’unkie einer Strophoide, die den festen Pu;mkt z:m
; -
Ay elpunkt des Kreisbiischels zum Doppelpunkt haben
v S:QDM:,;; zég.he (ﬁbb 14) B,0 durch bis B,, verbinde S mit B, und
verld o ; lega inie auf der einen Seite bis zum Schnitt nznit L
in Pﬂ :crllq ! a.g 1:deDr anderen Seite, bis sie die Verlingerung von 09
n 2_B A Oel éez P (;1%11 ist wegen der Kongruenz der Dreiecke S4,0
und ‘B2, 0B, — R und demnach auch X.P,0B,=R. D
X804, =R, so folgt ' T

%’:P » 08 = 4,08,
L P80 =974, 5,0,
da ASOB, gleichschenklig,

APQOSgA-AQOBﬂ
AgBﬁ =SP2-

Demnach ist auch F, ein K
o A urvenpunkt. D2 OF, =0A,, f
nac dgm Strahlensatz QP, = @S. — Weiter folgt ;us der 2Ko;;ruzlx§:
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der Dreiecke SO 4, und P,OB, OP; = 04, wnd aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke QSP, und OP 4, Q5= QP,. Fassen wir diese Gleichung
mit der eben erhaltenen zusammen, 80 haben wir
QP,=QS=QP;.

Daraus ergibt sich folgende Konstruktion:
Gegeben das rechiwinkhige Achsenkreuz S mit O
auf der x-Achse. Ziche durch O einen beliebigen
Strahl, der die y-Achse in Q schneidet, und trage
auf dem Strahkl in entgegengeselzien Bichltungen
' QP,=QP,=@8 ab. Dann sind P, und P,
Punkte der Strophoide.

="7. Da sich um @ als Mittelpunks ein Kreis
beschreiben 148t der darch P; und P, geht
and SO in S beriihrt, so léBt sich die eben
gegebene Erzeugungsweise sofort auch in fol-
gender Form aussprechen (8. Abb. 19):

Abb. 19 Gegeben SO =b mit den Loten in S und O.

Man zeichne Kreise mit den Mittelpunkten ouf dem in S errichieten Lok,
die SO in S beriihren, und ziche von O aus die Strahlen durch die Kreis-
mittelpunkte. Deren Schuittpunkte mit dem betr. Ereisen sind Punkte der
durch SO bestimmten Strophoide. '

8. Beschreibt man (s. Abb. 14) iiber SO als Durchmesser den Kreis,
der den Fahrstrahl SB;, in Z schneidet, 0 ist AP,04, gleich-
schenklig und, da 0Z tshe ist, P,Z=ZA,. Unsere Kurve kann
demnach auch folgendermalen gefunden werden:

Gegeben ein Kreis mit einem Durchmesser SO und der Tangente in 0.
Man zeichne eimen Strahl durch S, der die Tangente in A, und den Ereis
in Z schuneidet, und trage auf dem Strahl in entgegengesetzter Richtung
ZP, = ZA, ab. Der Punkt P, beschreibt dann bei der Drehung des

Strahles wm S eine Strophoide.

e ™ 9.  Man errichte (s. Abb. 20) sguf dem Fahr-
strahl OP, P, in P, und P, die Lote P, R, und
P,B;. Da @S=QP, = QP,, so sind die Dreiecke
9 QR P, QSO uad (P, R, kongruent, mithin SO
2 — R, P,=R,P,="0. Wir kénnea also auch sagen:
Bewegt sich die eine Ecke R eines rechiwinkligen

ST Dreiecks mit der konstanten Kuathete PR=10 auf

P giner Geraden G, wahrend die andere Kathete stets
! durch den um b von G enifernten festen Punkt O
6 laufi, so beschreibt P eine Strophoide. Je nachdem,
Abb. 20 ob ich das Dreieck auf der linken oder rechten
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- die Kurvenpunkte P, und P, die Beriihrungs-

Seite von i

e I:r TeﬂGd :;Jlglg;,‘v:rzeugt P den links oder rechts von G lie-
10, Verbindet man (g, Abb. 21)

einen Kurvenpunkt P mit 5§,

errichtet auf SP in P die Senk-

rechie PG bis zum Schnitt mit

der Scheiteltangente g in G- und r P

verbindet &+ mit F, dem Punkt, ¢ H

\
_ 0 b F
in dem der Grundkreizs um 0 § \%

ﬁ

mit & die x-Achse schneidet, so

; _ _bcos2¢
ist, da r = s SH= co:q)

beos T : beos 2
_ —— == ) — ——-q’

cos*ep HO b cos® @
—1 eos2p — (2eostp —1)
cosZ ’ Abb. 21

=btg’p. '

_lgfﬁgad—z_lst Oﬁ=HO-ctggo =btg@. Danun HO- OF =btg p.b
s_o I8 gvt—_OG ist, muf B(HG—F = R sein. Beschreibt P die Kurve
emerevgzi ens;;clll dG’- 1:]11111: geinem rechten Winkel auf g, wihrend seir’l
e aalion eerze‘;;i n:F geht. Man kann danach unsere Kurve fol-
Auf einer festen Geraden g errichie man in O eine
Senkrechte und bezeichne auf dieser zwei auf enl-
gegengesatzien Seiten von g liegende, gletch weit von
g enifernte Punkte S wnd F. L&At man dann
einen rechten Winkel mit dem Schettel G- so auf g
gleiten, daf sein einer Schenkel stindig durch F
geht, so beschreibt der Punkt, in dem die durch
sShzu . dG;F g{ezo_c,:geﬂe I}zamlfele den anderen Schenkel
chneidet, eine Strophoide mi

und dem Scheitel 5 ¢ dem Doppeipurit 3

11.. Denkgu wir uns in Abb, 20 um E, und
R, die Kreise mit b beschrieben, so stellen

punkte der Tangenten dar, die sich von O
an die beiden Kreise ziehen lassen. Verschieben
wir also einen Kreis vom Radius b mif seinem
Mittelpunkt auf einer Geraden G und zichen won
c(i)em um ; ;)oae G entfernt legenden festen Punkl .

aus forigesetzi die Tomgenten an den beweglichen Krei i
der wandernde Berihrungspunkt die Strophoideg (s. Abf?‘e.‘;;,).so peschreit
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- 12. Da nach Abb. 14 (SP,R=3104,B, als Wechselwinkel und
wegen der Kongruenz Jor Dreiecke SP,0 und 04, B, J 04,5
= (SP,0, mithin auch (SP R = SP,0 ist,
90 kbnnen wir die Kurve auch folgendermaflen
erzeugen:

Gegeben ein rechter Winkel (s. Abb. 23) mil einem

unbegrensten und einem begrenzlen Schenkel. Dann ist
die Strophoide die Gesamtheit der Punkte, von denen
aus: die beiden Schenkel des vechten Winkels unter
gleichen Sehwinkeln erscheinen, _
k) ) 13. Hatten unsere bisherigen Betrachtungen
sich mehr oder weniger eng an Abb, 14 mit ihrem
Grundkreis angeschlossen, so folgen nun einige
andere Brzeugungsweisen.

Auf einem anderen Grundkreis beruht folgende
Bestimmung:

Gegeben Kreis S mit dem Radius b und einem Durchmesser S'SC.
Tiche einen belicbigen durch S gehenden Sirahl SO, fale QR 1 8'C
und zeichne SP|8'Q. P ist dann ein Strophoidenpunkt (s. Abb. 24).

Beweis: Es ist Yy ¥t
x b+a

Nun ist y; = V2 —72?, demnach

Y ‘Vl:*_—? b—x

Abb. 23

x_  bt= b4z

~
*
=
~

Sl

Abb. 24
Abb. 26

14. Die Strophoide als Fulpunktkurve der Parabel. Fallt
man bei einer Parabel (8. Abb. 25) vom Fufpunkt S der Leitlinie Y~ das
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Lot SP auf eine Tangenle t, so beschreibt P beim Wandern der Tangente
eine Strophoide. '

Beweis: Betrachifen wir die Scheiteltangente der Parabel als y-Achse
und bezemhn.en die Koordinaten von P mit z;y, diejenigen des
Tangentenbertihrungspunktes Py mit 2;;y,, so bestehen die drei
Gleichungen:

I. g,2==2px, Parabelgleichung,

IL yy, = p(z -+ ;) Tangentengleichung,
0oL y = -—%(w—]—%) Gleichung des Lotes SP.

Aus diesen ist z,, 4, zu beseitigen. Aus I folgt z == %’; , demnach

2
ITa. yy, =px - g?,
Setzt man aus III

—_
— 2Py
y : CEZE )
in Ila ein, so erhdlt man
—2py* 2p%y°
Sorp P¥ TV @etor

— 4?-’”?]2'_ 2p2y2=4px3 + 4}92.’52 +p3w + 2132!]2
dpy?+ dpx® + 4yPx + 42° Fp’x=0.
Nun nehmen wir als neue Ordinatenachse die Leitlinie ¥’, indem
wir =2 — % , y==1v setzen, und erhalten nach einigen Umfor-

formungen

d. h. die Gleichung einer Strophoide
mit dem Schleifendurchmesser b = % .

Q

15. Als Inverse einer gleich-
seitigen Hyperbel beziiglich des
Scheitels als Inversionszentrum.

Die Hyperbelgleichung lautet
a® — y*=a?, demnach bei Verschie-
bung des Nullpunktes auf den rechten ABD.20

Scheitel (y=vy', x=2a"-a):

22+ 202 —y'2=0.
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Fiihren wir Polarkoordinaten ein, so erhalten wir
r?cos? ¢+ 2arcosp—risin®p =0
oder, indem wir r==0 ausscheiden:

_ ___—2acosgp
. reos2@ + 2acosp=0, r== w0l

. . . . K? .
Fithren wir nun die Inversion ry'=K? r==17ein, 80 folgt
Kr —2acosg

7 cosZg

, —K?coslp

P o==— .
2a cos

. " K? .
Das ist aber die Gleichung einer Strophoide fiir =3, die gegen
die normale Lage um 180° gedreht ist. Abb. 26 zeigt die Ausfiihrung

der Konstruktion fir K=2a, b=2a. ‘
16. Als Gegenkurve einer Ge-

N, p  raden. Die Gegenkurve zu einer gege-
benen Kurve erhilt man auf folgende
Weise. Man zeichne (Abb., 27) aus den
Koordinaten OM und ON eines Punktes
b e P der pegebenen Kurve das Rechteck
Pf OMPN, fille das Lot PQ auf MN und
@ verlingere es um sich selbst bis P;. Dann
r QY beschreibt P, die Gegenkurve zu der
L Kurve, die P durchliuit. Zwischen den
¢ M Polarkoordinaten /g des Punktes P und
r /g, von P, bestehen laut Abbildung
die Beziehungen :

g =—=2E—9@ ry=rcos(®y—9)
g =2R— ¢ = rcos(2 R—2@)=—rcos2Q

. —r __ " TN
~es2@ cosido—2@) cos 29, °

r

Tn unserem Falle sei die gegebene Kurye die Gerade =% oder’

reosp=>5. Fiihre ich in diese Gleichung die Werte ry/@y ein, 80

ergibt sich 7,c05, _ beos2o,

‘ c___osﬂqnlr"b’ = osg, d. h.
die Gleichung einer Strophoide in normaler Lage. Die Zeichnung
(Abb, 28) verlduft sehr einfach, da M fir alle Punkte der Geraden
konstant ist; man braucht nur von M aus beliebig viele Strahlen
MN zu zichen, durch N die Parallele NP zur a-Achse zu zeichnen
und das Lot PQ | MN um sich selbst zu verlingern.
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B. Auswertung der Kurven-
gleichungen N P

1. Die Kurve ist symmetrisch zur
2-Achse,

2. Reelle Punkte liegen nur im In- ¢
tervall —b<Zax<-}0.

8. y=0 fir 2=0 und z="b.

‘4. Riickt « der Grenze —b zu, =0
nshert sich ¥ dem Wert o : GG ist
Agymptote,

5. Aus der Polargleichung folgt, dafl

=0 fiir go=g und go=34-i‘. Wir ha- M
ben in 8 zwei Kurventangenten: § ist 0
Knotenpunkt.

Q. Die breiteste Stelle der Schleife —b
ergibt sich durch Differentiieren von 32 '

Es folgt z==b/2(V5 — 1)=~#b und die Abb.28
Schleifenbreite 2y =V10V5-—22 == 2b.

<0

C. Tangentenkonstruktionen

. 1. Die Anwendung des Satzes vom augenblicklichen Drehpunkt auf
die 9. Erzeugungsweise ergibt folgende
einfache Konstruktion: Bei Bewegung
des rechten Winkels P; bewegt sich
Punkt B, immer anf L, fiir ibn liegt
also der Drehpunkt auf einer Senk-
rechten in B, auf L, und da QP im-
mer durch O geht, so liegt das Dreh-
zentrum zweitens auf der in O auf QO
errichteten Senkrechten. Dy ist also
Drehzentrum, D, P; Normale und das
Lot auf ihr in P, Kurventangente.
Abb. 29 zeigt. noch die entsprechende
Konstruktion fiir P,. ‘

. 2. Man ziehe OP;Q, errichte darauf Abb. 29

in Q das Lot und ziehe zu 0Q durch

8 dle'Parallele, die das Lot in K schneidet (siehe Abb. 29). Dann ist
KP, die Kurventangentein P, Beweis: AusderGleichungder Geraden 0P,
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Stellt man weiter die Gleichung von XQ | QO und S K| 0Q auf,
so ergeben sich die Koordinaten des Schnittpunktes K: -

-—9312 . xl2
eE= g ! y;{"‘bvm,

woraus als Steigung von KP, der Ausdruck
Vr—wt - by
@+o) Y-l

folgt, der mit der Steigung der Kurventangente in P; (durch Differen-
tilerung der Kurvengleichung zu finden) tibereinstimmt. o

Da die Konstruktion der Kurventangente fiir P dieselben Hilfglinien
wie fiir P, benutzi, miissen sich ¢ und 4, in K schneiden.

3. An dieser Stelle 1aBt sich ein hiibscher Satz bequem snkniipfen.
Zwei entsprechende Kurvenpunkte 2, und P,, die auf demselben Straht
durch den Scheitel O liegen, nennt man konjugierte Punkte. Wenn
Strahl OP,P, sich um O dreht, beschreibt der Schqittpunkt K der
beiden Tangenten (Abb. 20} eine bestimmte Kurve. Es gilt nun der Satz:

Die in je swei konjugierten Punkten giner Strophoide gezogenen Tangenien
schneiden sich in Punkien einer Zissoide, deren Spitze im Doppelpunkt
der Strophoide liegt.

Beweis: Setze ich aus der Gleichung fir 24 x,2=—D0bz, in die
a8 . .
i —_—— lte ich
Gleichung ¥ Wy ein, so erha
2 x,® . Pt —z?
el T R T R A .

Das ist aber die Gleichung einer auf der negativen Seite (?er {c-Achse
mit der Spitze im Koordinatenanfangspunkt § liegenden Zissoide.

D. Die Strophoide als anallagmatische Kurve

Anallagmatische! Kurven sind solche, die durch inverse Abbildung
in sich selber transformiert werden kénnen. Daf diese Eigenschaft fir
die Strophoide besteht, ergibt sich ohne weiteres aus der 5. Exzeu-
gungsweise (Abb. 19). Man ersieht sofort:

OP,-0P,= 08 ="b"

Der in Abb. 14 eingezeichnete Kreis O mit dem Radius "0S=25 ist
demnach Grundkreis einer Inversion, die einen Kurvenpunkt P, 1n
einen anderen P, also die Kurve in sich gelber fiberfiihrt. Der Doppel-

1 Vom griech, éAMdtrw, ich dndere: ,sich nicht #ndernde Kurven®.
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. punkt § geht hierbei in sich selber iiber, wihrend dem Inversions-

zentrum O der unendlich ferne Punkt der Strophoide entspricht.

Mit der Eigenschaft der Strophoide als einer anallagmatischen Kurve
hingt die .

17. Erzeugungsweise: Die Strophoide als Hiillkurve anfs engste
zusammen. Da, wie in C2 nachgewiesen, in Abb, 29 K@ | P, P, und,
wie friiher besprochen, @P,= QP,, so muf sich die Normale in P,
mit der Verlingerung von K@ auf der Normalen P, D, in einem
Punkte Z schneiden. Demnach ist Py Z= P, Z. Ziehen wir weiter von
Z an den Inversionskreis die Tangente ZZT, so ist

ZTt=Z0—T0*=ZQP+Q0*—T0?
=ZQ+QS*+80*—T0*
— ZQ2+QP}+50°— T0* (QB,— QS =QR.)
—ZQ+QP =ZP

ZT=2ZP,.

Beschreibe ich also um Z mit ZP, einen Kreis, so beriihri dieser

“ die Kurve in P, und P, und durchsetzt den Inversionskreis rechtwinklig.

So ergibt sich die Vorstellung, daB die Strophoide angesehen werden
kann als Hillkurve einer Schar von Kreisen, die den Inversionskreis
senkrecht schneiden. Bei der Inversion werden diese Kreise in sich
selber und ein innerer Kurvenpunkt P, in einen duBeren P, fibergefihrt.

s erhebt sich nun weiter die Frage, auf was fiir einer Kurve die
Mittelpunkte Z aller dieser Hilfskreise liegen. Um diese Frage zu
beantworten, stellen wir die Gleichungen der Normalen P, Z und der
Geraden K Z auf und berechnen die Koordinaten ihres Schnittpunlktes Z.
Da nach C2 die Steigung der Kurve

br— 2 — by
o+=) Vba——xlz

ist, so lautet die Gleichung der Normalen P Z:

[ vt —0km) Vg
Y o—y B—u- by

und aug den bei C 2 angegebenen Koordinaten von K und @ folgt die

Gleichung von KZ:

b, bz, %%
Vo _ YR W=
1L _ . .
E 2%
b
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Fiihrt man in I weiter nach der Kurvengleichung

bh—ay
=
h 1\/b+x1 _
ein, so lassen sich beide Gleichungen in der Form schreiben:
 yVoEm —a Vi _ —G+ar Yoz

& — & b2 bx,y
I gV —z =be, _ P—a?
' x :c1

Multipliziert man noch I mit Vb—a; und 1ost beide Gleichungen
nach yVb— x,? auf, so ergibt die Gleichsetzung der rechten Seiten
nach einigen Umformungen

bz, . 2bx,
%= pmr W YT

Beseitigt man aus diesen beiden Gleichungen @, so folgt schlieflich
y?=4bw.

Die Mittelpunkte der Hiillkreise liegen

demnach auf einer Parabel mit § als

Scheitel, dem Mittelpunkt des Inver-

sionskreises als Brennpunkt und der

x~Achse als Achse.

Wir konnen also sagen: Die Stro-
phoide ist Hilllkurve aller Kreise, die einen
gegebenen Kreis senkrecht durchsetzen und
deren Mittelpunkie auf einer Parabel lie-
gen, die den Mittelpunkt des gegebenen
Kreises zum Brennpunitund seinen Durch-
messer zum Halbparameter hai(s. Abb.80).

E. Quadratur
Wirwerien zunichst dag allgemeine
Integral aus:

1( g, b feos2g

: cosig
2 gy —
%?J__ (Qm:uﬁ(p 1) i
4 4oos?
=__f4cos q)cof::;s rp+1d§0
Abb. 80 = f(4 cos®p — 4 +?512§)d9?
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=gin2¢ }2¢0—4p+ tgop
b,
J=3[sin2¢ + tgg —29].
Nehmen wir als erstes die Sechleife, so haben wir dieses Integral zwi-

schen den Grenzen O uud {4 zu nehmen und danach zu verdoppeln:

<z

8 =2 .’g[sinzga+tggo-2go]zzlu* — b [1 +1 —’2—"] =2 —F).

.Dag zwischen Kurve und Asymptote liegende Flichenstiick gewinnen
wir auf folgende Weise. Zwischen den Grenzen ¢ = #{4 und ¢ = @2

. bleibend ziehen wir(s. Abb, 14) von dem Streifen J,, der durch SF

und die nach unten verlaufenden Teile von G'@; und der y-Achse
begrenzt wird, das Flichenstiick J, ab, das zwischen dem nach unten
in die Unendlichkeit gehenden Kurvenzweig und der negativen y-Achse
Liegt. Lautet die Gleichung der Asymptote :

x=—>0 oder 'r'-—-c—

os @’

80 ist . —lrc.lz - ; _,b’ ’ w2
1_§fcos_2gv 50—5[ ggo]
auj4 wi4
d B[ of2
un J'2=?—i[smzn_:p_—l—tggp—Zga]m
und dexsnach ibre Differenz
b? - /2 bt 2] B2
T=J,—J,= g[qu—smm]m = g[av—-ﬂ—jt 1] =§[%+ 1] .
Fiigen wir hierzu das gleichachenklig rechtwinklige Dreieck F; #'S, 80
istder Inhalt des unterderz- Achseliegenden Teilesder gesuchten Fliche F:
F_ bm ¥ bm
s=sls 1 +e=1(3+2)
und demnach das gesamte zwischen Kurve und Asymptote lie-
gende Stiick der Ebene

F#bﬂ(z 4 %)

8. Die Trisektrix von Maclanrin

Die Kurve trigt ithren Namen wegen ihrer- Verwendung zur Drei-
teilung des Winkels rowie zu Ehren des Geometers, der sich zuerst mit
ihr beschiftigte (1742). :
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A. Erzeugungsweisen . -
1. Um zwei Punkte S und O, die den Abstand 2a voneinander haber,

2 ] ) d swar der Strahl O dretmal so schnell wie
drehen sich zwel Strahlen, un S e itk B

beschreibt dann die Trisektric.

¢ Fiihren wir die in Abb. 31 ange-
gebenen Bezeichnungen ein, 80 er-
geben sich folgende Gleichungen:

Nach dem Sinussatz ist im
Dreieck SOP:

r _ siny ___ siny
3¢ sin2y ’ = 2ginypcosy’
r=——— und, da 3y=9:
cosy 7
a [ (1. Polar-
r=_ o | gleichung fixr O
%3 . als Pol.

obl mit ¢ wie mit » ausdriicken:

Die Ordinate von P 1iBt sich sow _
psiny =rsin3%.

Pihren wir hierin den eben fiir 7 gefunQenen Wert 1ein un.d beriick-
sichtigen, daB sin 34p = 3sinap — 4sin’y ist, so erhalten wir

gsin Yy = ® (3 sinyp— 4 sin® ),

cosy

. a 2 _ -
0= co:w (8 —4sin?y) = ——(4cos™y 1),
a (2. Polargleichung
e=dacosy— fiir S als Pol.)

Wiihren wir in diese Gleichung lkart. Koordinaten ein, so folgt
4ax ___a‘\/ x* - y?

V$2+y2=.‘/m— z
arx+y?)
372_*_32: 4dax '———x—'—',

2
o8 4 ooy® = 4 ax® — ax® —ay®,

Y= Sa—x ||
a-t+x
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2. Gegeben SO0=2a mit dem Mittellot L und Kreis 0. Ziche durch S
beliebige Strahlen SB, die L in A schneiden, und trage auf jedem Strahl
SP=AR ab; dann ist P ein Punkt der Kuive.

Begriindung ergibt sich aus einer einfachen
Betrachtung der Abb, 31. Bs ist I AS0="
L A08= X POB=I PBO = v, mithin
NAOS=E A PBO, woraus A4S = PB und
SP=A4AB.

3. Aus der Kongruenz der Dreiecke S40 und
OFRB folgt OA=0P, sodaf sich (siche Abb, 82)
P auch okne den Kreis um O mit 2a durch einen

Abb, 32 Kreisbogen ergibt, den man um O mit AO als Radius
beschreibt. A und E fallen zusammen in @, wenn

der Btrahl durch S unter 45° ansteigt. Ist der Drebungswinkel 60°, so
fillt P nach 8, wird er noch gréfer, so kommt P links von I und
unterhalb der x-Achse zu liegen; bei 90° liegt P im Unendlichen.

4. AAOP ist gleichschenklig. Schlage (Abb. 33) ich um O’ mit a
den Kreis, der SB in C schneidet, so ist OC Héhe im Dreieck AOP,
mithin 4 C=CP. Ich kann also mittels I und Kreis Q' den Rurven-
punkt P erhalten, indem ich AC wm sich selbst bis P verlingere.

5. Erginzt man Abb. 81 durch den Kreis um O mit ¢ und die
Tangente in F (s, Abb, 34) und zieht darauf von P die Tangente PDT

Abb. 38 Abb. 84

an den Kreis um O mit a, soist A\ ODT=0ET, folglich, da 3L POE=
34, <L DOT' =Y TOE=1p. Mithin sind die Dreiecke POD, T0D
und TOFE kongruent, also PD=DT,

Ist demnach der Kreis wm O mit g samt geiner Tangenle in E gegeben,
so kann man die Kurve erzeugen, wean man von emem verdnderlichen Punkt T
dieser Tangente die Kreistangente TD zieht und diese um sich selbst bis
P verldngert.
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6. Fiigt man in der letzten Figur noch
die Kreistangente PG hinzu, go ist-wegen der
Kongruenz der Dreiecke PDO und PGO auch
X POG=1, also LGO0 =2E—14yp und,
da /\O'OG gleichschenklig, X GO'0=2y,
d. h. O'G || OB. Wir kinnen sonach, wenn
Kreis O mit dem Radius a gegeben ist, auch in
der Weise konstruieren, daff wir im Endpunkt D
eines beliebigen Radius OD die Tangente er-
richten, darauf durch O' 0'G| 0D und nun in
Abb. 45 G die Tangente zichen, die P ergibt. — Der

' Doppelpunkt S wird erreicht, wenn Dund &
genkrecht fibereinander beziiglich 00’ liegen.

7. Erginzt man (s. Abb. 35) unsere Abbildung durch eine Parallele
OA zu 8B, soist ANOOASNSO 4. Mithinist A'O=8A4=A40=P0.
Berechnet man nun noch 3L A 0P zu 2R—24, go exgibt gich 34 0P=
A 8AO, folglich ASAO=N PA'Q, A'P=80=2a. Das Mittellot auf
AP gebt durch O. Daraus ergibt sich folgende Erzeugungsweise:

Man lasse ein , T (A TPO) sich so bewegen, daf der Endpunkt A" des
einen Schenkels von der Lange a sich auf einer Geraden L bewegt, wihrend der
»Stiel® von beliebiger Litnge -immer durch einen festen Punkt O geht. Dann
beschreibt der Endpunkt P des anderen Sehenkels (Linge a) die Trisektriz,

8. Ahnlich der vorhergehenden ist die Erzengung durch Bewegung
eines rechien Winkels. Ziehe ich durch den Doppelpunkt 8 und einen
Kurvenpunkt P den Fahr—
strahl und errichte auf ihm
in P die Senkrechte, die
die x-Achse in H und die
P Scheiteltangente g in &

g schneidet, und verbinde G
[ : mit dem um @ iiber K hin-
gus liegenden Punkt F
E F (Abb.36), s0 ist,da S P=¢

— 4q cosp — ——, SH=

cos @’
SP a— i ,demnach
cos P cos*

a
HE=3a—SH=a;ﬁ—ﬂ'
—atg?y. Da I EHG=

HE

R—yp, so folgt EG =Tv

Abb. 36 —atgy. Nun ist EF=a,
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“um S, so beschreibt P die Trisekirix.

mithin zeigt sich, daf EG2=HE . EF. Daraus i i

HGF ein rechtwinkliges Dreieck, d. h. {Héf?t:zﬁ ?scil 11%3;1;:3 diaﬁ
einen anderen_ Kurvenpunkt P gew#hlt, so hitte sich der- Scheitel cG—
des rechten Winkels HGF auf g verschoben, H hitte eine andere Lage
auf SE eingenommen, S und F dagegen wiren fest geblieben Igh
kann demnac]} sagen: Nehmen wir auf verschiedenen Seifen einer _;‘esten
Gemd.eaz g ewei 'auf einem Lot zu g liegende Punkte S und F so an, dag
8 cfl‘rezmal'so ?#ezt von g entfernt ist wie ¥, und lassen nun einen ?';cktzn
Winkel mit seinem Scheitel G auf g sich bewegen, wihrend der eine Schenkel
durch F' gekt, so beschreibt der Schuittpunkt P der durch S zu GF
zoy;nefév :Parzgielen ﬂz,it iem 2. Schenkel eine Trisekirix ”

- Wir schlagen (s. Abb. 37) um O einen Krei it i

SB mit Kreis O parallel zu sich in die Lage 1§r§}td2:; u]?oisch;ilzen
Kreiges O. Dann ist S'SBE’ ein Parallelogramm, algo .B’Bzim]) .
nach A\ PBB'&2/N\ASQ', also 3. BB'P o e
=NR. Wir konnen unsere Kurve sonach
auf folgende Weise erhalten: Man zieke in
einem Kreise 0" mit dem Radius 2a von dem
Sesten Umfangspunkt S aus eine Sehne 8B’ 7]
kt‘tlbz;ere 50" in 8 und zeichne durch S zz: &
S' B’ die Parallele, die das von B auf SO’
gefillie Lot in P schneidet, Dreht sich S'B'

) Nachdem die Ausdeutung der Grand-
figur zu solcher Fiille von hiibschen Er- Abb. 37
zgugungsweiaen gefithrt hat, geben wir nun
eine Erzeugung ganz anderer Art: s

10. Die Trisektrix als FuSpunktkurve
der Parabel. Fillt man wvon einem Punkie S der
Parabelachse (8, Abb. 38), der von der Leitlinie den- .S} 3{’
selben Abstand wie der Bremnpunkt hat, auf eine
Parabellangente das Lot, so beschreibt der Fup-

p:emkt dieses Lotes beim Wandern der Tangente &y
eine Trisekiriz. Beweis: Abb, 38
Gleichung der Parabel: A
3
1. y1=2p(x1_??,
» der. Tangente:

Il yy,=»p [(a:—- %) + ("”1 - 3?‘?)] =p+z —3p),
” des Lotes:
L y==— %x.
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Berechne ich aus IIL

und aus I und III

und setze diesen Wert in II ein, so erhalte ich:
— 9pyta=—2pa®+piyt+3p7n" — 60",
v (p+22)=2*(Bp — 22),

3p—2z __
y=$\/ p+2x =%

36

— — 2¥

= x
yi_l_spxﬁ

® = o

y

]

J

3.2_ 4

2

y

Abb, 36

11. Als Inverse einer Hyperbel mit dem Asymptoten-
winkel 120° (Abb. 39). Da b =a' V3|, so lautet die Gleichung
dieser Hyperbel 5; - % =1 oder 8322 —y® =842, Verschiebt man
die y-Achse in den linken Scheitel § der Hyperbel (x =a"—a,
y=y"), 8o lautet jetzt deren Gleichung

8(x'—a' P —y?=28a"
3x2—6ax —y'?2=0.
In Polarkoordinaten: 8r2cos?p —6Ba'rcosp —r2sin?@p =0
__ 6Ba’cosp __ 6a'cosp
T Bcos?p—sinfe~ 4dcosigp—1"

r

. . . ’ Kz
Nehmen wir Punkt S als Zentrum einer Inversion rr'=K2 r= T

@==¢’, 80 erhalien wir:
E* _ Ga'cosg

’

¥ deosip—1

K2
L_iEr o 8d
T =%a P s

Dasg ist aber eine Trisekirix mit dem Doppelpunkt S und der Kon-
2

stanten i

B. Die Trisektrix als anallagmatische Kurve

1. Da die Strophoide durch Inversion an einem Kreis, der ihren
Scheitel zum Miittelpunkt hatte, in sich selber {iberging, liegt eine gleiche
Vermutung fiir die Trisektrix nahe, Wir verschieben, um diese Frage
zu priifen, das Koordinatensystem nach dem Scheitel £ (s. Abb. 31), in-
dem wir getzen y=—=y', x==x -+ 8¢, und erhalten damit als neue
Kurvengleichung

’ » r _x’
Y= (.’.U + 3 a) W .
Wir bringen nun die Kurve mit einer durch E gehenden Geraden
y =ma’ zum Schnitt:

r r —x‘
‘ mx'=(x" + 3a) Taga "
worans sich ergibt
’ r_,_(+2am’+3a)+amv4am=_|.3_ A+ B
n = mi1 - m:+1 (Punkt "Pi)?
4d—-—B

CB& = m_g-i_-_l (Punkt Pg)
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" Dazu gehtren die Ordinaten yl=maxi und yz=max;.
Dann ist : I
EP, = Vai? + mai® == Ym?+ 1,
EP, = Yo} + miaf? = o VmE + 1,
(A-+B) (4 —B) m*+1) __ A*— B
EP,-EP,= e =T

_a {Em* -9+ 12m%) — atm? (dm?+3) _ 942

- i m®+1 ] -
Damit ist bewiesen, daff in der Tat die Trisekirix -eine anallagma%ische
Eurve ist, far die der Inversionskreis durch den Ereis um den Scheitel E
mit dem Radius 3a dargestellt wird,

9. Wie nun die Strophoide in Verfolg dieser Inversioqsbetraqhtung
gich darstellen lief als Hallkurve einer Schar von K.relsen, die den
Inversionskreis Techtwinklig schnitten und deren Mltt?lpunkte auf
einer Parabel lagen (entsprechend der Tatsache, daf die Stroph.mde
ebenso wie die Trisektrix nur einen unendlich ffernen Punk_t besitzt),
go liegt ein gleicher Gedanke fiir die Triec?ktnx na.he._er stellen
dempach die Gleichung eines Kreises Q mit dem Radius QT = R
auf, der den Inversionskreis rechtwinklig schneidet, und setzen die
Koordinaten von @ als einem Parabelpunkt mit z; )= V2pr an,
wobei wir ung vorbehalten, den Halbparameter p zum Schluf derart
su bestimmen, dafl sich, wenn madglich, ols Hiillkurve unsere Tri-
gektrix ergibe. :

Es ist lant Abb.31:

B = QE— TE=[y* + Ba—1f] — o,
R=2pr+i* — 6ag.
Demnach lautet die Gleichung des Kreizes Q:
Flz,y,) =@—F + (y— vIprf=2pr+2’ —baz
Hier ist ¢ als verinderlich zur Erzeugung der Kr.eisacha.r zu den'ken.
Wir bilden weiter den partiellen Differentialquotienten nach z:

oF _ oy VI YEE —9pt2;— 6.
&':—2@ z) 2(’.‘/ VPE)?T/E P t

Hieraus ergibt sich

_ 2oy _22¥
2:-_'_(Eia,-—ﬂsi:;)z__— B

(6 a—2x zur Abkiirzung gleich b geaetzt).. ] .
Winsetzung dieses Wertes in die F-Gleichung liefert:

9 2 2py\2_ 4p'y 4p’y‘_12apy’
(x-— bpzy?) +(y——b—)— m T 5
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(wh® — 2py+yb? — 2pyb) = 4oy P+ 4p* yt —12ap¥?y*
22 —dxpy® 2t —4pyih 12apy5= 0.
Wiedereinsetzen von b=6a¢—22=2 Ba—ua):
4(3a — 2P (@ + 4®) — 4py* (B a—a)=0,
(Ba— ) (@* +y*)—py' =0,
Sax?— 2%+ Bay?—uxy? — py*=0.
Das wiire die Gleichung der Hiillkurve. Sie kann mit der Gleichung
der Trisektrix x° 4 xy® — S'ax?4-ay?=0 sofort in Ubereinstimmung
gebracht werden, wenn man setzt:
py*—3Bay’=ay’,
pyP=4ay®,
p=4a.
Die Mittelpunkie unserer Kreisschar sind danach anf einer Parabel

anzunehmen, die in S ihren Scheitel und in O ihren Brennpunkt
hat. Wir haben damit die

12. Erzeugungsweise: Die Trisektrix als Hilllkurve (siehe
Abb. 81). Die Trisektriz ist Hullkurve aller Kreise, die einen gegebenen
Ereis (E mit dem Radius 3a) rechiwinklig schneiden und deren Miltel-
punkte auf einer Parabel liegen, deren Scheilel ein Punkt des Kreises 1st,
deren Achse durch den Kreismitielpunkl gehi und deren Halbparameter
+ des Kreisdurchmessers ist. o

C. Auswertung der Kufvengleichungen

_ 3a—w
y== v etz
folgt:

1. Die Kurve ist symmetrisch zur xz-Achse.

9. y ist nur reell fir —a<lzx<4-3a.
3. Nullstellen: =0 und x==3a.
4
5

Aug der Gleichung

. y=o0 fiir x=—a. _
" . - . 2¢ /7
. Fiir x=ua ist y=ra, fiir x=2a ist y——-i-a—\/&
Die 1. Polargleichung zeigt:

1. r=a fiir p =0 (kleinster Wert von 7), r==2a fiir ¢ =180°.

r=co fiir ¢=270°. Im Negativen ergeben sich die gleichen
Werte.



9. Fir S ist @=3¢ —--180°, also y=-460°. -+ 60° sind also
die Winkel, die die beiden Kurventangenten im Knotenpunkt mit

der z-Achse bilden.
Differentiierung der Kurvengleichung

. Jea—z
y—_wv atz

lefert _
| YaTE-Ba—a Fiir #==2a ist ' =jl-_{;\/3,
= T etarVia—a fir =10 y =+V3.
3u?— gt ' ‘=0 fiir z=2V3,

w+a) VeTaBe—a | , __.v3y Vs —3~1,3.

D. Tangentenkonstruktionen.

1. Die Erzeugungsweise 7 liefert den augenblicklichen Drebpunkt
D auf eine sehy einfache Weise. Da sich die in A’ und O befindenden
r Punkte des ,, T in Richtung der eingezeich-
A neten Pfeile bewegen (s. Abb. 40), ergibt gich
. D einfach, indem man auf L in A’ und auf T0
in O die Lote errichtet und in D zum Schritt

bringt. D P ist dann Kurvennormale.
AT 0 9. Tine der ehen gegebenen iiberaus &hnliche
Tangentenkonstruktion ist die folgende: Man
Abb. 40 errichte auf dem Fahrstrabl SP in P die Senk-
Y rechte, die die Scheiteltangente in ¥
gchneidet, und ziehe durch V eine Pa-
rallele zur z-Achse (Abb. 41). Schneidet
e diese Parallele das Mittellot von SP in
P / f}’, N, so ist PN die Kurvennormale.

Beweis: Die Steigung von SP ist :—', dem-
1

(Y £ nach die von PV und M N gleich —_;EL Da-

1

nach lautet die Gleichung von PV:

—_ @ . .
Yy—¥% __ _ % getst man in ihr zum
€xr — &y yl

N V Sohnitt mit der Scheiteltangente x=34,

- __—3az+a+y’
Abb, 41 so folgt ¥, =¥y== 7 ‘

40

Fiibrt man diesen Wert in die Gleichung

Yy
YN = Y=g FR . s
= 7 =, A go folgt nach einigen Umformungen
. |
2

_ baz—z'—9?
¥ 2z,
Sonach ist die Steigung von PN:

—3azt2 "y’

h—yy N7 ¥
H—xy gy, —x =1t
1 2,

3a—a

adx ’

fa+2)Y(@tx) (Ba—mx)
x,2—3a? )
Da.? ist aber, wie ein Vergleich mit voriger Seite zeigt, der negativ
remlproke Wert der Tangentensteigung, womit bewiesen, da PN Nor-
male ist. .
3. Trage I.OPE auf der entgegengesetaten Seite an SP in Pan
(Abb. 42); der freie Schenkel PT T
gtellt dann die Tangente in P dar.
Beweis: Steigung der Tangente ist P
80 — 2,2
@tz Vata)(Ba—ay)’

gung von SP: % . Nach der Formel
1

Setzt man hierin y1=a:1v go folgt nach einigen Umfor-

mungen der Wert

die Stei-

oy | 5 @ T g 3 £

gy =7 P ist dannm Abb, 42
3a*—ux,? %
(a+z) Vet Ba— w -
tg TPS= -y Ve (;;)2(__0%,;;;3 ' . Fiihrt man hierin
&, {atz) Viets) (3a— m) !
Se— -
Y= :+:1 ein, so erbilt man tg TPS = z (et =) Y3a—a; .
1 (6a®+ oz, — 2,2 Ve -+,
Anderseits ist die Steigung von PO: E:%_QE und die Sleigung von
‘ ' > N W
PE: ;y__la . Daraus folgt tg OPE = 5 —3a :‘,—2“
1

(2, —2a) (x, —34)
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Setzt man auch bierin wieder y, = o, vs “_:;‘, go kommt man
17 1
schlieBlioh fiir tg OPE zu dem gleichen Wert wie oben fiir tg T PS.
Die beiden Winkel sind also gleich.
4. Fir den Winkel p zwischen Leitstrahl und Tangente gilt bei
Polarkoordinaten die Gleichung

dop
tgpb-——'r .
Aus dr
a
]'_‘=
COSq
folgt 3
in? ldrp
1 asiig "5
P 2 Ao
cos“-g
Demnach:
§ L @
bk do
s 2
asina—
Abb. 43 P ?
3cos 3
Da (s. Abb. 43) ® SF
otg 3 =="FF ’
go ist, wenn 1 SF @
HF=—§.PF,—_H.—F‘=SGtg§.
leich ist aber auch
Zugleich ist aber auc thHF=%£F,

also J_ SHF=u. Man trage also, um die Tangente in P zu erhalten,
A SHF an OP in P an.

E. Quadratur
Wir verwenden die 1. Polargleichung und berechnen zunichst die

Schleife fitr 0< @ <. Nach der Formel § =} fr?dp erhalten wir
dann far die fiber der z-Achse liegende Hilfte der Schleife:
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Setzen wir hieriny =2, ¢ =3z, dgp=3d=z, so ergibt sich:

3
N a:2=.1_1:,'3 {3 (]
_8a*fldx Ba? __ 347 e Sa?_ —
S= ‘2fc0323_ _ﬂ_[tgw] - ~2—[tg 3_] = Tz-v& )
*=8 0 . 0

Demnach ist das ganze, von der Schleife umschlossene
Fliachenstiick

S=3a?Y3.

Fiir das Folgende ziehe man Abb. 31 wieder heran. Die Punkte
K., N sollen die unendlich fernen Punkte der betr. Linien dar-
stellen. Um nun den Flicheninhalt des zwischen Kurve und Asynap-
tote liegenden Stiickes der Ebene zu gewinnen, ziehen wir vou dem
Flichenstiick K, FON,,, das zwischen der Asymptote und dem

Falhratrahl g}::gg—-ﬂ liegt, die Fliche Kw SO.Nw (“<99<3_;E) ab.

—3e
cosE

Die Asymptote hat die Gleichung x=-——3a oder r=
Demnach ist das Flichenstiick F ., FON,

Bmf2
1 { % 9a® Sauf2
I = 2_.[ s P 2 [tggls"

[

Fiar K, SON ,, erhalten wir

Bomf2
a*dy Sa’[ @ |5w/2
1 —_— =
F=Ll—g— 7 |3 L
2 f cos? E3

Also ist das unterhalb der z-Achse liegende, von Kurve und Asymp-
tote begrenzte Stiick der Ebene

) S f2 3 tg"p 3m/2
e e o _ feer, 0778 sety,
Fi—Fy=|gtep—g1; Z 8y — 7 %y
,, 1—3lg?3— -
da tg30 =tga _E'Ltgfi)
( g 8 1-—31g%a
43



. Ak 32

Y ikl | I V' PO SR B
=75 |63 N 2 3 2 P

1 —3tg? 1—3tg*s

3l= _ 3w
@ Srcf2
, €2 |

=12a 7

1—31ig® =

F4

Da dieser Bruch fiir ¢ = BTn den Wert % annimmt, formen wir ihn um:

. P o 32 L& T

i §' 0053— sin g cOSg‘
.F'l--—l’f",;=12a2 | =12a?|0 ———— p
cos? £ — 3sin?Z cos? -—3sin? 2

3 3 A= 3 3

3a?, —
_— ) VS .
Algo ist die Gesamtfliche zwischen Kurve und Asymptote
F—=3a2V3,

d. h. ebenso grof wie das von der Schleife umschlossene
Ebenenstiick. '

F. Verwendung zur Dreiteilung des Winkels

Liegt die Kurve gezeichnet vor, g0 wird der zu drittelnde Winkel in
O an der 2-Achse angetragen. Ist P der Schnitt seines freien Schenkels
mit der Kurve, so ist < PSX das gesuchte Drittel.

4. Dag Kartesische Blatt
(Folium Cartesii)

Die Kurve ist benannt nach Déscartes, der gie in einem Brief
zuerst erwihnt (1638). Den ersten Bearbeitern der Kurve, wie z. B.
Roberval, entgingen die beiden ins Unendliche verlaufenden Zweige
der Kurve, da die Grundlegung der analytischen Geometrie zur da-
maligen Zeit noch nicht weit genug gediehen wat, um diese Erkennt-
nis zu erméglichen. Erst 1692 wird von Huygens die richtige Gestalt
der Kurve mit ihrer Asymptote angegeben.

A. Erzeugungsweisen

1., Aus der Strophoide. Gem#B der Polargleichung der Stropho-
ide gilt fiir Punkt P’ (s. Abb. 44) der Strophoide — indem ich O P’

—¢ und X P'SC= ¢ setze — die Gleichung ¢ = _beos2g 2222"”
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Man wihle nun auf SP' einen Punki P so, dag SP' in P und 4
harmonisch geteilf wird. P ist dann ein Punkt des Kartesischen Blattes.

Bezeichne ich SP mit », so besteht die Beziehung

b
» _csp b
o—r _b _ T b—gcosp’
cosp ¢
p— bcos20p
T ceosp(2—cos 2¢) \
1. Polargleichung

Formen wir um zu

. bleosrp—sin®p) '
T cos @ (2 — cos?p-tsin® @)
und setzen, um auf recht-
winklige Koordinaten zu
kommen,

r

r= \/332 + yz ’
kg
co3 @ == Vi 1yt /
i — Y
gin @ = T Abb, 44

go erhalten wir nach einigen Umformungen
2 2y e 2 2 — b -
m.m 1+3y%) = b(a® —y?) | oder |y=w \/b+3fn .

9. Aus der Trisektrix. Das Karfesische Blait ist ein ajffines Bild
der Trisektriz beziiglich der m-Achse als Affiniliisachse. Bezeichnen wir das
Verkiirzungsverhiltnis der Ordinaten mit 1: X, so kdmen wir zu der
transformierten Gleichung

_ 3a—=
y=K -z el
Nun bilden die Tangentén im Doppelpunkt bei der Trisektrix mit
de:r x-Achse einen Winkel von 60°, bei dem Kartesischen Blatt aber,
wie aus der 1. Polargleichung hervorgeht, einem Winkel von 45°.

K miilte demnach so bemessen sein, daf lim ¥ —1tg 45° ==1 wiire.
g=y=0
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Schreiben wir die transformierte Gleichung in der Form

Yy __ 3a—=x
E_”Kv atx’

go erhalten wir fiir =0

\ im? =KV 2 =KV3.
z=0 % a
V3, i~ 1
Ji” \ Aus Ky3=1 folgt K= % . Setzen wir ein, so
\_.')L/ erhalten wir

Abb. 45 = ‘\/éa_—__x_.x\/ﬂ:z
‘ y= Y3V eta 3a 432"
Das ist aber die Gleichung des Kartesischen Blattes fiir den Schleifen-
durchmesser »=38a.

Die Konstruktion der Ordinaten y aus den entsprechenden y" der
Trisektrix zeigt Abb. 45. o

B. Auswertung der Kurvengleichungen. Weitere Gleichungen

1. Aus der zwiefachen Erzeugungsweise folgt, daB das Kartesische
Blatt schmiler sowohl als die Strophoide und erst recht als die Trisektrix
) ist. Der Doppelpunkt und der Schei-

woo : telpunkt der Schleife bleiben bei
beiden Transformationen erhalten.
Aus der Polargleichung geht her-
vor, dal die Kurventangenten im
Doppelpunkt ebenso wie bei der
Strophoide mit der z-Achse Win-
kel von 45° bzw. 135° bilden, also
aufeinander senkrecht steben, Fir

r=— g— wird y = w0 . Die Asymptote

der Trigektrix bleibt also bei der
Transformierung erhalten, wihrend
die - der Strophoide auf } ibres Ab-

Abb, 48 "
S riickt,

9. Die Stelle der grifiten Schleifenbreite ergibt sich durch Differentia-
tion von y?; man erhilt - -

x=% 3 ==0,68b und 2y=%’v2v3~—3=~‘:§b.
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standes an den Doppelpunkt heran-

3. In der Regel wird die Gleichung der Kurve auf ein Koordinaten-~

_ system bezogen, das gegen das vorige um — 45° gedreht ist. Wir

setzen demnach in die 1. Polargleichung (s. Abb. 46)

r=g, Q=P —45°, 2@=2y9— 90°
und erhalten , v g w90
_ bsin 24

cos (p — 459 (2—sin2y)

g
— 25 siny cosy
(cosy 5 V2 4+ siny-+V2) @ —sin2y)

— 25 siny cosy
Vﬂ—(cosap -+ sin) (1 — sin cos )

—»V3. siny cosy
| \/2 cos%y 4 sin%y °
Setzt man hierin, um auf die iibliche Form zu kommen,

: = b —
bV2=3e¢, c=zV2,
80 wird ‘

__3ecsiny cosy .
0= oSyt sy 2. Polargleichung

Fithrt man hierin wieder kartesische Koordinaten ein, so erhilt man
nach einigen Umformungen die einfache Gleichung

- y*—3Jecxy =0

C. Tangentenkonstruktionen

1, Mit ]:%enutzung der Strophoide. Hs gilt der Satz: Die
Tangenten in einem Strophoidenpunkt P’ und dem entsprechenden
Punkt P des Kartesischen Blattes schneiden sich auf der Scheitel-
tangente der Schleife (s. Abb. 47).

B_eweis: Ziehe ich durch -die Strophoide und das Kartesische Blatt.
zwei beliebige Fahrstrahlen, so erhalten wir (nach der 1. Erzeugungs—
weise) aqf jedem der beiden Strahlen zwei harmonische Punktreihen.
Diegse beiden projektiven Punkireihen haben aber ein Element (8S)-
entsprechend gemein, sind also perspekiiv, d. h. sie gind Schnitte
eines Strahlenbiindels. Da der durch die Punkte /" und U gehende
Strahl aber fiir alle diese Strahlenbiischel derselbe ist, s0 miissen die
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i i i . heiteltangente

Mittelpunkte Z aller dieser Stra.hlenbuscbe% auf der Sc

li;;z‘z)?d. b. auf ibr schneiden sich die Verblndux'ngslmlen el.ntsprechen-

der Punkte der beiden Kurven. Riickt @' auf P’ und damit Q auf P,

so ergeben sich als Sonderfall die beiden Tangenten in P -und P, die
gich also auch auf der Scheiteltangente

treffen. Der Beweis 14Bt sich auch ana-
lytigch fiihren, indem man die beide_n Tan-~
gentengleichungen aufstellt' un.d die har-
,» monische Teilung berticksichtigt. )

9. Mit Benutzung der Trigekirix.
7 Aus der Affinitit der beiden' Ku_rven
¢ folgt, daB sich die Tangente In elnem

dem entsprechenden Punkt des Karte-
gischen Blattes auf der z-Achse achneiden
miissen. Siehe Abb. 44, wo P, einen Punkt
des Kartesischen Blattes, P; den ent-
sprechenden der Strophoide und P den
Abb. 47 entsprechenden der Trisektrix bezeichnet.

D. Quadratur (s. Abb. 46)

Unter Benutzung der 2. Polargleichung ergibt sich fiir den Inhalt
der Schleife w2 a2
9¢ [ sin?ypcos?ypdy

1
S= §f Q*dy = ?0 (cos3y + siniy)®
o

Man dividiert Zdhler und Nenner durch cos®+:

wf2
sinZq dap
S 90’[6052'!;) cos?y
] (1 + tgsey)?
0
und erhilt, da ay .
cosz,!p - d(tgw) .
w2

g2 f1etvdlzy)

Tﬂ ERTZTH
Nun setzt man 1+ tgbyp =2, also 3 tg2yd(tgy)=de:

ee12) w2
9c’(”',?z 30’(’1!2) g 3¢ —1) —'3_"'1['— ——1—"]
S=§~_3 ;,7-=—2—f5— dz= 5"z = 32 1+tg*y)’ -
©) 0) 0) . ¢
e
S=-
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S Punkte der Trisektrix und diejenige in-

Der Fldcheninhalt der Schleife izt mithin dreimal go grofl
wie der des Dreiecks AOB, das die Asympiote mit den
Achsen einschliefit.

Um den Flicheninhalt des zwischen der Kurve und ihrer Asymptote
liegenden Stiickes der Ebene zu erhalten, stelle ich zuniichst die
Polargleichung dieser Asymptote auf:

x K) o
—+==1,
_ -_
0= cosy--siny
Indem ich 7 von 3[4 bis s lanfen lasse, berechne ich den Inhalt F

der Fliche W,SAK, (Abb. 46) und ziehe davon die Fliche F,

= W, SK, ab. Nach der eben behandelten Integrierung bleibt
gtehen . a
o _dv __ef 1 dy

1772 f (coswtsiny)®~ 2 J (1-Ftgy)?cosiy "

Bajd 3mid
Setze ich hierin
— ey __
1+t8‘1.0 = &, 00521,0 - dwi

go wird

F1=c§2fa)_2da)=§{_w—1]=c§2[ 1 ]m

T IigY Jaapu "

Nach voriger Seite ist weiter
3¢? 1 L
Fe= T[—' 1+1g° w]sx/ea '

F, sowohl wie I, werden jedes fiir sich unendlich. So mufl vor der
Vereinigung erst eine Umformung eintreten. Nun ist:

1 8 _ _ —2—tgytigiy
1+tgy 14tgdy  l4igyp+tgdy+tgty
_ —=@—tgy) 142tgyp+igy)  —(@2—tgy)

T il—tgy--tety) (I 4 2gyp Htgty) T I—igy tighy
Wir koénnen nun also schreiben: '

o _ o 2—tgy % _6_2[%,___94—_1]_25
F=F Fﬂ—ﬂ[l—tgw-i-ts’w]sm_ﬂl 1+1-+1

Ebenso grof} ist der Inhalt des Dreiecks 4.8 sowie des Flichenstiickes
K,8BK,,, so daf sich fiir die gesamte zwischen Kurve und Asymptote

Fi
liegende Fliche der Wert 3—;— ergibt, d. h.: Die gesamte zwischen

Kurve und Asymptote liegende Fliéche ist gerade so grof
wie die Schleife. :

4 Schmidt, H6here Kurven 49



5 Gemeinsame Erzeugungsweigen der bisher
behandelten Kurven '

i i iggoi . Strophoide und
A. 1. Die 3. Erzeugungsweise der leamdt_a, 1 _der
9. der Trisektrix zeigen eine Clemeinsamkeit, die zu folgender Auf-
gabe fithrt: _ . ;50
Gleqeben ein Kreis O mil einem Radius SO=10b und eine au im
Abstagad a von S senkrecht sichende Gerade L (8. Abb..4§). Mon ziche
durch S Fahrstrahlen, die die Gerade in 4. und den Kreis in B_schneaden,
und trage auf den Fahrstrahlen SP=AB ab. Was fiir eine Kurve
beschreibt P? o
' pg ist: SB=2bcosg, demnach PB=2bcosp —r. Weiter ist

Sd= -2, und da SA=DPB, so ergibt sich die Gleichung:
cosg * ‘

® —9bcosp—r,

cos @
Yy | P y=2bcos @ — cosg
/—\ _Zbcos“(p—a
= r= cus @
\Ue y  Setzen wir hierin
7 oz =
¢ T=rcosP, 08P == ey
] so folgt I
\__/ ‘ m=2bm—a,
23+ zy? = 2ba? —ax?—ay’,
2 — 8 2ol
Abb. 48 Y2 (a+ 2)=2bz"—ax*—2x
7 =x2(2b—a—ux),
y=mv2—2§-—i%?—'x, Y =wvziz (d=2b-—a gesetzt).

In diesen Gleichungen stecken als Sonderfﬂll_e

a
- die Zissoide fir d=0, b=g=c!

—z
r=—203in90tg§0: y==x m’

(Kurve auf der negativen Seite der x-Achsel)
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die Strophoide fiir d=qa, b=a:

‘T=bcosﬂtp b

cosp ' ITE bt a?

die Trisektrix fir d==3a, b=2a:

‘ o . 3a—:7:
r=4acosgv—m, y=wva+$ .

Es ergibt sich hieraus weiter eine gemeinsame Tangentenkon-
gtruktion. Fiir den Winkel u zwischen Tangente und Fahrstrahl

gilt die Gleichung tgu—=— rgf .
Wir bilden -
dr —cosp - dbeospsing 4 (2bcos’p—a)sing
dp cosZ ¢

— 2bcos®@sing — asing
cos?p ?

(25 cos® g — a) cos? @ —t 2bcos’@—a
cos @ (— 2bcos® psin @ — asing) =C8Y 55 cos?@p—a

tgp =

Wir konstruieren die Tangente auf folgende Weise (s. Abb. 49):
Wir zichen in B die Kreistangente, die L in T trifff, und machen
§ L BI"=DBT. PT’ ist die Kurventangente.

\ Beweis: Es ist SE=2bcos g,

AB=—%bcos ¢ —

&
cosq@ " .
Da L TAB=TBA4 =
B—o, so ist ATAR gleich-
schenklig. Danach 136t sich T'B
berechnen:

AB
TB==3:co8(R—¢g)

¢
<

a
sin2 g
Abb. 40 Das ist aleo auch die Gréfle von
BT, Fihren wir weiter J{ BPT'

=g ein, so ldBt sich ICPT'B zu B— (p+ ) berechnen. Die An-
wendung des Sinussatzes ergibt:

=belgp —
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BT __ sin =
BP  sinR—(p+o)]’
a

belg?— snog sing . 1
2 coSpcosx —smgsma  CosP clgz —sing

¢os @

Weiterbehandlung dieser Gleichung fiihrt zu

__sinqa(a-pﬂbcosﬁqp)__ 2p coslp + @
ctgcc——cosq) (2b costyp — @) =g 95 cos?p— e’

2becostp—a

tgx=clg @ m=—tgﬁh
x=2R—u,

womit die Richtigkeit der Konstruktion bestitigt ist. Dies gilt also
im besonderen fiir Zizsoide, Strophoide und Trisektriz.

9. Setzen wir in der Kurvengleichung

_ \/d —% A\/ﬂb—a—-m
y=a\ogaz=" % a+x
y = 0, so erhalten wir als Durchmesser der Schieife x =d =2b — a.
Somit ist (s, Abb. 48) UV = a. Ziehe ich demnach durch U eine
Parallele zu L und V@ || BP, so ist VQ= —>=584=PB, also

cos @
PBYVQ ein Rechteck. Daraus ergibt sich folgende Erzeugungsweise :

Gegeben auf einer Geraden 3 aufeinanderfolgende Punite 8, U, ¥V mit
den Abstinden ST = d und UV = a, sowie in U eine Gerade p lotrechi zu
ST Ziche durch V einen Strahl V @ in beliebiger Richtung, errichte auf Q¥
in Q das Lot und zeichne durch S die Parallele zu Q V. Der Schnittpunkt
mit dem Lot ist dann ein Punki unserer Kurve.

3. Als FuBpunktkurven der Parabel. Die Tatsache, daf unsere
8 Kurven sich fiir bestimmte Punkte der Achse als FuBpunktkurven der
Parabel darstellen (s. Erzeugungsweise 9 der Zissoide, 14 der Strophoide
und 10 der Trisektrix), 14t vermuten, daB auch die umfassendere Kurve

y= x\/j:: als FuBpunktkurve der Parabel erzeugt werden kann.

Als festen Punkt S (s. etwa Abb. 38), von dem aus wir die Lote anf
die Parabeltangenten fillen, wiblen wir den um d vom Parabelscheitel in
negativer Richtung entfernten Achsenpunkt. :
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Dann gelten die Gleichungen;

Gleichung der Parabel I 42=2pu —d
" ,» Tangente IL yy,=p(z+x—24d)
" des Lotes 1.  y=— he.
r
Berechnen wir aus III
¥ = ‘_‘%
und aus I und IIT
_ oy
Ty =g + 4
und getzen in II ein, so folgh
—y'p__ 2’y
——=px+ g z+pd—2pd,
2 — 2z 424z
2xtp
y=uz d —
r
gt

Unsere Kurve hat den Schleifendurchmesser d. Als schon behandelte
Sonderfille sind enthalten die Zigsoide fiir d=0, a=2c=% , die

Strophoide fiir d=a=% und die Trisektrix fiir d=3a=3-%.
y 4, Die Exzeugungsweise 7
_ der Zissoide und 8 der Tri-

gektrix gliedern sich fol-
p gendem allgemeinen Ver-
fahren ein. Imn Achsenkreuz

PN\ H £ F mit dem Anfangspunkt S
X (Abb. 50) nehme man auf

der z-Achse einen festen
Punkt F mit SF=p und
ziche in der Entfernung
SE = ¢ zur y-Achse eine
Parallele g. Darauf zeichne
man einen rechten Winkel
F& H, der seinen Scheitel
auf ¢ hat, und ziehe durch
Abb. 50 S eine Paraliele zu G-F), die
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die Verlﬁ.ﬁgerung von G H in P schneidet. Gebe ich P die Koorcziinaten
SK=ux, KP=y, so ist, da PK*=8K-K.H KH= L, also

HE=q— % — . Weil EF=p— ¢, folgt als mittlere Proportionale
3 2
EG* = HE - EF = (1—15) 0 —0).
Anderseits ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke S KP und FEG

EG __y (p—ay s (p—afy® . )
=2, BG=""7", BG"="—;— . Gleichsetzen der beiden
Ausdriicke fiir EG? ergibt:
P+t r—a)y
( —y'jx—) p—Q="——n
gt —ylx—a® =pyt—qy’
P p—q+2)=2(g—)

=m‘\/.£“”_.
Y P—at =

Das ist also die Gleichung der durch P erzeugten Kurve, wenn G
gich auf ¢ verschiebt und der eine Schenkel des rechten Winkels
stets durch F' geht.

Sonderfille: 1. ¢g=0, d.h. lasse S und E zusammenfallen, und

&x . . . .
gsetze p=2¢:y =2 \/ 3 T Das ist eine Zissoide,

die auf der linken Seite der y-Achse mit der Spitze in
S=E liegt. i

h—w
2. q==b, p=20, d.h. mache SE=EF:y=m\/b T
Das ist eine Strophoide mit dem Doppelpunkt S und
dem Scheitel F. '
3. p==4a, g=3a, d.bh. mache EF=38E:

y=ux 3¢—% Dgag ist eine Trisektrix mit dem
a+x

Doppelpunkt S und dem Scheitel F.
5. Als anallagmatische und Hitllkurven. Da Strophoi_de und
Trisektrix als anallagmatische Kurven erkannt worden waren, liegt der
Gedanke nahe, ob nicht aus der fiir unsere 3 eratbehandelten Kurven

geltenden gemeinsamen Gleichung y = =

schaft allgemein ableiten liefe. Die Bewelsfiibrung ist genau die gleiche
wie die §3B gegebene Ableitung fiir die Trisektrix, nur daB statt 3 a
nun allgemein 4 zu sefzen wire.
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-z gich diese Eigen-

1. So ergibt sich zunichst EP, « EP,=d>

Da fiir die Zissoide d == 0 ist, scheidet sie als anallagmatische Kurve
aus, und es bletben nur Strophoide und Trisekiriz als ancllagmatische
Kurven bestehen fiir Imversionskreise, die den Scheitel zum Mittelpunkt
und den Durchmesser der Schleife zum Radius haben.

2, Unsere Kurven als Hiillkurven von Kreisscharen leiten sich
in der gleichen Weise ab. Es ergibt sich die Gleichung der Hiillkurve

da? — % + dy? — ey —py*=0.
Der Vergleich mit der Kurvengleichung
ay: -+ zy? —dz? +23=0
T p=atd.

Wir kénnen danach sagen: Zissoide, Strophoide und Trisekiriz sind
Hiillkurven von Kreisscharen, die einen gegebenen Kreis senkrecht schneiden
und deren Mittelpunkte auf einer Parabel liegen, die den gegebenen Kreis
einschliefend berithrt und deren Halbparameter p=—=a--d ist.

Dabei ist im besonderen fiir die Strophoide a =d=1> zu setzen:

liefert

p=2b;
fiur die Trisektrix ist d=23a, mithin
p=4a,
Fir die Zissoide schrumpft,
wie wir vorhin mahen, der gége- y
bene Kreis als Inversionskreis 4
zu einem Punkt zusammen. Wir 2
erhalten demnach eine Kreis- I—
gchar durch den Scheitel der
Parabel als gemeinsamen Punkt. ] ..
Der Halbparameter ergibt sich, LAY . ¢ x
da d=0 und e=2¢ ist, zu SR v
p=2c. R
Wir sind so auf diesem Wege
zu der §1 A 10 gegebenen Ein-

hiillungskonstruktion der Zisso- Abb. 5L
ide gelangt.

B. Die Erzeugungsweisen Nr. 2 der Zissoide, Nr. 18 der Strophoide
und Nr. 9 der Trisektrix weisen in ihrer Ahnlichkeif hin auf ein
gemeingames Konstruktionsverfahren, dem sich auflerdem noch das
Kartesische Blatt einordnet.
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Es sei gegeben ein Kreis M mit dem Radius r, auf ihm ein Umfangs-
punkt S, dazu auf dem durch S’ und M gehenden Durchmesser ein Punkt
S in der BEntfernung SIM ==d, endlich eine feste Gerade f, die im Abstande
¢ von S senkrecht zu S'M verlduft. Gesucht die Gleichung der nach
Abb. 51 von P beschricbenen Kurve. S'M sei z-Achse, das Lot in S die
y-Achse,

Dann ist fiir einen beliebigen, durch S° gehenden Strahl 5°Q
y=ztgp+r—digp=E+r—a-g9.
Um die Koordinaten von R zu erhalten, setze z=¢:

yp=(c-t+r—aigyp.

Dann ergibt sich, da tg PSK= %, fiir SP die Gleichung:-

Yy = (———c+:—d)tg99 L.
Um aus dieser Gleichung tg¢ zu beseitigen, bilden wir aus ASQU

__ rsin2gp __Orsingcos@
tgm—x+r-—d— at+r—d ?

sing _ &rsingcosg
cosp  xr—d

bl

cos’¢'=w+;r11, sinzgp=1——cos”99=r";’rﬁ,
also
_A/rrd—=
tggj*—‘\/'r-—d-%x
und

_ctr—d g [rtd—z
y= ¢ © r—d4a’?

S i

b6

Sonderfille: . ‘ y

1. f sei.die unendlich ferne Gerade.‘ S liege {
im Gegenpunkt von &', also ¢= o, d=—1r: '
Y= g
y= 2t P
Zissoide (s. Abb. 52). o

Abb. 62

2. f unendlich fern. S mit M zusammenfallend, also c=, d = U;

y=z :-,—-E-%;Strophoide (8. Abb. 53).
8, f im Unendlichen S v
in der Mitte zwischen S 4
und M, also 4
=00, d=% : o é (o
— 3 MNE b 3 M
3 9 g
y=x |/ ——
9+
Trisektrix (s. Abb. 54). Abb.53 Abb. 54

4. Vergleichen wir unsere Gleichung mit der des Kartesischen
Blattes, die wir in der Form schreiben

__?_‘\/.3“—“’
y—_‘/g— a4 ’

80 miissen, wenn unsere Konstruktion zu einem Ksartesischen Blatt
fiihren soll, die Konstanten g6 gewihlt werden, dal

r+d=3a etr—d 1

|

r—d=a ¢ Vs
r=2a cta__ 1
d=a ¢ 3’

b7



woraus ‘
= — (% -+ %\/E) .

Wir miissen also bei unserem Kreis Sin der Mitte zwischen 8’ und M
anenhmen. f liegt nicht mehr im Unendlichen, vielmehr muf sein
p y Schnittpunkt 7' mit dem Durchmesser

gemifl der Gleichung fiir ¢ konstruiert

werden (g. Abb. 5b).
5 Daf3 die unter Nr. 1 des Paragraphen

T A amM gegebene gemeinsame Konstruktion von
Zissoide, Strophoide und Trigektrix in der
R zuletzt gegebenen, auch rein konstruktiv
betrachtet, enthalten ist, veranschaulicht
1 Abb. 55 Abb. 56. Statt SB sich im Kreise 0 um

N S drehen zu lassen und BP =354 ab-
zutragen, kann 8'Q im Kreise M mit dem Lot @ U in Umdrehung
um S versetzt werden,

Die Begriindung ergibt sich sehr einfach:

Die Punkte S, 4, P, B entsprechen den gleichen der Abb, 48. Ziehen
wir nun noch durch P das Lot Q U sowie durch B die Parallele 5@,

Yy |

¥
P
] p
K M0 U
My M=0 3

Abb. 56 Abb. 57 -

machen 88 = SD und verbinden § mit ), so ist wegen der Kongru-
enz der Dreiecke S A D und BPQ QB—= 8D =88, mithin S'SBE ein
Parallelogramm. @ beschreibt demnach, wenn B den Kreis O durch-
liuft, einen dazu kongruenten Kreis M, der durch Parallelverschiebung

b8

um QB==8D aus Kreis O entstanden ist. Damit sind wir zu den
Abb. 52, 58, 54 gelangt. Wir stellen die drei Sonderfille noch’einmal
in Zeichnung zusammen: Abb. 57, 58, 59.

LA (A
A N

Abb.58  Strophoide Abb.B9  Trisektrix
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ZWEITE GRUPPE

6. Die Serpentine

A. Erzeugungsweise (NEWTON}

Qegeben (s. Abb, 60) ein Kreis M wmit dem Radius r und eine Gerade
g parallel dem Durchmesser OMO' im Abstand a. Ziehe eine durch O
gehende Sehne OA, darauf durch A die Parallele zu g und im Schnitl B
von 04 mit g das Lot auf g: P ist dann ein Punkt der Serpentine.
(Statt des Kreises konnten auch nur die Punkte QO' fest angenom-
men und von 0 auf die um O sich drehende Gerade das Lot gefallt
werden, das A ergibt; dann weiter P4 und PB.)

Schon aus der Erzeugungswelse geht hervor, dafl die Kurve sich
innerhalb der Parallelen ® und 7 halten mull, weiter, daB sie durch

y__F__f A

g

Abb. 60

die Punkte C und D geht, in denen ¢ den Kreis schneidet. 04 in
der Lage der y-Achse liefert den Nullpunkt als Kurvenpunkt. Der
Scheitelpunkt F wird erbalien durch die Stellung OE des beweg-
lichen Strahles. Je mehr 04 der x-Achse sich nibert, um so weiter
riickt P unter Annsherung an die x-Achse ins Unendhche die
x-Achse ist Asymptote. Zur Aufstellung der Kurvengleichung setzen wir

OA=y=mr,
Kreis M=(x — )@ +y2 =12

oder
22— Qretyt=
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und berechnen zun#chst die Koordinaten von A4:
22 —Srp-tmixi==0,
x(x—2r+mix)=0,
E g

4= i -

Ei ibt:
insetzen ergl Qo

YA =MELLA= m“—-l-l =Yyp.
Fiir B erhalten wir:

¥ =1,
y_—_a,
. _a
Ty =Tp=_,
a
woraus A
Tp
Setzen wir diesen Wert in y - ein, 80 folgt
aQ
—+ 27
o
y_P-_ a’ ]
a Tl
2arx

V=1

B. Auswertung der Kurvengleichung

1. Setzen wir —=x an Stelle von -}z, so erhalten wir den entgegen-
gesetzt gleichen Wert —y, d. h. die Kurve ist zentralsymmetrisch be-
ziiglich des Nullpunktes.

2. Zu negativen x-Werten gehoren nur negative y, ebenso zu positiven
2 nur positive g, d. h. im II, und IV.Quadranten liegen keine Kurven-
punkte.

3. Setzt man sowohl in der Kurvengleichung als auch in der Kreis-
gleichung y =@, 80 erhilt man in beiden Féllen

z=r+\r2_g2,
d. h. die Kurve geht durch C und D zusammen mit dem Kreis.
4, Pir den héchsten Punkt F (y=r) wird z,=—a. Bilden wir
VL (a’+x’)2ar—2arx~9x_2ar(az—x’)
(a'.’_i_ xﬂ)l (a:_i_ xzjz !
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0 erkennen wir, da fiir |z|<Z a ¥ positiv ist, dafl die Kurve von O bis
F steigt, und da fiir || >a y negativ, dal sie von F ab nach rechts
unaufhorlich fillt.

5. Nullstellen: y=0 fiir x=0. Schreiben wir weiter die Kurven-
gleichung in der Form

go sehen wir, dafl fiir x= o ebenfalls y==0 ist.
6. Exirema. Wir bilden y":
(a® + 282 (—2x) —{a? — ) - 2{a’+w2)9:c

Y =2ar (a® + x!)l
v (@ + a9 + (@*—a?) 2z 3a%—a?
y =— r (@ +:1’:")3 —4armm.
y wird Null fir =xa. y" zeigt, daB wir fiir z= + a einen Hoch-,
fiir #=-—a einen Tiefwert haben.
7. Wendepunite. 4" wird Null:
a) fir z= 1 2ar-a® _ 2r
Y = 0 ¥ = at — a’
b) fiir 3¢® — #?=0
H=1 a\/g ’ 2r r

C. Tangentenkonstruktion (s. Abb. 61):

Verlingere AP bis zum Schnitt B mit der y-Achse, zieche B.5 und

bringe BB mit der durch A gelegten Kreistangente in T zum Schnitt.
y TP ist dann Kurventangente,
Beweis: Wir stellen die Gleichungen
der 8 Geraden A7, PT und RET
auf und bestimmen zu diesem Zweck

(‘/ ¥ 4, R: Setze

Abb, 61
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R zuniichst die Koordinaten von P, B, -

Dann ist
_ 2y _ 2r _ %razt
S ST e
a2

Zp=&, Yp=4a,

=0, Y==Y.
Steigung von MA:

S ¥
Mya = grzr

az + xlz

Demnach die Steigung der Kreistangente in 4:

_ 2ra? _2ra?
. az—{-x,’____r @t x°
AT = # T Zarsm !
a? + 2,°
m. =TTt rat—8rzt atr—raz? e —a’
AT . 2arx Qare; 2ax,
g 2
Kurventangente in P=y — gy, = (z— xl)%w—::«}z)- ey
(a* + %)
. . . 2rx?\ al—a?
, Kreistangente in A=y —y, = (x—a_z+xllz) gax: ' ()
—_ Ty —a) —=mlarm '
RB=y—yp="00=T0 (" —a). am)

Bringen wir diese 8 Geraden paarweise zum Schnitt, so erhalten wir
denselben Schnittpunkt mit der Abszisse

ez, (a? — Y

T =
datry, —2a’x i —at—at?

womit der Beweis erbracht ist.

Die tiefere Begriindung, die zu dieser Konstruktion fiibrt, bringt
{um Wiederholung zu vermeiden) §8.
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7 PDie Versiera

(Behandelt von Maria Gaetand Agnesi 1748)

A. Erzeugungsweise

Gegeben ein Kreis M mit dem Radius r samt 2 aufeinander senkref:hten
Durchmesser 0C und ¢ (8. Abb. 62). Ziche den Strahl OAB und in A

Abb. 62

and B die Parallelen zu den beiden Durchmessern, die sich in P schneiden.
Bei Drehung des Strahles um O beschreibt dann P die Versiera.

Kurvengleichung. Als mittlere Proportionale zu OR und RC ist zunfichst
AR= '_\/y(2'r—y) s

Zieht man weiter PE| OB, so ist RE=RO0+ OE=RO+BP
=RO+MERE=r. Nach dem Strahlensatz folgt

RO:RE=—AR:PR
yir=Yy@r—y):z.
yr=rVy@r—19),
yPat =172y~

248
Y=rra
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B. Aunswertung der Kurvengleichung

1. Die Kurve ist symmetrisch zur y-Achse.

9. Auch wenn @ negativ wird, bleibt y positiv; Die Kurve bleibt
oberhalb der z-Achse.

3. Fir =0 ist y=2r, fiir s=F7r ist y=-r, y wird 0, wenn
# gegen Unendlich wichst: die 2-Achse ist Agymptote.

4. Schreibt man die Kreisgleichung in der Form x,==Y(2r—y)y

und die Kurvengleichung entsprechend .o):v=‘\/(;fr—y)t2 , 80 er-
kenni:2 man, dal die Kurve innerhalb des erzeugenden Kreises verliuft
fiir 7E;—<y, y>>#, d. h. fiir alle Punkte oberhalb ¢ — und auflerhalb

des Kreises fiir §>y, y <Cr, also flir alle Punkte unterhalb von g¢.

5. Wir bilden die Differentialquotienten

P —drix
¥ Tt x?)??

N il (At £ A3 - 2+ 2% - 2 44° Bat—r?
b (,,,.2 + .’32)4 - (_,.2 + mZ)i

6. Wir schliefen aus dem Differentialquotienten:

a) Fiir =0 besitzt die Kurve einen Hochwert (' =0, "< 0).
b) Wendepunkte liegen vor fiir 4" =0, d. h. xw=ig\/§.

Dazu gehort yw=gr, Yy = %\/3_.

C. Tangentenkonstruktion

Sie erfolgt genau wie bei der Serpentine, woriiber im n#chsten
Paragraphen nihere Begriindung zu geben ist.

Man ziehe algo in A die Kreistangente und bringe diese mit BB
in T zum Schnitt. Dann ist 7B die Kurventangente.

Zum Beweis dieses Verfahrens geben wir hier (ebenso wie bei der
Serpentine) begonderen analytischen Beweis.
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Bezeichnen wir die Koordinaten des Kurvenpunkies P mit

Lp=="1%1, Yo==Y1

so ist .
Y=Y 2,=V@r—y)% (Kreispunkt!)

273 art 2rim
-—v 2r — 2—!-.’.0 2+x12—r2+m]2

SCB—'_—-'Q';]_, yB_T’

Steigung von MA:

_ —lr—y) 2
Maa = Yrix, '

demnach Steigung der Kreistangente

Qrzx, _ Sray

Myr= 2 = Zi—t
(—r ’. )(r2—|-x1) !

Sonach kinnen wir die Gleichungen der drel in Betracht kommenden
Geraden aufstellen:

‘ 473 )
Kurventangente: y—4 = — @2y {?’—"-IT:")E . . 0y}
Az L 2rm
Kreistangente: y— 4 = (x— o 5';1 ,) P (ID)

LI
x 72 4 ox? _—mr(r’—xlz)

— T mfm Y

(I11)

Bringen wir diese drei Geraden paarweise zum Schnitt, so ergibt sich
atets derselbe Punkt mit der Abszisse

4rig?

TRy
€ a:]4+4r’:c,2—-r‘ s

womit der Beweis erbracht ist.
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D. Anwendungen der Integralrechnung

1. Quadratur. Hs ist F=/fydz, also in ungerem Falle dis halbe
(im I. Quadranten liegende) Flache

Qr

F 2+x2 x

Nun getzen wir & =i, also dx =rdf, {=2afr und erhalten:

* 943 3 i o0 &
F= | ——de=2+ _ret =2-r2f

L
"t T Ty 2rtarctglly
0 Q

. [+ ]
.F'--——[Zﬂv'2 arctg%]o — %_ 0 — f_ff'

Der Inhalt des zu beiden Seiten der y-Achse liegenden,
von der z-Achse begrenzten Flichenstiickes ist mithin 2v2m,
also doppelt so groBl wie der erzeugende Kreis.

2. Kubatur. Lift man die Kurve um die a-Achse sich drehen,
so ist der Inbalt des entstechenden Korpers

dax
V= ﬂfﬁﬁdﬂ =4ﬂ??ﬁ'6fm‘ .

Sefzen wir
. d
o=z, x=Vi—¢?, dw=_'/zzz =,
. =
so folgt
VT d gyt 2% ——4mﬁf dz
sz__,.g 4 zs]/z""—rz
— 4 gyt Var_r 1 dz oo
r Srigt 2r2) syt |,
Y zi—ms2 1 i @
=4 b [ o + 3 2(— ;arcsm—)}
=4 g7 rb 11 — ——arcgin|- w
Apiz? A2zt 93 »
1
=4 gy [u, 3arcsm1]= dxrt—=rnal,
ar
5* 67



also der Gesamtkorper 2r37®. Zum Vergleich berechnen wir nach der

Guldinschen Regel den Inhalt des durch Rotation des erzeun-
genden Kreises entstehenden Kugelringes:

V=" 2rm= rimt.
Beide Korper haben also gleichen Rauminhalt.

3. Schwerpunkt der Fliche zwischen Kurve und z-Achse. Nach
der Guldinschen Regel gilt mit Bezug auf die Ergebnisse der Qua~

dratur und Kubatur:
U=dJ-2yx,

85t = 272w - Sy,

[5=1 [ 4

y:

e —

8. Gemeinsame Erzeugungsweise von
Serpentine und Versiera

Die dargestellien Erzeugungsweisen der Serpentine und Versiera
zeigen ecin Gemeinsames: Beide Male ein um einen Kreispunkt O
sich drehender Strahl, der mit einem festen Kreis in 4 und eiper
festen Geraden in B zum Schnitt
gebracht wird. Dann wird durch 4
eine Parallele zu der Geraden und
durch I eine Gerade senkrecht
zur gegebenen Geraden gezogen, die
sich im Kurvenpunkt P schneiden.

In allgemeinex Form — wenn
wir uns die Lage der festen Ge-
raden J K Dbeliebig denken — er-
halten wir das Bild der Abb. 63.
Zichen wir durch O parallel zur
gegebenen Geraden (Abstand a) die
w-Achse und senkrecht dazu durch

b, 65 O die y-Achse, so bestehen offen—

' bar, wenn wir die Koordinaten des

Kurvenpunktes P mit 2,y und die des entsprechenden Kreispunktes
A mit 13} bezeichnen, die Beziehungen:

— =Y
n—-y: L= a '
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Unser Kreis hat die Gleichung
(g —7cos @)% + (y + rsin @) =+*
oder 22— 2rgeosp+y2 4 2rysing =0
Einsetzen der Kurvenkoordinaten ergibt
x2 y2
a2

—21*:%00599 + 4+ 2rysing =0,

atyt—2arxycosp + a’y +2a%rysinp=0.

Diese Gleichung besagt, dall.ei i i
J ‘ , .eigentlich auch die z-Achse (y=0) zur
Kurve gehort. Wir schlieBen diesen entarteten Teil aus und erhaz)lten:

y(xi+a?)= 2arxcos p—2a’rsin g,

2ear(@eosp—asing)
az -t

—

Diese G}eichung mufl durch Spezialisierung sowohl die Gleichung der
Serpentine als auch die der Versiera ergeben.

Fiir die Serpentine mfissen wir setzen

p=0, a=—a
und erhalten: ,
_Zarsx
. y= at 4zt °
Die Verasiera ergibt sich fiir
_ = . 2y
P — g s a—r: y—m.

Diese Tatsche, daB sich die beiden Kurven aus dem Kreis durch die
Transformationsgleichungen y=y, t= a—gfgemeinsam ableiten lassen,

gibt die tiefere Begriindung fiir folgende — bei den beiden Kurve
schon angewandte — Tangentenkonsiruktion. e

Es ist
dy=dy
1
dgm—:;(ydw—i—a:dg),
‘ dy
dy __ady __ “ds
dy  ydz-fazdy dy’
BT
l= ay’ . . Y
b y+axy'> ¥ =% -
— — &
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Diese letzte Gleichung fiir die Neigung y' der Kurventangente gilt
es nun in eine passende Zeichnung umzusetzen, Wir ziehen in A die”
Kreistangente, verlangern AP bis D, bringen 1) .B mit der Kreistangente
in T zum Schnitt und ziehen TP. TP ist dann Kurventangente.

Zunschst stellen wir fest, daf §)' = —tg AHG und y'=—tg PG B.
Nun besteht die Beziehung:

DP__BG

DA~ BH'

Es ist aber DP=uz, DA=y und jBH=g—.:c-}—"2_!—_':1)—fl . B@ nenne
ich z:

O
t y—e’
&t
ETETY
Setzeg=%:
L z . —ay'z
zy  y =y, y—¢ —ayytesytly—aa
a —y
. —ay'z . —ay=
= Zly—axy Fly—a)e  (y—ala—zy)’
__ly—a) e—2y’)
E=
—yy
also
: ,  PB_—@w—ad___yy _ _ ¥
Y ="me" z a—wy @

__.'-_x

Damit ist die Richtigkeit der Konstruktion bestiitigt.

9. Die Kappa-Kurve
(Gutschovensche Kurve)

Die Kurve ist benannt nach dem griechischen Buchstaben x, der
in seiner Form der Gestalt der Kurve dhnelt.

A. Erzeugungsweisen

1. (Joh. Bernoulli) (Abb. 64): Nimm auf dem Umfang eines Kreises M
mit dem Radius o Bogen OK gleich Bogen KL, ziehe QL und durch K
die Parallele zu OM, so ergibt sich der Kurvenpunkt P.
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-Zieht man PN | KM, so ist auch PN

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OPF und MEK folgt:

y _Yo=y Y
& ¥ ! )?l a 4
y4
ar= m—z'

= a, und es folgt sofort die Polar- 4
gleichung

h

N @
Be=gp~" Abb, 64

r=-+actge|.

Da L OPN=R und PN=a ist, lat sich sofort folgende Vor-
schrift geben:

2. (Newton): Bewegt sich ein rechier Winkel APN so, daf der eine
Cunbegrenate) Schenkel immer durch den Punkt O einer festen Geraden OX

" geht, wihrend der Endpunki N des zweiten Schenkels von der Linge PN

=ua auf OX gleitet, so beschreibt P unsere Kurve.

8. Da OP Tangente an den mit konstantem Radius 4 um N ge-
gchlagenen Kreis ist, kann ich die Newtonsche Definition auch in
folgender Form aussprechen:

Die Kappa-Kurve ist der geo-
metrische Ort fiir die Berihrungs-
punkle der Tangenten, die man

von einem Punfte einer festen P

Geraden an die unendlich vielen g 3 a

Kreise von gegebenem Radius, die a4 X
ikren Mittelpunkt auf dieser Gle- ! Iz l N

raden haben, sichen kann.

4, Baut man auf dem eben
verwandten Newtonschen Win-
kel O PN ein Parallelogramm Abb. 65
auf, indem man (Abb. 65}
0Q| PN und QP[0 X zieht, so bewegt sich, wihrend P die Kurve be-
schreibt, § auf einem Kreis ure O mit 4, und ich kann als eleganteste
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und einfachste Erzeugung der Kurve mittels eines rechten Winkels fol-
gende aufstellen: Um den Punkt O ciner Geraden O X drehe sich ein rechier
Winkel mit dem Scheitel in O und einem Schenkel von konstanter Lénge
0Q — a. Zicht map dann durch @ eine Parallele zur x-Achse, die den
anderen Schenkel in P trifft, so beschreibt P bei Drehung des Winkels
eine Kappa-Kurve., '

Verldngert man noch in Abb. 64 OL bis §, so ist, da OR=PN=a,
%QRO — {OPN = 90° und 9L RQO = < PON, A QRO
= A OPN. Mithin ist OP=2RQ. Ich kann also auch eagen:

5. (Barrow): Gegeben zwei senkrecht aufeinander stehende Gerade OR
und RT wobei OR = a bestimmit ist. Durch O ziehe man eine Trans-
versale 00, auf der O P—= RQ abgetragen werde. Dann beschreibt P unsere
Kurve (8. Abb. 64 und 68).

Auch aus dieser, wie aus der vorigen Hrzeugungsweise, sind die
Kurvengleichungen leicht abzuleiten.

B. Answertung der Kurvengleichungen
1. Die Kurve ist symmetrisch zu beiden Koordinatenachsen.
2. % ist nur reell fir |y| < a. _
3. x = fiir y = + a. Die Geraden y — + x sind Asymptoten.

C. Tangentenkonstruktionen

1. Legt man die kinematische Erzeugungsweise 2 zugrunde, so er-
gibt sich (Abb. 66), da N auf O X gleitet und der andere Schenkel

2 .
v 4
g u
a
2,
A &
A
o F X
"]
g//
Abb. 66
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gich durch O durchschiebt, ohne weiteres der augenblickliche; Dreh-
punkt [, wenn man in N auf ON und in O auf O die Lote er-
richtet. D P ist Normale.

2. Fir den Winkel p, den der Fahrstrahl O P, mit der Tangente
in P, bildet, gilt die Gleichung tgu = r;—f . Nun ist nach der Polar-
gleichung unserer Kurve

a
d?"—"—'mdg),
also dp __ _ sin’p
dr @
und __ acigpsinip . 1 .
tgp=— e ——=-—cos P sin @ = —gsin2¢.

Wir nebmen danach auf dem freien Schenkel des Winkels 2 ¢ einen

beliebigen Punkt &, fillen GF | O0X und halbieren GF in H. Dann

ist %= sin 2¢, demnach % = —éﬂsin 2@. Nun tragen wir auf dem

Fahrstrahl P,y = O G und senkrecht dazu G4 H, = G H ab. Dann ist
H,G GH 1 .

tgu=—tg H, PG, =— a—:‘?i' =—0oe— 7 %n2y, also H, P,

Tangente.

3. de Sluse (17. Jahrh.) hat — s. Abb. 67, worin 7P Tangente ist —
die Beziehung aufgestellt:
TN-MN=O0ON- _
Sie 148t sich folgendermaflen begriinden: Differentiation der Kurven-
gleichung ergibt
(az_ 2)4, LR i.9
2zde—= y(az_j.lyz)ay yd?/:

woraus v
dz _y* @ a’—y% 2
dy ax(e*—yd -’ '
Nun ist in A\ OPN
MN=L
. x
und
— ¥_2+y
O. N=a-+ x| @ ! A X
und unter Berficksichtigung

der Kurvengleichung ) ALb, 67

Y
az_yz‘l‘y!_ aty?
x T rlat—yd)”
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Weiter folgt

TN=y' Gtg'U+.MN=y§_‘TJ+-MN=y4(Qa2_y2) gi

xlat—y?) x
_Qa2y“—-y“+a‘*y*—-2a2y4+ya_ aty?
= z @ — gy EICE=T
demnach R e ety aam
TN-MN—-WTW—ON .

Man erhilt daher Punkt 7, wenn man um N mit ON einen Kreis
beschreibt, der die Verlingerung von M P in ¢ schneidet, und auf
QN das Lot @1 errichtet.

D. Quadratur

Der Inhalt des zwischen der positiven y-Achse, der Geraden ET
(Abb. 64) und dem im I. Quadranten liegenden Kurvenzweig ist

[ 13

a
— — y* S Y s SO in ¥
F= [zdy fVa"-—yady_[ 2\/a y® + 5 arcsin 3
b b 0

— % arc i I—f w__ e

=garesinl = 5+ 5= . |
Demnach ist die Gesamtiliche zwischen der KEurve und ihren
beiden Asymptoten gleich 4 - a—rf:azw, d. h. gleich dem In-

halt des erzeugenden Kreiges.

10. Gemeinsame Erzeugungsweise von
Strophoide und Kappa-Kurve

Die 9. (11.) Erzeugungsweise der Strophoide bzw. die 2. (3.) der
Kappa-Kurve lassen diese Linien als Sonderfille folgender allgemeineren
Eurvenschar erscheinen:

Man betrachte die Kurve, die durch den Scheilel P eines rechten Winkels
beschrieben wird, wihrend der andere Endpunkt R des einen Schenkels
PR=—a auf einer Geraden G gleitet und der zweile Schenkel stets durch
den von G um b entfernten festen Punkti O luft.

Statt dieser Definition kénnen wir anch die folgende setzen: Ver-
schichen wir einen Kreis vom Radius a mit seinem Mittelpunki auf einer
Geraden G und zichen wvon dem wm b von G entfernt liegenden festen
Punkt O aus fortgesetzt die Tangenten an den beweglichen Kreis, so be-
schreibt der wandernde Berihrungspunkt die in Rede slehende Kurve. -
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Die Abb. 68 und 69 zeigen in zwel verschiedenen Krscheinungs-
formen (a<”b, a>>b) unsere Kurve. Lafit man, von Abb. 63 aus-
gehend, O immer niher an G I §
heranriicken, so ergibt sich
(zwischen Abb. 68 und 69 lie-
gend) fir a=» die Strophoide
und, wenn schliefilich &=0,
die Kappa-Kurve.

Die Kurvengleichung leitet
gich (s. Abb. 70) folgender-
maflen ab:

£,

¢

¥
tgf =55

Nun ist aber auch

[Ty

x=asinf, sinf = af ,

demnach
4 ¥

tgﬁ: 2—5__‘”’
a\/x_g.
a

x _ ¥
V'az—xz b—z’

2 _x(b—ux)
Y= Va—a ach asb

Abb. 68 Abb. 69

Fiir a=5:

b—
y=ux ETE (Strophoide).

Fir 5=0: y= - z? g
Vai—z2' ¥ =a—=

(Kappa-Kurve, gegen die in § 9 darge-
gtellte Lage um 90° gedreht).

y=rsing und & == r cos ¢ filhren die
kartesische in die Polargleichung iiber:

r=>bcosp+ Valtgiy — bsiniy e
(Fiir S als Pol), _ Abb. 70
2
a=b: r=— 20529 zz:(p(p(Stmphoide),
b=0: r=+atgyp (Kappa-Kurve).

Sonderfille:

15



Auswertung der Kurvengleichung
1. Die Kurve ist symmetrisch zur z-Achse.

9. Dal auf allen durch O gehenden Strahlen (s. Abb. 69) die Kurve
gleiche Abschnitie P,Q = Q P, herausschneidet, ist zwar analytisch
leicht zu beweisen, ergibt sich aber am einfachsten aus der Kongruenz
der Dreiecke R, P;Q und R;P,Q. Bei der Strophoide im besonderen
iBt Q.PIH_-Q.PQSQS-

3. Die Kurve hat reelle Punkte nur fir |z | <la.

4 y=-co fiir x=+a Die Geraden z=+=a gind Asymptoten.

. 5, y=0 fir x=0 und z="b Im Falle a<b ist O ein singulérer
Punkt der Kurve.
6. Der Differentialquotient
' o _ (@'—a?) (p—2%) +* (b—a)

Vi
zeigt fiir die Doppelpunkte S und O die Steigungen;
e 0:q — ath -I-E
=01y’ === £

(folgt auch leicht aus der Polargleichung fiir r=20),

r b
x="b =4
V=t ==

Die Anwendung des Satzes vom augenblicklichen Drehpunkt er-
gibt folgende einfache Tangentenkonstiruktion (s. die gleiche bei
Strophoide und Kappa-Kurve): Bei Bewegung des rechten Winkels P,
(s. Abb. 69) bewegt sich Punkt B, immer auf @, fir ihn legt also
der Drebpunkt auf einer Senkrechten in R, auf G, und da QP
immer durech O geht, so liegt das Drehzenfrum zweitens auf der in
O auf QO errichteten Senkrechten. D ist also Drehpunkt, D, P
Normale und das Lot anf D, P, in P, Kurventangente.
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DRITTE GRUPPE

11. Die Lemniskate

Im besonderen heilt diese Kurve die , Lemniskate von Jak. Bernoulli®,
auch ,schlichte Lemniskate“ oder ,Schleifenlinie“, vom griechischen
Aspvioxog, Bindchen, Schleife.

A, Erzeugungsweisen

1. Gegeben sei eine Strecke FyFy=2¢. Dann ist die Lemniskate der
Ort der Punkie P der Ebene, fir die PFy+ PFy=¢* isl.

In bipolaren Koordinaten lautet demnach die Kurvengleichung

0+ 0 = €%

Fithren wir Lartesische Koo;dinaten ain, so ergibt sich aus
0, == Vi +(c+ 22 und g = Vy* + (¢—x)* nach einigen Umformun-
gen leicht und mif Einsetzung von x==rcos@ und y=rgin@:

(o2 + y?)? =2¢? (a2 — y?)
r2=2c%c082¢

In Parameterdarstellung
lassen sich diese Gleichun-
gen auch schreiben:

x=cVi+1*

y=cVYt—2.
Aus dieser 1. Definition
der Kurve ergibt sich fol-
gende einfache Konstruk-
tion. Schlage tiber O F; als
Durchmesser einen Kreis
(s. Abb. 72) und um F,
einen weiteren Kreis mit
dem beliebigen Radius @,,
der den festen Kreis in 7 : Abb. 71
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schneidet, und ziehe die Gerade F, T, deren Verlingerung die y-Achse in
R trifft. Beschreibt man dann mit F, R um F); einen Kreis, der
Kreis F, in P schneidet, so ist P ein Punkt der Lemniskate. Denn
es ist in dem rechtwinkligen Dreieck ORF,

.FgR'FQT'—'_—Q] ‘92=OF22=82.
Die beiden Kreise F; und F;

~. ergeben den &uflersten, auf
P derz-Achsegelegenen Kurven-

\ punkt, wenn
4 g,=2¢-+ 0,
T %

£
oder, da 0y, = o wenn
1

. > ¢?=(2¢+ 0,) 05, WOTAUS
g N g =e(Y2—1). -
\ Der halbe grofle Durchmesser

der Kurve ist demnach ¢ Y2.

9. Gegeben ein Kreis mit dem

Abb. 72 Miitelpunkt O (8. Abb. 73) und

dem Radius ¢, dazu ein Durch-

messer Iy 'y, und 2 feste Punkte A,

und A, auf seiner Verldngerung m

v, gleichen Abstand 0 A; = 0.4, = ¢V 2.

RS Man ziehe durch A, oder A, einen

belichigen Strahl, der den Kreis in M
und N schueidet, und beschreibe um Fy

mit Ay M und um Fy mit 4, N Breise,

die sich in P schneiden. Drehi sich

der Strahl um A,, so beschreibt P eine

Lemniskate. Nach dem - Begriff der

Kreispotenz ist nimlich 4, M+ 4, N
Abb, 78 —=p, » 0y = ¢ :

3. Beschreibt man um:¥, mit %\/2— den Kreis (s. Abb.71), so ist

dessen Gleichung (x—¢)® -+ y2=°—; oder in Polarkoordinaten

- , —Z 4 ¢ cos
r=ccosp + 2 ¢ @

= ¢cos(p i%\ig\/cos 20 .
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Es ist demmnach
Oft=r!= ccosm—%V§Vcos2¢ .

0B r§=—ccosgv—|—§\/§\/cos 299,

mithin ‘
BP=0B—0P=r, ——r=ccosgﬂ—|—% V2 Veos 29 — €V2 Veos 2,

=ccosgo—%\/§\/;:os—2 )
d. h. BP=04. '

Da OF, =c¢ und der Kreisradius %Vg ist, ergibt sich folgende Kon-
gtruktion:

Gegeben ein Kreis (Fy) und ein Punkt O, von dem aus sich zwei rechi-
winklig kreuzende Tangenten zichen lassen. Man trigt dann auf einem dureh
O gehenden Strahl, der den Kreis in A und B schueidet, OP = PR ab.
Bei der Bewegung des Strahles beschreibt dann P eine Lemniskate, deren
Mittelpunkt O und deren einer Brennpunkt der Kreismittelpunkt ist.

4, Erzeugung durch einen Gelenk-
viereckzirkel. Von wier in 4, B, C, D
gelenkig miteinander verbundenen Stiben
AC=BD=2¢ (5. Abb.74) und A B
= 0D =¢ V2 werden dic Punkte A
und C fesigehalten, sodaf sich also B
und D auf Kreisen um A bzw. C be-
wegen; dann beschreibt der Mittelpunkt P 4
von B eine Lemniskate.

Beweis: HEs besteht fiir eine Mittel-
linie im Dreieck die Gleichung
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22 = a® 5 — 3

Abb. 74

9PC*—DC*+ BC*—; DB,

Danach ist

2
—~ 2,4+ Bor -1,

9PC*— BC*.
Ebenso ergibt sich in A\ ABD:
2 AP*= A D?,

79



folglich 4 P (- AP*=B(?- AD?,
QPC-AP=B(C-AD..
Wegen der Kongruenz der Dreiecke ABC und DBC ist X .BA C
= BD C; folglich 148t sich um B, C,D,4 ein Kreis beschreiben.
Nach dem ptolemiischen Lehrsatz ist dann
BC-AD+AB-DC=BD-AC,
BC - AD=4¢*—2¢ = 2¢k
Demnach .
9 02 2
.PG' AP = T =5,
0,0y = ¢?, also eine Lemniskate.
5. Als Fufpunktkurve der gleichseitigen

y Hyperbel (8. Abb. 75):
Hyperbeltangente: :
I. .’17.'.1',‘1 _yyl - az
Lot durch O: IL ‘ Y =—i—’1 x
. - L
1= Y= poal’

eingesetzt in I:
2.
x, i ¥y __a’2’

o’
Xy == 9?2_"*:.’;5 b
Abb. 75 : 4zt in II6: _ %y
eingesetzt in II*: 3, = — T

Fiihren wir diese Werte in die Hyperbelgleichung x,®—y,*=a* ein,
so folgt

etz ety s
(mz_l_yZ)z (a;2+ y'&)z
at(2? —y® = (@® +¢%).

Das ist aber die Gleichung einer Lemniskate vom halben Schleifen-

durchmesser o= c\/Z . |
6. Als Inverse der gleichseitigen Hyperbel. Die Lemniskate
ist zugleich Inverse zu derselben gleichseitigen Hyperbel, deren Ful-
punktkurve sie ist.
Gleichung der Hyperbel: #?—y*=a
o?cos? p —@*sin?p =a*
0%cos 2 =a’.

2

30

. - . a?
Nebmen wir nun die inverse Transformation r¢ =a?, g = - vor, 8o

4
erhalten wir — cos 2 = a2
r
: r®=a%c0os 2 ¢,
also wieder dieselbe Lemniskate.

7. Als Héllkurve einer Ereisschar unter Verwendung einer gleichseitigeﬁ
Hyperbel. :

Wir nehmen einen erst spiter (C 1) bewiesenen Satz voraus: Der
Fahrstrahl schlieft mit der Normalen einen Winkel ein, der gleich
der doppelten Amplitude ist. Sei P ein Kurvenpunkt. Wir tragen
(s. Abb78) < XOP auf der anderen Seite von O X an und erhalten
damit im Schnitt mit der
Normalen den Punkt A.
N\ A0 P ist gleichschenk-
lig. Bezeichnen wir O A
= AP mit g, so ist nach
dem Kosinussatz fiir 0 4:

p?=02+r>— 2rpcos?p

¥ __c"l/ﬂcosﬂrp
2¢os 290~  2cos2¢

Q=

Das ist aber die Gleichung
einer gleichseitigen Hyper-
bel, deren Achsen mit
denen des Koordinaten-
systems zusammenfallen
und deren Halbachse «

[
= b= V2 ist. (Leicht zu

bestiitigen, indem man in

ihre Gleichung z%— y2
—\2

= (%Vf&) 2= QcosQ,

y —osingp einsetzt.) Be-

schreibe ich also um A

einen Kreis mit 04, so
wird dieser in P die Lemniskate beriihren.

Abb, 76

Wir haben damit bewiesen: Die Lemniskate ist Hiillkwrve einer Schar
von Kreisen, deren Miltelpunite auf einer gleichseitigen Hyperbel liegen
und deren Radien gleich den Fahrstrahlen der betreffenden Hyperbelpunkte

6 Schmidt, Hphere Kuryven - 81



sind. Die Scheitel der Hyperbel liegen in den Mittelpunkten der beiden
halben Schleifendurchmesser der erzeugten Lemniskate.

8. Als Gegenkurve der gleick-

J 7 seitigen Hyperbel. Zum Begriff der
Gegenkurve vgl. 8. 26, Setzen wir

/ in' die Hyperbelgleichung #*—¢*®

= g2 oder r2cos 2 = o die

Seite 26 gegebenen Transfor-
—

mationsgleichungen r = ——>*-
g g cos2q, *

r2eos2p; o
N 7 cost2qp, @
' X r2= 0% cos 2 ¢y, d. h. (Abb.TT)

eine Lemniskate mit dem Durch-
messer 2a.

Von besonderem Interesse diirf-

ten zwei rinmliche Erzeugungen

unserer Kurve sein, die wir als
Abb. 77 letzte folgen lassen.

9. Fin senkrecht stehendes Rotationsparaboloid und ein Rotationseylinder,
dessen waagerechie Achse durch den Brennpunkt des Puaraboloides geht und
dessen Kreisdurchmesser. gleich dem Halbparameter des Paraboloides ist,
durchdringen sich in einer Rawmkurve, deren Projektion auf eine horizon-
tale Ebene eine Lemniskate 4ist.

Die darstellende Geometrie lehrt, daf man (Abb, 78) die Punkte der
Schnittkurve erbalten kann, indem man parallel zur Grundriflebene
ebene Schnitte durch die beiden Korper legt, wobei jeder Schnitt das
Paraboloid in einem Kreis und die Zylinderfliche in einem Parallelen-
paar durchdringt (Verwendung des Seitenrisses ist zu dieser Konstruk-
tion nétig). Der Schnittkreis und das Parallelenpaar ergeben vier Punkte
der Raumkurve. Bezeichnen wir die GrundriBlebene, die wir im Ab-
stand p von dem Paraboloidscheitel annehmen, als xy-Ebene und
nehmen wir die nach oben gerichtete Paraboloidachse als z- Achse, so
lautet die Gleichung der erzeugenden Parabel in der xz- Ebene:
22 = — 2 p(z—p) urg:d die des Zylinderquerschnittes in der y2- Ebene:

(zmg—)g + 42 = %. Da in der my-Ebene der Abstand eines Kur-
venpunktes P vom Koordinatenanfangspunkt O gleich dem Radius
O'P' des entsprechenden Paraboloidkreises, d. h. gleich der betreffenden

32

@ =2R — @, ein,so erhalten wir:

AZ

pi

<4

jP

g=

~—] 7

Abb. 78



Parabelordinate, also gleich V—2p (¢ —p) = V2p®—2pe ist, 8O
ergibt das Grundrifidreieck 0QP die Gleichung 2® 43" =2 p?—2pa.
Nun entnehmen wir aus der Kreisgleichung

20 /.
- 2
und setzen diesen Wert in die letzte Gleichung ein:
']/ 2 wm gy 2
2 4 gt == 2pP— 2p PV s =,

2?4yt —2pt = —p'— V' — 44,
z? 4 gt —p* = —p Vo —4y7,
oAyt pt 22ty — 207 — 2ty ==t — 47,
(@2 =2p" (@ —y")-
Wir erbalten also die Gleichung einer Lemniskate' mit dem Durch-
messer 2p V2 .

10. Als Sonderfall der spirischen Linien
des Perseus

Mit dem Namen Spira (cncipe) bezeichneten die alten Geowseter
den Korper, der ensteht, wenn ein Kreis um eine in seiner Ebene
gelegene Achso rotiert. Heute ist fiir diesen ringformigen Korper der
Name Torus gebriuchlich. Die Bernoullische Lemniskate zeigt sich
auf einer bestimmien Spire: Ist der Abstand des Kreismitielpunktes vor

der Drehachse ¢, so ist der Radius des rotierenden Kreises % Wir stellen
den Korper im Grund- und Aufrif} dar (Abb. 79) und fiihren durch
ihn einen Schuitt im Abstand % von der Rotationsachse und parallel zur

Aufrifichene. Die Schnittfigur kann dann nach den Regeln der
darstellenden Geometrie punktweise gefunden werden, indem man
borizontale Schnittebenen durchlegt, deren jede die Spire in zwei
konzentrischen Kreisen schneidet, und nun die Schnittpunkte dieses
Kreispaares mit der vertikalen Schnittebene bestimamt. P sei ein solcher
Punkt. Bezeichnen wir den Radius des inneren der beiden Schunitt-

kreise mit 0, so zeigt der GrundriB: ="+ (%)2 und der Aufrifi:

2
(cfg)2=(%) —y?. Setst man aus der ersten dieser beiden (lei-

2
chungen ¢ =1/ #* —1—% in die zweite Gleichung ein, so erhilt man:

34

: pEl PRI
¢\t tattg=3—7,

2¢ w2+%2=w2 + y*+ e,
46%0° - o = (@* + 92+ 262 (@ - o7) o,
(@ -+ =36 — 7).

‘<

ANy [
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B. Auswertung der Kurvengleichung

Die Polargleichung zeigt, da8, wenn @ von 0° bis 45° wachst, »* und

damit + abnimmt von 2 ¢® bzw. ¢V2 bis 0; fir @ = 30° ist r=c.
Wir haben an dieser Stelle den groften Abstand von der Hauptachse

FF, gleich%, und das sugehérige x ist dann als Hohe im gleich-

geitigen Dreieck—;— V3 . Bestitigt wird diese Tatsache durch Losung

der Extremaufgabe: ,,Die grofte zur Hauptachse senkrechte Sebne
einer Lemniskate zu finden." Diese Aufgabe 1Bt sich in dreifacher
Weise (kartesische Koordinaten, Polarkoordinaten, Parameterdar-
stellung) leicht losen. — Von p = 45° bis 185° ist #* negatiy, also
schneidet der Fahrstrahl die Kurve in diesem Intervall nicht; von
185° bis 225° wiichst » von O bis ¢ V2 und nimmt dann wieder ab
bis 0; von 180°4-45° bis 270°-+45° ist #> wieder negativ, von 270°
. 4 45° bis 360° wichst » von 0 bis ¢v2 . Punkt O ist Doppelpunkt,
denn jede Gerade durch 0, deren Polargleichung ¢ =a fiir den oberen
und @ = 180°4-a fiir den unteren Strahl ist, schneidet die Kurve
auBer in O in zwei reellen (oder imaginiren) entgegengesetat liegenden
Punkten, Fir = 45° hzw. 45° 4 180° und 135° bzw. 180°4+-1385°
fallen alle vier Schnittpunkte in O zusammen. O ist Doppelpunkt und
rugleich fiir jeden Kurvenast Wendepunkt. Die beiden Wendetan-
genten haben die Neigungswinkel 45° und 185°.

C. Tangentenkonstruktionen
1. Differentiferung der Kurvengleichung liefert fiir die Steigung

P zlattyt—c)
]
Normalen

und demnach fiir den Steigungswinkel n der

1y @yt+e)
8= T Sty =)

Mit Einfiihrung von Polarkoordinaten wird hieraus:

__rsing (#™-c?) _ sing (2c®cos 2 p+e?) _ sing (2cos 2¢4-1)

tgn= reosp(i—cY)  cosg (2ccosfg—e?) cosp(2eoslp—1) '
ton— sing[2(1 —2sin?¢) +1] __ sing(3— 4sin2g) __ 3sin ¢ —4sin® g
B Cospl2(Zeostp—1)—1]  cosp(dcosfp—3)  4dcos*p—3cose’
__sin 3¢ __
ign=_ g, = tz3¢ .
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Demnach ist (5. Abb. 80) in A OPQIY OPQ=2¢, und wir kinnen
sagen: Der Fahratrahl schliefit mit der Normalen einen Winkel ein,
der gleich der doppelten Amplitude ist. Hier-

nach ist die Tangente sehr einfach zu zeichnen.
_ 2. Die‘ Erzeugung durch dag Gelenkviereck
fithrt mit der Theorie des augenblicklichen 4
Drehpunktes zu folgender, ebenfalls sehr ein- £
fachen Tangentenbestimmung: Fir die Punkte z ] <
D und Bin Abb. 74 ist N der augenblickliche
Drehpunkt, demnach PN Normale. Abb. 80
3. InAbb.81eei PN
die Normale und PW P
die Halbierungslinie des
Winkels OP N. Wir ge- ¢
hen darauf aus, zu be-
weisen, dal PW auch [ 3@
den Winkel ¥, PF, hal- 0 N 5
biert,. Wie in Nr.1 ge- F;L v F{ v é:
zeigt. st OPN =2, 4 K
also  ONP=2R—30p. \————-—v—f‘—"}
- DerSinussatz liefert nun c
folgende Gleichungen: AbD. 81
__rsing rsing . ”
PN_siu3qa T 3sing —4s5inp - 83— 4sinle?
ON— rsin2 cp-__ VQrsimp cosp _ 2rcosg
~ sin3¢p  3sing —4sin®@” 3 — 4sin?¢ "
Weiter besteht fiir P W als Winkelhalbierende die Proportion:
ow__or _OW ___ OF
WN~ PN' ON—OW PN
OW.PN=0P-ON—OP:-0W,
OP. ON
OW = PN+ OP?
_3roosg
OW— r 3 —4sin’ep 2r¥cos@ __2rfcosp ¥
_ r 1 T r+3r—4rsin®p  4rcoste 2cosg
3 — 4sin’p T
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Wir gehen nun zum Dreieck F,F, P iiber:
F,P=Vr*+c®+2¢rcosp und, da Fy P« FyP=¢*:

2
F,P= ¢
Vritct+2ercosq’

F1W=C+OW=C+gc:s(p=20cosm+r1

2cos @
F,W=¢—OW =
Nun bilden wir einerseits
F,P__r'4c+2cercosy

W _ 2eccosp-r .
PV Secosp—r und anderseits F P po

Wir erweitern den ersten Bruch mit 2¢cos@-}-r:
F\W _ 4ctcos?p+dercosptor?
I dcteostp —r?
72 =2c? coy 2¢p == 2¢° (cos® p — sin®g):
F,W _ 4dcfcos®p+4dercosp +26%cos’p —2 ¢?sin?

Qecos @ —1
2cos@

und eetzen darin

2

W 4 ¢? costp — 2¢tcos® - 2clsintgp
__3etcos®p — o?sin® g+ Bercosg
= ~
__8c%cos?p — 2¢%9in? @ 4 c?cos? p + *sin*p - 2ercosg
= =
v ¢* L 2¢rcosp
= = .
W P . . .
Also: F]—W = F+P . Demnach ist PW auch Halbierer des Winkels

F,PF, und folglich 3 F, PO =4 NPF,. Daraus folgt eine einfache
Normalenkonstruktion: Ziehe PF,, PO und PF, und trage < F, PO
an PF, nach innen zu ab.

Weitere, aber weniger einfache Tangentenkonstruktionen bringt der

folgende Abschnitt (§ 12 C) iiber Cassinische Kurven, zu denen die -

Lemniskate als Sonderfall gehort.

D. Quadratur
Es ist
S=%fr2d99 == ¢? fcos ) dep=c? fcos @ @)d(ggg)

c? el .
=3 cos (2¢) d(2¢) = [sin2¢].
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Den vierten Teil der Lemniskatenfliiche erhilt map, wenn man @
zwischen den Grenzen O und %, also 2¢ zwischen O und %nimmt;
folglich wird der Flicheninhalt des ganzen, von der Kurve um-
gchlosgenen Ebenenstiickes
’ Y]
Fe=4 -%[Sin 299]

2o=7 =2¢?.
2p =10
Das Feld der Lemmiskate ist gleich dem halben Quadrat ihrer grofien
Achse (2 c).

12. Cassinische Kurven

Tm Jahre 1630 ersann Johann Dominicus Cassini eine Kurve, die
dazu dienen sollte, ,,die wahren Bewegungen der Sonne und ihre ver-
schiedenen Entfernungen von der Erde® zu veranschaulichen, Wenn
die erdachte Kurve aunch in keiner Beziehung den. Bedingungen des
Problems, fiir das sie erfunden worden war, entsprach, so wurde sie
dennoch von vielen Gelehrten untersucht, die verschiedene Eigen-
schaften an ibr entdeckten. Einer ihrer Sonderfille wird durch die
im vorigen Abschnitt behandelte Lemniskate dargestellt. Als besonders
eigenartig verdient erwihnt zu werden, dall die Cassiniechen Kurven
in der Optik eine Rolle spielen, wo sie bei den Polarisationserscheinungen
in Kristallen auftreten.

A, Erzeugungsweisen
1. Die Punkte der Cassinischen Kurven haben die Eigenschaft, daf das

- Produkt ihrer Abstinde von zwei festen Punkten, die den Abstand 2c¢ haben

(den Bremnpunkten) einen konstanten Wert a” hat (s.die 1. Erzeugungs-
weise der Lemniskate).

Es ist (5. Abb. 82) PF, - PF, =a°.

I 0 ~0=0"|.

In kartesischen Koordinaten:
Vyi+(x + 0 - Vo (c—af =da® |

Setzt man z==rcosqp, ¥ = rsin @, x2+ 4> = 1%, so folgt sofort die
Polargleichung

ri=2ctreoslp=a'—ct |.
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Abb. 82

Abb. 83 . ADbb. 84

Nach Abb, 83 lassen sich Paare von Fahrstrahlen g,, 0, folgender-
mafen konstruieren (vgl. dazu Abb. 78). Man beschreibe tiber O A = a als
Durchmesser einen Kreis und ziehe einen Strabl .4 7'R. Dann sind A T
und 4 R zwei zusammengehorige Fahrstrahlen, da fiir das rechtwinklige
Dreieck RO A mit der Hshe 07 AT - AR =a® Durch Drehen des
Strahles um A lassen sich beliebig viele Fahrstrahlenpaare finden.

Ein #hnliches Verfahren zeigt folgende Konstruktion (die der zweiten
Erzeugungsweise der Lemniskate entspricht):
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R ) ar—

9. Gegeben cin Kveis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius ¢, dazu
ein Durchmesser F\Fy und zwei feste Punkie A, und A, auf seiner Ver-
lingerung im gleichen Abstand d won O. Man ziehe durch A, (oder A,)
eine beliebige Gerade, die den Kreis in M und N schueidet, und schlage
um Fy mit 4, M und um F{ mit A, N Kreise, die sich in P schneiden.
Dreht sich der Strahl wm Ay, so beschreibt P eine Cassinische Kurve.

Nach dem Begriff der Kreispotenz ist ndmlich (s. Abb. 84):
AzM’AzN: 91' Qz =d2_ 2 — const. =a2.

B. Auswertung der Kurvengleichung
Schreiben wir die Gleichung in der Form
P =—(z*+H Vi £ al,
so erkennt man: Fiir reelle Punkte scheidet das negative Vorzeichem

vor der Wurzel aus. Aber auch im Falle des positiven Vorzeichens
erhalten wir reelle Punkte nur, so lange

Victai +at > a4 c?,
dc2% ot > (¥ 4077,
d¢Px?+at > 2t 27 P ot
at > (a— 22 '

woraus folgt .
1. 2?P—c?<a?,

2. —x?<Za®,

d. h. es mufl sein

2 < e*tad
22 > c*—a’

Vie—a® < || < Ve +at.

Wiahbrend die obere Grenze V442 immer reell ist, ist es die untere
pur fiir ¢ = a. Daraus ergeben sich drei Formen der Cassinischen
Kurven (s. Abb. 82):

L ¢c>>aty reell bei V@—a?<|z| <Veita?
IL c=aiy , . 0<|z| <aV2 ,
Il ¢c<<ay , |z | évm .
II hat den besonderen Namen Lemniskate (§ 11).

Es erhebt sich die Frage, von welcher Grenze ab die Kurven der
Form III keine sattelférmige Einbuchtung mehr haben. Wir be-
stimmen zunichst den Schnittpunkt der Kurve mit der (positiven)
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y-Achse und erhalten (fiir #=0) aus der Kurvengleichung

y="Va>—c .
Nun denken wir uns durch diesen Schnittpunkt eine Parallele zur
x-Achse gelegt und stellen fest, unter welcher Bedingung diese Pa-
rallele keine weiteren reellen Schnitte mit der Kurve mehr besitzt.

y=\a®—¢® in die Kurvengleichung eingesetzt ergibt:

(22 -+ a2— ¢*)? — 9 2 (22— a%+ ¢?) = qt—ct |

WOraus
' xz° =4 (22— a??,

= 2Y2%*—a® .
Daraus folgt:
Fir c>gV§ (mit der oberen Grenze ¢ =—a) bestehen zwel beson-
dere, symmetrisch liegende Schnittpunkte: die Kurve hat einen Sattel.
Fiir c=f—;\/§ verschwindet der Sattel; das ist die Kurve,' die wegen

y=\/’a2-—-cz=g\/§:c den Kreis mit ¢ um O in seinem Schnitt

mit der y-Achse beriihrt. Fiir c<g\,§ werden die Schnittpunkte
zwischen Parallele und Kurve imaginir. Zusammengefafit: Ein Sattel
besteht fiir den Bereich §V§<c<a. Mit diesen Ergebnissen im

Einklang steht die Losung der Frage nach den Extremen der Cassi-
nischen Kurven mit demselben ¢. Differentiation der (unentwickelten)
Kurvengleichung fiihrt bei Setzung von y'=0 zu der Gleichung

z(?—a? — B =0.
Die Extrema einer ¢-Kurve liegen also 1. auf der y-Achse (x=0)
und 2. auf dem Kreis z* 4 y*=¢?, der durch F, und ¥, geht. Je
mehr sich also die Kurve nach auflen weitet, d. h. der Grenze c— %\/5
nihert, um so nszher riicken die drei Extremsa nach der y-Achse
zusammen. Fiir c<g\/§ (kein Sattel mebr vorhanden) wird der

Schnitt des Kreises mit der Kurve imaginiir, und es bleibt als reelles
Extremum nur der Schnittpunkt mit der y Achse iibrig.

3. Brzeugungsweise. Wie die Lemniskate als Sonderfall der
sogenannten spirischen Linien sich einer rdumlichen Erzeu-
gungsweise erfreut, gilt ein Gleiches fiir die Casginischen Kurven, die
die Lemniskaten in sich begreifen. Man vergleiche dazu das S.84
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und 85 Gesagte. Wir legen wieder Abb. 79 zugrunde, freilich ohne
die fiir die Lemniskate notige Spezialisierung: Der Abstand des Kreis.s-
mittelpunktes von der Rotationsachse sei wieder ¢, der der schnei-

denden senkrechten Ebene aber statt % allgemein e und der Radius
des rotierenden Kreises d. Dann gelten die beiden Gleichungen
' gf=a'+e,
c—gf =a"—y".
Setst man o aus der ersten in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich
2 —2¢c0+0% = d*—y*,
A—2cVa e a?+ e? = di—y?
4¢ (P4 )= (2t y?+ P+ —da3)2.
Setzt' man zur Abkiirsung f*= ¢*+e?—d?%, so hat man
dcta+ 4t =@+ 4D+ 77,
(x2+ y2)2+ 2f2 ($2+ y2)+f4____4 2l i o2 — 0,
(224 522 2 f2 2+ 92y — 4 et — 4t — 4
@2+ 972 4 (22— 46D+ 21y = 4P — L
Vergleicht man diese Gleichung mit der der Cassinischen Kurven
@+ )P — 2 (@ —yf) =at—ct
80 besteht Ubereinstimmung, wenn
| —2fP -t 4e®=2s
c=F ist:
(2% + y?)t—2 (@2 —y?)==4dcle? — ¢t
Aus ¢==F, ¢ =f2? folgt nach Wiedereinsetzen des Wertes fiir f*:
A =ctte—d? e=d, d. h.:

Wir erhalten als Schnitt eine Cassinische Kurve, wenn der Abstand der
Schnittebene von der Rotationsachse gleich ist dem Radius des rotierenden
Kreises. :
Ist im besonderen e=d= %,_ 80 erhalten wir eine Bernoullische Lem-
niskate (§ 11): '
(@ + y°) =262 —y7).
Um uns die verschiedenen Typen Cassinischer Kurven bei dieser Er-

© zeugungsweise klar zu machen, gehen wir noch einmal auf Abb. 79 zuriick.

Im dort dargestellten Falle erhalten wir eine Lemniskate. Halten wir nun
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die Schnittebene fest und weiten den Ring (unter Beibehaltung seiner
Dicke), so ergeben sich Cassinische Kurven des Typus I, die aus zwei in
sich geschlossenen Kurven bestehen; bei Verengerung des Ringes erhalt
man Cassinische Kurven des Typus III, die aus einem einzigen Kurven-
zug gebildet gind.

C. Tangentenkonstruktionen
1. Durch Differentiierung der Kurvengleichung folgt:
20 + 9B 2z + 29y + 262 (2yy’ — 22) =0,

—w(@ =) —a(t—c?)
y@+yte) T oyt
Die Konstruktion dieses Augdrucks
zeigt Abb. 85. Stelit O den Koor-
dinatenanfangs- und Mittelpunkt
der Kurve dar, P einen Kurven-
punkt, PT die Tangente und PIV
die Normale, so ist

r_ 1yl
g7 = gt zri—en’

1;
A
®

tgt’:y':

Danun tg ==, so folgt

AbD, 85

tge’ _ 724t
tgg ri—et’

Schligt man nun iiber OT einen Halbkreis, der PQ in ;S; trifft, so
ist SQ*=0Q- QT, ebenso y*=NQ . QT, d.h. QT=NLQ woraus
gich ergibt.

8¢*=0Q- 4,

A'Si,)= ']/a-2+c2
v Yooa

Danach ldfit sich zu jedem Kurvenpunkt P (r, ) SQ konstruieren.
Das Lot auf OS in S ergibt dann T und damit PZT.

2. Mit bipolaren Koordinaten (g, - g; =a®). Aus Abb. 86 ergibt
sich fiir die Winkel p, und u,, die die Fahrstrahlen 0, und @, mit der
Tangente (Bogenelement ds) bilden: '
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d
coS f _"&% ,
dg.
k’B()ﬁtpr,zxd“I s
— d
cosp, _ do y
cosp,  do,

Differentijerung der Kurvengleichung
0y *'0; = a? liefert nun
0240+ de: =0,
dor ___ & g S 0 Abb. 8

T 0’ €08 iy 0’
Daraus ergibt gich (Abb. 87) folgende Tangentenkonstruktion:
Mache PG=-17-‘- PF, {n beliebig) und PH = —f—; PF, und zeichne
6T FG, HT | F,P. Dann ist

PG
cos(2R-—M1)=P—T,
PH
COS My == Ly
-4
cosOR—p) _PG_ 2% _g
cospp,  PH 1 o’ )
?192 '---'!‘
cospy @
costly "

Den gleichen Grundgedanken zeigt folgende Konstruktion.

8. Errichtet man auf den Fahrstrablen PF; und PJF; die Lote
in F, bzw. F, und zieht durch P eine Gerade o, dali Hir ibre
Schnitte T; und T, mit den beiden Loten die Bezichung P1y}=P1T,
gilt, dann ist 717, Tangente (s. Abb. 88).

Beweis: Aus der Abbildung
geht hervor, dall

L
cos(2R—pu,) =E
€05 [y 0"
T,P
COSfy @
also o5 0

womit die Bedingungsgleichung erfiillf ist.
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Die Zeichnung von 7 P T, erfolgt als Diagonale eines Parallelogramms,
das man erhilt (s. Abb. 89), wenn man auf PF; und PF, die Lote

oy F.U bzw. F,U errichtet,
¥V P =P U macht und durch
V zu UF, und UF, die
Parallelen zieht, die 7\ und T,
ergeben, deren Verbindungs-
linie durch P gehen muf.
Nach dem Diagonalensatz ist
I P=PT,

4. Bezeichnen wir (Abb. 90)
die Winkel, die die Normale
» mit den beiden Brennstrah-

Abb. 89 len bildet mit »; und #,, so
ist gy =%, + R und g, = RB—w,, und die Gleichung

COS [y — &
€OS Hhy 0

Abb, 90

06

geht fiber in

cosfn,+R)  simy g
cos(R—a,)  sinw, @,
sinv, g
sin v, 0,

Diese Beziechung Eiihrt zu folgender einfachen Normalenkonstruk-
tion. Mache PR =PF =9, und PQ =PF,=g, und zeichne das
o sin v,

., PR .
Parallelogramm PRSQ; so ist S = o — s und demnach die

Diagonale PS Kurvennormale. Statt das Parallelogramm vollstéindig
zu zeichnen, genfigt es, g, avf g, von P bis @ und @, auf g, yon P

bis R abzutragen {(oder auch 3—%91 bzw. 41;92), ¢ mit B zu verbinden

und von der Mitte I der Strecke @ R nach Peine Gerade zu ziehen,
die dann die Normale darstells. C

5. Die sinfachste Normalenkonstrukéion bernhfauf folgendem
S8atz: Die Normale einer Cassinischen Kurve ist Symmediane des Bremn-
strahldreiecks (anders gesagt: Der Winkel, den der Fahrstrahl mit dem
einen Brennstrahl bildet, ist gleich demjenigen, den die Normale mit

‘dem anderen Brennstrahl einschlieft). In Abb. 91 sei PN die Normale,

und der Satz behauptet dann, da < ¢ =< @' sei. Nach 8.94 ist
die Steigung der Normalen

— [ y(?‘”+62) |
Mpy =187 = porye e
. . _ ¥
Weiter ist Mpp= 71’
Y ¥
Mp = PR~ y—o’
also
v _ v F : £,
_Mpo—"Mpp 2z  x+tc 4 g
tg 9‘) 1 . = 2
tpo e gy Y
z(w-tc)
tgp=-—1" @
gy = wi-catyt” Abb. 81
7 Schinidt, Héhere Kurven 97



Ebengo ergibt sich
¥ y (7%t
_ , _ Mpp=wpy  z—¢ T ari—d)  wylri—cl— (ey—yeo) (" + %
89 = 1+mpp, mpy 14 Pl T @ —ex) (P — byt he?)
& (e —¢) (rt—c7) :

ye{e?—2extr?)
g = ; TpBy plat
xtrd—cmrd— it et ytrityie

Man setze r?= 2%+ 4% und kommt go nach einigen Umformungen auf

tg g’ =m-§;m+?, d. h. anf denselben Wert, den tg¢ hat, Damit ist

der Satz bewiesen und eine sehr einfache Normalenkonstruktion ge-
funden. ’ .
Zugleich 1Bt sich noch ein bemerkenswerter Satz hier anseblieflen.

Zeichnet man (Abb. 91) noch den Umkreis des Brennstrahldreiecks,
. . .
go ist auch 3T F, = ¥ @, demnach A F1POco A\ QPF,, also— = o
oder m+r=g, 05 d.h. Fir jeden Punkt einer Cassinischen Kurve ist
das Produki aus dem Fahrstrahl des Punktes und der vom Umlreis des

Brennstrahldreiecks begrenszten Novmalen gleich dem Bremnstrahlprodukt.

6. Als Abschlufl unserer Betrachtungen tber Tangenten- und Nor-
maleneigenschaften der Cassinischen Kurven sei folgender Satz an-
gefithrt und kurz bewiesen: -

Abb. 92

08

Eine Schar konfokaler Cassinischer Kurven wird senkrecht gekreuzt von
einer Schar gleichseitiger Hyperbeln, die den gleichen Mitielpunkt wie die
Cassinischen Kurven haben und durch die beiden Brennpunkie gehen(Abb, 92).

Der Beweis konnte etwa in folgender Weise gefiihrt werden. Es
handelt sich um den Nachweis, dafl dieselbe Konstruktion, die die
Normale einer Cassinischen Kurve liefert, zugleich die Tangente
einer gleichseitigen Hyperbel ergibt. In Abb. 93 sei in einer gleich-

2
geitigen Hyperbel (a:y =%-) ein Durchmesser 4.5 gezogen und ein
Kurvenpunkt P mit A und B verbunden. Es seien gemal der Hyperbel-
. . . al? . a’
gleichung die Koordinaten von P: / 4z, von B:x, / 2a’ YOR

—_t 2
A _%/2_:2' Dann ist die Steigung von AP: mAP=§ﬁund die
—al ‘
voo BP:m,,= ﬁ;. Die Halbierungslinie des Winkels A PB mu
-3

Abb.93



mithin der y-Achse parallel sein. Ziehe ich weiter BB' und 44’
parallel zur x-Achse, so ist PB'=PBund PA'=PA. Die zu AB
beziiglich der Winkelhalbivrenden symmetrische Gerade ist mithin
A'B’, und dem Punkt O entpricht der auf der z- Achse liegende
Punkt S von B'A’. Die Koordinaten von S sind demnpach 2 /a,
und die Gleichung der Geraden PS lautet:

a* a’
Y 2@, Gm a?
= _——
z—x x—2m —2z

2
Bringe ich diese Gerade nun mit der Hyperbel scy=%zum Schnitt, so

ergibt sich bei Auflosung der Gleichungen nur ein Schnittpunkt,
nimlich P. PS ist folglich Hyperbeltangente. Ich konnte sie dadurch
erbalten, daf3 ich auf den Fahrstrahlen PA und PB PB'=PB
und PA'= PA abtrug und A'B’ halbierte. Diese selbe Konstruk-
tion hitte aber, wise wir aus Nr. 4 wissen, zur Konstruktion der
Normalen einer Cassinischen Kurve mit den Brennpunkten 4 und
B in einem Rurvenpunkte P gefiihrt. Eine Cassinische Kurve mit
den Brennpunkten 4 und B wird also in einem beliebigen Kurven-
punkt P senkrecht gekreuszt von einer gleichseitigen Hyperbel, die

* denselben Mittelpunkt O hat und durch die Brennpunkte 4 und B

der Cassinischen Kurve verliduft.

D. Die Cassinischen Kurven als anallagmatische Kurven

Die Gruppe I der Cassinischen Kurven (¢>a) hat die Eigenschaft,
daB jede ihrer Kurven sich durch Inversion an einem bestimmten
Kreis mit dem Kurvenmittelpunkt als Inversionszentrum in sich seiber
transformieren lift. Ersetzt man pimlich gemif der Inversionsbe-
beziehung rr' == K? (worin K noch zu bestimmen ist) in der Kur-
vengleichung

rt—2c*r%cos 2¢ == ot —¢*
r durch r', so erhdli man:

K& 2:'K* 4 4
;,;—“-WCOS299=11 -,

R5—2¢ K*r'2 cos 2 = (a*—c%) r'4,

1.14_'_

s
at—¢

4
! J—
— A7 008 2=

rig)

22 K
a4
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Diese Gleichung ist mit der Kurvengleichung identisch, wenn

E*== — (a* — %), K =Vc*—a*. Danach lassen sich nur die Cassini-
schen Kurven der Gruppe I (¢>a), bei denen jede Kurve aus zwei
getrennten Zweigen besteht, - durch eine reelle Inversion ineinander
iberfiihren. Abb. 82 zeigt fiir die innerste Kurve (a=1,3 cm, ¢= 1,8 cm,
K=1,6 cm) den Inversionskreis mit zwei entsprechenden Punkten
4 und A’'. Die Lemniskate (Gruppe II, a=¢) ist nicht anallagma-
tisch, da fiir sie a=¢, also K=o ist.

.Wie alle anallagmatischen Kurven bat auch ein Cassinisches Oval
die Kigenschaft, sich als Hiillkurve einer Schar von Kreisen dar-
stellen zu lassen, die den Inversionskreis senkrecht durcheetzen und
die Kurve in je zwei inversen Punkten beriihren. Da diese Erzeu-
gungsweisen der Cassinischen Kurven jedoch wenig anschaulich und
die analytische Ableitung etwas umstindlich ist, sei von einer ein-
gehenden Darstellung abgesehen. Die Mittelpunkte der Hiillkreise
liegen auf einer Hyperbel, deren Asymptoten auf OZ7; und O,
(s. Abb. 82) senkrecht stehen. Ein Sonderfall ist die Hiillkonstruktion
der Lemniskate (s, §11 A T). '
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VIERTE GRUPPE

13. Die Konchoide des Nikomedes

Nikomedes (etwa 200 v. Chr.) erfand diese Kurve zur Verwendung
bei der Wirfelverdoppelung und Dreiteilung des Winkels. Der Name
der Kurve ist abgeleitet vom griechischen xéyyy, Muschel, also Muschel-
linie, woh! mit Riicksicht auf die Gestalt, die sie zeigt (nicht zu
verwechseln mit der von Diirer so benannten Kurve).

T A. Unter Konchoiden im all-
¢ ' gemeineren Sinne versteht man
Kurven, die anf folgende Weise ent-
stehen. Sei C eine ebene Kurve und
O ein Punkt in ihrer Bbene. Man
ziehe gu einem Punkt @ der Kurve den
Fahrstrakl O @ und trage auf thm von
@ aus nach enigegengesetzten Richiungen
Q P, = Q P, == K ab. Der geometrische
Ort der Punkte P bei Drehung des
: Strakles wm O ist dann eine Kon-
Abb. 94 choide (S. Abb. 94).

Tch kann mir danach auch die Kurve in mechanischer Weise erzeugt
denken durch die Bewegung einer festen Strecke K, deren einer End-
punkt @ sich auf der Kurve verschiebt, withrend ihre Verlingerung
immer durch O geht. Die augenblickliche Bewegungsrichtung von 4]
wird also durch Pfeil 1 angegeben, die des augenblicklich mit O zu-
sammenfalienden Geradenpunktes durch Pfeil 2. Mithin ergeben die
C-Kurvennormale in Q und das Lot auf 0@ in O in ihrem Schnitt-
punkt D den augenblicklichen Drehpunkt: DF; und DP, sind
Normale der Konchoide. Darauf beruht eine hochst einfache Tangen-
tenkonstruktion, die fiir alle Konchoidenarten gilf.

B. Ist die gegebene Kurve C eine Gerade, 8o erhalten wir
die eigentliche Konchoide oder Konchoide des Nikomedes.
Sie ist also der geometrische Ort eines Punkies, dessen Verbindungslinie
mit einem feston Punkf, dem Pol, durch eine feste Gerade, die Basis, so
geschnitten wird, dafp das Stick zwischen Ort und Gerade eine gegebene
Liinge besitzt. (s. Abb. 95).
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D_ie Kurvc? besteht, wie aus ihrer Erzeugungsweise hervorgeht, aus
zwei unendlichen Zweigen, die zu beiden Seifen der Basis liegen und
diese zur Asymptote haben. Eas gilt fir

@

P :r=cos(p—|—K
oder
a .
(r—-—-cos.‘p)-—-K=O,
R a
_P2.T—"cosqg'j‘—K P
oder : ’
o 0 X
(r_'cosrp)_}"‘K:O' a

Dempach fiir beide Punkie:
(=) E| |l — ) + E] =0,

('r'— s )Z=I(2 .

COsS g

Abh, 95

Setzt man hierin z=rcosg, y==rsing, r =Vz? + ¢, so folgt
ar\2 g
(r—5 ==

s  Zar® | ate?
x x?

— K?,

2t -2ty —2a2°—2azy® L ata®+aty = K222,

(*+9y°) (x—a) = K«

C. Auswertung der Kurvengleichungen

1. Die Kurve ist symmetrisch zur a-Achse.

2, Wird #=a, so kann die Gleichung nur bestehen, wenn zugleich
y=cw wird, d.b. die Basis ist Asymptofe.
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3. Der O-Punkt gehdrt der Kurve an. Niberen Aufschlufl gibt die
Polargleichung. Der nach dem O-Punkt zu gelegene Kurvenzweig bat

die Gleichung 7 — —— + K'=0. Fiir den O-Punkt muf »= 0 sein,

cos @
woraus sich als Bedingung ergibt:

@
cOS

-0

23
cosp=.
Wir unterscheiden nun 3 Fille (wobei wir diésen
Bruch o/ X, der die Form der Kurve bestimmt,
als Formzahl mit f bezeichnen):

a) f>1, a=> K (Abb. 95). Dazu gehort fir
r==0 kein mdoglicher Winkel ¢. Dall trotzdem
der O-Punkt als sog. isolierter Punkt zur Kurve
o : gehort, zeigt die Gleichung in kartesischen

ADD. 96 Koordinaten.

b) f=1, a=K (s. Abb, 96). » nihert sich der Null, wenn ¢ von
der positiven oder negativen Seite her nach O kenvergiert (cos g =1,
@ ==0). Die Kurve beriihrt die xz-Achse zn beiden Seiten und hat im
O-Punkt eine Spifze.

Abb. 97 Abb, 98

/1

¢) f<(1, a< K (s. Abb. 97). Zu der Bedingungsgleichung cos p =+

gehren dann zwei enfgegengesetzt gleiche Werle von @; die Kurve
hat in O zwel Tangenten (Enolenpunkt), -
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- D. Abb.98 zeigteinemechanische Vorrichtung von Nikomedes
zur Zeichnung der Kurve, die gemill der Definition der Kurve ohne
weiteres versténdlich ist. Die Spitze S beschreibt freilich nur den
einen Kurvenzweig, der auch allein ihrem Erfinder bekannt war.

B. 1. Abb. 99 zeigt die Tangentenkonstruktion gemill den Er-
orterungen zu Beginn dieses Paragraphen.

9. Auf anderen Erwigungen beruht folgende Gewinnung der
Tangente, Parallel zur festen Geraden C ziche man durch den
Kurvenpunkt P (Abb. 100) :

die Strecken P@ = OFpund c
QR = Pp P=K, ziehe durch
R eine Parallele zu OP und
falle auf sie das Lot ¢S. PS
ist dann die Kurventangente
in P. ’ Y
b 4 ]
2R-T;
?
.——"/ U
D Wa Po K
)
7 X
5 2 v g a
- LA
A
Abb. 99 Abb. 100

Beweis: Aus x = e+ Kcosgp
und y =atg @+ Ksingp

folgtdr == — Kingdgp
a

und d-y=(——]—K cos 99)ng

costp

[
ay_wsg THOP_
dz Ksing =BT

Wir verlingern S@Q bis zom Schnitt mit der Achsenparallelen UP

in 7 und weisen nach, daB tg SPZT gleich der eben errechneten
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Steigung der Kurve in P ist. Da P@ = OP0=C_0‘;_@, go ist QT

£o =—2_ und da SQ=Kcosp, so stellt ST den Zihler des
cosp  costy

Bruches tgv dar, und da §BE = Ksin ¢. entspricht SE dem Nenner,
und folglich muB JCSE T=2 R —7 sein. Der Beweis ist nun ge-
schlossen, wenn ich nachweise, daf <L SRT = J SPU ist. Nun
folat aus der Ahnlichkeit der Dreiecke SQR und QRZT, daf auch
ASQP~ A RQT, so dall L STR =2 SPR. Also ergibt sich:
A SPU=2R - SPT=2R—(SPR+Y RPI)=2R —
I STR+A RST)=<SRT.

F. Verwendung bei den Unlésbaren Problemen

1. Verwendung der Konchoide zur Wirfelverdoppelung
(Abb. 101). Zeichne eine Kounchoide von der Formzahl f=1 (a=K)
mitdem Abstand a gleich der gegebenen Wiirfel-
kante und ziehe durch U/ unter 60° eine Gerade,
die den rechten Zweig der Kurve in § schneidet.
Trifft dann OS die Basis in 7, so ist O =z
die gesuchte Wiirfelkante.

2 _ Zu beweisen ist, dafl x =a¥2.
Nach dem Strahlensatz ist z:a=2a:y.
Lay=2a%
Fallt man OL, so ist in A\ OSL
(x+a)= (y + %)2 + OL*
s und in AOLU:
a? = %2+ oL®

m%.-..

a? "
&
Abb. 101 I 2+ 2ax=y2+ay,

{w+a)®—a® = (y-l—%)z-——

und aus I eingesetzi: 9 g = %

2 Y

%f(a+y)=y(a+y),

w2= ay’
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,auf dessen einem Schenkel eine

eingesetzt in II: Y=gz
’ pr=0?. 2gx"

z=ay2.

2. Verwendung der Konchoide zur Drittelung des Winkels
(Pappus). Ist o der zu teilende Winkel O (Abb. 102), so trage man

beliebige Strecke OU =a ab und X
errichte in U das Lot, das den ¥ =Y
anderen Schenkel in N trifft. Be- e ¢
zeichne ich ON mit ¢, 80 zeichne c M

man zu O als Pol und NU als LEE 5
Basis die Kounchoide mit K=2¢ 47 17 }
und ziehe durch I die Parallele

zu O U, die die Kurve in P trifft.

Dann ist 3L POU= g . Abb. 102
Beweis: Ist M die Mitte von QP, so ist, da IV mit @ und P auf
cinem Kreis liegt (JCQ NP=R) PM =M (=M N=c,demnach, wenn

AL POU=uw, letasten Endes L NOP =2z, also a=2:c—|—sc,m=§.

Die Aufgabe 1iBt sich (ebenso wie die vorige zur Wiirfelverdoppe-
lung) als Papierstreifenkonstruktion geben: Gegeben JINOU
=a. Man ziche durch N eine Parallele zu O U und lege nun einen
Papierstreifen, auf dem eine Strecke @ P = 2¢ markiert ist, so durch
0, daB Q auf NU und P aunf die durch N gelegte Parallele fallt.

14. Die Kardioide

(vom griech. xaxpdix, Herz, also Herzlinie).

A. Erzougungsweisen

1. Als Kreiskonchoide. Gegeben ¢in Kreis M mit dem Durch-
messer @. Man ziehe durch einen Punmkt O des Umfangs eine Sehne 0@
und trage ouf dieser bzw. ihrer Verlingerung nach beiden Seilen die
Strecken QP, = QP, =a ab. Bei Drehung der Sehne um O beschreiben
P, und P, die Kardioide (s. Abb. 103).

Aus der Abbildung liest man ab fiir
Pir=a+tacosp,

Poir=a—acosg.
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LiBt man P, durch Drehung um ¢@'=@-m erzeugt werden, so
ist die Gleichung fiir P, in der Gleichung fiir P; enthalten, so daf
wir als Polargleichung der Kurve nur schreiben:

r=a(l+cosgp)=2a cos?g-

dinaten bringt:

2. Als Fufipunktkurve., Zieht
man die Kreistangente P, T, so
ist XPQA=P, TA=FE und
QP,== AT=ga, mithin AP, @4
AP, TA, also auch QA4 =P, T,
mithin @A TP, ein Rechteck und
I QP, T = R, Ich kann also sagen:

Die Eardioide ist der geomelrische
Ort aller Punkte, die sich ergeben,
wenn man von einem festen Punkt eines Kreises auf die Tangenten des
Kreises die Lote fullf. '

3. Als Epizykloide. Hine Epizykloide wird durch ginen markierten
Umfangspunkt cines Kreises beschrieben, der aufien auf einem gegebenen
Kreis abrollt, Wir lassen einen Kreis vom Radius b auf einem gleich
grofien festen Kreis abrollen. Die hierfiir geltenden Gleichungen leiten
wir in doppelter Weise ab: a) fiir eine Kardioide mit der grofiten
Ausweitung in Richtung der positiven x-Achse (negative z-Achse als
Null-Lage) (Abb,1042), b) fiir die um 180° gedrehte Kurvenlage
(Abb. 104b): .

Abb. 108

~ Abb. 104n Abb. 104b
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Die EBinfithrung kartesischer Koor--

a) y =2bsin (2R —¢) —becos (BR—20
x=—2bcos (2R—t) —bsimn BR—28
y=b(2sint+sin 2 ‘
z="5(2cost+cos2t)

b) y=2bsint—bcos(2{—R)
r=2bcost -+ bsin (2i— 1K)
y="b(2sint —sin21¢)
x="b(2cost—cos2{).

Dafl es sich hei dieser Roll-
kurve wirklich um eine Kardiocide
handelt, ergibt sich sofort, wenn
man das Koordinatensystem nach
O verschiebt (Abb. 104 n. 105),
» und @ einfithrt und b = a/2
setzt. Wegen der Gleichheit der
Bogen PPB und OB ist LN
= M, also /\ AMN gleich~
schenklig und OP| M N. Aus
OP:MN=AOQ: AM folgt ~ **'®

o — 7 . ( 7 a)
YT %cos(@R—e) T 2c05(2£—q;)+2 !
r__-r
a4 —rtecosp’

r = {1l -+cos ¢}

4, Als Inverse einer Parabel. Das Zentrum der Inversion liege

im Brennpunkt, ihre Bedingungsgleichung sei rr'— K% Die Parabel- -

gleichung far den Brennpunkt als Pol lautet
— 4
T +cosg "
Setzen wir

Y=,
. T
so erhalten wir (p=g@"):

K Vi

— _....'K2 | F
7 = TTesy’ ——5-(1+cosgo ).
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r g
Wir erhalten also eine Kardioide mif a=%.

P 5. Ein Gelenk-Parallelo-

4 gramm (Abb. 108)von den Seiten Lund

X 1/2 drehe sich mit einer Ecke um O

£ derart, daff die Seite 1|2 sich in der-

&PL—F selben Richtung wie 1, aber mit der

& X doppelten Umdrehungsgeschwindigheit

\ ¥ bewege, Dann beschreibt die Gegenecke
Abb, 106 P cine Kardioide.

Man liest aus der Abbildung sofort die Gleichung ab:
y =1sin @ Zésin 2@ =z§(2singp—[—sin299),

m=lcosgﬂ+%ces2 tp=%(200599+cos2§0).

Wir erhalten also eine Kardioide mit a=1, deren grofte Ausweitung

nach rechts gerichtet ist.

6. Als Hiilikurve einer Geradenschar (1. Art): Wenn 2wei Punkte
sich mit konstanten Geschwindighkeilen im selben Unmlaufssinn ouf einem
Kreis bewegen, derart, daf§ der eine Punkt sich doppelt so rasch bewegt wie der
andere, so umhillt dic Gerade, die ihre Stellungen verbindet, eme Kardioide.

Beweis (s. Abb. 107): .4 bewege sich doppelt so rasch wie B; die
positive x-Achse sei der gemeinsame Anfang ihrer Bewegungen. Da

A die Koordinaten s

v x,=rcos2a, y,=rsn 2a

und B die Koordinaten

Ly

2f\* 1 Dbesitzt, so lantet die Gleichung von A4B:

=rcosa, y,=rsinc

g F( __y—rcin2a
: x’y’a):x—rco;sﬂa

__rsin 2a—rsina

Abb, 107 T rcos2a—reosa’

y (cos 2a—cos) — rein2acos2 o -+ rsin2acos ¢

=z(sin2a—sina)—rsin2acos2a - rsinecos 2 a.
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Nach den Formeln

cosa—cosﬁr-—-zsina—gfsina;ﬁ
Esin(:L—-—azgimﬂ———2c(JssﬂL;,H9.=1inm—ﬂ_-‘fz
ist }
. 3¢ . @
y(—2sm751n72-)—m(2005%#sin2)=—rﬂina,

4

3 .
mcos?a-i—ysmga

a,.
T — 7 CO8 5 =0.
Wir differentiieren:

oF . 3a - 3a
E—--—-Swsm—%——l—‘c’.ycos“ﬂ—-{- rsing—=0.
Aus (I)
. 3a 3a . o3a
Swsin cos?—}-?)ysmz?-—3rcos%sini—a=0
und (1)
. 3a_ 3a Sa . . 3
—3a:sm~,:—z—cos—‘2—+ By cos® —I—rsmg—cos%=0
folgt
3y=v"(3usin3—“’0{:5—05—cosﬁsl'n—':i
g “F3 g R g s
und
3:1:-=4‘(-‘300:5;'?'—a(:osa5-f—sing—c"'sinE
b4 2 2 a/°
Nun ist aber
' - 3¢ a - 3a . a . {3a a .
_sm g €085 — cog-sin 5 =sin (—Q“——g)=sma
und
. 3a o . 4 .
28in 5 €08 5 =sgin @q-l-sm%,
addiert:
. 3a « 3 . @ . .
3sin g €085 — €08 o-sin 5 =gin 2a 4+ 2sina.
Entsprechend :

3a a . 3ea (13 2a
cos__ — — H — — — — !
g C08 5 <+ sin g 810 5 == Co8 o) = eosd,

3a a 4a 2¢
ZCos?cos§=cosT + €08 5,

3a a . 3a ., @
3cos?cosg—l-mn731n§=cos 2a+2cosa.

(0

AL

{Ia)

(IIa)

(a)

(b)
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Setzen wir (8) und (b) in (Ia) und (IIa) ein, so folgt
3y =r(sin 2a 4 2sina),
82 =7 (cos 2 -+ 2cos @}.

Wir erhalten mithin eine Kar-
r

dicide mit b=3=5. Abb.
108 zeigt die so erzeugte
Kurve.

7. Als Hiillkurve einer
Geradenschar (2. Art). Sei
A ein fester Punkt (Abb. 109),
g eine feste Gerade, und B der
Fufipunkt des von A auf g ge-
Fallten Lofes. Zieht man durch
A einen beliebigen Strahl, der

g in P trifrt, und trdgt an

AP in P nack der Seile,
g ouf der AB liegt, einen
Pl Winkel an, der doppelt so

groff ist wie L PAB, so
x umhiillt der freie Schenkel
4 #£7 eine Kardioide.

Beweis: Nehme ich AB
als positive x-Richtung und
-g alg y-Achse, bezeichne
AB mit d und ILPAB

Abb. 100 . mit %, go ist PB=dtg ;—.

Abb, 108

Da PQ den Neigungswinkel 370 hat, so lautet die Gleichung von P@:

y=wotg s 4 dtgy .
Ich habe also:
Floy=y—utgy—dtgg=0,

OF _ —3= 4 _y,
do

cog? 3¢ o2
2 2
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Ich multipliziere die obere Gleichung mit

3
Y und die untere

- cosz-;-z-
mit tg3a:
5y swig>l  sargl
coszg B ct:asz-:?;zE —cos"3—;£=0 '
-—Sxtg% dtggfa

— =0 und subtrahiere:

3
cos“?a 0052%
a 3a
© 3y 3dtg§ dtg?
3a __.3a ’
c052? cos’-g—a coa”%
28 R 3a 3a
8y cos® 5 == 3d tg 3 cos g —dtg - cos® -,
P o cos%— gin 3—acosE
. . 2 2
y——§3sm§
had
cos®5
=g’! 3sine—sin3a
3 ldcosa
4 3sina —3sin a+-4sin'a (Formel :
3 1+cosa sin 3¢ =3 sina — 4sin’q)
__G4sing(l—cos®a) @, .
=3 Ttcosq =§4sma(1——cosa)
_4df, sin2a\ 2, .
——g(sm‘a— ) )zg(zsma——sinza).

Entsprechend: @ = } 9—.: (2cos o —cos2 a).

Das sind aber die Gleichungen einer Kardioide, die entsteht durch
Abrollen eines Kreises vom Radius %’i auf einem festen Kreis von
gleichem Radius und dem Mittelpunkt 4. g ist die Doppeltangente.

8 Ychmidt, Hohers Kurven 113



a 8. Noch in einer dritten Weise 140t
sich die Kardioide als Einhiillende einer
Geradenschar darstellen, nidmlich als
katakaustische Linie:

s, . Gehen von einem leuchienden Punkt auf

2 o e /B x dem Umfang eines Kreises Straklen aus, die
pES an dem Kreis reflektiert werden, so umhiillen

a die reflektierenden Strahlen eine Kardioide,

deren ruhender und rollender Kreis den

T dritten Teil des Radius des gegebenen Kreises

zum Halbmesser haben.

Beweis (Abb. 110): Der leuchtende
Punkt sei P. PFiir einen reflektierten

Strahl @ T ist die Steigung m = tg%"und pach dem Sinussaiz aus

Abb, 110

[+
# sin4
AOQT n= ——-—‘3%, so daB die Geradengleichung lautet:
cos o -
'rsinE
— 3a 2
(:057
F( _ a . 3¢ . 0 0 I
x.y,a)—_—ycos—aj——msm?—{—rsmgﬂ . (I
Wir differentiieren (—g-g == 0):
. 3a 3a . @ o
—SysmT—3xcos-2_—+rcos§=O. (I1)

Nun multiplizieren wir (I) mit 33111%—“, (II) mit cos?a und addieren:

.. a . 3o o 3a
—350—!-1"(3s1n581n—gﬂ-i—cos§cos?)—0,

— 9sin & sin 52 + sin Lsin>% a 3_a)_
3.’,&'-{—7‘(2&,1[198111 2 -+ gin 5 8in -—l-cosgcos9 =0.
Nun ist
. a . 3a
2singsin o= = — (cos 2 a —cosa)
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gemil der Formel

cos 6 — cos f = — 2gin 2P, 8
2 2
und '
.. a . 3a
sin Esm_f'*" cos%coag,,%L =cosd,
demnach
— 3z +r[cosa—(cos2a — cosa)] =0,
—3z+r(2co8a—cos2a)=0,
r
T == 5(2005 a—cos 2 a).
Entsprechend:

== %(23ina-—sin 2 a).
Dig 8o entstandene Kurve zeigt Abb. 111.

8. Als Hiillkurve einer Schar von Krei 1 i
eisen liBt sich
gtfrve foldendermalﬂen bestimmen (8. Abb. 112): Die Eardioide g:f?l?:
Wkurve aller Kreise, deren Mittelpunkte ouf einem Sesten Kreise liegen

Abb. 111 Abb, 112

und die durch einen auf dem fésten Ereis liegenden gegebenen Punkt gehen, —
Se1"_M de}- gegebem_a Kreis, O der feste Punkt und N eine Lage des
veréinderlichen Kreises, so ist die Polargleichung des Kreises M:

02 —2gceosat 2=c?,
o=2c¢ccos0

& | | 115



und die des Kreises N: .
Fr,p,0)=r>—2r«2ccosacos{p —a)=0.

Dann ist
OF __ . .
Sg = cos(gp — @) sin a4 cos a.sin (@ — @) =10,
tgo = tg(p—a),
e
a=§ .

Fiihren wir diesen Wert in F ein, so folgt die Kardioidengleichung
Es ist also a== 2¢, und Kreis (M, ¢) ist der Grundkreis der Abb. 103,

r=4c¢cos

Verlingert man in Abb.112 OM und ON um sich selber bis M,
bzw. N, so beschreibt Ny, wihrend N Kreis M durchliuft, den Kreis
M,, und ich kann somit unsere Definition der Kurve auch in fol-

gender Form aussprechen:

§® Die Rardioide ist die Hullkurve aller Kreise, die zum Durchmesser die
Strecke haben, die einen festen Punkt (O) eines gegebenen Kreises (M) mit
einem beweglichen Punkt (N,) dieses Kreises verbindet.

B. Auswertung der Kurvengleichungen
1. Die Kurve ist symmetrigch zur z-Achse.

9. r hat seinen groferen Wert fiir @ == 0. Fiir ¢ = 90° wird r =4,
fiir g = 180° ist =10, Von 0 bis 180° nimmt r stetig ab von 2a bis
0, von 180° bis 360° wieder stetig zu. Im O-Punkt bat die Kurve
eine Spitze mit der x-Achse als Tangente.

3. Zur Entscheidung der Frage, welches die beiden am weitesten
nach links gelegenen Punkte der Kurve sind, in denen die Kurve
von einer parallel zur y-Achse verlaufenden Doppeltangente berlihrt
wird, denken wir uns im Abstande d parallel zur y-Achse eingé Gerade
durch die Kurve gelegt. Es ergibt sich fiir x=d auns der Kurven-
gleichung:

(B -yt = @+ y° — ad)?,
worats

y=i712:\/(a2—|— 2ad——2d2);!:a1/a2+4ad.
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Hiernach erhalten wir nur zwei reelle Schnittpunkte, wenn a?--4 gd— 0,
d. h, wenn d =— gist. Die zugehérigen Ordinaten sind

5 -
y=i;\/3.

C. Tangentenkonstruktionen

1. Als Epizykloide. D ist angenblicklicher Dreh
Kurvennormale (Abb.113). & ieher Drohipuni, also FD

2. Als Konchoide. Das Lot in O auf O i
ergeben den Drehpunkt N. ¢ und dor Radiue QM

3. Die Ausrechnung der Winkel
ergibt, daf der Winkel, den die Tan-
gente mit dem Fahrstrahl bildet,

gleich R + £ ist, eine Tateache, die

iibrigens mittels Differentialrech-
nung leicht zu bestitigen ist (u
Winkel zwischen Fahrstrahl und
Tangente):

rdg ﬂacos’(%)dq:
tgp = =

—asingdg
2 cos? (%—)
- G g 8 N
—2cos gsing Abb,113

w==R ';—’ .
Wir kénnen also _auch sagen: Man erhdlt die Tangente in cinem Kurven-
punkt der Kardioide, wenn man an dem Fahrstrahl in dem betreffenden
Kurvenpunkt den Winkel R—(—%’- antrigt.

“ 4. Mache ich weiter QR— QM — ;—; , 80 zeigt sich, dafl ITORM = R

$ -
+ 5, also MR parallel ¢, woraus sich eine weitere Tangentenkon-
struktion gewinnen lafit.

5. De_rselbe. Kreis, den die Umhillungskonstruktion der Abb. 108
zeigh, fritt bei der folgenden Tangentenkonstruktion mittels des Um-
kreises in die Erscheinung (Abb. 114).

117



Ziehen wir durch die Spitze der Kurve eine Sehne P,P;, so folgt
zandchst aus der Entstehung der Kardioide als Kreiskonchoide, dafl
P, P, = 24, also konstant ist. Wir haben
weiter den Winkel, den Fahrstrahl und
Tangente miteinander bilden, eben be-
rechnet zu

choszgdq;
b= pa — T

also ist

Abb, 114

Da zu P, der Polarwinkel 2 B+ ¢ gehort, so folgt, dal der markierte
X PP, W=FR+2EX? —9 B4 % ist, mithin I{SP,P, =% . Dann

mul < PSP, also der Winkel, den die beiden Ta.ngenten mitein-
ander bilden, gleich einem Rechten sein.

Wir berechnen weiter die Koordinaten des PunktesS.Ist P,T | SZ,
go errechnet gich ISP, =k — 3—‘;7 . Da 8P, = P,P, » sin SPp P,
=2agin % , 80 ergibt sich in A\ STP ST= 2asm 5 €08 7 ? ond TP,

-—2asm %sm 3? . Da die Koordinaten von P, sind

2P

Yp =7 ging = 2a cosZ%singp und z, =reds = 2acos° 5 CO8 P,

so ergeben sich als Koordinaten zy; g von S:
3
¥, = 2a cos? g gin @ - 2 g sin z cos —22 ,
woraus nach einigen Umformungen

y1=6acos3% sin % ——6main3%cos%[J

. 3a .
= GaSiD%COS% * €08 99=3asmg.>cosgo=§sm2ga,
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und in dhnlicher Weisge

. .3
Z = 2acosa—§-cosgﬁ—2asm%sm?@

— 2P s 2OV 4528 2@
a[z(cos g — 8in g) 4 gin g C08° 5

=¢[2008% ¢ —sin® p] =a[2 — 3 sing].
Wir tragen nun OM=Zab, Dann ist in A\SZM SZ=y, und

a

ZM =§—u = —

9. #(2—8sinp) = & (6 sinp — 3)

l~91 &

=2 (2 sin*p — 1),
3a
ZM =7 cos2g.

Dann folgt
a, . . al
SM*=y*® -l-(——-aa) 9T(81n22g:-[—c0522g2)=9 I

‘ 3a
s =%

Fassen wir diege Ergebnisse zu einem Satz zusammen, so kénnen
wir sagen:-

Die durch die Spitze einer Kordioide gehenden Selnen sind gleich lang
{=2a), diec Tangenten in ihren Endpunkien stehen aufeinonder senkrechi,

und die Scheitel dieser rechten Winkel liegen auf einem Kreis (Radius %;)

Weiter ist

da 2
, o Sz @
thMZ‘: ——SZ —_— p L4l == =

V4.4 3a
53— % —?cosﬂcp

=—tg2¢p=tg(2R—2¢).

Daraus folgt 3CSMX =2¢p. Dann mull der Schuittwinkel von 0P,
and SM gleich @ sein, woraus wieder folgt, dall dieser Schnittpunkt @

auf dem um M mit gbeschriebenen Grundkreis liegt.
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Daraus gewinnt man folgende Tangentenkonstruktion: Verbinde P, Die Tangente in einem zum Wilzungswinkel ¢ gehérigen Kurven-
mit O, wodurch sich der Schnittpunkt ¢ mit dem Grundkreis 3 '
ergibt, Verlingere M@ biz zum Schnitt § mit dem Kreis, der sich

mit % um M beschreiben 1a8t, und ziehe SP,.

punkt hat mithin den Neigungswinkel a = % gegen die positive
Richtung der wx-Achse. Die Gleichung dieser Tangente lautet dann:

2
Liegen die beiden Kreise um M gezeichnet vor, so lassen sich : 3¢
hiernach sehr rasch auf beliebig vielen durch O gehenden Sehnen y—b@sint—sin24 07
die Kurvenpunkte mit ihren Tangenten zeichnen. : z—b@costi—cos2y 3t
i ' 2
Yy ‘
wsin%— ycos%= 2bsint§+bsin %= 3bsin % .
h _ - Wir bestimmen nun (Abb. 115) den Schnittpunkt W dieser Tan-
gente mit der Doppeltangente {#==-) der Kurve. Einsetzen von
W te mit der Doppeltangent ) der K Einset
3t J r= %b in die Tangentengleichung liefert:
b ===
12 z - | 3¢t 3b . 3t £
M w5 \_)% X ycos 5 = sin 5 — 8bsing,
., Bt ¢
\ _36(51u?—25m§)
Y= 2 cos -3—t .
2
Demnach ist, wenn wir 9 WM X mit o, bezeichnen,
I
v o % sin%t-——fz'sin% 3sin § —4sia?§ —2sin§
Abb, 115 g0 =5= 3¢ st £ ’
) €0s 5 4 cos §—3cos§
D. Zwei Lehrsitze. 1, Wir gehen aus von der Darstellung der
ioi Rollk it den Gleichu
Kardiolde als Rollkurve mi e-n “ . neen (gemil den Formeln fiir sin 8« und cos 3a)— oder:
y=>b(2sint—uin24),
x="5(2 cost— cos 2 ) ' sin %(1—4sin2 %) ,
und bilden aus ihnen den Differentialquotienten i tgw, = — 7 = g 7
3¢ €os 5 (4f.c052 3 —3)
sin —
dy  cost+4cos®s Q_t 3¢ N
dz —snt+sn2t 8t 52’ _ e @
COSE' il g -
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Nun hat aber die Tangentenfunktion die Periodizitdt &, und so be-
friedigt nicht nur a = 3 ® die Gleichung tgw, = tg%, sondern die
drei Winkelpaare

A e=3a oder @, =+

a=3w-|mw " Wy =

w|Q ex|n WV
w|g oola

e=3w+2x ,

f

Dis dreifache Losung hat ihre Begriindung darin, dal es (s. Abb. 115)
zu einer vorgelegten Richtung ¢ immer drei parallele Tangenten (ein
Tripel) an die Kurve gibt, die ein Tripel von Schnittpunkten mit der
Doppeltangente (U, ¥, W) zur Folge haben, Wir haben so den merk-
wiirdigen Satz erhalten: Die Tripel paralleler Tangenten der Kardioide
schneiden die Doppeltangente in Tripeln von Punkten, die vom Mittelpunki

des Grundbreises aus unier dem Winkal% erscheinen.

Es ist also 3 WMV =3 VM U= T =60°.

Diese Tatsache erdffnet die Méglichkeit, die Kardioide als Hill-
kurve solcher Tripel paralleler Tangenten zu zeichnen.

2. Es besteht der Satz: Verschiebt man den Hreis, von welchem die
Kardioide die Fufpunktfurve ist (s. Abb, 103), so, daf sein Mittelpunkt
awf der Achse innerhald der Kardioide bleibt, von der Spitze der Kardioide

aber nur noch um den halben Radius (%) entfernt ist, so schneidet jeder von

der Spitze ausgegangene und hierauf an der Kardioide zuriickgeworfene

Strahl nach der Reflexion den Kreis so in zwei Punkien, daf das Stick -

des reflektierten Strahls zwischen der Kardioide und dem einen Kreis-
schuitipunkt die konstante Linge des halben Radius besitzt. In diesem
Punkte wird der Strakl von dem Kreis parallel zur Achse der Kardioide
zuriickgeworfen. (Abb, 116)

Die Begriindung dieses Satzes ergibt sich ohne weiteres aus der
Betrachtung der Abb. 113 (8. 117). O MK P ist ein gleichschenkliges
Trapez, und die Normale P N halbiert< @ PK. Ein von O ausgehender
Strahl O P, der sich in Pan der Kardioide spiegelt, wird somit nach
K refiektiert, und beschreibe ich um M mit M K=¢ den im Satz
erwihnten Kreis, so trifft PK die Verlingerung der Kreisnormale
ME unter ¢, wird also auch unter ¢ in die Richtung RL zuriick-
geworfen. K I, aber ist, wie ein Blick auf die Abbildung zeigt, der
Achse parallel. .
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- Umgekehrt: Jeder zuf Achse parallele Strahl muf nach Reflexion
am Kreis und danach an der Kardioide durch die Kardioidspitze O
gehen (vgl. Abb. 116).

Abb. 118

Penkt man sich das Ganze um die Achse gedreht, so beschreiben
die Kardioide und der Kreis zwei Rotationskirper, die also, wenn
der Kardioidkorper innen und die Kugel auflen spiegelnd belegt sind,
achsenparallele Strablen in der Spitze O konzentrieren. Diese Tatsache
hat Siedentopf benutzt, um einen sogenannten Kardiodkondensor
fiir Dunkelfeldbelenchtung zn konstruieren. Ir verwandte freilich die
Korper nicht in ihrer Gesamtheit. sondern nur zwei durch Rotation
von Bogenstiicken A4 4, bzw. BB, entsprechend zugeordnete Kugel-
bzw. ,Kardioid“zonen. :

Unsere Abbildung fithrt zugleich zu einer einfachen Kurvenkon-
gtruktion. Liegt ein Kreis mit einem Durchmesser DD, gezeichnet
vor, so ziehe ich parallel zu DD, eine Gerade LXK bis zum ersten
Schnitt K mit dem Kreis, spiegele sie¢ am Radius M K und trage
auf dem Spiegelbild von K aus nach auflen KP gleich der Hilite
des Kreisradins ab. Denke ich mir nun LXK parallel zu sich ver-
schoben, so beschreibt P eine Kardioide.

E. Anwendungen der Integralrechnung

1. Quadratur. ® ®
S= fr2d90_= 2a3fcos‘*(%)d @.
0 0

b =
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Betzt man ¢ = 2%, so folgt

e o '
S =20 fcos*t-2d1=44a" [ cos*tdt=44?[ 2 cos®isin ¢+ costmini+ £¢]
0 0

=4a2[ cosa—sm—-l— cos sin® +— —}

4
Lift man nun ¢ von O bis , also 2 3 von O bis g wachsen, s0 er-

bhilt man als Flicheninhalt der halben Kardioide

1 3 B 3a’z
S=4a2[1' O+§' O+T€ '"_'---T’

demnach hat die ganze Kurve den Flicheninhalt

3am
F=322%

d. h. ihr Flicheninhalt ist sechemal so grofl wie der des
Kreises, ans dem die Kurve durch Abrollen entstanden ist,
und $mal so groff wie der Inhalt des Kreises, dessen Fufpunkthurve sie ist.

2. Rektifikation. s ist dr — —asin pdg, also
45> = dr*r2dp® = a®sin® p dg? +4a-eos4( )dgo
=[4uzsin2 (%) cos2 (2 l) +4a%cost( )}dg:
— soton) g o g — i

ds==2q cos (%)d(p,

s =2a,fcos( )dgo_4afcos (%)df(g) —4asin (%)

LaBt man @ von O bis s wachsen, so ergibt sich als Linge der
halben Kardioide s = 4a, folglich als Umfang der ganzen Kurve

U8a

d. h.: Die Kardioide ist achimal so lang wie der Radius des Kreises,
dessen Fufpunktkurve sie ist, oder sechzehnmal so lang wie der
Radius des Kreiges, durch dessen Abrollen sie entsteht.

also
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15. Die Pascalsche Schnecke
(Etienne Pascal, der Vater des beriihmten Blaise Pascal.)

A. Erzeugungsweisen

1. Als Kreiskonchoide (s. § 18): Die Pascalsche Schnecke ist der
Ort der Punkte auf allen von einem bestimmien Umfangspunkt eines Kreises
ausgehenden Sehnen, die von dem
zweiten Durchschnitispunkt der Seh-
nen mit dem Kreis gleich weit ent-
Jernt sind (Abb. 117). M mit dem
Durchmesser b sei der gegebene
Kreis, a der gegebene Abstand.
Man liest aus der Abbildung so-
fort ab:

fir P;:
0P, =0Q+QP
r=bcosqa-|—‘a=a—i—bcosgo,
fir P,:
r=—a-~bcosg.

Die erste Formel gilt nur fiir
Punkte des dufleren, die zweite
nur fiir Pankte des inneren Bogens. Wir kénnen aber auf die zweite
Formel verzichten, wenn wir auch negative Werte von # zulassen. Ein
Punlkt des inneren Bogens, der mit dem Punkt »,; ¢, des Zuleren

Bogens auf demselben Fahrstrahl liegt, hat die Koordinaten — #y;
@p = @, -+ %, Wir kbnnen also ale allgemeingiiltige Formel schreiben:

Abb. 117

re=at-beos e

Fithrt man kartesische Koordinaten ein, so ergibt sich:

Vaify2=a-1+b

Vo4t

2 +y? =a Vel +ba,

a® @+ y?) — (o + y? — D)= 0
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Ist a==5b, so ergibt sich als Sonderfall die Kardioide (§14)...

2. Als FuSipunktkurve, Zeichnet man Kreis M' mit a und zieht
die Tangenten P, U und P, ¥ an ihn, so sind P, UM' Qund PV L' Q,
weil QM' | OP,, kongruente Rechtecke, also SLOP, V=0P U
— R. Wir kénnen also anch sagen:

Nimmt man auf einem Durchmesser eines Kreises vom Radius a einen
Punki O an, der vom Mittelpunkt um die Linge b abstehi, so ist die
Fufpunkikurve von O in bezug auf den Kreis eine Pascalsche Schnecke.

Fir die Xardioide
lisgt der TFestpunkt auf
dem Umfang des Kreiges.

8. Die Schnecken-
linie als Rollkurve
(Eptirochoide).

Rollt ein Kreis aufen auf
einem festen Kreis, so be-
schreibt ein markierter Punkt,

ox  der mit dem rollenden Kreis

l -
/ af Sest verbunden ist, eine Hpi-

I Y

a-;'ﬂln.

trochoide.

Abb, 118 In wumserem Fall (Abb.
' 118) mdgen die beiden Kreise,

sowohl der feste O wie der vollende M, denselben Radius g haben; die

Entfernung des markierten Punkies P von M sei g ; die Anfangs-

lage der Rollbewegung sei die positive z-Achse. Dann folgt aus der
Abbildung:

y=asint—|—gsin2t,

/]
x=—acost +;2cos2t.

b
x=acost-+ bcos*t— 3

a b a®
"'o:>+\/(‘”+§)b+z

Daraus:
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. . . b
Verschieben wir das Koordinatensystem um 5 nach y', setzen also

x=x’—%, y=y', so folgt -
i _
L —
cos f = , sint = V1 —cos?t

b

- —
Vbz—- % —bz'tea v%2+ ba'

> — -
Kingesetzt in die Gleichung:

.I.ry'=‘\/b2—%2-—-’bm’ + a\/“;-y ba' (g+‘\/"£+bx') .

Quadrieren und Vereinfachen fithrt schliefilich auf

xr4+yr4_a2ylz+b2wi2_2bxryr2+2xl‘2yfz__a2xfz_Qbm.fs:o
az(xrz'_]_yrz)_(wra_}_y'a - bsc’)2= 0.

Liegt P auf dem Umfang des rollenden Kreises (:—f=%), s0 erhal-
ten wir als Epizykloide die Kardioide.
4. Kin Gelenkparallelogramm (Abb.119) mif den Seiten I, und

Iy drehe sich mit einer Ecke wm O derart, daf I, sich im selben Sinne
wie 1, aber mit der doppelten Umdrehungsgeschwindigkeit, bewege. Dann

- beschreibt die Gegenecke eine Pascalsche Schnecke.

Man liest aus der Abbildung leicht
die Gleichungen ab:

y =1, 8in @+, sin 2 g,
x=1lcos @ + lycos 2 . w

Sie entsprechen den unter Nr. 3 ge- &
gebenen Kurvengleichungen. 4 a7

Die Kardioide ergibt sich fiir
,—1(s. §14,A5).

P

Abb. 119
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B. Auswertung der Kurvengleichungen

1. Da die eine Kurvengleichung ¥ nur im Quadrat zeigt und in der
anderen @ nur in der Kosinusfunktion vertreten ist, zeigen zuniichst
beide Gleichungen, daf die Kurve gur 2-Achse symmetrisch ist. Die
Polargleichung allein ergibt: Fiir ¢ = 0 hat r seinen grifiten Wert
a-+b. Wichst @, so nimmt » ab Fiir o = 90° wird r=a. r wird 0

fir a=—"bcos ¢’. cos ' = — 5 . Wichst ¢ iiber diesen Wert hinaus,

g0 wird r negativ: der Fahrstrahl fingt an, die untere Hilfte des
inneren Bogens zu beschreiben. Fir ¢ =180° (r=a—b= — (b—a))
ist der Schunittpunkt des inneren Bogens mit der z-Achse erreicht.
Bei weiter wachsendem ¢ ist » immer noch negativ und ergibt die
Punkte der oberen Hilfte des inneren Bogens bis zum Grenzwert

cos @' =cos (4 E—@')=rcosg' = — ;. Von da ab bis @ = 360°

wird r wieder positiv und beschreibt dle untere Hilfte des #ulleren
Bogens.

Zum O-Punkt (» = 0) gehoren zwel Werte ¢ : @' und 360°— ¢
oder — ¢'. Der O-Punkt ist Knotenpunkt Seine Existenz als Kur-

venpunkt hingt jedoch von cosgo-——-— ab, d. h. er besteht nur Fiir

b>a Ist b=a, 80 ergibt sich als Sonderfall eine Kurve mit Spitze
in 0, die Kardioide (§14). Ist 8 <Ca, so ist »= 0 unmdglich, und
es erecheint die Schnecke in der Form der Abb. 120.

2. Je gréfer & im Vergleich zu b ist, um so mehr flacht sich die
anf der linken Seite der Kurve liegende sattelférmige Einbuchtung
ab. Um die Grenzlage festzustellen,

von der ab diese Einbuchtung fehlt,

bestimmen wir zunichst den Schnitt-

punkt der Kurve mit der negativen

z-Achse, indem wir ¥ = 0 setzen, und

‘erhalten aus der Kurvengleichung
/ ; \ g
£ > a® 2% — {2 — bzl =0,

-8
U z=b+ta,
. -+

x="b—a

(nur ein negatives # kommtin Betracht).

Nun denken wir uns durch diesen
Abb. 120 Sechnittpunkt eine Parallele zur y-Achse
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gelept und bestimmen deren Schnittpunkte mit der Kurve. 2 —b—a
in die Kurvengleichung eingesetzt liefert

y=1Ve 284 4ab—22' 20" —2a bt aV (@20 .

Das positive Vorzeichen vor der inneren Wurzel liefert wieder y=0;
wir nehmen also die Innenwurzel negativ und erhalten

y=+4V2(@b—a) .

Ist ¢ == 2 b, so wird die Wurzel Null: die Parallele hat nur den
Schnittpunkt auf der 2-Achse mit der Kurve gemein. Ist a<7 25, so
erhalten wir noch 2 symmetrisch zur x-Achse gelegene Schoitte: die
Kurve hat eine Einbuchtung. Ist a>25, so wird die Wurzel imaginir:
die Kurve ist ohne Einbuchtung.

C. Weitere Erzeugungsweisen

5. Als Inverse eines Kegelschnittes. Die Bedingungsgleichung der In-
version sei »r/ = K% @ — @', das Zentrum der Inversion liege in
einem Brennpunkt des Kegelschnittes. Ist dessen Gleichung, auf
diesen Brennpunkt bezogen,

—_
1-4zeosp ’
_K K __»
so folgt, da P T 1tecosg’

2 2
'r'=—12(1—|—scos g)’)=£ + K—s cos @' .
Diese Gleichung entspricht der Glemhung r==g-bcos @ der Schnecke,

und wir stellen also fest: Ist%- e>—p~ d. h. ist 8> 1, so geht aus

einer Hyperbel (fiir die ¢ >>1) eine Schnecke mit Doppelpunkt her-
vor. e==1; Aus einer Parabel wird eine Kardioide, § < 1 bestimmt
eine Ellipse, und als ibre Inverse erscheint eine Schnecke ohne
Doppelpunkt. Aus den unendlich fernen Punkten der Hyperbel bzw,
der Parabel wird der Doppelpunkt der Schnecke bzw. die Spitze der
Kardicide.

6. Hat man ein in einen festen Kreis einbeschriebenes Dreieck, dessen
Ecke A festliegt und dessen Winkel A=2q konstant bleibi, so ist der
Ort der Mittelpunite des Inkreises und der Ankreise dieses werdnderlichen
Dreiecks eine Schneckenlinie,
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Ableitung fiir den Inkreismittelpunkt (Abb. 121): Der halbe Drei-
ecksumfang s 148t sich auf doppelte Weise ausdriicken. Da CF = CF,
BE=—BD und AF=AD, so ist einmal (R = Radius des Um-
kreises): -
s=AF+CE+BD=AF4CE

4+ BE=AF+ (CB=rcosc
+ 2Rsin2a
Anderseits ist
AB=2Rcoe(a — @) -

und 0= 2Reos(@+9),
demnach '
s= R[sin2a -+ cos (a — @)
+ cos (& + @)] -

Abb. 121

Gleichsetzung' beider s-Werte ergibt
reosa + 2 Rsin 2a = Rsin 2a 4 2 Rcosacos @,

9Rsinacosa +2Rcosacosy— 4Rsinacosa
cosg

r=2Rcosp— 2 Rsina,
I) r=-—2Rsina+2Rcosp.

Wir geben dann noch die Ableitung ffiir den Ankreismitttelpunkt
der Seite @. Man erhilt dhnlich wie eben:

s =7 cosc =R (sin 2a + cos (@ + ¢) + cos{a -+ @)
=9Rsinagecost +~ 2 Hcosacosg,

II) r=2Rsina+ 2R cos .

Die scheinbare Unstimmigkeit zwirchen den Formeln I und II 148t
sich durch folgende Uberlegung beheben. Die Formel I gilt nur fiir
den -inneren Bogen der Schneckenlinie, Formel IT fiir den #dulleren
Bogen. Lassen wir auch negative r zu, so schliefit, wie gchon die
Besprechung der Polargleichung der Kurve zeigte, die Gleichung II,
die unserer Form r==a -} bcos@ entspricht, die Gleichungsform I
ein. Der Sonderfall der Kardioide scheidet bei dieser Erzeugungsweise
aus, da sina =1, also der Dreieckswinkel 2a = 180° sein miifite.
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1. Bewegl sich ein konstanter Winkel so, dafi seine S, . i
_ ' 4 chenkel zwel feste
fgf?;fzsekstdndzg beriihren, so beschreibt sein, Scheitelpunkt eine Pasca{s'che
chnecke. '

Seien 4 und B die festen Kreise mit den Radien '
der konstante Winkel @ in einer Stellung FSH (fl;bjl?gﬁg ﬁzg
ziehe zunichst durch 4 und B die Parallelen 4 X und BD zuden
Scbenke!n des Winkels @, die sich in C schneiden. Da JLACB=w
bewegt sich € auf einem festen Kreis iiber 4B, der & als Umfangs:

Abh. 122

winkel falt. Man ziehe weiter AG|CD und BJ||CK. Dann ist
CD=GA =32 und DS= OK=BJ =22 Also sind in dem

. ] . sin @
Dreieck D CS die Seiten DS und D C samt dem Winkel SDC =
2R — o als konstante Stiicke bekannt, mithin SC ebenfalls als
konstant berechenbar (= ¢), ebenso wie der Winkel DS( = a. Ziehe

ich SC durch bis E. so ist also auch L ACE = o= const. Da
aber in einem festen Kreis zu einem bestimmten Umfangswinkel (a)
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eine bestimmie Bogenlinge {AF) gehtrt, so ist also Punkt £ ein
fester Punkt, der bei der Bewegung des Winkels @ seinen Ort nicht
verindert. Punkt S beschreibt dempach gemil der Bestimmung der
Kreiskonchoide eine Pascalsche Schnecke.

Mit einem Sonderfall der Pascalschen Schnecke befalit sich folgende
Erzengungsweise:

8. Durch Bewegung zweier Strahlen mit konstanten Winkelgeschwin-
digkeiten, die sich wie 2:38 verbalten.
Zeichnet man eine Schneckenlinie mit ¢ = %, go ergibt die Winkel-

berechnung (3. Abb, 123) fiir einen Punkt P, des #ufleren Bogens,
daff (P, MX =2 P,0X ist. Wir kénnen demnach sagen: Drehen
sich zwei Strahlen derart um zwei feste Punkte, daf ihre gleichformigen
Winkelgeschwindigkeiten sich wie 2:8 wverhalien, so beschreibt thr Schnitt-

punkt eine Schnecke, fir die as% ist, Dafl durch diese Bewegung auch

die Punkte der Schleife erhalten werden, zeigt die Abbildung. Zu
Pankt P, z B. gehort der Drehungswinkel XON = 2 R4 2a des
linken Strahls und9l XM I'=3 R+3a=4 X O N des rechten Strahls.

Abb. 123 -Abb. 124

9. Als Hillkurve (1. Art): Die Pascalsche Schnecke ist Hillkurve
aller Kreise, deven Mittelpunkle auf einem festen Kreise legen und die
durch einen festen Punkt der Ebene gehen.

Sei K (Abb. 124) der gegebene Kreis und O der feste Punkt, Kreis M
also einer der die Kurve erzeugenden Kreise. a sei die den Kreis M
charakterisierende Verinderliche. O M liBt sich nach demn Kosinus—
satz aus A\ OMK ausdriicken:

OM2=¢*+R?+2¢ R cos a,

und da M die Koordinaten ¢ + Rcosa: R sin‘a ha.,t o laut i
Gleichung des Kreises M: ’ ) 50 Jantet die
Fla,y, @) = (#—c~— Rcos @) +(y— R sin a)P=cLR*+2¢Rcosq.
Vereinfacht: l

F=az>—2¢c2—2Rxcosa+y:—2 Rysina=0.

Wir differentiieren :

or .
Sa=2 R asina—2R yeosa =10

xsina=1ycos a
¥

tga=;.
Darans folgt:
1 i x?
2 — —_—
cog® @ 1+tg%a e ""x2+y2’
4+ 5
Co8 @ = d
Vot 4 y?
s —_— 22 i
sinfg=%V1—cos®aa=1—

x2+y2=x2+y2’
¥

Vat+yt

-Betzen wir diese Werte in die Gleichung F in ihrer vereinfachten
Porm ein, so erhalten wir:

ging =

ARt 2Ry
22—2cx— - Y — ¥ —o
Yoty | Vorp
2R (2* + —_—
2y —2 cm=—--~—_[/x£2_+yy_22)=2R\/wz—}-y2 .

Quadriert: 4 B? (2* 4 y)— (2 +9®—2 cax)2=0.
Das ist aber die Gleichung einer Schnecke fiir e = 2 E und b ==2¢,

Liegt O auf dem Kreis K, ist also B =¢, so liefert diese Er-
zeugungsweise eine Kardioide. _

Verlingert man in Abb. 124 OM und OK um sich selbst bis N
bzw. K;. so beschreibt, wihrend M den Kreis K durchliuft, N den
Kreis K;. Ich kann danach unsere Begriffshestimmung als Hiill-
kurve auch in folgender Form aussprechen;
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Die Pascalsche Schnecke ist Hallkurve aller Kreise (M), die zum
Durchmesser (ON) die Strecke haben, die einen festen Punki (0) mit
dem beweglichen Punkt (N) eines festen Kreises (B,) verbindet.

10. Man kann sich die Pascalsche Schnecke
erzeugt denken als 3. Ecke (P, Abb. 12b)
eines Dreiecks, dessen beiden anderen Erken

(F, mit Radius r, Fy mit Rodius R) be-
wegen, wikrend sich die Grundlinie (4.5)
um einen der Schuittpunkle (C) der Kreise
mil ihrer Zentrale drehi und die beiden
anderen Seiten (AP und BP) um die beiden
Kreismittelpunkte rotieren.

Wendet man auf das Dreieck PF, F,

Abb. 125 Transversale OB an, so ist

FIA'PB'GF2=AP'BF2'O‘F1

PF,= VoP+4e—4egeosg

oder, da

r(VoP+ 4e*—4egoosp — R) « R=(¢0 —n) - B (B—2¢),

woraus
— Y -
g—éecosq)=(R 38) 'Q+(R 28)4("
r r
9(1__(12—;?3)2):48cosgj_{_(}_e—ﬂie)&e,

__(R—2dder + Loyt
C= (E—2e  —_(E—2 P>

also ein Ausdruck von der Form der Polarengleichung der Pascal-
schen Schnecke :

Q=a-+bcos Q.

Aus unserer, nach dem Satz des Menelaus gewonnenen Gleichung folgt

auch:
AP F A4 CF,  rEk *

PB- BF, CF, R(E—%¢) RE-—2¢

Ich kann demnach auch sagen:
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(4 und B) sich auf zwei Kreisumfingen

den Satz des Menelans beziiglich der

11. Die Pascalsche Schnecke ist der geometrische Ort aller Punkte,
deren Abstiinde von zwei festen Kreisumfingen sich verhalten wie der Badius
des einen Kreises zur Differenz aus dem anderen Kreisradius und dem
Mittelpunktsabstand der beiden Kreise. Fiir den Sonderfall der Kardioide
{a =1b) versagt diese Konstruktion, da die Bedingung :

(R—%¢) der der? .
r’—(R—2¢? s+ —(R—24*%’

der[[R—2e) —7)

TR+ ARE— 29—
fer _
“TE—2a¥A "

"durch e — 0 zu befriedigen wire, womit ¥, und F, zusammenfielen.

D. Die Pascalsche Schnecke als anallagmatische Kurve

Vorbemerkung (s. Abb. 126). Fiir zwei bzgl. O inverse Punkte P
und P’ mit den Fahrstrahlen r und r' und den kartesischen Koordi-
naten x; ¥ bzw. 2'; y' gilt die Gleichung

& e

x P

e

Setzen wir hierin, indem wir den Radius
des Inversionskreises mit K bezeichnen,
rr! = K2, so folgt

. Bz Kz
= — =
. 2 T xFyt J 7 .
und entsprechend
Abb. 126
y'= E?y
wﬁ + y2 *

Gehen wir nun von der Vermutung aus, dafl der innere Kurvenzug
(die Schleife) der Pascalschen Schnecke sich durch Inversion in den
fduleren transformieren lasse, so miilte (s. Abb. 117) der Mittelpunkt
J des Inversionskreises so liegen, dafl der Durchmesser O N durch B
und B’ harmonisch geteilt wire, Bezeichne ich QJ mit K, so miiflte
danach die Proportion bestehen:

OB _ 0B
BN EB'N
oder
b—a bta

IE—p—a (p+a—2K’
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F—a)— (b —a)2K=(+a) 2K — (3% — a?,
b2 — 2
K ="g3
Dal dieser Kreis J nun wirklich der gesuchte Inversionskreis ist, der
die Kurve in sich selber tbertiihrt, 186t sich folgendermallen zeigen.
Verschiebt man dag kartesische Koordinatensystem von O nach o,
setzt also y=9' und z=2'- K, g0 lautet die Kurvengleichung
fiir das neue System statt

nun & (@ + y°) — @+ y*— ba) =0
@'ty L K2+ 2 K"y — ("% by"? L K2 L2 Kp' — by’ — b K)?=0.
Diese Gleichung liBt sich iibersichtlicher schreiben in der Form:

[ +y2+ K*P+ 2ca' [z +¢'* + K] + A" + Baly' + Cy* =0,
worin ¢ = 2K — b und 4, B, C gewisse konstante Koeffizienten sind.

Wenden wir auf diese Gleichung nun unsere oben stehende inverse
Transformation

; Kz ' K2y
x' = 5— =G
xa +y31 xﬂ_l_yz
an, so erhalten wir:
K2 Hiy2 2 8eH:x [ Kta? Kiy? -
(wz__yZJZ (x2+y2)2 + ‘KE] +(x2+y3) [(xz +y2)2 (x2_|_ys)2 +K ]
Ktx? Kixy Hiyr
tidgrm T Bt O(w‘*+y2)2_0‘
Dividieren wir diese Gleichung durch
_K'4

so ergibt sich schliefilich
[#2+9* -+ K2 P+ 2cx [ +y* + K]+ da*+ Byz+ Cy* = Q,

also die urspriingliche Gleichung. Wir haben damit bewiesen, daf die
Pascalsche Schnecke durch Imversion an dem Kreis J mit dem Radius

2__ 2
K = b 3 ba (in Abb. 117 gestrichelt gezeichnet) in sich selber #bergehi.

Bei der Kardicide als Bonderfall der Pascalschen Schnecke versagt
diese inverse Abbildungsmethode, da fiir sie ¢ =5, also K=20 ist.
— Da &> o sein mul, besteht diese Eigenschaft des Anallagmatismus
nur fiir Pascalsche Schnecken mit Schleife.

Auf dieser Tatsache, dafl die Schnecke eine anallagmatische Kurve
ist, bernht eine neue Umbiillungskonstruktion:

136

12, Als Hiillkurve (2. Ar‘g): Die Tatsache, dafl durch Inversion
—a?
an Krels J mit dem Ra.diusb——g—‘,)i die Schleife der Xurve in ihren

dufleren Zug transformiert werden kann, legt den Gedanken nahe, ob
sich nicht — wie hei allen :
anallagmatischen Kurven —
zwischen den inperen und
dulleren Kurvenzug eine Schar
von beriihrenden Kreisen ein-
schreiben liefle, die den Inver-
sionskreis rechtwinklig kreu-
zen, bei der Inversion also in
sich selber tibergehen. Man
vermutet zugleich, dafi die
Mittelpunkte dieser Kreize auf
dem Kreise mit dem Durch-
messer b liegen kénnten. So
sagen wir:

Die Pascalsche Schrecke(b>a)
ist Hillkurve aller Kreise, deven
Mittelpunkie auf einem gegebenen
Kreis (M mit dem Durchmesser b) liegen und die einen zweilen festen
Krets (J) rechtwinklig schueiden, der den ersten festen Krels vom innen
(in Q) berdhrt.

Beweis (Abb, 127): Wir fithren als Verénderliche 32 PM X = a ein
und setzen zur Abkilrzung vortibergehend den Radius des Kreises

2%
J 2 3 ba = ¢ und denjenigen des Kreises M %: 0. DannistJ M = p—e,

Abb. 127

‘und da MP =y, so ergibt der Kosinussatz fiir /\J M P:

JPP=0p"+ (0—c)® +20(0—¢)cos a.

Da weiter Kreis P den Kreis J rechtwinklig schneidet, also <[ J QP
=90° ist, so folgt

PPP=JP —J@* =02+ (0—c)®+ 20 (0—¢) cos g —ct.
P hat die Koordinaten J M-+ MR =0 ¢ cosa und PR = o sina.
Demnach lautet die Gleichung des Kreises P:
F(x, y, a) = (& — 0— 0 ¢0s @)’ (y—g sin a)* = 0* (0 —¢)?
+ 20 (0—c¢) cos a—c?,
vereinfacht:

F=2"—2px—20zxcosa+y*—2¢ysina=— 2pc— 20 ccos .
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Wir differentiieren;

oF . .
3—5:2gwsma—2gycosa=gcam a
¥
tga =
Darans folgt:
032(1'—— 1 — (w—c)’ Q sa—L‘-"___—h-c—
¢ T 1ttgfe (@—ottyt! B = Y o—at + 4

¥
Vie—a*+ v°
Wir setzen diese Werte in die vereinfachte Gleichung fiir F' ein:

und sin @ =V1—cos? @ =

2ox(r—0) 20y° 2p0clx—ec)
29— ey ——— == 2 0 — ——
O Vet Ve—o+y T Vet
m2—29m+y2+2Qc=99w{m“c)—+29ya_ggc(x—c)
Y—o® +y°

_ 20 (x*—2cxtytd-c?)
Voo otr
__20l@—9+7
Ve—or 44

=20Vl@— o +v°
Wir quadrieren:
[£*—20z+y* +20c]* = 40’ [(w—)°+47]
(@®—2p0a+y*P+doc@®—20x+yY) 4026
| =49°2?—8plcatdiQ? P +4 0%y
(#2392 —20a)+40ca®—80%caxt+4dpocy®+40%c?
=4 0222—8¢0%caxt+402c2+40%y°
@ty —202f =2 (4 o®—400)+y2(d0®—400)
' =o' —400 @ +y).

. s . b 2at .
Fiithren wir wiederp = 3 und ¢== % ein, so folgt endlich

(40" —400) (@ + ) — (@* +yP—2 0 af =0
ad (m"’-l—yz) _— ($2+y2~—'bﬂ$‘)2 =0 ,
womit der Beweis erbracht ist.

Bei der Kardioide versagt natiirlich diese Hillkonstuktion, da bei
ihr ein Inversionskreis fehlt.
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E. Tangentenkonstruktionen

1. Als Epitrochoide. Da I, und D, (8. Abb. 128) die angenblick-
lichen Drebpunkte sind, stellen P, D; bzw. P, D; die Kurvennormalen dar.

2. Ale Konechoide, Der
Radius § M und das Lot in
0 auf OQ ergeben N als-
aungenblicklichen Drehpunkt;
mithin sind NP, und NP,
Kurvennormalen. Da wir eben
sahen, dal D, und D, auch
auf den betreffenden Kurven-
normalen liegen, so sind P,
D,, N, bzw. P, D, N Punkte
einer Geraden. '

Da QM N Durchmesser des
Leitkreises Mist und<LQON
= R, mufl N auf dem Leit- Abb. 128
kreis M liégen. Also ergibt
sich ale einfachste Tangentenkonstruktion: Bringe O P, in @ mit dem
Leitkreis zum Schnitt, ziehe den Durchmesser @M N und dann die
Normale NP;. :

F. Vorrichtung zur mechanischen Erzeugung einer
Schneckenlinie (Abb. 129)
Es ist QM = OM =72 und QP=a. Der Zirkel wird mit O und

M fest aufgesetzt. Dreht man M@ um M, so beschreibt @ den
Grundkreis und P die Schneckenlinie.

Abb. 129

&. Verwendung zur Dreiteilung des Winkels

Da in Abb. 123 I P,M X =3 - JLOP, M, so kénnte die Pascal-
sche Schnecke, bei der a =§ist, zur Dreiteilung eines in M anzu-
tragenden Winkels verwandt werden.
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H. Quadratur der Pascalschen Schnecke

Es ist nach der Formel J==1 {+2d@ der Inhalt des halben, von
r itherstrichenen Flachenraumes

J=?}0f(a+bcosgn)2d g=3%[/a?dp+[2abcospdp+[bicos’ pd@]?

1 . b biplm 1 b*
=3 [a297+2ab sin @+ 5 sin @ cos @+ T(p]o = §(“2“+T“)’
demnach die Gesamtiliche
2
F=0a?mt baTn .

Sonderfall der Kardicide (¢ =15):
F__.%a"’ar

2

16. Die kartesischen Ovale
A. Erste Erzeugungsweise

Bin kartesisches Oval st der Ort aller Punkie, deren Absitinde von zwei
Sesten Punklen Fy und Fy, jeder Abstand miit einem Faktor o bzw. B
multipliziert, eine konstante Summe haben:

ap +Ep=c|.

Fiir die Punkte I auf dem Mittellot von FyF, (Abb. 130) mufl sein

azy+fx =c,
¢

& =‘m

Zur Bestimmﬁng der Scheitel
punkte S; und S, ergibt sich:

ay+BQ2ety)=c

c—%8e
— hTa T

und y, aus

a@ety)HByy=c¢
zu

[ c—2ae
y2 fo—i .
Abb, 130 a+f
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Aus diesen Gleichungen sind die vier ,Scheitelpunkte® rechnerisch
leicht zu bestimmen.

Fiir unsere Zeichnung sind ¢ =38, § =2, ¢=13} cm, e= 1,0 cm

angenommen ; allgemein gei ¢ > und % > 2 e vorausgesetzi,

Die Ellipsen kann fiir a = §, die Hyperbel @ = — 8 als Sonderfall
der kartesischen Ovale angesechen werden; indessen seien diese beiden
Kurven im folgenden unberficksichtigt gelassen.

B. Ableitung der Kurvengleichungen. Weitere Erzengungsweisen

1. Die Definitionsgleichung @ @, + 8 g, == ¢ stellt die Kurve in bi-
polaren Koordinaten dar.

2. Um auf gewdhnliche Polarkoordinaten zu kommen, nehmen wir
F, zum Pol und demnach g, =1 als Fahrstrabl. Der Kosinussatz
ergibt dann (g. Abb. 130):

0 =1ei+4e—4deQ cosp .
Nun ist ao, +0; =e, also
ag, +B o3 +4ef—4deg eosp=c,
BYe2+4 e —4eg cos p=c—aop,,
0f (a®—B% —o, (2a ¢c—4e f7cos ) =4 & f7—¢?,

2ac deff? de?fBr g2
1 (aa_ﬁz_' a—fi 005.99) = Tt g

0f—

Wir zetzen:
2ac —4ef? ct—4e2f3%
Q=T E = gm0 e

r’—rat+beosp)+d> =0,

Es fillt auf, daB diese Gleichung quadratisch ist, daB also zu jedem
Winkel @ zwei Kurvenpunkte gehdren, wihrend die Grunddefinition
nur einen Karvenpunlkt zu jedem Fahrstrahl liefert. Um uns hieriber
Klarheit zu verschaffen, konstruieren wir die Kurve (Abb. 131) nach der
Polargleichung fiir die Werte a =3, 8 =2, ¢=3% cm, ¢ = 0,25 cm, dem-
nach a =4, b = — 0,8, d® = 2 (Abb. 130 auf  verkleinert). lis ergibt
gich nicht nur der innere Kurvenzug, der mit dem in der Abb. 130
{ibereinstimmt, sondern dazu dag zweite, #ullere Oval. Der Grund
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dafiir, dall die Polargleichung zwei Ovale liefert, liegt darin, dafl sie
gich nicht #ndert, wenn man — f statt -+ £ setzt. Das duflere Oval
zeigt mithin die Kurve ag, —p 0, =c.

Die Pascalsche Schnecke kann als Sonderfall der kartesichen
Ovale angesehen werden. Ist d* = 0, so folgt die Gleichung der
Schneckenlinie r = a-}-5 cos . Und gehen wir in der Spezialisierung
noch weiter und nehmen aufler 2 =0 auch a ="5, so ergibt sich
die Kardioide mit der Gleichung r = a (1 + cos ).

3. Fiihrt man in die Polargléichung y = '[/zr:T-{-_y2 und cos @ = ———
‘ : Vaity®
ein, so erhilt man eine Gleichung in kartesischen Koordinaten

aq
a5
7w
UII G_
X
a® + 4 —]/w_:;l(; 7%)%&0,

alrtfyf =t —a? —y® — .
b " .
Setzt man unter Verschiebung der y-Achse x4 stati 'z, so ergibt
sieh naqh‘ elnigen Umformungen eine Gleichung der Art

(Rt — ) g (e—h) =0 |.
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Dicse Gleichung besteht in ihrem ersten Summanden auf der linken
Seite aus einer Kreisgleichung, wihrend der zweite Summand eine
Gerade darstellt. Man wird so

zi2 einer neuen Kurvendefinition Y r L
gefiihri:
2. EBrzeugungsweise (Abb. 132), o p 2

Gegeben ein Kreis O mit dem Radius
f und éine Gerade L im Abstand
k wvom Kreismittelpunki. Gesuchi 0 X X
ist der geometrische Ort der Punkte,
Sfiir die die vierte Potenz der Tan-
gente an den Kreis und der Abstand
wvon der Geraden L in einem be- "
stimmien Verhiltnis g stehen.

Man liest aus der Abbildung ab;: Abb. 132

Pr=V+y—f*, PQ=h—auz,

(Ve ¥ 9" =
B S e A

@+ — 2+ gz —h)=0.

Eine Spezialisierung dieser Erzeugungsweise auf die Pascalsche
2 2
Schnecke ist unméglich, da f2 = — % —%—i— d? im Falle d = 0 eine

negative Grofle, der Radius des Kreises also imagindr wire.

3. Die Schnittlinie zweier Rotationskegel mit parallelen Achsen projiziert
sich ouf emme zu diesen Achsen senkrechte Ebene in einem kartesischen Oval,
Die Schnittlinie der beiden Kegel kann, wie Abb. 133 zeigt, punkt-
weise in der Art gefunden werden, dal man senkrecht zu den
Achsen eine Reihe von Schnitten durch die beiden Kegel legt und
fiir je zwei sich bildende Schnittkreise die Schnittpunkte festlegt.
Bezeichne ich die Grundkreisradien der Kegel mit », und r,, ihre
Hoéhen mit & und #,, die Héhe, in der eine Schnittebene durch die
Kegel gefithrt wird, mit # und die Radien der beiden SBehnittkreige
mit ¢, und @,, s0 bestehen die beiden Proporticnen:

hy—z ot By —x Gy
he T on? h, | ra’
byry—ar=hey, hyry — Zvy =Ry 0y,

P ek Y Iy —hy0,
- » ) - r f
1 . . 2
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Abb. 133

~ Gleichsetzung dieser beiden Werte von z ergibt:

Mri—h o, — hyry—hy0,

Diese Gleichungen entsprechen den Definitionsgleichungen der lkarte-
sischen Ovale fiir

R _hy _
a-—-—-rl, B—;;, c=hy,—"n, .

Fir a=—8§, ) =§'—
Mantellinien der beiden Kegel, erhalten wir Hyperbeln. a = f§ ist die

, d.h, fir den gleichen Nelgungswmkel der

‘Bedingung fiir die  Entstehung von Ellipsen. _Th‘=? besagt, daBl
2

dann die Mantellinien der beiden Kegel zwar dieselbe Neigung gegen
ihre Grundkreisebene besitzen, die beiden Kegel aber ihre Offnungen
nach entgegengesetzten Richtungen haben.

C. Die kartesischen Ovale als anallagmatische Kurve.
Der 3. Brennpunkt.

Aus der Polargleichung geht hervor, dall das Produkt ihrer beiden
Wurzeln #'+7''= d? == const. ist. Da also (s. Abb. 131) fiir zwei auf
demselben Fahrstrahl liegende Kurvenpunkte P und @ F, P F,Q = d?
ist, so geht durch Inversion an einem um F; mit d geschlagenen
Kreis das eine Oval der Kurve in das andere tber: es ist eine an-
allagmatische Kurve. (Die zu jeder anallagmatischen Kurve gehérige
Erzeugung als Hiillkurve von Kreisen folgt fiir unsere Kurve spiter.)

Koustruiere ich nun za F, den inversen Punkt ¥, und verbinde
F, uand ¥y mit P und @, so ist wegen der Bemehung

F.P-F,Q=F.,F,-F,F, AF,PF,~AFFQ.

Fiibre ich nun in der Definitionsgleichung ag, +8¢; = ¢ statt ¢ den
Ausdruck y. F\F, ein, so besteht zundchet die Beziehung

a - F1P+B'F2P—Y'FIF2.

Da nun F| P, ¥,P und ¥, F, wegen der eben genannten Ahnlichkeits-
beziehung zu F}F;, F,¢ und F;Q proportional sind, so gilt auch

die Gleichung
o B\ Fs+B-FQ=1y-F @
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oder
v FiQ—B - F,Q=0- F,F,=const =g

Nenne ich F,Q o1, Fs@ o5, so gilt also fiir einen Punkt ¢ des
duferen Ovals
701 —Bos=4g.

In #ihnlicher Weise folgt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke F; P.Fy
und F, F,Q aus der Definitionsgleichung

a-FQ— 8- Fy@=vy+ F1F;,

weil die Strecken F,Q, Fy@, F\F, zu F\F,, Fy P, F1 P proportional
gind, die neue Bezichung ‘

o FyFy—8-FP=y-FP,
, y-FyP+p.FyP=qa-FF,
oder fiir einen Punkt des inneren Ovals giiltig

yor+Beos=g-

Fiir den Punkt F, gelten also beziiglich der Punkie der Ovale ganz
entsprechende Gleichungen wie fiir ¥, und F. Fy heifit darum der
dritte Brennpunkt der Ovale.

4. Frzeugungsweise (Abb. 134). Man kann sich die Kurve als 3. Erke (P)
¢ines Dreiecks erzeugt denken, dessen beide anderen Ecken (A und B)
sich auf swei Kreisumfingen (Fy, mit dem Radius B und F; mit r)
bewegen, withrend sick die Basis (4.B) um einen Punkt C auf der Zentrale
(F Iy) dreht und die beiden anderen Seiten {AP und BP) um die beiden

Kreismittelpunkte rotieren.

Wendet man nimlich den Setz des Menelaus auf A\ PFyFy mit.

der Transversalen 4 C an, so erhilt man (F;C=yp und CF;= ¢
gesetzt):
Rigy—ryg=(EB—o)r-p,
rp+ ¢ + Rgog=Rr(p+4a),
a-o+Bg=c )
Nun lift sich unsere Ausgangsgleichung auch folgendermalen aus-
deuten:
Rq(oy—r)=(B—¢) pr,
Rq+-BP=AP-pr,
AP Rq _ 8

BP pr o’
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Ich kann demnach auch sagen:

b, Erzeugungsweise: Bin kartesisches Oval ist der geometrische Ort aller
Punkte, deren Abstinde von zwei gegebenen Kreisumfingen in einem kon-
stanten Verhiltnis steken (|] = |a] Ellipse!).

Abb. 134

Nehmen wir auf C4 den zu B entgegengesetzten Kreispu
so ergibt sich ein Punkt P, des ﬁuﬂeing Oials, und derqulll njteﬁ:
gegengesetzte Kreispunkt 4, liefert zwei weitere Kurvenpunkte P. ;md
FP,. Die Abb. 134 ist den Mafien der Abb. 130 und 181 entﬂpre(fhend
(a_uf § verkleinert baw. 8fach vergréfert) konstruiert. Schon eine ober-
fiichliche Betrachtung zeigt, daB Kreis F; mit dem Inversionskreis
(8. Abb. 131, 3fach zu vergréfiern) nicht identiech ist, ebensowenig ¢
etwa mit dem dritten Brennpunkt F;. Es erhebt sich natiirlicherweise die
Frage, wie die Kimstruktion der 4. und 5. Erzeugungsweise sich fiir
den Sonderfall der Pascalschen Schnecke spezialisiert. Aus den

10* 147



Gleichungen unter B folgt zunichst fiir d = 0:8= ;I-_Q—ce. Danach

bleiben, wenn ich & und b als gegeben ansehe, in den beiden Glei-
chungen fiir ¢ und b immer noch drei Unbekannte a, ¢, ¢ Ubrig, so
dal ich iiber deren eine, etwa @, noch verfiigen kann. Setze ich B
positiv an, so kénnen die Gleichungen fiir o und b, die beide positive
Grofen sind, nur bestehen, wenn zugleich |f1>>]a| und a<T0 ist.
Aus den beiden Gleichungen

2eae
2 02=a"
o= i
— 4ect
42
eca__b’
LI
folgt: R P
b2 — 0l (b —a¥a _ ab
e="p, ¢=—"g,  P=—7"

Zur Berechnung von p, g, B, » benutzen wir die aus den Gleichungen.
bei der 4. Erzeugungsweise sich ergebenden Beziehungen

rp=a,
Rg=p="22,
p+a~—"2e=bz—g—§2,
Rrbz—g—bﬁ:——(bzﬂ-—;a’)a’

aus denen sich ergibt
_ b—art Y —aY)— 16
= b
(g muB mit Riicksicht auf Rg=§ bei positivem § ebenfalls positiv
geinl),

2 __ 2."'-‘/ 2 B 1R bt
P=b &+ (b4b @) —16abd (p negativl),

R=—ab r =

R =q.

_1a

Das Wichtigste: es muB, um eine Pascalsche Schnecke zu erhalten,
r =g sein, d. h. 0 muB mit einem der Schaittpunkie der beiden
Kreise mit ihrer Zentrale zusammentfallen. Als Zeichnungsbeiapiel sei
auf Abb. 125 hingewiesen, an welcher Stelle diese Konstruktion als
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(Abb, 185): Trage auf den

besondere, 10. Erzeugungsweise der Pascalschen Schnecke bereits be-
handelt worden ist. Die dort sich anschlieflende 11. Erzeugungsweise
der Schnecke entspricht der 5. Erzeugungsweise der Kartesischen
Ovale. Die hierbei abgeleitete Tateache — dall die beiden Abstéinde
von den zwei Kreisumfingen sich verhalten wie der Radins des einen
Kreises zur Differenz aus dem anderen Kreisradius und dem Mittel-
punktsabstand der beiden Kreise —- lifit sich ans unseren letzten
Formeln bestitigen. Da fiir den Fall der Schnecke p =%¢—r und
g=r ist, so ergeben die beiden Formeln .

rp==a

Rp=F nun
3___ RBRr R
a r@e—r) 2e—r’

Dafl der Fall der Kardioide hier ausscheidet, ergibt sich daraug, dal
fiir b = a der Brennpunktabstand 2 e gleich 0 wire.

D. Tangentenkonstruktionen

1. Mit -bépolaren Koordinaten, Wie wir in § 12 abgeleitet haben,
besteht fiir die Fahrstrahlen g, und g, und die Winkel g, und g,
die diese mit der Tangente des Kurvenpunktes P bilden, die Gleichung

cosiy __ 4oy
Co5lt, Ggg
Differentiation unserer Kur-
vengleichung a.¢; +f8 o, =¢
ergibt
ado,+fdg, =0
do, __—#F
[ [42] ' ) [#1 '
Daraus leitet sich folgende
Tangentenkonstruktion ab

beiden Fabrstrahlen in
einer beliebigen Einheit

PR=f und PS=a Abb. 135

Einheiten ab und errichte in R und S die Lote auf den Fahrstrablen,
die sich in 7 schneiden. Dann ist PT Tangente.
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Da nach der 4. Erzeugungsweise ‘;—IP;= g ., 80 kann ich bei Zugrun-
delegung der Abb. 104 die Tangente fiir P erhalten, indem ich in
A und B die Kreistangenten ziehe, die sich in 7" schneiden. PI"
ist dann Tangente ap das innere Oval.

9. Mittels des dritten Brennpunktes (Abb. 136). Sei P ein Punkt des
inneren, @ der entsprechende, inverse Punkt des duBeren Ovals und
F,, F, F, die drei Breanpunkte, so kann ich, da FP - F,Q
= F,F, - F,F,, durcch P, F;, F;, @ einen Kreis legen. Ziehe ich
weiter in 42 PF,Q die Winkelhalbierende, die P@ in D und den
genannten Kreis in R schneidet, und verbinde noch B mit P,Q und
F,, so wollen wir beweisen, da8 RP und B¢ Kurvennormalen sind.

Abb, 136

Wir fiihren diesen Beweis, indem wir zunichst zwei Vorbemerkungen
erledigen.

a) Nach dem Satz von der Winkelhalbierenden ist

Do __9F
PD- PF,’
De 9N ger D9 __°h
! DT ED T QRAPF, PQ T QF, + PR,

Nun ist nach der Kurvendefinition

a- FiP+ 8+ FyP==c, alzo _F.;P:_—"_C‘AFQ’
a.FIQ—uBFgQ=c, also F2Q=EF_:BQ—,.£’
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demnach

-D_ QF, -8

Q_
PQ  a(FQ—F.D)’
e _

D B-PQ  B-PQ_8

QF, a(F\Q—FP ¢-PQ a”

*b) Bezeichne ich in Abb. 135 die Winkel, die die Kurvennormale
PN mit den Fahrstrahlen bildet, mit ®, und ®,, so ist

M1=ml—.R llnd ‘Llfz-:COg_R,
demnach _
cosply __—sine, sine, 8

COSfty  —sSil @p° SiB@s a

Fiir einen dufleren Punkt @, fiir den 8 mit entgegengesetztem Vor-

zeichen zu nehmen ist, ist
sine,

. sinew, a”

Nun folgt der eigentliche Beweis: Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
PRF; und D @QF, folgt zunichst

RQ:RF,=DQ:QF,=f:a.

Da F; R Winkelhalbierende, ist RQ = RP, und bezeichne ich den
Durchwmesser des durch P, Fy, F,, @ gehenden Kreises mit D, so kann
ich setzen R{)=RP==Dsin RQP und RF,= Dsin RQF,, mithin

RQ:RF,~=sinRQP:sinRQF,,
also sinRQP:sin RQF,=f:a,
sinRQF :sin RQF,=f:a.
Daraus folgt, dal BQ Kurvennormale ist. Ein Gleiches 148t sich ent-

sprechend von RP beweisen. So ergibt sich folgende Tangenten-
(Normalen-) Konstruktion: ' ‘

Sind P und @ zwei mit ¥, auf einem Fahrstrahl liegende Kurven-
punkte, so lege man durch P, F',, Fy, @ den Kreis und halbiere die
beiden iiber PQ stehenden Bogen in R und 7, so sind PR und QR
Kurvennormalen, mithin PZ' und @7 Kurventangenten.
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E. Weitere Eigenschaften der Kurve
Zieht man in R die Kreistangente B (Abb. 136), so ist diese, da
RT | P, parallel zu F,Q und daher
FM:FM=F,R: DR=F,R*: (F,R-DE).

Nun ist aber wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke PDR und F,PR
FoR:PR=PE: DR, also F,R - DR=PR?:

.F2M: F1M=F2.RB: P-R2-
Weiter folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke PRF, und QDF,
F,R:PR=F,Q:DQ=d:f (s Seite 151),
F,R*: PR*=q®: %,
mithin
FM:F,M=a?:f?
oder .
F,M:(F, M — F,M)= F,M:F, F, = a®: (a* — £

Damit ist die Lage von M als die eines festen Punkies bestimmi.

Wir wollen weiter beweisen, dafl MR eine Konstante ist, und
berechnen zu diesem Zwecke zundchst &, D.

Da F,D Winkelhalbierende ist, gilt die Proportion

7pP__PD_ F”D—FP
FQT D@ FQ—FD

Setzen wir nun fiir F, P und F,Q die unter D 2 stehenden Aus-
driicke und bedenken a.nderselts, dall F, P F,Q=4d?, also Fy¢ =

@’ fol

FTP, 80 Ogt .
C—a.F,P__F,D—FP
a d? gz ’
7Fr ¢ mp TP

aus welcher Gleichung sich schliefilich ergibt
elFPe—dy) ¢

D= mr_gy =g
Nun liefert die Proportion
.
MR _ MF, p FD-MF_ G “r ga
FD EF, YT TERE  O—F oO—pF
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Da PR = QR Kurvennormalen sind, so beriithrt ein mit diesem
Radius uma B beschriebener Kreis die beiden Ovale der Kurve. Sein
Mittelpunkt 2 liegt, wie eben bewiesen, auf einem Kreis M mit dem
Radius M B. Wir kiénnen also sagen:

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Ereise, die die beiden
kartesischen Ovale berithren, 1ist ein Kreis, dessem Mittelpunkt auf der
durech die Brennpunkie gehenden Symmetrieachse der kartesischen Ovale liegt.

Weiter: Da fiir jeden dieser beriihrenden Kreise F, P.F, @ =d*
ist, die von F, an ihn gezogene Tangente also die konstante Linge d
{Radius des lnversionskreises} hat, so durchsetzt der Inversionskreis
alle diese Bertihrungskreise lotrecht. Wir konnen algo sagen:

8. Brzeugungsweise: Wenn éin verdnderlicher Kreis einen gegebenen
EKreis rechtwinklig schneidet, wihrend sein Mittelpunkt sich auf einem festen
Kreis bewegt, so umhiillt er ein karfesisches Oval.

Abb, 131 zeigt einen Berithrungskreis B mit dem ihn rechtwinklig
durchschneidenden Inversionskreis und dem EKreis M, auf dem sein
Mittelpunkt liegf. =

Zum Schluf lassen wir noch einen Lehrsatz folgen.

Lehrsatz: Die Summe der Abstande eines Bremnpunkles von den Schuitt-
punkten ciner belichigen Geraden mit der Kurve ist konstant:
ry+ry+ 75 -+, =const.
Beweis: Gleichung der Kurve: 72 —r (a-+beosg)=4d"

Gleichung der Geraden: (y==mx--n).

reingpg=rmcosp |- n.

Rechnet man aus der letzten Gleichung cosg aus, so erhilt man

—mntV(m? 1) r2(r2—n?) + m? n?r?
€08 @ = - poos

_ —mntVYmirirri—nt
(m*+1)r

Eingesetzt in die Kurvengleichung:

—bmn+b ‘|/m3r3+r2— n?
me+1

r2—qy-— =d?,
Wil L —n=m2 A+ 2 —bmnFamir+ar —mdrd—rd
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Quadrieren ergibt eine Gleichung 4. Grades. Da deren Wurzelsumme
7y +1, + 1y -7, aber konstant sein soll und anderseits nach dem
Vietaschen Wurzelsatz fiir die Gleichung

et 2t i tarta =0 x +atatr——a

ist,. so geniigt es, von unserer Gleichung lediglich die Glieder mit
+* und 7% zu bilden. Man erhélt durch Quadrieren und Ordnen:

it 2mi 4+ )+ r3(—2amt—2am® —2am*—2a) +...=0,
—2a(mi+2mii1) .
pd g8 e PR 4 ...=0.

Demnach ist fiir die vier Wurzeln dieser Gleichung
¥, -1y + 75 +r, =2 a = const.

Fiir die Nachpriifung durch Ausmessen ist zu beriicksichtigen, daB
die r sowohl positiv als auch negativ sein konnen.
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FUNFTE GRUPPE

17, Die Rosette (vierblittrizes Rosenblatt)

A. Erzeugungsweisen
1. Eine Strecke AB=qa gleife mit ihren Endpunkten (5. Abb. 137)
auf den Achsen: Fillt man dann von O auf A B das Lot OP, so beschreibt
P eine Rosette. — Aus der Abbildung folgt:
OB=oqcosg, B
OP=0RB-sinp,
demnach

r=—aqcos@sing,

a

1"=2

sin2¢g

Abb. 137

Setzt man
x=—rcosp, y =rsing, r*=a?4y?,
so folgt:

2 Ll g . ¥ :
V-’E +J 'Vzv2+‘y’ .sz_}_yz‘

l(m?. + ) = ataty? |.

2. Die Polargleichung
o .
r=gsin 2@

10t sich zu folgender einfachen Kon-
struktion auswerten. Man' ziehe in
einem EKreis O (Abb. 138) mit dem

;
Halbmesser g einen Mittelpunktewin- -

kal XOD mit dem halbierenden
Radius O und fille von D auf 0 X
das Lot D E. Bezeichne ich J_ X O0G

mit @, so ist DE=§ gin 2 ¢ und,

wenn ich OP = DFE mache, P ein
Punkt der Kurve.




Auswertung der Kurvengleichungen:

Aus der letzten Gleichung folgt, dal die Kurve zu den Achsen
symmetrisch ist.

Die Polargleichung besagi:

a . N > ] .
1. 5 ist die obere Grenze von r, die Kurve ist also von einem

Kreise vom Radius g umschlossen (3. Abb. 108).
11, Sie erreicht diesen Kreis an den Stellen ¢ = g, ?g s 5% ) ’—ZE ,
da hier r == 4+ g wird.

IIL » = 0 fiir =0, f , 3%3 Pie Kurve berithrt die beiden Achsen

in O zu beiden Seiten.

3.IneinemKreismitdem
Durchmesser 0 4 B=210
{Abb. 139) ziehe eine Sebne

a 09, fille das Lot Q¢Q, auf

den Durchmesser und trage

P @ @, von O aus auf O () nach

r beiden Richtungen bis P

0 () bzw. P, ab. Dreht sich 0@

f ' um 0, so beschreibt P bzw.

/‘/ b A & 8 P, eine Rosette um O als
. Mittelpunkt. Fithrt man

nimlich Polarkoordinaten
ein, so folgt, dasich aus dem
gleichschenkligen Dreieck
04 ¢ 0 =2bcos p ergibt,

QQ, =r=20bcospsing

=bain 2 @.

4. Die Rosette als Rollkurve (Hypotrochoide). Wenn ein Kreis
im Inmern eines festen Kreises auf dessen Umfang abrollt, so beschreibt ein
Punkt, der mit dem rollenden Kreis fest verbunden ist, eine Hypotrochoide.
Der rollende Kreis (0,) habe in unserem Falle den Radius b, der feste (0)
den Radiug 45 (Abb. 140) und der die Kurve beschreibende Punkt
P sei um 8b vom Mittelpunkt O, des rollenden Kreises entfernt.
In der Anfangslage auf der z-Achse falle O, P in die Verlingerung
von 0Q,, so dal also — P auf 4 liegend —O0A==6b ist. Da

NE=2NS, also b-wp=4b-¢, ist 9 = 4¢. Aus der Abbildung lest
man die Koordinaten von P sb:

Abb. 139
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y = ()11'.—01 V= 8bsint — Sbsin3t= — 6bcos2¢sint,
x= 0T+ VP=238bcost 4 3bcos3f—= 6bcos2tcost.3

Da die entstehende Kurve offenbar
im Gegensatz zur normalen Lage 7]
der Rosette, wie sie Abb, 108 zeigt,
in Richtung der z-Achse ihre grofte
Ausweltung besitzt, drehen wir das
Koordinatensystem um 45°. Be-
zeichnen wir die neuen Koordinaten
mit &, 1, so gelten die Gleichungen

Ev/o 045 )
Ve —5 V2, 5.0
R
y=; V2 +%V2, N
il —4
g=11 Ay S
,‘/é—, b
. :
=y o8
In ungerem Falle: Abb. 140
§=6bcos2t(ﬂ§—:%int)=Gbcos2tcos(45°—l-f)a
17=-—6b0052t%ﬂ — 6bcos2tsin(45°+ ),

£ =— 36 b%cos® 2L tcos?(45° 1),
7%= 36 b%cos® 2 ¢sin® (45° 1),
& - n? ==386b%cos? 21, &% - n?=3862b*cos?2
(E21n?)3 = 36%b0cos® 2¢ =4 .36 - 1252~
Vergleicht man diesé Zeile mit der Kurvengleichung der Rosette in
kartesischen Koordinaten, so erkennt man die Uberemstlmmung, wenn
man setzt a? =436 + b>==144 1% alsoa =125, % 5=060. Der feste Kreis

der Hypotrochoide hat also § vom Radius des Umkrelaes der Rosette,
der rollende Kreis den Radius b=af12.

5. An diese Erzeugungsweise a8t sich eine neue durch folgende
Betrachtung anschliefen. Nach Abb. 109 ist

001 =01P=01B=8b,

tsin2 (90°+4) __ 862h*cos®2:
4 - 4 !
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also K 0,0 P =9 OP0, =21,

und da auch /\ BO,P gleichschenklig, 30, PB = R— 2, mithin
X OPB = R. So kinnen wir noch auf folgende Weise zu unserer
Kurve gelangen: In einem Kreis (vom Radius a/2) drehe sich der Radius
OB von der festen Lage AO aus um O und mit thm in enigegengeseizier
Richtung zugleich sein Spiegelbild O B' beziiglich O A. Falit man dann von
Bauf OB’ das Lot BP. so beschreibt P die von dem Kreis eingeschlussene
Rosette. Aus dieser Erzeugungsweise 146t sich ibrigens die Polargleichung
der Kurve (Drehung um 45°!} ohne weiteres ableiten:

r="%cos 2¢=7cos 2(45°—1") = gcos (90°—2¢") = 28in2t’.

6. Man erhilt dieselbe Rosette auf folgende Weise:

Um den Mittelpunkt O eines Kreises drehen sich zwei Radien
OB und OB' derart, daf OB’ die dreifache Umdrehungsgeschwindigkeit
wie OB besitzt. Féllt man dann von B awf 0B’
das Lot BP, so beschreibt P die Rosette (5. Abb. 141).

&; Ba. Statt die beiden Radien im gleichen
L

f /3 Umlaufsinn mit den Geschwindigkeiten 1 und 3

03 lanfen zu lassen. kann man sie mit gleichen,
' aber entgegengesetzten Geschwindigkeiten sich
drehen lassen ; anch hier liest man sotort die

" [/ 3
Kurvengleichung r =5 cos 2 @ ab.
Abb. 141 “

7. Ganz #hnlich Nr. 6 erscheint folgende Erzeugungsart: Die
Qeiten einer Raute seien gelenkig miteinander verbunden. Drehen sich
nun zwei zusammenstofende Seiten um die eine Ecke O nach entgegengesetzten
Richtungen und mit Geschwindigkeiten, die sich wie 1:3 verhallen, so be-
schreibt die gegendiberliegende Ecke (P) eine Rosette.

Man liest aus Abb. 142 sofort die
\y//‘>\
% ®
GW

(Gleichungen ab:
Abb. 142

. y=Ilsinp —legin3 @

=3 %(aingo—sin3go),
g=lcos@+Ilcosd @
=3- Z§(cosgo—|—cos3ga).

Das ist eine Rosette fiir & = I§mii: dem Schleifendurchmegser g =32
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‘8. Bin Punkl sehwinge auf einer Geraden, die sich zugleich wm einen
threr Punkte gleichformig dreht, und zwar derart, daf einer vollen Schwingung
des Punktes eine halbe Umdrehung der Geraden um den festen Punkt eni-
spricht. Der schwingende Punkt beschreibt dann eine Rosette. Lassen wir
die Schwingung des Punktes von dem festen Geradenpunkt ausgehen
und bezeichnen die Elongation mit v, so ist nach dem Gesetz der
harmonischen Schwingung (2 eine Konstante, ® der Phasenwinkel)

r=gsinm.

Nennen wir den Drehungswinkel der Geraden gegen eine durch den
festen Punkt gehende x-Achse ¢, s0 ist @ = 2¢ und r—=asin2¢
die Gleichung der Kurve,

Uber die engen Beziehungen der Rosette zur Astroide vgl. den fol-
genden Paragraphen.

B. Tangentenkonstruktionen

1. Fiir den Winkel g zwischen Fahrstrahl und Tangente gilt die
Formel ‘

_rdp
tg‘Ur = 4
Nun ist
dr=—=uacos2¢@dg,
g—; =acos2p,
also 2 sin 2¢ T
gh= o, =829 £2
Wir konstruieren danach (3. Abb. 143)
folgendermafen: Im Kurvenpunkt P g X

tragen wir an OP 2¢ an, fillen von

einem beliebigen Punkt 8 des freien

Schenkels auf O P das Lot SF, halbieren

SF in T und ziehen PZP. Dapn ist

PT Kurventangente. HEs ist nimlich _J $

FT__1 PS8 Abb. 143

thPF=F,}-,—§ﬂ,=1}tg2gJ.
2. In der Erzeugung der Kurve als Hypotrochoide stellt fiir jeden

Augenblick des Rollens der Berihrungspunkt zwischen festem und

rollendem Kreis den augenblicklichen Drehpunkt dar. Demnach ist in
Abb. 140 N P Kurvennormale und das Lot darauf in P Kurventangente.
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C. Quadratur ,
S=|rdo =%f§sin22gvdg;=$f2—zsin2(2¢)—~d%m)

== (;—; sin?(2 p)d(2 ).

Demnach ist der Inhalt einer halben Schleife
, it \ ; aft N .
N LA N N
=15 | 8in 2@ d2gp) = 15[ 2s1n299coszgp +go]— EE 6
S0 0
also der Inhalt der von der ganzen Kurve umschlogsenen Fliche

a’m

Pe=—.
Die Rosette ist also halb so groB wie ihr Um-

kreis, und der Bogen der Rosette (s. Abb. 144)
halbiert den Oktanten.

Abb.144

18. Die Astroide

(vom griech. acThe, Stern, also Sternkurve)

A. Erzeugungsweisen

1. Rine Strecke AB==a gleite mit ihren Endpunkien auf den Schenkeln

gines vechten Winkels Q. Zeichnet man fir jede ihrer Lagen das Rechieck

BOAFE wund fallt von E auf AB

¥ ' das Lot EP, so beschreibi P eine
g £ Astroide (Abb. 145),

Fiihrt man als Parameter 3 048

=L ABE=Y BPG=I PE4

=t ein, 80 ergibt sich

d x < BE=acosf,
) BP= BE cost=uacos’t,
Y X =GP = BPcost=acos®t.
Abb, 145 . Entsprechend: y=asin®f,
Aus ' '
2= @ o8t
y=asin®t
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folgt (da cos®t + sin®t=1):

X 4 YR = g2

2. Als _Rollkurve‘ (Hypozykloide). Rollt ein Kreis im Inneren eines
fegten Ireises auf dessen Umfang ab, so beschreibt ein markierter Punkt
seines Umfangs eine Hypozykloide. Der feste Kreis habe den Radius a
de?: rolle_mgle 9/4. Die Anfangslage, mit der die -Bewegung beginne’
mige dlaJemge.sein, in der der rollende Kreis mit dem markierteli
Punkt P, der die Kurve erzeugt, den festen Kreis in seinem Schnitt-
punkt B mit der x-Achse berithrt (Abb. 146). Da ‘

PN= lﬁ, alsog'tpmmt,

y

Abb. 146

80. ist @ =4¢ und mithin
A POM=p—R—i{=3i—R,
XL 0, PM=2R—31i.
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1]

4‘Eﬁ.n.‘:",t,

Es ergibt sich y=2gint —

3a

[+
4cost+zcos3t,

xr =

(3sint —sin3?)
(

3 cost + cosdt)

@
y—.&:
o =2

4

Nun gelten die Formeln
cos 3a=4cos®a—3cosqa,
. sin 8 ¢ =3sina — 4sin’a,
demnach:
y=asin’f, x= g Ccos%t,
womit die Ubereinstimmung mit der Kurve von Nr. 1 bewiesgen,

3, Bin Gelenk-Parallelogramm von
den Seiten | und 13 drehe sich mit zwei
zusammenstofienden Seiten derart wm O, daff

s -; die beiden Seiten sich nach enlgegengesetzien

J Richtungen, die kleinere mit der dreifachen

¥ Geschwindigkeit der grifieren, bewegen. Dann

¢ beschreibt die vierte Ecke eine Astroide
(5. Abb. 147).

.Abb' 147 Man Hest sofort aus der Abbildung ab:

4

—lIsing— 5sin 39 =5(3sing —sin39),
m———lcoatp-}-%cos 3 go=l§(3costp+cos399).
. . . .oa 1 _4
Dag ist eine Astroide furz—é., a.—gl.

4. Die Astroide als Hiillkurve. Bine Sirecke von der Ldnge @
gleite mit ihren Endpunkien A und B auf den Achsen. Welches ist ihre
Hiillkurve? (Abb, 149).

a) (Abb. 148) Bewegt sich .4 nach links, Bnach oben, so ergeben die
Lote auf den Achsen in A4 bzw. B den augenblicklichen Drebpunkt E.
Fille ich nun EP | AB, so weill ich nach Nr. 1, daf P eine Astroide
beschreibt, und da das Lot auf dem Drehstrahl EPin P Kurven-
tangente ist, so hiillt also 4B unsere, bereits bekannte, durch P
beschriebene Astroide ein.
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Wir geben noch zwei analytische Ableitun;gen:

b) Seien p und ¢ die Abschnitte d .
ihre Gleichung e der Geraden (Abb. 148), so ist

IY
8 £
e
q
7 7 7
Abb, 148
T, ¥ __
» - g 1
qx+py=pq.
Nun ist p=acosa, g=—asina, demnach Abb. 149
F (x,y,a)=2zgina 4 ycosa — asin ¢ cosa = 0. @D
Differentiiert:
0F __ .
3a —%xctosa—ysina—a(cos’a —sin’a)=0. (I1)

Mu'l.tipliziert man (I) mit sine und (II) mit cose und addiert, so
erhilt man ,

x—a(sin®a cosa + cosa — sina cosa) =0,
Entsprechend z=gcoa.

y = asindq.

¢} Man kann zu dieser Erzeugungsart auch auf um
gekehrtern Wege

gelangen. Man geht von der Kurvengleichung aus und bildet d%e
Tangentenglemhu&,;;. Aus der Kurvengleichung folgt durch Differen-
.r Y .
tilferen y' = — T Setzt man diesen Wert in die allgemeine
Tangentengleichung ¥ — , = f/ (2} (x — x,) ei folgt di
tengleichung der Astroide: ' ) o) ein, g0 folgh dio Tungen-
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y—n=—tn@— ).

11* ' 168



Berechnen wir nun die Schnittpunkte der Tangente mit den Achsen
und, darauf fullend, das Stiick, das die Achsen aus der Tangente
herausschneiden, so ergibt sich die Strecke a.

Damit haben wir den dreifachen Nachweis gefiihrt,
dal die in Nr.1 die Kurve erzeugende Strecke a
mit ihrem verinderlichen Punkt P mit der Kurven-
tangente o identisch ist. Es ist aleo in Abb. 145
AB mgleich Kurventangente und P Tangenten-
beriihrungspunkt. Da ¢ eine Rosette beschreibt (§17),
go erscheint damit die Rosette
als Fufipunktkurve der
Agtroide (s. Abb. 150).

5. Bewegen sich zwei Punkie
mit gleichférmigen, aber entgegen-
gesetzt gerichieteten Geschwindig-
keiten, die sich wie 133 verhalten,
auf dem Umfang eines Kreises,
so umhillt die Gerade, die ihre Stellungen verbindet, eine Astroide.

Abh. 150

y

Pt

Yo

Abb, 151

“Wir beweisen diesen Satz, indem wir, gewissermallen in umgekehrier
Richtung, von der Kurventangente ausgehen. Deren Gleichung lautet
(Formel I 8. 163):

xging - yeosa —sinacosa = 0.
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R
Wir bestimmen die Schnittpunkte dieser Tangente mit dem Inkreis

. 2
der Astroide z% + = % . Der aus der ersten der beiden Gleichungen

asinacosg—ycosa

sich ergebende Wert z = -
s a

eingesetzt liefert

in die Kreisgleichung

2 - 2 2 - - 2
a?sin?a cos®a -y cos®’a — 2aysin q cos?a + ysindq = a;—sinza

. & .,
y-"=asmacoszai§sma]/1—~400530—]—400540&
== a8in ¢ cos®a :':.gsina (1 —2cos®a)
a . — .
zésm2a +;cos2asina,
e . : ‘ a . .
¥ =gsine, Yo =zsgindc.

2

Kingetzen dieser beiden Werte in die Tangentengleichung ergibt:

. e .
a:mnao COSR—-GSIDCI-COSG

X, =— - =g
. . 5 COS @
. & .
asmacosa—ésm?)acosa
o — _a . e
A e acosa —g -3 -cosa -+ 2asinqcos
. ‘
J— ] y
a:zwg(cosa—]—4cosa—4cos3a)=§(3cosa-—4cos"’a)
a
Lg=—zc0B3C.

2

Die Lage dieser beiden Schnitt-
punkte der Kurventangente mit

dem Kreis g veranschaulicht Abb.

151. Denken wir uns nun @ ver-
dnderlich, so bewegen sich die beiden
Strahlen O P, und O P, in entgegen-
gesetzter Richtung, der eine mit
der dreifachen Geschwindigkeit des
andern. P, P, umbhiillt dann eine
Astroide mit dem Inkreis 0. Abb, 152
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1]
8. Hs ist eine Schar konzentrischer Ellipsen gegeben, deren Halbachsen
mil den Koordinatenachsen zusammenfallen wnd die konstante Summe a
haben. Die Gleichung der Hilllkurve zu. bestimmen (8. Abb. 152).

a) Nenne ich die eine Halbachse a, so ist die andere o —a und
demnach die Gleichung der verinderlichen Ellipse

Flapo=—dta et —da—af=0.
Wir differentiieren:

o 9(—0)a?+2ay' —2a(e—a)(a—20)=0 (1)
oder, mit /2 multipliziert:

ala—a)x®—ay? + o*(a—a)(a—2a)=0, (I1a)

(I) und (I1a) addiert:
ale—ayr*—@—a)a? =0,

3
22 = % , P
. a
AL . .
@ =—in (I) eingesetzt liefert
2 (a—a’) 2/3 — a—a
= —a s Y 3/; ]

also_
273 a3__ % __ o
PPyt = e =

also eine Astroide.

'b) Bekanntlich ist (s. Abb., 145) P Punkt einer Ellipse mit dem
Mittelpunkt O und den (auf den Koordinatenachsen liegenden) Halb-
achsen von den Lingen BP und P4. Da nach dem Satz vom augen-
blicklichen Drehpunkt B A zugleich Tangente der betreffenden Ellipse
ist (s. Anhang), haben Ellipse und Astroide diese Gerade als gemeinsame
Tangente. Bei Bewegung der Strecke ¢ mit ihren Endpunkten auf
den Achsen gehirt demnach zu jedem Astroidenpunkt P ¢ine Ellipse,
die die Astroide in diesem Punkt berithrt, und da fiir alle diese
Ellipsen die Summe ihrer Halbachsen BP+ P4 == const ist, so ist
damit die Umhiillung dieser Ellipsen durch eine Astroide ebenfalls
bewiesen.
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7. Aus der Erzeugungsweise 2 1d6t sich durch Ausgestaltung der
ADb. 146 eine neue Herstellungsart der Kurve ableiten. Zieht man
nimlich NP und trigt anderseits an OB nach unten (¢ an, wobei
man den Schnittpunkt des freien Schenkels mit der Verlingerung
von NP mit @ bezeichnet, so ist, da @ =4%, in dem gleichschenk-
ligen Dreieck PO, N [ O,NQ = R — 2 ¢, demnach in AOQN
X 0QN = R. Weiter ist, da 3L VPN =R, VP| 0Q, und da
V' N =} ON, so liegt P in der Mitte von N ¢. So ergibt sich folgende
gemeinsame Erzeugungsweise von Astroide und Rosette
(8. Abb. 153}):

Drehe ich in einem Kreis O vom Radius a den Radius OB von einer

festen Lage OA aus um O und wit ihm- sugleich sein Spiegelbild OB’

beziiglich O A, und fille ich dabei stets die Lote
BQ auf OB', so beschreibé der Mittelpunkt P
von QB eine vom Kreis wmschlossene Astroide
(@ beschreibt, s. § 17, eine Rosette).

Das Ergebnis lifit sich dbrigens auch [
durch Aufstellung der Kurvengleichungen ¥
leicht bestétigen. '

Die enge Verwandischaft zwischen Astroide
wnd Rosefte mOge in diesem Zusammenhang
noch durch folgende hiibsche Beziehung be- -
leuchtet werden. : Abb, 183

Wie wir (N7, 4) sahen, lif}t sich die Gleichung der Astroidentangente
in der Form schreiben: : .

x Y
g
p T b

@ ¥ 1
e¢cos¢ @ esng 7

&
+ L =a

€os ¢ sina

Die zu dieser Tangente senkrechte Astroidentangente bildet mit der

‘x-Achse den Winkel a'=R+ a. Da nun cos (B -+ a) =-sin¢ und

sin (R -+ a)—cosq, so lautet deren Gleichung

sina cos ¢

Ich beseitige aus diesen beiden Gleichungen ¢ und erhalte damit eine
Gleichung fiir den Schnittpunkt der beiden Tangenten. Die beiden
Gleichungen lauten in verZnderter Form:
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zsina 4+ ycose=asinacosa
—xcost+yaina=gginacog

Subtr,: sina(z—y)=—cosa(zr+y),
____x+y
‘ iga "
‘Da nun '
. iga 1
sing= ————=und co8 0t = —=———
VY1 figta Vi+igte
und demnach
. =+ &=y
gingt = — ———=—und ¢0S ¢ = ————"—o
Vaz*t2y’ Y2z 2y

ist, so folgt durch Hinsetzen eine etwas umstéindliche Gleichung, die
gich auf die Form bringen lifit

a® (2% — g2 = 2 (2 -+ ).
Fiihren wir hierin Polarkoordinaten ein, so erhalten wir

r=-""cos 2

Z
Diese Gleichung ist ohne weiteres in
die gewdhnliche Rosettengleichung
fiberfiihrbar, wenn das Koordinaten-
system um 45° gedreht wird. Wir
konnen demnach als Ergebnis fest-
stellen: -

Die Scheitel der ciner Astroide mit der
Halbachse ¢ umschricbenen rechten Winkel
liegen auf einer Rosetle vom Schleifen-

durchmesser g V2, deren Achsen gegen

diejenigen der Astroide um 45° gedreht
Abb. 154 sind (Abb. 154).

B. Auswertung der Kurvengleichung

Die Gleichung in kartesischen Koordinaten besagt zunichst, wenn
wir sie in der Form (x2)!?4 (y?)13 == o*® schreiben, daf die Kurve zu
beiden Achsen symmetrisch ist. Setze ich einen der beiden Werte
oder ¥ gleich Null, so nimmt der andere die Werte 4 @ an. Die Kurve
geht also durch die Punkte Ola, O/—a, afo, —ajo. Fragt man nach
den Punkten der Kurve, die dem O-Punkt am néchsten liegen, fiir
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die also d=Vx?® + y* ein Tiefwert ist, so erhalten wir durch Diffe-
rentiieren der Funktion f (z) =22+ y® = a? + (@®P—a?*? o, = g ]/§

und durch Einsetzen in die Kurvengleichung auch =§ V§ Die .

Schnittpunkte der Kurve mit den Winkelbalbierenden des Achsen-
kreuzes kommen also dem O-Punkt am n#chsten; dieser Abstand, also

der Radius des der Kurve ‘einbeschriehenen Kreises, ist fo +yi= g.

In den Spitzen schmiegt sich die Kurve den Achsen an, wie sich aus

der Betrachtung des Differentialquotienten y'=—(i—)1’3 ergibt.

C. Tangentenkonstruktionen

1. Als Hypozykloide. Aus der Erzeugung der Kurve durch Ab-
rollen (Abb. 146) ergibt sich der gemeinsame Berithrungspunkt N der
beiden Kreise als der augenblickliche Drehpunkt: NP ist Kurven-
normale. :

2. Algs Umhiillungskurve einer Geradenschar. Schon in Nr. 4
wurde festgestellt, dafl die Gerade A der Abb. 145 Tangente der
Kurve ist: '

D. Ein Lehrsatz. Zieki man in
den beiden Punkten, in denen eine
Tangente der Astroide diese auflerdem
noch schneidet, wieder die Tangenten,
so treffen sich diese auf einem Punkie
des Umkreises.

Beweis: Setze ich der Xinfachheit
halber den Radius des Umkreises
gleich 1, so lautet die Kurven-
gleichung in Parameterdarstellung

X = cos®¢
Y = sin®¢
und die Gleichung der Tangente in Abb, 165

einem Kurvenpunkte P (Abb. 155)
mit dem Parameter o:
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Setze ich hierin fiir x und y die obigen Werte X und ¥, so lautet
fiir einen Schnittpunkt S der Tangente mit der Kurve die Bestimmungs-
gleichung

cos?s  sinds
cos a + sina 1
Wir fithren zur Vereinfachung ein:
cost=2x, sini=y @+yi=10

cosa=a, sina=>~b (a®+b*=11) und schreiben:
' xS yS_ -
s t=1.
Ich driicke ¥ und b durch z und & aus:
3 3 6 %
P_g_E g e

BT ! n a]r B® a
und setze y* =1 — a%:

(1—a8> 32 1—3x’-3xt—at 1 23 x®

b ( —F)’—bﬁ———_ T e T e
(a2 -2 a® —3alat—2ab%2% L 3422 —a® (1 —03)=0
2 —3a2at—2ablad + 3ata® —at=0.
Setze b= 1— a: .
zs—3alzt —2aa® 4 2a%2* +3a22?—at=0.

Da die Tangente zunichst den doppelt zu zihlenden Beriihrungspunkt
P mit der Kurve gemein hat, der durch e==cos a charakterisiert ist,
so ist a eine doppelte Wurzel dieser Gleichung diese mufl also durch

{(x —a)? teilbar sein. Das ist, wie man durch Ausdividieren zeigen
kann, in der Tat der Fall, Es bleibt fibrig die biquadratische Gleichung

‘ 22+ 2ax3—%ax—a?=0.
Ganz ebenso ergibt sich zur Berechnung von y die Gleichung
y*4+2by® —2by — b2 =0.
Wir addieren diese beiden Gleichungen, nachdem wir sie durch o®
bzw. b® geteilt haben:

R s )

3 3
Nun ist aber, wie wir Wissen,% - %=l,folglich

M F+E=20+3)-

a
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Anderseits entsteht durch Multiplikation der Gleichung %34— %:= 1

mitz +% die neue Gleichung

o 4
g +%§ g%—(ac2+y2)=§+ %oder, da 22 +y°=1:

2yt Yy oy
@ stpta=it:
Aus (1) und (2) folgt:
%;=-—E—% oder
e b
z Ty=—1
Mit Wiedereinsetzung der Werte fir a, b, z und y:
—ecosa , —sing
cost + sing =1.

Die Gleichung gilt also fiir einen Schnittpunkt S(f) der Tangente
in P(a) mit der Kurve. Nun wiirde aber die Gleichung der Tangente
in 8 lauten:

§

cosi

n
+ sing
Diese (leichung wird also von §=cosa und == —sin ¢ befriedigt,
d. h. der Pankt &= — cosa == cos(a + ), n =rin(a ) liegt auf der
in S an die Astroide gezogenen Tangente. :
Ein Punkt mit den Koordinaten &==cos (¢ + @), n = sin{a +m) ist
aber zugleich ein Punkt des Umkreises mit dem Radius 1. (cos®¢
+sin?@p = 1! Bin Astroidenpunkt kann es nicht sein, da fiir einen
solchen & == cos® (@ 4 ), 1 == sin® (¢ 4+ ) sein miilte ) Weiter: Die
Tangente in P hat zwei Schnittpunkte in S mit der Kurve gemein.
Fiir jeden dieser Punkte S gilt die letate Gleichung, und die Tangente
in jedem der Punkte § geht durch den Kreispunkt £ = cos (a+ @),
7 == sin (@ +), d. h. die Tangenten in den beiden Punkten S schneiden
sich auf dem Umkreis.

E. Die Evolute der Astroide

. y\L/3 ra . A
Es ist y' = — (;c) , =1 = Setzt man diese Werle in die
e . . _ VOt .
Formel  fir den Krimmungstadins R =-"——7— ein, so folgt

Y
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B=Vazy oder in Parameterdarstellung
R=23%a%cos’tsin’t = 3gmsin at.
Hiernach hat B seinen gréften Wert fir ¢ = 450( = %a) ; B wird

Null fiir ¢=0, w2, &. 37/2.

Fir die Koordinaten X Y des Kriimmungsmittelpunktes eines
Kurvenpunktes xy bestehen die Gleichungen:

oLt
sz___(l‘%'y )y

e .
1 g2
Y= ¥ (_y?{ ]-
Setzen wir hierin
1/3 2/3
?}":-—-(g) und y”—.—_&zf’f—w’
go erhalten wir ,
{7
X = Z, &
K= PRI
— n 3 (332"3 +y2!3) w113 y2f3
_ 1

e = -+ B1Rys
und ganz entsprechend Y=y 322348

‘Wir drehen das Koordinatensystem um 45° nach den fiir die neuen
Koordinaten (£, ) geltenden Beziehungen:

— _E_ "
T=VE v
Y=-5 42
Ve ve'
£— X +XVI_ Y+X _ y+a+32¥y*0 322840
2 v: vz ’
&: Ex”a‘*'?/”al_s .
Y VE .
13 __ eti3y3
Entsprechend % =(y_‘v;*_)_ Demnach
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§2f3 _]_ 'y]zﬂ — (mlia+y113)2 -+ {yl.’s — 1132 _ Q(st + yzfa) . D23
Vo™ U
§2,'3 4 n2l3 — (2 a)z,':a .

Die Evolute der Astroide ist demnach eine um 450 gedrehte Astroide
mit doppeltem MaBstab.

F. Anwendungen der Integralrechnung
1. Rektifikation

s_fdm\/1+dy —4[\/1+”2,,dx--4f\/ T s,

— ‘1” — A4 gl —1/3 dat/ s"”m
s=4 [ Frda=4a f dx = 75
0

= 6a.

—

2. Quadratur. § =1/2/(xdy — y dz). Aus den Parameterglei-
chungen & = a cos®t, y = a sin®t findet man

dx = -— Sacos?isinidi,

dy = -+ Basin®t cosidt,

axdy — dyx = 3a? (sin2¢ costt + sinf cos®) At == 3a® sin®¢cos’idi,

S=?1— blngtcosgtdt——f4sm tcos’tdi == T¢ sm2(2t)d(2t)
0

’ T2 1 . i 3a® 1. ¢
=—f-[—§sm(2t)cos(2t)-l-t]0=%[t—'zsm(4f)]u-

16
Fiir ¢ = /2 erbilt man den vierten Teil der Astroidenfléche, folglich
ist das gesamte Feld F -—-MSW .

3. Kubatur
a) In kartesischen Koordinaten:
Aus der Kurvengleichung folgt

2 = ¥ — o, =0 — 34 413 208 L B g2 o413 — 2.
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Demnach

V= :mf y2dx—n'f(a —3 a2 4.8 o gt g?) d

—&

R TasB b3 32BN g3T4n
=ad| e T—"55 i _FJ..,;

r Qatf3gdha Qg2 gin  zti+a
— 2 .
=nl ez 5 7 3]

[ 9a 9¢° Ga3 | 9a® af 32a3m
f— 3__ 27 _ 3. —_——— =

#|e —5 + 3 T Fta 5 T3 3} 105

b) In Parameterdarstellung:

Auns g ==acos®t, y = asin®f folgt dx=—-—8acos®s sinid ¢, dem-
nach ist das nur von einem Viertel des Umfanges beschriebene halbe
Korpervolumen:

0
V=ur [y*dx= —8a’m [sin®tcos®tsin td ¢ oder, da sintd¢.
e

== — d(coad);

0
V= 3a?m f (1 —cos? )’ cos® td(cos).
w2

Setzt man cosf==2z, so wird

1
— 2 2 4 6.8 — 2 ﬂ__ - T
V-—3a‘a7:f(z 322+32 z)dz—-3a.763 5 4 7 N
1 16 a®m
=34’ W[ 5+7 "]= 105

Demnach das Gesamtvolumen V— R2a’m
= 105

4. Komplanation. Bei der Rektifikation ergab sich

ds=dz /1ty =aBa"Rdz;

demnach ist die Oberfliche des durch Rotation eines Astroidenquadranten
um die y-Achse entstehenden Korpers

2xalBatle  Amgalta®? Gmal
5/3 }o B8 =~ 5 7

O=2wads%2wfa1ﬁx2ﬁdx=[

so dall die Gesamtoberﬂache

¥ Einheiten grof ist.
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5. Schwerpunkt des Bogens des Astroidenquadranten,

xds

Formel: &, = f . Da nach dem Ergebnis der Rektifikation

3 . .
—%-——-j—é‘f und ds=alRx3d %, 8o erhalten wir
( y Ya
zalfy—=8dyr 2 af 2Ya-at?.3 %
] - == /3 -
Lm of 342 3g J ¥PdE=""T% =3

Damit ist die Lage des Schwerpunktes, der im iibrigen natiirlich auf
der Winkelhalbierenden liegt, festgelegt.

19. Die Steinersche Kurve
(Dreispitzige Hypozykloide)

Die Kurve trigt ihren Namen nach Jakob Steiner (1769 —1863),
dem Meister der projektiven Geometrie, der die Aufmerksamkeit der
Mathematiker auf sie lenkte.

A, 1. Erzeugungsweise

Als Hypozykloide (s. Abb. 156).
Sie entsteht durch Abrollen eines Krei-
ses tm Inmeren eines griferen, wenn
letzterer den dreifachen Radius des klei-
neren Kreises hat. Ein Punkt des Um-
fanges (P) beschreibt dabei die Kurve,
Bezeichne ich den Radius des klei-
peren Kreises mit b, sehe die posi-
tive x-Achse als Anfangslage an und
nenne den Wilzungswinkel, der die
dargestellte Liage bezeicbnet, ¢, so ist,

s BP=TBS, b-p=58b-t p=31L

Man liest aus der Zeichnung ab: Abb. 156
y=PF=MG— MH=—=2bsint—bcos (2¢{— R) = 2bsin?—bsin 2,
2=0F=0G—PH=—2bcost—bsin(2¢t— B)=2bcost 4 bcos2t,

y="b(2s8int—sin2¢)
2=b(2cost+ corlt)
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Fiir den Fahrstrahl » erhalten wir aus »?==gz?-+4°
72 =b® (4 cos? {4 costcos 24-+cos?2¢-+4 sin? ¢ — 4 sin ¢gin 2¢--sin® 21),
p2=71%[4 + 4(con tcos 2 t—sin¢sin 21) 4 1]=0* (6 4 cos 3 7).

B. Auswertung der Kurvengleichungen

Die Gleichung fiir 72 zeigt, daf »2 und damit » alle Werte, die es
iiberhaupt annehmen kann, im Intervall 0°—120° annimmt, und zwar
doppelt fiir ¢ und 120°—¢ [da cos 8 ¢ = cos (360°—38 #)]. Den Hoch-
wert fiir » haben wir fiir t==0 (r = 3 b), den Tiefwert fiir { = 60°,
{cos 3t=10, r =15). In den Intervallen 120°—240° und 240°—360°
kehren dieselben Werte wieder, Die Kurve besteht also aus drei kon-
gruenten Zweigen, die in Spitzen zusamwenstofen. Da jeder Zweig
symmetrisch gebaut ist, hat die Kurve also 3 Symmetrieachsen. Mit
dem Tiefwert »==b 146t sich der Kurve der Scheitelkreis einbeschrei-
ben. Fir  — 0°, 120°, 240° und t= 60°, 180°, 800° d.h. fiir die
Hoch- und Tiefwerte von r, fillt der Wilzungswinkel { mit der
Amplitude @ zusammen. Die drei ersten Punkte (Spitzen) sind Be-
rithrungspunkte des festen und rollenden Kreises, entsprechend je
einer vollen Umwilzang des letateren. Die drei Tiefwerte sind ihren
entsprechenden Beriihrungspunkten diametral gegentiberliegend und
entsprechen je einer halben (13-, 2}fachen) Umdrebung.

C. Tangenteneigenschaften

Bevor wir weitere Erzengungsweisen der Kurve besprechen, sei eine
Reihe bemerkenswerter, fiir die weitere Entwicklung notwendiger
Sitze fiber die Tangenten der Kurve eingefiigt.

Da B augenblicklicher Drehpunkt ist, ist BP Normale und das
Lot hierauf in P(PT) Tangente' Die Verlingerung von T'P mufl dann
natiirlich durch O gehen. Durch einfache Winkelausrechnung findet
raan & P T 0 =1/2. Die Tangentengleichung stellen wir nach der Hesse-
schen Normalform auf (xcosa--ysina —9=0). In unserem Falle ist

der Winkel des Lotes OD mit der z-Achse gleich R—t—, demnach

cosa=sint§und sina=cos%. Weiter ist OC(=% OB!)——-‘bund
3¢

X DCO =%£’ deranach 0D = 6=>bsin4, so dal die Gleichung
der Tangente lautet

.2 ¢ . 3¢
wsing -{-ycosaj:bsm?.
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Wir wollen nun die Schnittpunkte der Tangente mit den beiden anderen
Kurvenzweigen feststellen, Nehmen wir an, zn dem gesuchten Schnitt-
punkt gehdre ein Wilzungswinkel ¢, so sind die Gleichungen aufzulésen

. T 4 . 3¢
zsing +y cos§=bsm§Tangente,

y=">0(28in¢' —sin 2¢")

2=0(2cost’ 4 cos2¢’) Kurve.

Setzen wir cos '’ =— u und sini’' == v und fiihren die Werte von x
und y aus den Kurvengleichungen in die obere Gleichung ein, so
erhalten wir

2ub siné—[— bsin%(2u2—1) 42 bvcos%-—-2buvcost§

T N1 A I ¢
-—bsm?-—bsmé(ticoszﬁ—l).

Durch 25 dividiert und bsinz weggehoben:

I .t ¢ ¢ .
% 8in §+ugsm§ J-v cosﬁ—uvcos§=2s1ntcost§

T ¢
(da 4sm§cos §—2smtcos§)

N . t t
und nach Division mit cos;, wenn tg ;==41:

2!
uA+4+ o4 u(ul—oy=sini

Die Aufldsung dieser Gleichung zusammen mit %%+2? = 1 ergiibe

eine Gleichung 4. Grades, die sehr schwierig zu behandeln wire. Es

zeigt sich aber bei Betrachtung der letzten Gleichung, daB sie er-
filllt wird, wenn man %A 4o = 0 setzt. Denn aus #A-+v=0 oder

cost' - tgfz +&ing/ =0 folgt

tgt’=——tg%, woraus £/, = 180°— %und iy = 360°-—~§. -
Es ist dann ndmlich
u(uﬂ,—v)=coa’t'tg%—cost’ ginZ',
=c082%tg % + costﬁsin%,
=gint,
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Es ist also unter dieser Annahme die Gleichung
wA-+vtulu i —v)=sinf
— ———
0 sini
befriedigt.

Danach haben die zar Tangente in P, (Abb. 157) gehﬁriger? zwei

Schnittpunkte P, und PB‘ die Wilzungswinkel ', = 180°— 5 und

&
£, =360°—5.
G4 ? 2

Setzt man nun diese Werte von
1/, und ¢’ in die Kurvengleichung
gin, o erhilt man als die Koordi-
naten von P, und Fj:

z2'="0 (-—.‘Zcos% -+ cos t) s
y' = b(2sint§ + sin t)

und
u:_”=b(2005;§ - cos t).

y'"'=10 (——2 sing—l-aig t).

Abb. 157

Aus diesen Gleichungen ergeben sich eine Reihe von [Sitzen:
1. Koordinaten des Mittelpunktes von P,P;:

’ '3
g =2 —;w =jheost,
y =¥%, =bsiﬂt-

i i i der Wilzungs-
Dieselben Koordinaten hat aber der Punkt C, in dem der )
st:;hl des Punktes P, (s.auch Abb. 156) den Scheitelkreis schneidet.

Also bestehen die beiden Sitze:
Jede Tangente wird als Sehne von dem Wiilzungsstrahl des Berilrungs-
punktes halbiert.
Die Mitten aller Tangenten liegen auf dem Scheitelkreis.
9. Wir berechnen P, P, nach der Formel
i=Vw—a"F+&—y""
und erbalten PP, =4b,
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d. h.: Die Leange der Tangenien ‘ist innerhald der Kurve konsiant und
gleich dem Vierfachen des Scheitelkreisradius. :

3. Setzt man die Werte ¢, und #', in die Tangentengleichung ein,
so erhdlt man

xgin (900— %) + 4 cos (900— %)=sin 3 (900— E) .

a:cos&—l—ysin%:-——b cos%ﬁ M
und entsprechend _
.t R . 3¢ .
msm;—ycos;-=bsm1 . (M

Setzt man aus (I)

3¢ t
_ b cos o +x005i
vy= .t

s -

in (II) ein, so folgt *
msingz +b cos%cos; +x coszé == bsin%sinz,
x (sin”%—l—coszz) = —}% cos (%t + %) = —bcosi,
x=—beost.
Dieser Wert wird wieder in (II) eingesetzt:

' . 1 . -2 ?
—bcostsmz— b sin (t—;)=ycosz,

. F . i .t t
—b costsm1—681ntcosz-l-bcostamZ:ycosz,
4 == —beint,

d. h. der Schniftpunkt @ der beiden Tangenten liegt anf dem Scheitel-
kreis dem Punkt C diametral gegeniiber.

Und weiter: Aus den Gleichungen (I) und (IT) geht hervor, dal
Tangente (I} die Steigung —cig % , Tangente (IT) die Steigung tg%
hat, daBl sie algo aufeinander senkrecht stehen.

Wir fassen beide Ergebnisse in folgendem Satz zusammen :

Die Tangenten in den Schuittpunkten einer Tangente schneiden sich auf
dem Scheitellreis in dem der Mitte der Tangente diametral gegeniiberliegenden
Punkfe unter einem rechien Winkel,
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_ Errichtet man (Abb. 157) in P, und P, die Kurvgnnormalen,
die4 gich in & achnéiden, go mull ¢, da CPZ_———CPs‘ ist, auf der
Verlingerung von @C liegen und C¢, = 0@ sein. ¢, liegt mithin
‘auf dem Umkreis O mit dem Radius 3b. Um naghzuw‘?‘men, .cla.B
auch die Normale von P durch ¢, geht, bilden. wir zunachs.;t ihre
Gleichung. Wie die Tangenten- stellen wir auch die Normalgleichung
nach der Hesseschen Normalform auf. Aus Abb. 156 geht hervor,

t . _
daB fiir die Normale BP ¢ = — 3 und 6 = OB sin OBP =
3b-gin (R — %) = 3 bcos -i—t ist. Thre Gleichung lautet mithin:

t .t 3t
weos 5 — ysing = 3b cos 5 -
Nun hat ¢, als Punkt des Kreises O die Koordinaten
x=3bcost
y=3bsint,
Qetzen wir diese Werte in die Normalgleichung ein, 0 erhalten wir:

¢ . .t 3:
3bcostcos-§-—3bsmtsm§-——-3bcos—2— .

Die Koordinaten von @ befriedigen mithin die Gleichung der
Normalen in P. Wir haben also den Saiz bewiesen:

] i ] ] Tangente ange-
Die Normalen in den drei Kurvenpunkten, die derselben ‘
horen, schneiden sich in dem Punkte des Umbkreises, der dea.vla Schi‘nftpunkt
der beiden Tangenten auf dem Scheitelbreis diametral gegensiber legt.

D. Weitere Erzeugungsweisen

Die unter Nr. 1 und 2 gewonnenen Tangentensitze fithren zu folgender

i :  sich eine Strecke von der Linge

9. Erzeugungsweise (Abb. 158): Bewegf. mch. eine ‘ _

it 1 Mitte auf einem festen Kreis mit dem Radius b so, dt.lﬂ e

40 mit dhrer Mitte mf Winkel. die der Radius nach der Mitte (%)

5 wnd die Strecke selbst (12) mit einer festen
¢ Anfangsrichtung (OX) bilden, sich wie

14 ‘ﬂk 2+ I verhalten, so umhillt .dze Strecke die
’ '/ i;_ Steinersche Kurve, welche ihre Endpunkie
e T\\F‘} beschreiben, und der feste Kreis ist der

Y Scheitelkreis.

0w5
Wollteman librigensauf Grund dieser

Abb, 158 Bestimmung die Kurvengleichungen
ableiten, so wiirde man zundchst fir P, erhalten
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: y=2bsin%+bsiut,-

x=——(2bcos% — beost),

zwei Gleichungen, die mit den oben gegebenen Kurvengleichungen nicht
iibereinzustimmen scheinen. Es ist jedoch zu bedenken, dafl ¢t Wilzungs-
winkel fiir F; ist (Abb, 157), wihrend tiir den Wilzungswinkel von

P, noch die Besichung besteht ¢' = 180°— § oder #=360°—21/.

Um also in unseren Gleichungen Koordinaten und Wilzungswinkel
in Ubereinstimmung zu bringen, muB ich noch = 360°—2¢' setzen
und erhalte dann

y = 2bsin (180°—4¢') 4 b gin (360°—2¢) = 2bsint' — b sin 2 ¢,
z=— 2bcos (180°—i¢") + b cos (360°—2¢") = 2 b cost’ 4 bcos 2¢'
also unsere eigentlichen Kurvengleichungen.

Einfache Winkelausrechnung zeigt, dai <L CD E= % ,also CD=CF.

Ich kann demnach auch sagen:

3. Erzeugungsweise: Gegeben ein Kreis O mit einem Durchmesser DE.
Ziehe von einem beliebigen Kreispunkt C aus CF = CI. Bei Bewegung
von O auf den Kreis umhillt CF eine Steinersche Kurve.

Weiter: Es errechnet sich S{ G 0 D=2¢. Trage ich danach von
DE 2us zwei Bogen CF und G'D so ab, daBl letaterer doppelt so
grol wie ersterer ist, so umbhiillt GC eine Steinersche Kurve. Ich
kann diese Erzeugungsweise auch in folgende Worte klsiden:

4. EBrzeugungsweise: Wenn zwei Punkle sich wmit konstanten, enfgegen-
gesetzt  gerichieten Geschwindigkeiten, die sick wie 2 : 1 verhalien, auf
einem Kreis bewegen, so umhiilit die Gerade, die ihre Stellungen verbindet,
eine Steinersche Kurve. ¥

Es ist dabei gleichgiiltig, von welchen ¢
Anfangspunkten aus die beiden beweg-
lichen Punkte ihren Lauf beginnen. Dadurch
wird lediglich die Lage der entstehenden al 1
Kurve heziiglich des Achsenkreuzes be- ®
stimmt. Zu unserer gewdhnlichen Lage
der Kuorve kommen wir, wenn wir die
beiden Punkte gemeinsam von der positiven
x-Achge ans ihren Lauf beginnen lassen. ADb. 159
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Ahnlichkeit mit dieser vierten zeigt die
5. Erzeugungsweise (Abb. 1569): Hin Gelenkparallelogramm von
den Seiten 1.und 12 drehe sich mit zwei zusammenstofienden Seiten derart
um eine Heke O, dafi die beiden Seiten sich mach enlgegengesefzien Rich-
tungen — die Kleinere doppelt so schuell wie die groflere — bewegen. Dann
o beschreibt die gegeniiberliegende Ecke
eine Steinersche Kurve,

Man liest die Kurvengleichungen
unmittelbar aus der Zeichnung ab:

y=lsingv-—%sin29)

= %(2singo—-sin2gv),
:c=lcosg)—l—§;cosf2.99

=%(zcos¢—}—coszqa).

Die auf diese Weise erzeugte Kurve
Abb. 160 zeigh Abb. 160.

Endlicﬁ gei noch ohne den zu schwierigen Beweis eine letzte,

6. Brzeugungsweise der Kurve kurz angefithrt, die auffolgendem Satze der
elementaren Geometrie beruht (Abb. 161): Fallt man von einem beliebigen
Punkte des Umlreises eines Dreiecks die Lote auf die drei Seiten, so liegen deren
Fuppunkteaufeiner Geraden(einersogenannten Simpsonschen oderWallace-
schen Geraden). Es liBt sich nun die {iberraschende Tatsache beweisen:

Abb. 181 Abb, 162
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Die Simpsonschen oder Wallaceschen Geraden eines Dreiecks wmbhiillen
eine Steinersche Kurve, deren Scheitelkreis der (durch die Héhenfullpunkte
gehende) Feuerbachsche Kreis des Dreiecks ist (Abb. 162). Den Beweis
dieses Satzes findet der Leser z. B.in H. Dorrie, Triumph der Mathe-
matik, Hirt, Breslau 1933.

E. Anwendungen der Integralrechnung
1. Rektifikation. Aus den Kurvengleichungen folgt:

dy=b(2cost—2cos2t) dt==dbsin Sgin’

2,
d@ —b(—2sint—2sin 2) df = — 4bsin > cos,
dy___ i
dr = 83

{entspr. Abb, 156 oder 157), also:

— s . R
Smfdm\/l-{—(d—'z) :fébsm%—fcos%‘\/l-{-tg2 %dt
. . 3f,, _ 4b-2 [ . 3t./38  8b[ 3%

=4b sm—g—d‘t———m3 jsmgd(@)— -—ug[cos?].

Fiir den 3. Teil des gesamten Umfanges nehmen wir ¢ zwischen 0
und%ﬁund erhalten:

se=— %’ [cos 180°—cos 0],
also der Gesamtumfang U =16 5.
2. Quadratur.

:cdy=b(2cost+cos2t)4bsin%sin%dt

9 2
yde="b(@sint—sin24) (—4b)sin 5 cos 5 dt,

=4 »? (2coatsin%fsin% - cos 2isin§—tsin f—) dt

——dp? (Qsintsinycost——sin2tsinﬁcost—)dt,

2 2 2 2
wd—d—4b22'3t‘3t .3t'.3td
xdy—ydxr= §ln - 81N 5 — SI0 5 81N 5 ¢

= 4p2sin?3 43,
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1 . 53¢ 2% 2 . o3¢ (3¢
S =§f(mc?y—ydcc)=2b3fsm2?dt= 3 fsm“’g d(?)
._4wp_1. 3t 3t 3q
=3 23111200&!—2---}-1.
Fﬁr% der Gesamtfliche nehmen wir ¢ zwischen 0 und 93—“ und erhalten

1 = 25w
S=—agcg==—75".

Also ist die Gesamtfliche
) F=2bm,

also doppelt so groB wie der Scheitelkreis.

.20. DieDoppeleilinie

A. Erzeugungsweisen

1. In einem Kreis mit dem Mittelpunkt O (Abb. 163) und dem Radius a
sei ein Durchmesser OX gezogen und ein Radius OA. Man fille von A
auf OX das Lot AB und von B auf OA das Lot BP. Dreht sich 04
um O, so beschreibt P die Kurve.

Kurvengleichungen

Zieht man noch P@ [ O X, dann
ist als mittlere Proportionale

O0P?=0¢Q-0B,
22ty =2.08.

Anderseits ist

OB:= 0P 04=1z+y*-a

oder
O0B={Vz*fy*q,

Abb, 163 g0 ‘dall man durch Einsetzen erhilt

22t y? = wv Vaity®-a,
(@ 4y = 24 (2 +?) o,

12+ y?)S=aat
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Fihrt man « = r cos @, ¥y = rsin @ ein, so gelangt man zur Polar-

gleichung:
(r®)® == ar* cos* @,
r?=qacos*gp,

r=acos’p |,

9. An die vorige Erzeugungsweise schliefit sich die folgende un-
mittelbar an. Man fillt in den Kreis O,a (Abb, 163) wieder das Lot
AB auf die z-Achse, zieht dann aber nicht die Senkrechte B P, son-
dern schligt um B mit OB einen Kreis, der die Verldngerung von
OA in P, schneidet. Dann beschreibt P; bei Drehung des Strahles
eine Doppeleilinie. Man sieht sofort, da OP; = 2. 0P, also v, =2a
cos®p. P, beschreibt also eine Doppeleilinie von doppeltem Ausmaf
im Vergleich zu P,

3. Als Konchoide der Rosette. Da 1+cos 2@ =2 - cos® @, kann
ich unsere Kurvengleichung schreiben in der Form

r=%(1+coszgp),
24 @
7 =008 20+3 -

Drehe ich nun das Koordinatensystem in negativer Richtung um
45°, setze also @ = p'—45° so wird

Abb, 164

185



cos 2 @ ==cos (2¢p’'—90°) =5sin 2 ¢’
und

r=5 sin 29+ 7.(s. Abb.164)

Das_ ist aber der Fahrstrahl e¢iner Rosette, vermehrt um ihren Kreis-
radius. Bei der Zeichnung ist darauf zu achten, dal die zu den Winkeln
des 2. und 4. Quadranten gehdrigen » negativ zuv rechunen sind.

B. Auswertung der Kurvengleichungen

1. Beide Gleichungsformen zeigen, dal die Kurve sowohl zur z-
als auch zur y-Achse symmetrisch ist.
2. Lést man nach y aufﬁ
gt yBi8 A1 g2
80 erkennt man, dall y =0 fiir =0 und x=+a.
Dall O ein Knoténpunkt der Kurve ist, zeigt die Polargleichung

r =a cos @, die r = 0 ergibt fiir die doppelt zu zihlenden Werte
g=Eund ¢=3R.

3. Zur Untersuchung der breitesten Stelle der.Schleife bestimmen
wir den Hochwert von y°=a2"® p*3—z*

Wir differentiieren:
(yz)l _ %a’2l3x113_ Q4x=0 ,
242818
Frate=u8,

m=gg\/§zi0,54...a,

also nicht genau in der Mitte der halben grofen Achse, sondern
um 0,04¢ nach auflen verschoben,

C. Tangentenkonstruktionen

1. Wir bestimmen den Winkel, den Fahrstrahl und Tangente
miteinander bilden, gemifl der Gleichung

rde
tgu=-—-.
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Die Differentiierung der Polargleichung ergibt:
dr=-—2acospeinpdgp,

EE— —1
dr  Z2acospsing’

—acostop
tep=g—=—=—4clgo,

2acospsing
- tg@R—w=1tg(B— @)
Dieser Gleichung entsprechend konstruieren wir folgendermalen.
Es ist (Abb. 165) o0 = tg(E—); balbiert man also PB in I,

so ist %_ZM= %tg(R—(p)=tg(2R—-,u,), also L OAM=2R—u.
Errichte ich demnach auf OA das Mittellot,
des AM in N schneidet, so ist auch <L AON A
=2 R—pu. Ziehe ich also durch P die Par-
allele zu ON, so bildet diese mit dem Fahr-
strahl OP den Winkel g, d. h. es ist die ge-
suchte Tangente,

9. Die Entstehungsweise der Kurve als Kon- 4 ]
choide der Rosette fiihrt zu folgender Tangenten- r f
konstruktion (s. Abb. 164). Bezeichnet man den Abb, 165
entsprechenden Rosettepunkt mit P’ und zeichnet
die Rosettetangente P'T gemil § 17 ein, so stellt NP’ die Rosette-
normale dar; deren Schnittpunkt D mit dem auf OP in O errich-
teten Lot liefert (s. § 13) das augenblickliche Drehzentrum fiir die
Konchoide (Doppeleilinie). DP ist also Kurvennormale,

D. Anwendung der Integralrechnung

1. Quadratur

Bei Verwendung der Polargleichung wird der Quadrant (p von
0 bis 7[2)
=2 . 1' 3 3 miz
2 »
‘ S=g—feos4tpdgp =;—[(Zcos3 @ + zcos go)smga - ggo]o
0
_ a3 m_ 3o'wm

—2°'8 9 32

Iithin st der Inhalt der ganzen Schleife ?, also nahe-
zu die Hilfte des erzeugenden Kreises.
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2. Kubatur ‘ _
Lassen wir einen Quadranten um die z-Achse rotieren (z von O

bis @), so ist nach der Formel V—=usfy*dx der Rauminhalt des
entstehenden eifﬁrmigen Kérpers

a
V= nf(a2'3m4’5—x)d:v—~ [—%m%m —%J
0
__f8a? &%\ _ 24w
_%T—ﬂﬂﬁr’
also der Rauminhalt des Doppelels . Da der Inhalt der durch
den Kreis erzeugten Kugel T ist, so stellt also das D()ppelel

den siebten Teil der Umkugel dar.

E.Verwendung zur Wiirfelverdoppelung(-vervielfachung u.-teilung).

Bezeichnet man O ¢ mit & und OB mit z, so ist, da P@Q =y und
z="5 (s. Abb. 166):
& PQ2=0¢@-QB,
a?® . ghi8 g2 —p(z—1),
all3 . piB—p2 —=pz b2,
S =a?h.

9=
Abb, 166

3
= % ,d. h. O B=z stellt mir dann die Kante des Wiirfels dar, der
gleich dem #n-ten Teil des Wiirfels mit dem Kreisradius a als Kante ist.

Mache ich b=g , 50 gibt mir die letzte Gleichung

Ich zeichne also auf der groBen Halbachse der Kurve OQ=E , bringe

das Lot ¢ mit der Kurve in P zum Schnitt, ziche O P bis zum Schnitt
mit dem Kreis in 4 und fille AB | OC, dann ist OB die Kante
dea gesuchien Wiirfels.

Da die Punkte ¢ und B innerhalb des Kreises liegen, ist nach
dieser Konstruktion unmitielbar nor eine Wiirfelteilung mdglich.
Doch ist hieraus eine Wiirfelvervielfiltigung ohne weiteres durch
Konstruktion einer vierten Proportionale ableitbar. Soll z. B. die Kante 2
des Wiirfels gefunden werden, der doppelt so grof ist wie ein Wiirfel
mit der Kante ¢, so konstruiert man zunichst mittels einer beliebigen
Doppeleilinie die Kante z des Wiirfels, der halb so grol ist wie der
Wiirfel mit dem Kreisradius a als Kante und zeichnet dann x nach
der Proportion z:q =¢:2.
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SECHSTE GRUPPE

21. Die Zykloide

Die Kurve, deren Name vom griech. xdxAog, Kreis — Radlinie —
abzuleiten ist, soll nach ziemlich zweifelhaften Meldungen zu ihren
Entdeckern den Kardinal Nicolans Cusanus zihlen. Als einer der
ersten, die sich mit ihr beschaftigt haben, ist jedenfalls Galilei zu
nennen, der 1599 der Kurve den heute gebrduchlichen Namen gab;
er bemiihte sich vergebens, ihren Flécheninhalt zu berechnen. Dies
gelang erst 1634 Roberval. Descartes und Fermat bestitigten dessen
Ergabmsse und Pascal entdeckte dann an der Kurve — er nannte
sie Roulette — so viele schéne Eigenschaften, dafl er die Beweise
fiir diese als Thema eines Wetthewerbs 1658 aussetzte. Bchlielich
lieferte die Erfindung der Infinitesimalrechnung neue Methoden zur
Untersuchung der Kurve; Huygens im besonderen fand ihren Tauto-
chronismus,

A. Erzeugungsweise und Zeichnung der Kurve

Die Eurve enisteht, wenn ein Kreis auf einer Geraden rollt; ein Punkt
des Umfangs beschreibé dann die Ldnie. Ihre Gleichungen folgen aus

der Abb. 167.
t = Wilzungawinkel x =rf—rsin{,

ﬁ:ﬁ y=r—rcost,

w=1r(t—sint),
y=r(Il—ecost) |-

Die Gleichungen zeigen, daB « bestéindig wichst,
datseinen Sinus mit zunehmendem Wert iromer
mehr fibertrifft, sowie, da  eine periodische Funktion von ¢ ist und
durch Vermehrung von ¢ um ein Vielfaches von 2& nicht geéndert
wird und in jedem einzelnen Intervall jeden Wert zweimal annimmt
[tir t=2kmw+¢ und t=2%kw 4 (2w —3)]. Nur der grolite Wert
fiir t = 2k w4+ o ist seinem korrespondierenden gleich, némlich 2r.
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Zeichnung der Kurve. Um den halben Kurvenbogen zu erhalten,
trage man den halben Kreisumfang von 4 bis B ab und teile diese
Strecke sowie den halben Umfang des rollenden Kreises in dieselbe
Anzshl (z. B, vier) gleicher Teile (s. Abb. 168).

</47< CR AN LD
WA N

Abb. 168

Sonderkonstruktion zur Abwicklung des Kreisumfangs
(Abb. 169). AH | DG. Tangente in H. DE =DM, ziehe M C und
trage OB=23r ab. A.B ist dann in grofler Anniherung gleich dem
halben Kreisumfang, Die Rechnung ergibi némlich

y A
9
| M, A,
J R
. / Q\
& Ax /)
Abb. 169 Abb, 170

- — 40—61/3 N
AB=V4 1’2—‘.—91*'"’—1—%—2——2 1'2]/3=?“\/0T1/3=?]/9,869='r-3,14,

Abb. 170 fiihrt zu folgender hiibschen Eigenschaft der Kurve. Der
Kreis rechts, der den hochsten Zykloidenpunkt ' ergebe, heille der
Grundkreia. Ist P ein beliebiger Kurvenpunkt bei der Stellung M 1
des rollenden Kreises, so ist

QR+ QP=AD, —z=rm—(ri—sint)=rm— rt 4 rsint,
demnach
QP=rm—rt -+ reint — QR=rax — rt 4 rsint —rsint
=rag—rt=r(7w—)=rd,

QP=4C.
190

B. Tangentenkonstruktion

Da D, der angenblickliche Drehpunkt ist, stellt PD, die Normale
und _PC’ die Kurventangente dar (Abb. 171). Liegt der erzeugende
Kreis in der Lage M, nicht gezeichnet vor, wohl aber der Grund-
kreis M,, so denke man sich .
APC, D, in den Grundkreis G &
nach QI}; C, geschoben, Um die
Tangente in P zu erhalten, ziche
man durch P eine Parallele zur M, P

Achse, die den Grundkreis in F) 4
¢ trifft, ziehe QC, und durch Rl \2p q
P hierzn die Parallele. Dann ist L
diese die gesuchte Tangente.- ) 5 o 0
Abb, 171
Bestiitigung mittels Differentialrechnung:
dx '
37 — ¥ —rcost,
2—?: =ygint.
ot ¢ -
dy rging 251:1-2-003 B ]
Ao r—rcost = ctg g =1g7.

t
2 sin?% —
2

7 und ¢/2 sind also Komplementwinkel.

Diese Steigerung 1iBt sich auch noch anders aunsdriicken:
D, GR_ K

sD, PR PR’

Nun ist als mittlere Proportionale ’

tgv =

_ . K
alsgo tg'z:=VK(2r_K)_ Ty

C. Die Evolute der Zykloide

1. Fiir den Kriimmungsradius und die Koordinate des Kriimmungs-
mittelpunktes bestehen die Gleichungen:

=VK(2r—K),

R=(V1+y’a)3
y” !
. ' (L +p™
b= Ty
— (1 +y7?)
n= y+mH—y .
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Wir bilden zunichst

1
yn=d_-""=d?/',d_t=_.__. 2 . i 1 = — 1 1
x . dt d=z sin’% #(1 - cos?) 4rsin4§
Dann ist .
[ 32
(1 + ctgz-) Lt g £\
R= ] = —4rsln‘2—(1—}—etg :2-)
&Tsiﬂ‘a
4~rsin‘~t~ 4'rsin‘i
2 = 2 -——rh'iesini
=TTroLavR T T e 9
(Slll é-) Sin 2—

(d. h. doppelt so grof wie die Normale PD),

.t ¢
§=m+4rsin‘gictgé~(1 -+ ctg® 21)= z+4rsingcosy

=g+ 2rsint=ri+ rsint,
n=-—r-+roost.

Diese Ausdriicke sind &hn-

lich den Parameterdarstel-

3 lungen eines Zylkloiden-

2 punktes. Wir erhalten in

der Tat ein normales Zyklo-

bl iden-Gleichungspaar, wenn

4 wir eine Verschicbung des
' ’T, Koordinatensystems (von O

X nach O’, Abb. 172) in der

X
1 Zf- | Weise vornehmen, dall wir

setzen :

E=ﬂ7’f‘+§',
p=—2r+7".

Abb., 172 -

Die Gleichungen der Evolute lauten dann

E' = r(f—m) + rsint = r{{—m) — rsin(t — @) =ri’ —rsint’,
n'=r4+ rcost=r—rcos(t-—av)=r—-rcost'.
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DieEvoluteistalsoeinedergegebenenkongruenteZykloide;
gie hat aber den Wilzungswinkel ¢' = ¢ —a, d. h. ihre Punkte sind
in ihrer Pbase ¢’ um s hinter den zugehorigen Punkten der gegebenen
Zykloide zurtick.

9. Wir schliefen bier noch einen gich leicht ergebenden Saiz an:
Wenn eine Zykloide auf einer Geraden vollt, so ist der Ort der Kriim-
mungsmittelpunkte fir die aufeinander folgenden Berihrungspunkie ein
Kveis, dessen Radius viermal so groff st wie der des erzeugenden Kreises,
Beweis: Beim Abrollen wird die Bogenlinge zur Abszisse und der

Kriimmungsradiug zur Ordinate eines Punktes der gesuchten Kurve.
Bs ist also (siche unter I}y und C)):

¢
a:—-—4rcos§
y=—4rsa 2
y ing

@yt = (4 )

D. Anwendungen der Integralrechnung
1. Rektifikation der Zykloide

Hs ist do = (*r'— ¥ cost) df = -2 gin? g—dt und weiter

Vie ) = Vivar -

1
sini, :
2
mithin
27 25 2z
S=f‘f2 sinf—dt=rfsini -4 d‘(i)=[—4frcosi]
2" 2 2 2
0 0 [
= —4r[cosw —cogo]=—4r[—1—1] = §r.
Ein ganzer Zykloidenbogen ist das Vierfache vom Durch-
messer des erzeugenden Kreises,

9. Quadratur. Es ist

2n 2w
F=jy dx=frz(1—cost)2dt =r2f(1 — 2cost - cos®s) df.
[} [1]

Setzt man hierin

a 1 cos2t
cos*t=—+25 ,
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s0 erh#lt man
2m 2n

F=*r2f(1— 2 cost—l—-l——-l%m)dt'"—-rgf@—2 cosf 4 %cos ﬁt)dt
i} [}

2 2z 27
= rg{f(g — 2cost) dt-{-iﬁ:os2td(2t)]=r2[% t~—2sin? 4 }sin2¢]
b 0 0

=787~ 0]=3+"m.

Die Fliche zwischen einem vollstindigen Zykloidenbogen
und der Achse ist das Dreifache des erzeugenden Kreises.

3. Komplanation (bei Rotation um die 2-Achse):

2w
dy\? 2 (1 — cos)?dt
0=2nyd3=2nfydx 1+(d—1)=23—.;f”_(_°+“)“_
| sin —
0 2
2w

2a
=2Mr20f851n3(%)d(%) == 18 772 of(l — cosz-;—)sin%d(%)

2=
2

. cos®—
—_— 16 2 1 Et t_ 16 20051_‘ 2
167t | (1 oostE) afeost) =— 1672 | coss— —
0 )

(=3

64 5 #?

1 i 1
o 2 — — — — 2- —_——
= - 16wy [ 1—1—3 1+3] 16w 13 3

4, Unter Verwendung der Guldinschen Regel ergibt sich hieraus
und aus der Linge des Kurvenbogens der Abstand des Schwer~
punktes des Bogens von der x-Achse zu 7.

5. Kubatur.
2
V=a [y*dz = [r*(1 — cost)r(1 — cost) dt
¢
2n 2
=m;_fr3(1 — cost)®dt=wmr® (1 — 8 cost + Bcos®t— cos®t)dt
8 0

2%
=awsf(1-—-3cost+3 1";"5% _ 3cost 1_ cosat)dt '

0
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3 3 cos 2¢ 3
(=] ﬂ'ﬂ?‘sﬁl.(l—-?) cost + '§ -+ —g—ﬂzcost—%cos 3t)dt

2r 2 2a
=.n:r3Lf(g — 1P cos)dt -2 fcos 2¢c08(28)— vy feon B¢ d (3 t)]
=0 p=0

) 23
=mr?[§t— P sin ¢+ Fain 24 — & sin 3¢]
) Q
=gr3 5w —0]=5atss,

_ 6. Der Schwerpunktsabstand der zwischen Bogen und Achse
liegenden Zykloidenfliche bzw. der 2- Achse ergibt sich hieraus zu 2y

E. 1. Die Zykioide als Tautochrone

('iom griech. abtdg, derselbe, und ypévog, die Zeit, algo eine Kurve,
fiilr deren Durchlaufen immer dieselbe Zeit nétig ist)

Vorbemerkungen: 1. Es war tgfu=‘\/ 3 K 7> Woraus
"‘—

K
igr \/ 2r—EK - VK

Vl+tg’t_vl+ E Vi
2r—K

sin ¢ =

2. (Abb. 173) E=oqcos g,

Z2=Qcos @,
E:z=0:0.

ADB (Abb. 174) sei eine Rinne von Zykloidenform, und AB liege
waagerecht. Eine Kungel beginne in IV hinabzurollen. Wir fragen nach

-4 8
£ Y I . A

___________ ko — —

Abb. 173 : Abb. 174

der Zeit #, die _sie gebraucht, um bis zum tiefsten Punkt D zu
kommen, Ist sie in P, # cm unterhald N O angekommen, so bat sie die.

Bahngeschwindigkeit » = Yy 2gh. Bedeutet # den Winkel, unter dem
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VE

die Kugelbahn die Horizontale in P durchsetzt, so ist sinz = Vo

De die Kugel zur Zuriicklegung des unendlich kurzen Weges P_Q nur

oiner unendlich kleinen Zeit { bedart, so ist, da fiir dieses Ze1tte1lchfan

die Geschwindigkeit als konstant gelten kann, §v=P¢. Nun ist

. . _POYK '
E=PQ.sint = Vo

Go-VE o &V 8V eq/r 1

o 9 VhE

=V CSOYE T VaevE

Es ist aber nach dem Satz von der mittleren Proportionalen ViK =z,

also
_ "%'-"..!____VZE
é-_g‘\/?, 2 g0’

Diese Gleichung gilt fiir den Lauf P mit dem entsprechenden
Bogen ¢ auf dem Hilfskreis. Zu ND gehort der Halbkreisbogen

6:5=Q\T6, mithin ist die dafiir nétige Zeit = g, also konstant
und unabhingig von der Fallbohe.

Statt die Kugel in der Rinne rollen zu lassen, kann ich sie am
Ende eines 4 rcm (halber Zykloidenbogen!) langen Fadens befestigen,
der sich von einer Zykloide vom Grundkreisradius r abwickelt, da die
Kugel hierbei(s. Evolute der Zykloide!)eine Zykloide beschreibt(Abb.175).

, also

Abb. 175

Das ist der Leitgedanke des Zykloidenpendels von Huygfms:“ Seine

Schwingungsdauer ist von der Schwingungsweite unabhiingig, nédmlich
r

T=2n .a .
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"nun gtatt des Lichtstrahls einen Kér-

2. Die Zykloide als Brachistochrone (vom griech. Ppdytarog,
der Kiirzeste, und ypévog, die Zeit, also eine Kurve, die in kiirzester
Zeit durchlaufen wird).

Im Jahre 1696 stellte Johann Bernoulli die Aufgabe, die Kurve zu
bestimnmen, ldngs deren ein Kérper unter dem Einfluf der Schwere

gich (reibungslos) von einem Punkte A nach einem in derselben

lotrechten Ebene befindlichen Punkte B bewegen mull, wenn er in

der kiirzesten Zeit diesen Weg zuriicklegen soll. Die Losung dieser

Aufgabe kann auf die Weise erfolgen, dal man das bekannte optische

Brechungsgesetz sinngemif auf diesen Bewegungsvorgang tibertriigt,

Das Brechungsgesetz besagt bekanntlich Folgendes. Wenn ein Licht-

strabl von einem Punkte A des Mediums I, in dem die Lichtge-

schwindigkeit », betriigt, sich go nach dem Punkte B im Medinm 17,

dem die Lichtgeschwindigkeit v, zugeordnet ist, bewegen soll, dafi

die fiir den Weg 4 OB (s. Abb. 176)

bendtigte Zeit ein Minimum wird, . 29

go mull der Punkt O so liegen, dall : 7
sine I

—— ==-1_ oder A

sinf v’

o vy .

COST,  COST, 1at. L5

T-
Dieser Quotient —— muB also beim .o/a/L(
COsS T

Ubergang von einem zum anderen ﬂ
Medium: konstant bleiben, Setzt man T 15‘2

per, der sich mit den Geschwindig-
keiten @, und 2, in den beiden
Medien von A nach B derart be-
wegen soll, dafl die hierfiir bendtigte Zeit ein Minimum ist, so gilt
fiir ihn dieselbe Gleichung. An jeder Stelle der Bewegung mul} der

Abb, 177

Quotient —— konstantblei- 3 A

€05 T >, —
ben. Diese Beziehung bleibt / 9/
auch bestehen, wenn es sich 4
um beliebig viele unendlich M’r

diinne Schichten von Me-
dien handelt, bei denen
die Geschwindigkeit stin-
dig wechselt. Fihren wir 8
nun ein Koordinatensystem Yy
mit 4 als Anfangspunkt Abb, 177

\7 Xy
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(Abb. 177) und einer senkrecht nach unten gerichteten y-Achse ein
und bezeichnen den konstanten Wert, den der Quotient E%% hat,

mit ¢, so gilt also fiir die zu findende Kurve die Bestimmungsgleichung
¥ =¢ oder =2,
CcOS T cos T 1

Fiir einen Punkt P (x/y) dieser Kurve ist nun » =Vm, so dall unsere
Gleichung also launtet

S
eosT  Yagy-
Nun war aber fiir einen Zykloidenpunkt
_ E _ 4A/2r—y
tgr = 2r—K_v b oder

1 gy ﬁ
o= VT =Y/T

Vergleichen wir diesen Wert % fiir einen Zykloidenpunkt mit dem

eben fiir den Bewegungsvorgang als giiltig abgeleiteten, so erkennen

wir die Ubereinstimmung. Der Vorschriftvﬁ%;= 2?'rwird Geniige
_— 2
geleistet durch eine Zykloide, fiir die —_‘% = V2r, r== -;v—g ist. Die
: g
gesuchte Brachistochrone ist also eine nach unten gewdlbte Zykloide

2
mit waagerechter Achse, deren (irundkreisradius r = Zc; ist und die

durch die Punkte A als Spitze und B geht..

F. Erweiterung des Begriffs der Zykloide

Nimmt man den erzeugenden Punkt nicht auf dem Umfang des
Kreises an {4, Abb. 178), sondern innerhalb (C) oder auferhalb (B),
g0 erh#lt man sogenannte Tro-
choiden, im ersten Falle eine
verkiirzteZykloide,imzweiten

eine verlingerte Zykloide.

Die Konstruktion ergibt sich fiir
beide Fille ans der der eigent-
lichen Zykloide, Punkt A; der

) eigentlichen Zykloide z. B. wird
%" erhalten, indemn man um 3' mit
3 A einen Kreishogen beschreibt,

Abb. 178 der den erzeugenden Kreis in 4,
! trifft. Auf dessen Radius O34,
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liegen dann auch die Punkte B; bzw. C; der verlingerten bzw. ver-
kiirzten Zykloide, derart, dall O,B; == OB und 0,0, = 0C ist.

,_]\)ie Gleichungen der Trochoide leiten sich (Abb. 179), da
QT = 0T =rt ist, sehr einfach ab:

e=rt—dsint, Y
y=r—dcost, |

M
d=r fithrt zur eigentlichen Zykloide zuriick. ) LS

.~

Wir kénnen in den beiden Gleichungen ¢ in J\h
2km 1t verwandeln, ohne dafl sich y &ndert ;= 7 X
und nur x um Zksmr zuniomt. y ist eine Abb, 179

periodische Funktion von ¢ und nimmt in jedem
Intervall jeden Wert zweimal an [fiir ¢ = 2kw ¢ und { = 2kw

+ (2@ —9)]. Nur der Hochstwert fir { = 2 k% + o ist seinem

korrespondierenden gleich, nimlich gleich # +d. Um die Gestalt eines
einzelnen Kurvenintervalls zu erkennen, gentigt es z. B., ¢ zwischen
—@ und -~ s varileren zu lassen,

Um die Doppelpunkte, falls solche vorkommen, aufzufinden, mufl
man solche Wertepaare ¢, #; aufsuchen, denen gleiche Werte von
gowoh! als auch von y entsprechen; es miissen dann algo die Be-
ziehungen bestehen )

rt—dsint=rt,—dsint, cost=cost .

SchlieBen wir, weil nichtssagend, die Lésung ¢=1 aus, so ergibt sich
wegen der zweiten Gleichung nur noch ¢ = —¢;, welche die erste
Beziehung verwandelf in '

r{t—dsint=—rit-+ dsint,
2(ri-—daint)==0.
#==0 als Anfangalage der Bewegung ausgeschlossen, bleibt die Gleichung

sing__r
t 4

Da pun iun:n:xerSi—:IE <1 sein muf, so muf <4 sein; folglich haben

die verkiirsten Zykloiden keine Doppelpunkte.
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Im Falle%<1 a8t die Gleichung sin {== m ¢ (worin m &in echter
Bruch) nach Abb 180 zwei entgegengesetat gleiche Losungen zu. Bilden
wir den Differentialquotienten
dy = dsinidi,
dx=(r — d cogt) di,

dy _ dsmi
de  r—dcost ’

so zeigl sich, daB die entsprechenden
Tangenten gleiche Winkel mit der
y-Achse bilden. Da das Kurvenbild
die Periode 2ksr hat, so hat die
verlingerte Zykloide demnach unendlich viele Doppelpunkte, deren
Abszissen Vielfache vom Umfang des rollenden Kreises sind. Im
Grenzfalle »r—=4d fallen jene Tangenten zusammen: die eigentliche
Zykloide hat unendlich viele Spitzen.

Abb. 180

Ich kann die Entstehung der Trochoiden einschlieflich der Zykloide
noch etwas anders auffassen. Statt den Kreis rollen zu laszsen, denken
wir uns seinen Mittelpunkt O auf einer Geraden forthewegt, wihrend
gich zugleich der Kreis um seinen Mittelpunkt dreht. Ist die Strecke,

A,
S

Abb. 181

um die sich O wihrend einer vollen Umdrehung des Kreises auf der
Geraden verschiebt, so grof wie der Umfang des Kreises, so haben
wir das Bild der eigentlichen Zykloide (4 in Abb, 181). Tm Falle der
verktirzten Zykloide (C) ist der Weg des Kreismittelpunktes wihrend
einer Umdrehung linger als der Umfang des Kreises, den ¢ beschreibt,
im Falle der verlingerten Zykloide B kiirzer,

(. Diese abgeinderte Auffassung von der Entstehung der Zykloiden-
arten verwenden wir zum Beweis eines Satzes und zur Loésung einer
Aufgabe,
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1. Satz von Guillery: Jede Parallelprojeltion einer Zylinderschrou-
benlinie auf die Basisehene ist eine Zykloide, und zwar eine gemeine, ver-
Wiirzte oder verlingerte, je nachdem die Neigung der Projektionssirahlen
gegen die Erzeugenden des Zylwders gleich, grifier oder kleiner als die
Neigung der Schraubenlinie ist. Eine Zylinderschraubenlinie kann auf die

Y &
M” p!-'
3 z
3
d !’@E’;?} p]
| \ \_‘_;:‘
.A”
AN V7
2 1A 14 rgﬁ clodlge M
T A
"N\
%N-— 7 \\Zﬂﬂi
S—

re ry
' Abb. 182

Weise erzeugt werden, daf ein Kreis sich mit seinem Mittelpunkt
auf einer zur Kreisebene senkrechten Geraden mit gleichmiliger Ge-
schwindigkeit verschiebt, wihrend der Kreis selber sich in seiner Ebene
um den Mittelpunkt mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht. Kin
markierter Umfangspunkt beschreibt dann eine Schraubenlinie. In
einer gewissen Zeit hat z. B. (Abb. 182) ein Punkt P, von der Anfangs-
lage 4 ausgehend, in der waagerechton Ebene den Bogen rg zuriick-
gelegt und sich zugleich mit dem Kreismittelpunkt M um die Strecke
r @ ctg % iber die GrundriBebene erhoben (% Neigungswinkel der Schrau-
benlinie gegen die Erzeugenden des Zylinders). Fellen nun von links
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oben parallel zur Aufrifebene Projektionsstrablen auf den Kérper, so -

projizieren sich die Kreise samt dem Bogen ¢ in wahrer Grofe, sind
aber gegen die Anfangslage um rg ctg tge verschoben (& Neigungs-
winkel der Projektionsstrahlen gegen die Erzeugenden). Das gilt fiir
jeden Winkelg, im besonderen fiir ¢ = 2 #. Gemil den AbschluB-
sitzen von Abschnitt F haben wir dann eine

gemeine
verkiirzte ;Zykloide, je nachdem
verlingerte

Q- ctg P tes r e
y- 2. ctg tgs<_r 2,
>
N e <fﬁ'.
2. Aufgabe: Den Weg zu bestinmen, den ein Hund heschreibt,

. der seinen vorausschreitenden Herrn stindig umkreist.

Sei M der Mann, der in der Richtung MV (Abb. 183) fortschreitet.
Der Hund beschreibe, bei ¥ beginnend, einen vollen Kreis um M
wieder bis ¥ im Sinne des Uhrzeigers, kehre

dann aber um, wende danach wieder bei ¥ usf.

Der Grund tiir dieses tatsfichlich beobachtete

G4 Verhalten des Hundes ist wohl e¢inmal dessen

1/ Bewegungsbediirfnis, und zum anderen der Be-

fehl des Herrn, immer in seiner Nihe zu blei-

ben. Geht der Herr nun wiahrend der Umkreisung

Abb. 183 durch den Hund weiter, so wiirde der Hund,

-
N AN
/ \\\ "’/ / )

Abb, 184a
\/"— —-‘."‘--..
=
il \ /\ _,,.o/
Abb.184 b
7N
Q/ \‘
\ |
\ -
‘//‘(\ //
it P
Abb, 134¢
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wenn er seine Bewegungsrichtung um den Herrn nicht bei ¥ jedesmal
umkehrte, eine Trochoide beschreiben, und zwar, je nachdem, ob die
‘Strecke, una die sich M bei einer vollen Umkreisung durch den Hund
fortbewegt, grofer, gleich oder kleiner als der Umfang des Kreiges ist -—
eine verkiirzte Zykloide (Abb. 184 b), eigentliche Zykloide (Abb. 184 a)
oder verlingerte Zvkioide (Abb. 184¢). Da aber jedesmal bei ¥ eine
Umkehrung des Umkreisungssinnes eintritt, so ergibt sich die wirk-
liche Kurve, die der Hund auf dem StraBenboden beschreibt, indem
die betr. Trochoide in jedem zweiten Kurvenstiick an der Fortschritts-

geraden gespiegelt wird.

22. Die Epi- und Hypozykloiden

A. Statt auf einer Geraden, lassen wir den beweglichen Kreis auf
einem festen Kreis abrollen. Ein mit dem rollenden Kreis fest ver-
bundener, in seiner Ebene liegender Punkt beschreibt dabei eine
Epitrochoide, wenn der rollende Kreis sich auflerhalb des festen
befindet, eine Hypotrochoide, wenn er im Innern des festen Kreises
auf dessen Umfang abrollt, Liegt der betr. Punkt auf dem Umfang
des erzeugenden Kreises (4, Abb. 185a und 185b), so sprechen wir
von einer Epizykloide bzw. Hypozykloide, liegt er auGlerbalb (B),

Abh. 1858 Abp. 185D
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von einer verlingerten Epi- bzw. Hypozykloide, liegt er .inner-
halb (0), von einer verkiirzten Epi- bzw. Hypozykloide. Die
Konstruktion derbetr. Kurvenentsprichtderjenigen der Trochoiden (§21).
Die entstehenden Kurven schliefien sich (kehren wieder zum Ausgangs-
punkt zuriick), wenn der Umfang (oder Radius) des rolldenen Kreises
ein ganzzahliger Teil vom Umfang (Radius) des festen Kreises ist.

B. Ableitung der Gleichungen

Nehmen wir diejenige Lage OB des gemeinsamen Durchmessers
‘beider Kreise (Abb. 186 und 187), welche den eizeugenden Punkt @
enthilt, als x-Achse, und sei 00, eine andere Lage des gemeinsamen
Durchmessers, so ist wegen der Gleichheit der Bogen BN und NP

at="0bqy.

Weiter ist 97 0,Q M == 180°— (¢ -+), und die Koordinaten von ¢
ergeben sich zu

y=(a-+b)sint—dsin ({4 1),
¥ /g.v@\\ 2={a - b) cos t—d cos &+ ).

d&-"
YW
|
a
)
7 piEE X
8

Abb. 186 ) Abhb. 187

Setzt man a-+ b= mb, so folgt, da

Epitrochoide: y=mbsint— dsinmt,

x=mbeost — dcosmi
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Die Gleichungen der eigentlichen Epizykloide sind hierin als
Sonderfall (d=15) enthalfen:

y="0{msint-—sinm¥),
x=b(mecost—cosmi) |-

Hypotrochoide; <L QO M=y —R—{, '
3 0,QM=R—@—R—1),

=2R""(Qp—t)a
at a—b
’lp——t:—b' ——t=Tf,

y=(a—Db) sint—d sin (p —1),
w=={a~—b) cost I d cos (xp—1).

. Setze a—b=mb:

y=mbsinz—dsinmi,

w=mbcost+deosmi |’ Hypotrochoide. .

d=b: y=b (msint— sin mt),

= b(mcost+cosmt) |’ Hypezykloide.

Q. Die Tangentenkonstruktion

ist die gleiche wie bei der Zykloide, indem man durch Verbindung des

“erzeugenden Punktes mit dem augenblicklichen Drehpunkt die Normale

(QN) erhiilt. Epi- und Hypozykloiden bestehen aus kongruenten Bogen
mit Spitzen. Jeder Bogen wird bei einem einmaligen Abrollen des

erzeugenden Kreises beschrieben. Infolgedessen ist der zugeborige Win-

9 . 26
boder in Bogenmalfl w=Tﬂ . Man

kel des festen Kreises w'=360

erkennt auch hieraus, dafl die Kurve sich schlieft, wenn & ein ganz-
zahliger Teil von & ist. -
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D. Sonderfille der Epitrochoide

Setzt man in der Gleichung der Epitrochoide a==1b (zwei gleiche
Kreisel), also m=2, so folgt ,

y=2b.|sint—-—dsin2t,
x=2bcost—dcos2¢.

Das sind aber die GIelchungen einer Pascalschen Schnecke & 15).

DafB unsere Gleichungen mit- den dort (§ 15, A 3) gegebenen Parameter-

gleichungen der Pascalschen Scbnecke nickt im Vorzeichen iiberein-
stimmen, erklirt sich aus der zugrunde gelegten Anfangslage und dem
Bewegungssinn des rollenden Kreiges. Nimmt man als Anfangslage
(Abb. 118) die negative #-Achse| als Bewegungssinn den des Uhrzeigers,
ersetzt also in den Glelchungen der Pascalschen Schnecke (§15, A)
8z durch —  und ¢ durch 2 R —¢, so ist die Unstimmigkeit des
- Vorzeichens behoben.
Geht man in der Spezialisierung noch weiter und setzst a=b=d,
8o ergibt sich als Sonderfall der eigentlichen Epizykloide die XKardioide
(§ 14) mit den Gleichungen
y="b(2sint—sgin 2%,

x=>5(2lcost—cos2¢).

E. Sonderfille der Hypotrochoide

1. a=2b, der feste Kreis seilalso doppelt so groB wie der rollende.
Hs ist dann m==1, und wir erhalten
¥ =bsin ¢ — dsint= Bsint,
x=bcost} deost= A cost,

woraus
int= 2 =z
smt—-B, cost—A.
Die Beziehung 51n3t+ cos®t=1 liefert.
dann
|
7] i A;, +

also eine Elllpse

‘ Nimmt man fiir den vorliegenden.
Fa.ll im besonderen b = &, also die-
elgenthche Hypozykloide, so erglbt gich
ADb. 188 =0, d. h. die x-Achse.
|
206

Ist der grofle Kreis ein Zahnrad mit Innenzahnkranz, der kleine
ein Zahnrad mit Aullenzabnkranz, so nennt man die Anordnung ein
Planetengetriebe, Man kann diese Vorrichtung benutzen, um kreis-
féormige Bewegungen in ellipsenformige (F. Abb. 188) oder geradlinige
(P) tberzufihren.

2, a=45b, also m =3, und d =3b. Die Gleichungen

y=—3bsint—3bsin3{=—=06bcos2sins,
x=—38bcost13bcos3t—=06bcos2icost
stellen die Rosette (§17) dar.
. Gehen wir zur eigentlichen Hypozykloide (d=b), so treten
folgende Sonderfille auf:
1. a=4b, m=3:

y="b(8sint—sin8#)=>(3ein ¢ — 3 sint+ 4sin4),
xz="0b(3cost+cos3t)=b(Bcos t+ 4cos® t—Bcost),

y=4bsmn®¢,
x=4bcos%%.

Das ist eine vierspitzige Hypozykloide mit dem besonderen Namen:
Astroide (§18).

2. a=3bh m=2:

'

y="5(2sint—sin 2¢),
x="50(2costtcos24).
Diese dreispitzige Hypozykloide tréigt den besonderen Namen
Steinersehe Kurve (§19).
Nach der grundlegenden Definition der Epi- und Hypozykloiden
als Rollkurven geben wir im folgenden zwei bemerkenswerte, nicht.
minder umfassende Erzeugungsweisen unserer Kurven,

G. 1. Die Epi- und Hypozykloiden als Hiillkurven

Es besteht das Theorem von Eckhardt: Wenn zwei Punkie sich mit
konstanten Geschwindigkeiten auf einem Ereis bewegen, umhillt die Gerade,
die ihre Stellungen verbindet, eine Epi- oder Hypozykloide, je nachdem die
Qeschwindigkeiten gleichen oder entgegengesetzten Sinm haben. Wenn m das
Verhiltnis der Geschwindigkevten nach Grife und Richtung darstellt, so-
ist die Zahi der Spitzen m — 1. Ist r der Radius des gegebenen Ereises,
so sind die Badien der beiden Kreise, von denen der erste durch Rollen
auf dem zweilen die Kurve erzeugt:
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_ » _ r(m—1)
b =gmti’ T FTmrn

Beweis: Wir fiihren den Beweis in der Art, dal wir zeigen, dall
die Gleichung der verinderlichen Geraden der Gleichung einer Kpi-
(Hypo-)zykloidentangente entspricht.

Durch Differentiieren der Epizykloidengleichung erhalten wir:

sin(m-l_l)t
d_y_mcost—i-mcosmt_ g .
da  —msinttmsinmi (n4-1)¢
cos—g——

Demnach lautet die Gleichung der Tangente:

M
y—b{(msint —sinme). 9
w—>b(mcost—ecosme) {(m - 1”’
cos——5——
¥ Gosw—msin——(’n;nt
L i . 1t
=b[(m8mt—smmt) cos(m—-glz‘t“"(’v‘ncost—-cosmt)151111___—@"”"'2 ) J
: e .
=b [msmtcos @Lj)'_)_. —sinmicos (m-é—l}t .
(m+1)¢ (m+1)¢

— m coatain - cosm sin

2 2

t—mt . t—mt

=b[msin ) - gin 3

— ;-b {m - 1)sin (—m—;l)t ,

sin (i"ém — gy cos Eﬂy"'}"Tm=I";w(arn—‘.—1)sin(m—';y—"' .

Dies ist also die Gleichung der Epizykloidentangente.

Unsere Gleichungen der Epi- und Hypozykloiden sind nun auf-
gestellt fiir die Lage einer Kurvenspitze auf der x-Achse. Sind nun
in Abb. 189 4 und B die beiden bewegten Punkte, so erkennt man,
daB bei der Grenzlage, von der sie ausgehen, im Falle I, wo sie
gleichzeitig die positive x-Achse verlassen, dort ein Kurvenscheiel, im
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Fa.l}e_ IT dagegen, wo B von der negativen x-Achse ausgeht, auf der
positiven 2-Achse eine Spitze liegt. Die beiden Winkel sind in diesem
Falle ¢ und ma+m, und die Koordinaten von 4 und B sind

A=rcosa; rsing; B=rcos{ma+n); rsin(mae--m).

Abb. 189

Die Gleichung der Geraden 4.5 ist dann

y —rsin(ma+ts) _ sin(matmw) —sina

&—7rcos (ma+m)  cos (m a+m) —cos o
y+rsinma  ——sinma-—sing
x-lreosma —COSM A — COS O
—y(cosma+cosa)-+ x(sinma +sina)
== [—cos m & sinm @ —sin a cos m o+ cos m @ sinm a + cos @ sin ma]

=rsin(m—1)ea,
(m-]éi)acos{m-;l)a_F 9 zsin (m-zl)acos (m—éi)a

—2ycos

(m—1a fm—1)a

= 2rsin—Fj—cos—y
acsin(m_gna—— cos(m—_;ﬁ—a=rsin(m_ﬂ—1)(%.

Vergleicht man diese Gleichung mit der vorhin abgeleiteten Tangenten-
gleichung, so erkennt man die Ubereinstimmung. Man braucht nur

!

Abb. 190
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7 setzen a=={, m=m, r==>b(m -4 1). Da aber m =%b (8. Gleichun-

gen der Epizykloide), so ist

r=b(a-;;b+1)-——a—[—2b. |

Der erzeugende Kreis schlieSt bei der Epizykloide den festen Kreis a
und den rollenden & ein (Abb. 190 D), wihrend bei der Hypozykloide
Kreis a die Kreise » und b einschliet (II).
Aus den beiden Gleichungen
r=a-12b,
a-+b=mb
ergeben sich endlich die Radien

b= g fm—1
2(m --1)° 2(m + 1)
Sonderfalle: m=— 2, die Kardioide (s =1):
y == b(2sint — gin 24,
x="5b(2cost — cos2?).
m=— 2, die Steinersche Kurve (a=35):
y=b(2s8inf —ain2¥),
x=b(2cost+ cos2i).
m = — 3, die Astroide (a==4b):
y == b(3sint — sin 34), '
&= b(3cost—coa 3.
H. 2. Wahrend die letzte Erzeugungsweisé nur die eigentlichen
Epi- und Hypozykloiden in sich faBte, ist das Gelenkparallelogramm
p in der Lage, alle Epi- und Hypo-
" trochoiden entstehen zu lassen:
Wenn zwei aufeinanderfolgende Seiten
OP, und OP, cines Gelenkparallelo-
gramms (Abb. 191} sich gleichformiy
pheTl,Y  (aber mit verschiedenen Geschwindig-
) keiten @, und ©,) um den Hekpunki

we 4 : _ eine Epi- oder Hypotrochoide.
7 7 —A Beweis: Nehmen wir an, daB
- x 0P, und OPF, zu Beginn der Be-
Abb.191 wegung auf der x- Achse zusammen-
gefallen wiren, und sel 7 eine
Verinderliche (die Zeit) so wire nach der Zeit # OF, um o, %
und OP, um ;v gegen die Anfangslage gedreht. Wir lesen die

210

< O drehen, so beschreibt die vierte Hcke

Koordinaten des Eckpunktes P dann unmittelbar aus der Zeich-
nung ab:

y=1hsinw T+ Lsinw,7,
=1 cos® T+ 1lcosw,7 .

Setzen wir hierin @, = n@,, @, ¥ = {, so wird
- .’y = 9 » Z—Q‘Lsin‘t + Lsinnt,
R %‘cost—l— lycosnt.
Dies sind aber die Gleichungen einer Epitrochoide fiir m =n,

4 . . .
=r:;, d = l,. Die Verschiedenheit des Vorzeichens gegeniiber den

Epitrochoidengleichungen ist lediglich durch die Wahl der Anfangs-
lage des rollenden Kreises, also durch die Zihlung des Wilsungs-
winkels ¢ bedingt. — Setzt man z. B. m = n =2, so ergibt sich eine

~Pascalsche Schnecke, und im besonderen fiir

‘m=ﬂ=2, 11=212, t-_:t,"["m
ethilt man
Ly . .
y =-—-2-(2i) sint! + Zglsm2t'

= — (%') (2gintf —sin 2¢"),

r= —2 (%) (cos t -I—%‘cos 2 i')

| ' =——_—(l§‘) (2 cost' — cos 2 ¢').
d. h, eine Kardioide.

Ersetzt man weiter 2 durch (— #), also ®, durch (—z®,), d. h. .
liBt man die beiden Seiten mit entgegengesetztem Richtungssinn um-
launfen, so erhilt man Hypotrochoiden:

oy . .
y= n-(n—L)smt—-lgsmnt,

4
x=1n (ﬂ%) cost -+ I, cosnt,
worin '

14% 211



Sonderfille: m=n=1:Ellipse.
m=n=3, =l
l‘l

=3 (%—)sint—?a -(g)sin3t=,3 . %(Bint——siﬁ?»t),

x2=3 . %‘(cost—cos3t), eine Rosetfce (§17).
Im besonderen ergeben sich Hypozykloiden fiir 4 =nl:
Cm=n=3, ;=381
y= 3(3s1nt gin3 %),
m=%~(3 cosf - cos 3 1), eine Astroide (§ 18).
m=n==2, ;=210
y=1(2sint—sin24),
’ w=%‘(2 cosf-cos 24), eine Steinersche Kurve (§19).

Es ist leicht, die Erzeugung der Trochoiden durch ?in Gg}enk—
parallelogramm auf ihre Entstehung als Rollkurven zur_uckzpfuhren
| (ADbb. 192). Ausderfiirdie Epitrocho-
iden giiltigen Beziehung (s. § 22 B)
g4 b=mb=nb folgt zusammen

. &
mit b=;-
1 altb=1l,
o — D7
2_ 3=‘n-——1 (n_-CDI’F)-

Ist also » zahlenmiBig gegeben,
so handelt es sich nur darum,
OP, in D innen im Verhiltnis
(n—1):1 zu teilen. OD ist dann
der Radius des festen, DP; der des
rollenden Kreises, und da wegen
o, 7=t P, die derzeitige Mittelpunktslage des rolienden Kreises dar-
stellt, so ist D augenblicklicher Drehpunkt, aleo DP Kurvennormale.

Abb. 192

Bei den Hypotrochoiden, wo der rollende Kreis innerhalb deg festen
sich bewegt, ist a—b =1 und -g— =n+1. OP, mufl #uberlich im

n+

: ! soteilt werden.

Verhiltnis
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J. Als besonders interessant seien zwei Konstruktionen der zwei-
spitzigen Epizykloide als Hiillkurve behandelt.

1. Sie kann wie die Kardioide (§ 14, A7) als katakaustische
Linie erscheinen mit der Aufgabe: Auf den Umfang eines Kreises
treffen parallele Strahlen, die dort reflektiort werden. Die einhitllende Kurve
der ‘reflekticrfen Strahlen ist zu bestimmen.

Sind die einfallenden Strahlen parallel der z-Achse (s. Abb. 193),
g0 hat ein reflekiierter Strahl die Gleichung

y-—”ina=tg2a. /\
2 -—1C05 4 )
a
Bilden wir von dieser Gleichung / A X

F(z,y, a) =0 den Differentialquotienten

5o 0 und 16sen beide Gleichungen auf,
so erhalten wir die gesuchte Gleichung

der einhiillenden Kurve: AbD. 193

I yeos2a — zesin2a+rging =20,

II ysin2a—|—xcos2a—%cdsa=0.

Multipl. I mit sin2a, II mit cos2¢ und subtrahiere:

T — %(cosacos2a+ 2eingsin2a)=290.

m—%(cosacosQa—l—sinasin2a+sinasin2a)= 0.

Nach der Formel
cosq — cos B = — 2sin 2 ;'Bsin a,—Q—B

konnen wir diese Gleichung schreiben:
r

ﬂ';‘=2

cos (20 — a)—z(cos3a——cosa),
%= 2(3003&— cosda}.
Entsprechend:

y=£(35jna—sin3a).

-Das gind aber die Gleichungen einer Epizykloide fiir m=3.
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9. Als Hiillkurve von Kreisen (Aufg. von Catalan): Ziehi man
in einem festen Kreis einen Durchmesser und beschreibt wm einen Punkt
auf dem Kreisumfang milt dem Abstand dieses Punkies vom gegebenen
Durchmesser einen Kreis, so wmhiillen alle Kreise, die bei der Bewegung

des Punktes auf dem festen Kreis sich zeichnen lassen, eine zweispileige

Epizykloide.

Beweis: Man beschreibe um den verinderlichen Punkt ¢ (siehe
Abb. 194) den Kreis mit dem Durchmesserabstand @ C und zugleich
um Punkt M, der auf der Verla.ngerung von 0@ um 3 /2 von 0
entfernt ist, einen Kreis mit /2,
derden Kre1s um ) in Pschneidet.
Dann ist QC = rgint und —
wenn ich < QMP mit 2z be-
zeichne —

r . .
QPr=2. 5 8ing = rsing,

also, da QC = QP, t=2x und
T ZXQMP =2+ QOC. Dem-
nach ist Bogen @B und, wenn
ich Kreis M auf dem gegebenen
Kreis rollend denke, P Punkt
einer zweispitzigen Epizykloide
mit einer Spitze bei B. Nach
dem Satze vom angenblicklichen
Drehpunkt ist dann @ P Normale
AbD. 194 - der Epizykloide, das Lot auf
ihr (PT) also Epizykloidentangente, zugleich aber auch Tangente an
Kreis Q. Epizykloiden- und Kreistangente fallen also zusammen.

K. Rektifikation und Quadratur der Epi- und Hypozykloiden
1. Rektifikation: a) Epizykloiden:
dx® = m?b? (sin®t — 2sinfsinm ¢ - sin?m 1) ae,
dy? =m?b? (cos?t—2cosicosmt - cos?m ) d 7,
ds?=da?+dy?=2m2b2 (1 wcosnt) d 2,
wobei m—1=mn gesetzt wurde,

= 2m?b? + 2 5in® (——t)a‘xi2

ds-2mbsm%dt=li;sin%td(%t) .

214

A L e . e ere———— g

= farm 2 e o) =2 o)

4mb . nt §mb . ofnd
-~ [——cosw——l-coso] —[l—cos Q] ——sin (T)'

Wird der Wilzungswinkel nt des rollenden Kreises 2 m, g0 erhilt
raan fiir einen Bogen von Spitze zu Spitze (n=2m/t)

_ 8mb_ 8mn+1)b
—n  n
und fiir den ganzen Kurvenzug das n-fache U=8{n+1)b.
Sonderfall: Die Kardioide (n=1): U=16b.

b) Die Rekt1f1kat10n der Hypozykloide ergibt sich ganz .
entsprechend:
S=_8_m_b=8(n-—-1)b 5,
n

n

wobel m--1=mn gesetzt wird,
U=8m—1)b.
Sonderfille: Astroide (n=4): U=2410
Steinersche Kurve (r=38) U=16h.

2. Quadratur: Ist eine Kurve durch die Gleichungen =7 (&)
y=g.(t) gegeben, so flibrt man zur Quadratur mit Vorteil Polar-
koordinaten ein. Aus den Gleichungen z=rcosp, y=rsingp folgt

¥
tgp = = -
Differentiiert:
iy  wdy—ydx
cos®p. a

und, wenn man mit r®cos? @ = «* multipliziert cr¥do=zdy—ydzx.
Demnach geht die Formel zur Quadratur in Pola.rkoordmaten
8=} r2d e jetzt iiber in S=1/(xdy — yda).
a} Epizykloide: Aus
y="b(msint — sinmi),

&= b(mcosi— cosmi)

215



folgt dy = mb{coet — cosmb) dt, ' SIEBENTE GRUPPE

dz = mb (—sint -+ sin mf)di,

xdy = mb®(mcos®t — cost cogmt — mcostcosmi 4+ cos®mi)di 28. Die Kreisevolvente

== mb?(m cos? t — (m + 1) cos £ cos mi + cos®mi) dt, L A. Erzeugungsarten
. o, . o . ~ 1. Als Rollkurve. Dem Rollen eines Kreises auf einer Geraden
T Y 2 — ain?
ydz = mb?(—msin®t 4 sintsinmi 4 msin ¢ sinmi — sin*mi) ¢ i gteht das Rollen einer Geraden auf einem Kreis gegeniiber — der
= mb?(—msin2t - (m 4+ 1) sin ¢ sinmé — sin*m)dt, o Zykloide die Kreisevolvente. Sie entsteht also durch Abrollen einer
Y

xdy —ydz = mb*[m — (m + 1) cos (m — 1} ¢ 4 1] d¢ x
= m(m—+1)b%[1 — cosni]dt (m —1==n gese zt

2
mmt+ 1 (t —_ ;sin(nt)) .

2

S=m(—m—glbaf(1—cosnt)dt=

ganzzahliges Vielfaches von dem des rollenden Kreises ist, gemif den
a —

Gleichungen 7 b=_m und a =m-+1 n zugleich die Zahl,' die angibt, ;
wieviel mal so klein der Radius des rollenden Kreises ist als der '
]

{
Nun ist aber fiir den Fall, daB der Radiug des festen Kreises ein ]

des festen. Fiir den durch eine einmalige Abrollung entstehenden
Sektor ist danach nt=2m oder t=Q—§. Dann wird

__mm+1 b"’av__ (n41) (n+2) b
- n n

8

F=n+1)(n+2)b%m.

[
und der Gesamtinhalt das n-fache: L
I
1&

Sonderfall der Kardioide (n=1): F=60"w. ' .

b) Die Quadratur der Hypozykloide wird ganz 'entsprechend ' Abb. 195
ausgefiihrt. Man erhilt : 4
Geraden von einem Kreis, wobel ein markierter Punkt auf der Geraden

o — - 2 i3 — !
F=@—1)n_29psw fir myl=mn. : die Kurve beschreibt — oder, wie ich mich auch ausdriicken kann,
—_ . _ A T a5 . oo durch Abwicklung eines Fadens von einem Kreise. Ein Punkt des
Sonderfalle: Astroide (m=3, n=14): F= 64, L gespannten Fadens, etwa der Endpunkt, beschreibt dabei die Kurve.
Steinersche Kurve (m=2, n=3): F'=2¥m. « Da (Abb. 195) N P=at und 3 BN P=t ist, ergibt sich 0A=0B+BA
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z=uacost-- NPsint

o= a(cost--£sint)
und entsprechend | ¥ == e (8int —2cos?)

Es liegt nahe, die Kreisevolvente aufzufassen als eine Epizykloide,
bei der der Radius des rollenden Kreisezs & unendlich ist. Unsere
Gleichungen der Epizykloide

2 = b{mcost — cosmi)

y==b(msin¢ —sinmi), worin mb=a-+b ge-
setzt war, miissen also durch Spezialigierung in die Evolventenglei-
chung iibergefilhrt werden kénnen. Zu diesern Zweck ist es nétig,
sowohld als auch m anders auszudréicken. Aus m b= a-+b folgt zunichst

b= mL—l . Betzen wir diesen Wert in die 2-Gleichung ein, so erhalten wir

3_7_ a t cos m i
2 m—1 o® m—1"
. . 1 i
Wir setzen weiter —— —n, demnach m =271, ™ % 11 und
m—-1 % m—1

erhalten

i'-:=(n-%ﬂt)com: —ncos ™1y
a "

a R ¢
.= (r+-1)cost—mncos (t + 7—})

t . .t
=ncost - cost — n(costcos?-a—smtsmf-a)

t . . 1
=ncosa'!—{-coai.‘——ncostcoss;-@—l——555111:5311147L

7n

o b

SIN ~
"
¢

n

=cost(n+l 1 _ncosi) +tsint
: sinf
=cost[1+n(1 —cos;l)] -|—tsint-t—ﬂ

%

sinf
= t[l -+ 2nsingt-]+tsin t—2
cos ™ T
b
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Wird nun &, der Radius des rollenden Kreises, unendlich grof, so

. @
gilt wegen b =_——
sin 2 : ;

—2 den Grenzwert 1 an. Den Ausdruck 2nsin®;-— kénnen wir fol-

= an das Gleiche fiir ». Dann nimmt der Bruch

t An
n
gendermaflen schreiben:
. t Lt .t
2n sin? a5 =2nsm2— sin 5
.t
9 sing— .
=2nsing_ - —; o
2n
.t
R sin 5
= ¢{sin an " T3
9n

Dieser Ausdruck wird fiir n=c0 zu Null, und es folgt:
x=—a (cost - ¢sin £).

Ganz entsprechend erhélt man

P
sin —

y . .o &
~=g¢in t.(17+ 2 n gin® ;ﬂ,——;ﬁ) — tcogt

1
n

y=a(sint—icosy).
2. Als Schnitt einer Schraubenflédche.

Die Schraubenlinie ist defi-
niert als diejenige Kurve auf
dem Kreiszylinder, die alle
Mantellinien unter demsel-
ben Winkel & schneidet.
Daraus folgt, dafl nach der
Aufschneidung des Zylin-
ders in einer Manfellinie
und Ausbreitung in eine
EbenedieSchraubenliniezu
einer Geraden wird, Wickelt
man (Abb. 196) das gewdlb-
te Dreieck PP,Q in eine
Ebhene ab, g0 wird aus ihm
das ebene Dreieck PP, Q. Abb, 196
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Q, beschreibt bei dieser Abwickelung die Kreisevolvente ¢ 0. I P Py st
der Winkel, den die Schraubenlinie mit der Mantellinie P P1 bildet und
daber konstant, d. h. gleich &. Bs ist also L P, PQ =< R BT,

=X 88V, wnd P,@="PQ, RQ=RUT, 5¢=57; Nun er-
filllen die Tangenten P@,, R U;, S¥; einer Schraubenlinie eine so-
genannte abwickelbare Schraubenfliche. Ich kann mithin sagen:
Die Schnittlinie einer abwickelbaren Schraubenfliche mil einer zu ihrer
Achse semkrechien Ebeme ist eine Kreisevolvente, deren Grundkreis der
Grundkreis der zylindrischen Schraubenfliche ist,

B. Auswertung der Kurvengleichungen

Setze ich fiir ¢ negative Werte, so bedeutet das, daB ich den Faden
von  aus in umgekehrter Richtung abwickele. Wir erhalten dann
{(Abb. 195) einen bezliglich der #-Achse zum urspriinglichen symme-
trisch verlaufenden Kurvenzweig, In ihrer Gesamtheit wird die Kurve
also dargestellt durch zwei getrennte, in einer Spitze ¢} auf der «-Achse
zusammenstofende Kurvenzweige, deren jeder mit wachsendem ¢ ins
Unendliche sich erstreckt. Die Kurve windet sich unzihlige Male um
den Kreiemittelpunkt O herum. Seien P und P, zwei Punkie, die auf

Abb, 197
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derselben Kreistangente liegen (Abb. 197), so gehort, wenn P den
Rollwinkel ¢ hat, zu P; der Rollwinkel ¢+ 2. Da aber NP =at
und NP, =a (t-- 2 ), 5o ist der Abstand zweier aufeinander folgender
Windungen gleich 2aw, also eine Konstante Grofe, ndmlich der Um-
fang des Grundkreises. '

N ist der augenblickliche Drehpunkt (Kriimmungsmittelpunkt) zu
P sowohl wie P,. Unter der Evolute einer Kurve versteht man nun
den Ort der Kriimmungsmittelpunkte der gegebenen Kurve. Somit
igt der Grundkreis die Evolute der Kreisevolvente. Wihrend es nur
eine Evolute zu einer Kurve in ihrer Ebene gibt, sind unzihlig viele
Rvolventen zu demselben Grundkreis méglich, je nachdem, in welchem
Punkte @ ich die Abwickelung der Kurve beginnen lasse.

C. Tangentenkonstruktion

Da N- augenblicklicher Drehpunkt bei der Abwickelung ist, ist
PN Kurvennormale. Man- erhilt also die Tangente in einem Kurven-
punkt P, indem man von P die Tangente an den Grundkreis zieht
und auf dieser in P die Senkrechte errichtet.

D. Anwendung der Integralrechnung

1. Rektifikation
Aus dx=uatcost dt
dy = atsin ¢ dt folgt
ds? = dat 3 dy® = a®i® (cos? t + sin®£) 412
=a?t*di?
ds=uatdt
2
s=aftdt_=%t2.
b
9. Quadratur. Die Grole des Sektors PO, ist, da
xdy —y dx = o??dt,
t ¢ :
’ 2 243
S=1% (mdy-ydm)dt=g— tzdtz‘iﬁi.
0 6
Es 1aBt sich hier folgender Satz von Mannheim- anschliefen

{Abb. 198): Die swischen dem Kreishogen, dem entsprechenden Evolventen~

bogen und der zugehdrigen Tangente des Kreisbogens liegende Fliche ist
gleich einem Drittel des Produkies aus der Ldnge jemer beiden Bogen.
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Beweis: Bezeichne ich den (in der Abbil-

£ £ dung schraffierten) Flichenteil, um dessen
8 Berechnung es sich handelt, mit £, so ist
N F=8ektor O PQ + AONP—Kreissek-
tor OQN. Da aber A O N P = Kreissektor
a OQN ist, so folgt

f=Sektor 0PQ =2E und da QN=at

| o & 1 A aft prY
und QP ==, s0 ergibt sich f =5 =

¢N-9 7
2L

Abb. 198

3. Komplanation. Aus ds=uatdi folgt
y=ds=a® ({sint—t? cosf) 4, demnach
¢
O=2':r§fy ds=2a2mf(tsint—tzcost) dt..
]
Setzt man u =1, dv=-cosid{, also du=2¢ d¢, v==sin{ in die Formel
fudv=uv-—fvdu ein, so folgt
ﬁzcostdt=t2sint-2ftsintdt. 1)
Setzt man dagegen
wu=t, dv=sintd?, also du=di. v= —cost in die Gleichung
fudv-—-uv-——-fvdu ein, so ergibt sich

ftsint di= —tcosi —I—fcostdt '
= —tcost + sint (2)
Multipliziert man Gleichung (1) mit —1 und Gleichung (2) mit
+ 3 und addiert, so folgé
[tsintdi— [ cost dt= —¢*sini— 3 teost - Bsint;
demnach ist 0= 2a%w (3sint— 3 {cosi—1*sin 8.

E. Lehrsiitze _
1. Die Berihrungspuniie der von einem Pumkte an die Kreisevolvente
gezogenen Tangenten liegen auf einer Pascalschen Schnecke.

Es ist (Abb. 199) Q P | @ R. Ziehe 08| BQ. Dannist @S= a=const.;
und da L OSP==90° liegt S auf dem Kreis tiber OP als Durch-
messer. Zichen wir nun die Erzeugung der Pascalschen Schnecke als
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Kreiskonchoide (S.125) heran, so erkennen wir, dal @ auf einer
Pagcalschen Schnecke mit dem Grundkreis iiber 0P und der kon-
stanten Strecke a liegt. Die Abbildung zeigt noch einige andere Be-
riihrungspunkte auf der Schnecke.

Abb. 199

9. Rollt eine Kreis-
evolvente auf einer Gera-
den, so ist der Ort der
Kritmmungszentren fir die
aufeinanderfolgenden Be-
rithrungspunkte mit der
Geraden eine Parabel.

Beweis: Wenn die Evol-
vente von € aus auf der
z-Achge abrollt (Abb.
200), so dal P nach P’
fillt, sonimmt der zuge-
hérige Krimmungsmit-
telpunkt I die Stellung
N'ein, inderersich senk-
recht tiber P’ beziiglich , Abb, 200
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< P——— /—\_—
QP! befindet. Nun ist (8. Rektifikation) @ P’ = %~ und PN = 0@ =at.
Lege ich also eine y'-Achse durch ¢ genkrecht zur a-Achse, so 1st
fiir dieses Koordinatensystem und Punkt N':

y'=at
e 28
g

y2=2%ax'.

Wir erhalten also die Gleichung einer Parabel mit der betreffenden:

Geraden (der x-Achse) als Achse,  als Scheitel und dem Halbpara-
meter p—a.

3. Weiter ergibt sich: Bei dieser Abrollung der Evolvente auf der
x-Achse fallt, wenn der Grundkreis O fest mit der ,Evo}vente vg}x):—
bunden bleibt, O nach ', derart, daff O' N'==a | N'P'. 0" beschreibt
mithin eine zu der eben abgeleiteten kongruenten Parabel, die gegen

Abb. 201
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die erstere um @ nach linke verschoben ist: Rollt die Kreisevolvente
auf einer Geraden, so beschreibt ihr Mitlelpunkt O eine Parabel mit O
als Scheitelpunkt, der betreffenden Geraden als Achse und dem Halbpara-
meler p=—uda.

4. Rolli eine Kreisevolvente auf ciner ihr kongruenten derart, daf sie
in den entsprechenden Punkien einander beriihren, so beschreibt der Mittel.
punkt des Kreises eine Archimedische Spirale.

Beweis: Es ist (Abb. 201)
‘ r=2at.

Nehme ich nun alg neue z-Achse die von O aus senkrecht zur urspriing-
lichen w-Achse gehende Glerade, so ist #= ¢, und ich kann schreiben:

r=2aqp.
Wir erhalten also eine Archimedische Spirale (siehe § 24) mit

der Koﬂstantenﬁ=2a, ¢= dam. Fir go=ﬂ§T wird z. B, 08=an,

also gleich dem halben Umfang des Grundkreises,

24. Die Archimedische Spirale
A. Erzeugungsweisen

1. Die Kurve wird beschrieben von einem Punki P, der sich vom Pol
O aus auf seinem Sirahl gleichformig vorwdrts bewegt, withrend der Strahl
selbst sich gleichformig um den Pol dreht. Nennt man die Strecke 0C,, die P
wihrend einer vollen Umdrehung des
Strahles O P auf dem Strahl durch-
lauft, den Hauptvektor ¢, so ist wegen
der gleichférmigen Bewegung des
Punktes auf dem Strabl und des
Strahles selber (Abb. 202)

r__ ¢ __ ¢
(;J'__.’TU’ 1"—2“@.

Setzt man %=a, also ¢ =2awm,

go lautet die Kurvengleichung

r=ap

Abb. 202

Lifit man asuch negative Drehungen, also negative Werte von g, zn,
80 wird r negativ, mul also in entgegengesetzter Richtung angetragen
werden. Die Kurve besteht demnach aus zwei symmetrischen Zweigen
(s. die punktierte Kurve in Abb. 202),
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P und P' seien zwei Punkte auf demselben Strahi in zwei Nach«
barwindungen. Dann ist r=ag fir P,

R=qalp+2ay=ap+ 2am fir P',

R—r=2am=c¢,

d.h.: Die Breite der Intervalle zwischen je zwei Nachbarwindungen ist
konstant, nimlich gleich dem Hauptvekior. Oder anders ausgedritckt: Die
auf einem gemeinsamen Strahl liegenden Fakrstrahlen bilden eine arith-
metische Reike, :

Die Konstruktion der Kurve gemil dieser Higenschaft ist
aus der Abbildung erkenntlich: Ist der Kreis mit dem Hauptvektor
¢ gegeben, so kommt auf 1/n (z. B. 1/12) der ganzen Umdrehung je
¢fn {¢/12) Zunahme des Fahrstrahles.

9. Ein rechter Winkel C rolle mit dem einen, beliebig langen Schenkel
von dem Umfang eines Kreises O mit dem Radius a ab; dann beschreibt

der Endpunkt P des anderen Schenkels CP von der festen Linge a eine
. Avrchimedische Spirale. (Abb. 203) '

/\ Denn bei Abrollung um einen Winkel d ¢
0% — ist die Zunahme des variablen Schenkels
r dr = ad@, d.h. Fahrstrahl und Drehungs-

2 winkel wachsen im selben Verhiltnis.

AN Da € hierbei die Evolvente des Kreiges
a beschreibt, kénnen wir

3. die Kurve auch auffassen als Ful-
punktkurve der Kreisevolvente be-
ziiglich des Kreiszentruma.

7] a

Abb. 203

Hier sei noch ein Satz angefiibrt, zu dem man durch die Tatsache
gefithrt wird, daf die Abstinde je zweier Nachbarwindungen konstant
sind. Eine Konchoide der Archimedischen Spirale (zum all-
gemeinen Begriff der Konchoide s. § 13) wiirde die Gleichung haben

r=a@+b. Fihrt man nun aber die Substitution g =@, —C-I: ein,
so erhidlt man r=—a (991 — 2)-|—b, r=afp,, d. h.:

Die Konchoiden der Archimedischen Spirale sind der urspriimglichen
gleiche Spiralen, deren Polarachsen gegen die der urspringlichen Spirale

um @ —— @ =z—1 gedreht sind.

Setzt man im hesonderen b = ¢, go wird, daa = ;—“ ist, ,— @ =2m,
die Spirale geht in sich selber tiber.
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4. Fine riumliche Brzeugung der Kurve (Pappus):

Die Orthogonalprojektion des Schuiltes einer flachgingigen Schraube mit
einem Rotationskegel von derselben Achse auf die Grundfliche des Kegels
selbst besteht aus zwei gleichen archimedischen Spiralen.

Wenn man von den Punkten einer zylindrischen Schraubenlinie die
Lote auf die Achse fillt, so erfilllen diese Lote eine flachgingige
Schraubenfliche. In Abb. 204 seien FA und G B zwel derartige

Erzeugende der Schraubenfliche mit den Winkeln ¢, und @,. Nach
. o .. 3 .
dem Begriff der Schraubenlinie ist dann (s. Abb.) % =h—’ . Wir
2 2
bringen nun. jede dieser beiden Erzeugenden mit dem Kegelmantel
zum Schnitt, indem wir uns durch jede einen Achsenschnitt gelegt
denken. Es ergeben sich so die Schnittpunkte C und D. Drehe ich
nun die Mantellinie OC in die Lage der Mantellinie 0D, so fillt
C suf E, und es ist E'Q' = (' 0'=r,. O' D’ bezeichne ich it r,.
h E"F” E'K 7. h

Da nunh—; =5 a7 = ——»~—D,H=;; ist und i =%:War, so folgt », = a @y,
¥p = G @y, Worin @ eine Konstante ist. Die zweite Spirale ist zur ersten
rentralsymmetrisch, d. h. um 180° gegen sie gedreht.

B. Tangentenkonstruktion

Es bestehen die Gleichungen (Abb. 205):
d
tgp="g"
Polarsubnormale

ONs—-rctgpe-——*% ,

Polarsubtangente

*dp
Abb. 205 OTﬁTt%J“*:rd,, .

In unserem Falle ist dr = a d @, also tgu =£= @. Je weiter algo

der Fahrstrahl sich dreht, um so mehr nihert sich der Winkel, nnter
dem die Kurve den Fahrstrahl schneidet, einem Rechten.

]
Weiter -ist die Polarsubtangente OT=%, nimmt also stindig zu.
Dagegen ist die Polarsubnormale ON = a == const. Wenn also bel
gegebenem ¢ a=%ﬂkonstruiert ist, was aber nur piherungsweise
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geschehen kann, so ist die Tan- : P :
gente in jedem Kurvenpunkt =
leicht zu zeichnen (Abb. 208). q =7

Aus tgu == E = @ folgt, dafl

fiir r =0 auch =@ =0, d. -
b. die Kurve hat im O-Punkt
die z-Achse zur Tangente.

C. Quadratur

Der zwischen zwel Fahratrah-
len ry und r, liegende Sektor
hat den Inhalt

Abb, 208

P Py
_ 11 __a? a? @ 1
S—%fr do —gfovzdsv =[Pl gy = @ p® — a®0%),
1 L2 .
S=1‘33—r13

Ga
D. Verwendung bei den Unlisbaren Problemen

1. Verwendung zur Drittelung des Winkels. Ist der Fahr-
strahl von Stellung 7 (Abb. 207) in Stellung 2 um ein Stiick s ge-
wachsen, so gehdren zu den dazwischenliegenden
zwei Vektoren, die @ dritteln, auch gleiche Zunah-
men 3/3. Die Kreisbogen durch das dreigeteilte Stiick
s ergeben also im Schnitt mit der Spirale die ge-
suchten Dreiteilungspunkte x; und x,. — Natiirlich
kann jede beliebige Winkelteilung (nicht nur die
Dreiteilung) nach diesemn Verfahren durchgefiihrt
werden. : '

2. Verwendung zur Rektifikation des Krei-
ses (Archimedes). Gehoren zu einem Punkie P der Spirale » Um-
drehungen des Fahrstrahls, so ist OP— 2nsa, und datgp— 9 = 2am,
so schneidet die Tangente in P auf dem in O auf OF errichteten
Lot (Abb. 206) die Strecke 08 = OP -tgu =4n®a’a ab. Ich be-
schreibe nun mit dem Einheitsvektor ¢ — 2 a um O einen Kreis,
der OP in ¢ trifft und ziehe zu PS die Parallele ¢7. Dann ist

Abb. 207

oT __ 08
08~ op®
2qtg. 9
OT=AmBe 2%y ay,
nwra

Das ist aber die Umfangslinge des Kreises mit dem Radiug OP=2nma.
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25, Die logarithmigche Spirale

A. Thre Gleichung lautet

__log natr
T a

oder | ¥=eu?

Fir ¢ =0 wird r = 1. Wichst @ von Null bis 4 oo, so wichst r
von 1 bis . Nimmt ¢ von Null bis —oo ab, so bleibt r positiv
und nimmt von 1 bis O ab. Demnach hat die Kurve unendlich viele
Windungen um den Pol, der daher
auch ein asymptotischer Punkt
heilit (Abb. 208).

Zur punktweisen Zeichnung
der Kurve ist folgendes bemerkens-
wert. Sind P, P,, P, drei aufein-
ander folgende Kurvenpunkte it
den Winkeln ¢, ¢, @,, derart, dall
Py == @ = @y — Py, 80 Ist ‘

OP=¢*?, OP, = ¢*®:

OP2 == e“ P r
demnach
I
% =% _ _ pl;—w
¥
und
Abb. 208 0P, _ % pi—a
0P o0 ’ ’
also o __ 0B
0P — OB,

Mithin ist A\ OPP, e~ /\ O P, P,. Liegen also zwei Punkte der Kurve
P und P, fest, so liflt sich ein weiterer dritter, P, auf Grund dieser
Beziehung leicht konstruieren, usf.

Bilden wir den Quotienten zweier um 2% voneinander entfernter
Fahrstrahlen, so. erhalten wir

Ll +em)

"
= == ¢2 87 == gonst.,

e*F

d. h.: Die auf einem gemeinsamen Strahl liegenden Fahrstrahlen de.r log.
Spirale bilden eine geometrische Reihe (vgl. die Archimedische Spirale).
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B. Tangentenkonstruktion

Es ist (¢t der Winkel zwischen Fahrstrahl und Tangente):

_rdyp 1 _ 1
tg'u— ar _r.ar-_c-z

d. h.: Der Winkel, den die Tangente mit dem Fahrstrahl bildet, ist konstant.

Zur Zeichnung der Kurventangente braucht also nur der konstante
Winkel g an dem Fahrstrahl angetragen zu werden. Ist von einem -
beliebigen, nicht auf der Kurve liegenden Punkt P an die Kurve die
Tangente zu zichen, so geniigt es, iiher O P den Kreis zu beschreiben,
der u als Peripheriewinkel fafit; dieser schneidet die Kurve in dem
Beriihrungspunkt.

Hieraus folgt der Satz: Die Berihrungspunkte der von einem beliebigen

Punit der Ebene an eine log. Spirale gezogenen Tangenten legen auf einem
Kreis, der durch den Punkt und den Pol geht,

C. Wir vermerken noch einige interessante Eigenschaften der Kurve,

1. Die Polarsubnormale ON ist gleich retgu=—ar, d. h. dem Fahr-
strakl proportional. Bezeichnen wir ihre Linge mit #/, so ist also

r'=ar, Fihren wir nun noch den zu ihrem Fahrstrahl »' gehorigen

Winkel ¢/ = ¢ %ein und setzen diese Werte » = %, Q= 99’—1—;

in die Kurvengleichung ein, so erhalten wir

av
r a(ﬂ?"g)
¥ e ,
a
(o)
r'=ae\ 2%/,
Nun fithren wir zwet Zwischengrofien ein:
log nat e
o= -2 lognatg=a-a, a=e%%,
JC Ei
9‘)'-—[—(1~—’§=99”, 99!___72____.99:;:____0.
Dann geht die lstzte Gleichung {iber in
ag, ea«p”

é

gﬂ'=eaa.eﬂ(‘fp"—ﬂ)= =ga‘3’"

eaa
Nun war ¢/’ =¢'+ (a—-—%). Demnach ist r' = ¢?¢" eine zur gege-
benen Kurve kongruente Spirale, bei der nur die ,z’-Achse um
a—%gegen die urspriingliche x-Achse gedreht ist. Wir sehen also:
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Der Endpunkt N der Normalen beschreibt eine zur urspringlichen kon-
. . . T . #
gruenie Spirale, die gegen jene um o — Eyedreht ist.
2. Wir koonen dieser kongruenten Spirale aber noch eine andere
Deutung geben.
' 1

In Abb. 209 sind, wie wir vorhin nachwiesen (tg H =E)’ die beiden

Winkel, die die Tangenten mit den Fahrstrahlen bilden, gleich. Dem-
nach ist auch der Winkel, den zwei Nachbartangenten miteinander
bilden, der sogenannte Kontingenzwinkel,
®w=dp. Und da die Lote auf zwei Nach-
bartangenten den Kriimmungsmittelpunks IV
ergeben, so folgt weiter, dafl auch<_ N=d g.
So ergibt sich fiir den Kriimmungsradius R:

Rdp=ds,

Nun ist bekanntlich ds®=d+2+ r?d¢?

ds 2 ﬂ)z_
rT Al +(dq, ’

Abb, 209

und in unserem Falle

= VAt @ =rVa 11,
R=rVYa®+1,
Abb. 208 zeigh weiter; daf3 die Normale NP:EE}?E' Da aber
. 1
tgp. & _ 1

Bm‘”’:vm_\/;ﬁ_vm'
a2
go folgt
NP=_"—=rVa'+1=R.

T sinp
Wir sehen also, da der Endpunkt der Normalen zugleich Kriim-
mungsmittelpunkt ist, und kénnen nun also such sagen:

Die Evolute der log. Spirale ist eine kongruente log. Spirale mit
dem ndmilichen Pol, )
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3. Eine kongruente Spirale erhalten wir auch bei Verwendung

~ der Inversion (vgl. die Konchoide der Archimedischen Spirale).

Unterwirft man die Kurve einer inversen Abbildung, indem

K? "
man r = ——setst, so erhilt man
1

K2 K?
rn == ¢0f r = ;E .
Setzt man hierin ¢ = — ¢, und die Konstante K® = ¢¢; so lautet

die Gleichung der neuen Kurve
¢
= £€et P == eﬂ(¢=1+';) ?

d. h.: Durchk Inversion mit dem Nullpunkt als Pol geht eine log. Spirale
in eine ihr kongruente tiber, die um den Winkel cfa um den Nullpunkt
gegen sie gedreht ist.

Die Spirale geht im besonderen in sich selbst iiber (ist insofern

. ) _ 1 \
eine anallagmatische Kurve), wenn §=2“’ _ogn:tK

K?=¢?2% gewdhlt ist.

4. Da (Abb. 208) 9ZOPT konstant ist, gilt dies auch von SCOTP.
Halten wir also PT fest und lassen auf dieser Geraden die Spirale
abrollen, so wird O anf O wandern: Wenn eine log. Spirale auf einer
Geraden rolll, so beschreibi ihr Pol eine Gerade,

=2,

D. Anwendungen der Integralrechnung

1. Quadratur. Der Sektor zwischen zwei Fahrairahlen ist

P3 o3 g2 1]
1 1 1 a2 1
S:Ef?"zd99= _?fe%qidgg:?fezarpd_:q’) =Ef32°'5°d(2a§0)
[+ (2 ©1 Py

rgd— 7,2

1 1
= Gl = g lorem — een] =T

9. Rektifikation. Bs was ds= (»Va?--1)dg. Nun ist

dr dr
qp =07 dp=_, also

Integriefen wir, so folgt .

=71
ds=va—a+—1dr.

Ta
2 1 — —
s=YeT fdr=‘5%--ﬁva2+1.
@ @
T

233



Setzt man in dieser Formel 7, =0 und r, =7, nimmt algo die
Linge des Kurvenzuges vom O-Punkt bis zu einem beliebigen Kur-

venpunkt, so erhilt man s =:—;Va2+1 . Berechnet man anderseits

die Linge der Tangente in diesem Punkt, so erhilt man (s. Abb. 208),
da v’ =ar ist:

22 T
ri=ar-z z=_,

Pr=z(z —I—ar)=£(£-|-ar) =%:(a2 +1,
PT:E\/az—I—l,

d. h.: Die Linge der Tangente in einem Kurvenpunkt ist gleich der Lénge
des Kurvenbogens vom O-Punkt bis zu diesem Rurvenpunkt,

234

e e o

ACHTE GRUPPE

26. Die Kettenlinie

Der Name der Kurve ist durch ihre Bedeutung fiir die Mechanik
gegeben (s. dariiber am Schlul). Sie ist die Gleichgewichtsform eines
biegsamen Seiles (Kette), das zwischen zwei festen Punkten aufgehingt
ist. Galilei hielt die Kurve noch fiir eine Parabel. Ein deutscher Ge-
lehrter, Jungius, zeigte 1669 rechnerisch und experimentell, dafl dies
ein Irrtum war, Erst 1691 wurde die wahre Form der Kettenlinie
durch Jak. Bernoulli (und fast gleichzeitig auch durch Huygens, Leibniz
und Joh. Bernoulli) entdeckt,

A. Die Gleichung der Kurve lautet

Die Kurve liegt (Abb. 210) symmetrisch
zur y-Achse, da Vertauschung von 4 x
und —x die Gleichung nicht #ndert, Fiir
Z=ow wird auch y = o, d. h. die
Kurve geht nach beiden Seiten ins Un-
endliche. Fiir x =0 wird y —=g: Schsitel-
punkt S. ‘

" B. Tangente und Normale

demnach
?.E x x* 22

1+tg2?=1+%(e“—2 e “te “)=%+-i— (e%—ﬂ%cﬁzz)

2 2 z =\
=%(e°+2+e “)=;;(e“+e “).

Nun ist aber 1-1-tg?r = demnach

cos?g?

2 a
CO8T — == =

235



Daraus ergeben sich folgende einfachen Tangentenkonstruktionen.

1. Ziehe PA—=—a, errichte in A das Lot und schlage um P mit »
einen Kreisbogen, der B ergibt. Dann ist P.B Tangente.

2. Schlage iiber P einen Halbkreis und um C einen Bogen mit a,

~der D ergibt. DP ist dann Tangente.

Die Linge der Normale ergibt sich 0
PN=-YL =L

oS T a "

C. Kriimmungsradius
Eg ist

EH &
14+y2= (e +e E)
1 (2 —=
y = 2 a (B +e a) H
Demnach ist der Kriimmungsradius

g =2\ z _=
Altgn®E (e +e "’) ___a(e“-%-e “)_ﬁ
y" L( z _.2_) 4 T a’
2a\e® 40 @
Die Lange des Krimmungsradius ist also gleich der Linge der Normalen.

B=

D. Anwendungen der Integralrechnung
1. Bektifikation,

z z z
=

s-=fl/ry“*dw={rf(e% +e_5)dw=z}6[e§dx+§-fe_§dx

_[e d - a+j f --— (—a)=g(e§—e_§) |

T =gy'a=—atg7.
a
Nun war oben abgeleitet worden cosv =5 also
’ 3 3 ] 2 T__ 3
2. __ 9" 1 e 2, _ H—¢@ _1/.'1 @
cos® T = ———Vl__m——y,, tg* T = ———, tgt =
demnach s=atgr= Vyz—— a® .
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Daraus folgt eine einfache Konstruktion _

der Bogenlinge: Schlage um S (Abb. 211) Y
mit y einen Kreigsbogen, der ¢ ergibt; dann ist
s=04. "
Die letzte Gleichung s = atg'b‘ = ay' 0t smh 4
auch in den Satz fassen: T
Der Bogen ist der Steigung _proportmnal. o, _C R
Abb. 211

2. Quadratur

z z

o x _E 1{fz _=
F=fydx==gf(e“—l—e a)dxu—_—a-gf(ea_g a)dac:a-s.
R 0 0 .

Danach 148t sich das Flichenstiick 0 OPS leicht in ein Rechteck
OQFS verwandeln.

3. Kubatur. Bei Rotation um die x-Achse entsteht das
Katenoid: )

=M[g(ﬁ+e‘%) 2(33—_3 z)+Mﬂ]
a_e_i)—atg'!;’—"Vy —a?:

Y= 4 az).
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E. Die Kettenlinie als Rollkurve des Para.‘belbrennpunkfes
Voruntersuchung: Rektifikation der Parabel. Fiir die Parabel
ist bekanntlich tgr =y'= % , 80 daB sie anch dargestellt werden
kann durch o
y=pectg7, x=% - ctg?T.
Demnach isf

=P __—pelge
dy-—sin%d'v' und dae= sinie a7,
folglich ds?=dz® + dy?

) 2 etgly 2
ds® _{ sintz +sm“ dv

p* 9

sinS ¢ !
ds = — -ps at.
sin® ¢

Wir miissen das negative Vorzeichen
nehmen, weil s abnimmt, wenn v wichst.

Bezeichnen wir mit ¢ die Linge PM
der Tangente (Abb. 212) zwischen dem
Bertihrungspunkt M, der zugleich End-
punkt des Bogens ist, und dem Schnitt-
punkt P mit der y-Achse, go ist

T __ peostT
cost  2sin?g?

demnach

r_1 R
dt=F—dv—zt-dv.

Subtrahieren wir diese Gleichung von
der Gleichung fiir ds, so erhalien wir

AN

r
s d(s_t)=_251m:
Abb, 212
Nun ist
dft ttg T
(°gna 32)_ 1 1 1 1 1
= . . — =T — )
év tg% cos“% s ﬂsin%cos-;— sin t
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|

also . d'— =d (log nat tg - )

sin 7

Setzen wir ein, so erhalten wir:
T
dis—t)= ——-% d (log nattg §) s

T
T
§—i= —‘g d(lognat tgg)
w2

p
— 5 lognat tg 5 -

s=1 -—-glognat tg% .
Nun die Anwendung:
Da PF | PM, ist PF = 2 el . Wihlen wir nun J 80, dal J M =3

ist, so wird JP=s—t=—-§lognat§. Wenn wir jetat JS | JM

ziechen und X%, 9 zu neuen Koordinatenachsen machen, so hat der
Brennpunkt F in diesem System die Koordinaten

' T
g=——%lognattgg, I)=2£m.
Aus der Gleichung fiir ¢ folgt:
2z T -
— ?—lognattgg, |
_x= : 4=
e =tg% und demnachk e p=—12—z=ctg%
oder . e P
2 22 cos—  sin—
Py, P 17 1 LI 2
¢ +e T=ctggT1igy T T
sin — CO5 —
2. 2
1 2
T . %t sng?
SIH'Q—COSE

1 1(zf "EE)
NI N Y] P
3¢ e .

sint

Setzen wir dlesen Wert in die Gleichung Y=g em, g0 ergibt sich

1)=£ (e%-[-e— EE) .
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Dasist aber die Gleichung einer Kettenlinie mita = 22) . Diese Gleichung

gilt nun beszliglich jeder beliebigen Tangente der Parabel, also beztig-
lich eines X, ¥)-Systems, bei dem die ¥-Achse als Tangente von der
Parabel abrollt — oder umgekehrt: wenn die Parabel von der festen
X-Achse abrollt. Wir haben demnach das Ergebnis:

Die Ketfenlinie st die Rollkurve des Bremnpunktes einer Parabel, die
auf etner Geraden rolli. '

F. Die Kettonlinie als Form elner zwischen zweli Punkten
hingenden Kette

Habe ein hingendes Seil (Kette) von der Linge L das Gewicht &,
o hat die Bogeneinheit das Gewicht % =g, demnach das Bogenelement

das Gewicht £ds. Unter dem Einflul
i regr der Erdanziehung. ist natiirlich die Seil-
TedT spannung nach oben hin stirker. Ist das

' N 5
\% ' Bogenelement ds nun im Gleichgewicht,
# €% so miisgzen die beiden an seinen Hnden
wirkenden Spannungen I und T+d4 7T

gowie sein Gewicht eds {Abb. 213) sich
gegenseitig autheben. Ke mufl also die geo-
metrische Summesowohl ihrer Horizontal-
projektionen als auch ihrer Vertikalprojektionen gleich Null sein. Auf
der Horizontalen hat ¢ds als lotrecht wirkend keine Komponente,
Es bleiben also nur die Komponenten der beiden anderen Krifte tibrig:

Peost==(T+ d T)eos(z+d7v)

Abb. 213

oder
{(T+dr)cos(t+-dv)— Teosv=0,

d{Lcost)=10.
() Tcost=const=H.

Fiir ¥ =0 ist H=="T, also stellt H die Kettenspannung im tiefsten
Punkt dar.

Vertikalkomponenten:
Tsint+eds=(T+dT)sin(v +d7),
(T+ d7)sin(r + d7)— Teins=sds,
d(Tsint)=¢eds.
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Integriert: (II) Tsint=g¢-+3.
Aus () T=% in (IT) eingesetst:

Htgv==s.s,
H
S=?'tg'17,
_VH_L.'I_ '
S==4 = const. + y'.

Vergleicht man diese, durch Betrachtungen der Mechanik gefundene
Gle}chung der Kurve der hiingenden Kette mit der oben erhaltenen
Beziehung fiir den Bogen s der mathematisch definierten Kurve

x z
y———-g(e“ +oe a), 80 erkennt man die Ubereinstimmung,

27. Die Quadratrix

Die Quadratrix wurde von Dinostratus (4. Jahrh, v. Chr.) zur
Quadratur des Kreises verwandt. '

A. Erzeugungsweisen [

1. Man zeichne einen Kreis mit ]
zwed aufeinander senkrecht stehenden
Durchmessern COA und BOD und \ W

lasse nun gleichzeitig von O und von
A ausgehend zwel bewegliche Punlkie
mit gleichformigen Qeschwindighei- , /
ten, den einen auf der Geraden OB,
den anderen auf dem Kreisbogen g

4 B, so sich bewegen, doff sie 2u /l -

gleicher Zeit in B ankommen {Abb. 4

214). Sind dann L und M zwei La- A INEEIS
gen, tn denen sich die beiden Punkte 1
zu derselben Zeit befinden, so ist
der Ort der Schnittpunkie von OM
mit der durch L zu OA gezogenen

Parallelen die Quadratriz. -7 /

Daraus ergibt sich die Kurven-
gleichung in doppelter Form
(Kreisrading = 1)

Aﬁ:ﬁ=ﬁ:@, Abb. 214
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arctgﬁ
x_¥
w17 i
z p _ rsing
mo 1
arctg%=%'y, :
¥t (E ) rz'?u_'s::
9?— g 2 y! ¥

y=wts( - )

Schon sus der Erzeugungsweise folgt, daf die Geraden y==42
Asymptoten der Kurve sind — fiir ein einmaliges Durchlaufen des
Kreises. Laft man ein unbegrenztes Umkreisen zu, so setzen sich
an den inneren Kurvenzweig nach oben und unten noch beliebig
viele Zweige der gezeichneten Art an, fiir die die Geraden y= 1422
Asymptoten sind. Das bestiitigen auch die beiden Kurvengleichungen,

die in der Form m=—;:'— fiir y =+ 2n 2 =¢o und polar fir
g(?'y)
@=—nm r =00 ergeben, Fir ¢ =10 ist r=" ’dag}l:mi,sinq:ﬁl ist.

Damit ist der Scheitel S festgelegt. Es ist also OS=%.

Die jenseits y =+ 2 liegenden Aste der Kurve besitzen offenbar
je einen Wendepunkt. Um diese Frage zu kliren, bilden wir die 1.
und 2. Ableitung von y. Differentilerung der Gleichung

arcig % = % y ergibt

yN._
2
[m—-g-(xz-i-yz)]
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y

Setze ich ¢/ = ——~
i
r— ?(ﬁz + %%

ein, so folgt, indem man den Zihler des

“Bruches gleich 0 setzt:

y——y[l——.ﬂ:x—-—LJ=0.

1—%(w3+y“)
Scheiden wir ¥ = 0 aus, so fithrt die Auflésung dieser Gleichung

schliefflich zu der Form

. x ’
(wz—2) [tg2 (gy)—l— 1J == (nachdem mannoch x=— fv gesetzt hat),
(39)

Deise Gleichung kann nur durch die reelle Lisung w o — 9 = 0
H

2
%= befriedigt werden.

Demnach sind alle senkrecht zur x-Achse iibe i
_ ! ) r dem Scheitel d
inneren Kurvenzweiges liegenden Punkte der anderen Aste "i?Vemf{:E

punkte. Um die zugehorigen Ordinaten zu erhalten, setzen wir 7= ——2

- 7T
N | s(1)
el-n und finden die Bestlmmungsgleichunggy=.tg (% -y). Wir lésen
diese Gleichung graphisch durch den

Schpitt der TLinien u = % ¥ und i r
TT
u=tg (§ . y) .
T 5;' /
U=3 -y u=tg (-;5 y) Iy
y u y| .
0 0 ? 0
7
1{5=16 11 H ‘
6 (3= 0,4 1| o
$l-1 7
2| o h
. . b
- .. : J ‘
Abb.215 zeigt dag Kurvenbild fiir ' .
den 1. Quadranten. Man liest als ersten g~ 7 g~ z——rlf
Wert y == 2,8 ab (tiir Punkt W). ' Abb.215 )
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2. Nach Pappus kann unsere. Kurve ridumlich folgendermafBen
erzeugt werden:

Schneidet man eine flachgingige

Schraube mit eirer durch eine Er-
ﬁ, ‘ zeugende gelegten Ebene und proji-
ziert die Schnitthurve ouf die
Basiscbene, so erhall man eine
Quadratriz. :

Zum Begriff der flachgingigen
Schraube a. 8. 228. In Abb. 216
sei 00, der Aufrif} der Schrauben-
achse, A, B, C, D seien Punkte
der Schraubenlinie. Die zuge-
hérigen haben dann die Grund-
risse 0'4', 0'B', 0'C' und O'D’
und die Aufrisse 04", B, B",
C,C", D, D", Die Strecken 0B,
0C,, 0D, sind nach dem Begriff
der Schraubenlinie zu den Win-
keln A'O'B', A'0'C', 4’'0'D’
proportional. Die schneidende
Ebene denken wir uns, durch 04
gehend, senkrecht zur Aufrif-
ebene, so dafl gie im Aufrifl durch
L] eine Gerade g dargestellt wird.

L
/ Wir konstruieren den Schnitt
4 i der Ebene mit der Schrauben-
benfliche, indem wirihre Schnitt-
punkte mit den einzelnen Er-

» W ib 1% \0) zeugenden bestimmen: S, T, U.
¢ Nun ist
p I ® 08,:0T,:0U, = 0B,:00,:0D,

= A'0'B: 3 A'0'C:L4'0' D),
d. h. nach der 1. Erzeugungs-

7

A weise liegen die PunkteS’, 7", U"'

Abb, 216 auf einer Quadratrix, deren Achse
04! ist.
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B. Tangentenkonstruktion

Die Tatsache, daf 0;5’=%ist, findet hierbei folgendermafen Ver-
wendung,

Wie wir wissen, ist
Y

Y=
x——g—(a:z-[-yz)

Demnach lautet die Tangeniengleichung fiir einen Kurvenpunkt z,; ,:
Y

y—h=@&—z)—, :
o T— (@* 4+ 9,%)

Setzt man hierin, um den Schnittpunkt mit der z-Achse zu erhalten,
¥ =10, so ergibt sich:

XT: i;'("'i"'l2 '+' ylz) »

OT-——-%- OP? oder, da 08—=2,

ki)
OP*=08-.0T.

Hiernach 148t sich 0T leicht konstruieren: Schlage
um O (Abb. 217) mit OP den Kreis, der das
Lot, das man auf der z-Achse in S errichtet,
in R schneidet, zeichne auf OR in R das Lot,
das die 2-Achse in T schneidet, und ziehe PT
als Tangente.

C. Verwendung zur Kreisquadratur und Winkelteilung

Auf dieser eben benutzten Beziehung 0S— % beruht auch die
Verwendung der Kurve zur Rektifikation und Quadratur
des Kreiges.

Errichtet man in § das Lot bis zum Schpitt ¢ mit dem Ein-
heitskreis und zieht darnach OP, so ist (Abb. 218)

or 04

1-1 7
00=o5 OP=—5=3.
=
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Nach dem Strahlensatz konnte dann zu einem beliebigen Kreisradius
0 der halbe Umfang 0@, =0 - % konstroiert werden. Dafl mit dieser

Rektifikation ¢ » g—auch das Rechteck o%r=— ( Q- g—) 20 gefunden ist
(Quadratur), ist selbstverstindlich.

‘ Verwendung zur Dreiteilung des
' Winkels (Abb. 219). Da infolge
der gleichformigen Bewegung der
Bogen AM in seinen Teilpunkten
proportional ist zu OL bzw. 0D,
. ergibt sich die beliebige Teilung
o~ ‘eines Winkels M 04 einfach in
q LN der Weise, dafl man z. B. DC in
b =26 E und F' drittelt und dann durch
1 EG| FH| 04 die entsprechenden
/ Y \ Punkte der Quadratrix sucht. Zieht
2 ] man dann durch diese Punkte die
Abb. 215 At 219 Radien OJ und OK, so ist Bogen

’ ’ AK = Bogen KJ= Bogen JM.

g S A4 ¢
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1. Tangentenkonstrulktionen nach der Theorie des augenblicklichen Dreh-
punktes. Die Theorie des augenblicklichen Drehpunktes, wie sie vor
allem von Roberval nnd Torricelli zur Bestimmung der Kurventan-
genten ausgebildet wurde, ist in der einfachen Form, in der wir sie
gebrauchen, anwendbar. bei allen Kurven, die durch Bewegung eines
starren Systems érzeugt werden kénnen. Man geht bei dieser kine-
matischen Betrachtung der Kurve von dem Gedanken aus, dafll die
Richtung der Tangente in einem bestimmten Kurvenpunkt tiberein-
gtimmt mit der Bewegungsrichtung, die der betr. Punkt als Punkt
des bewegten Systems in dem betr. Augenblick hat. Diese Momentan-
bewegung des Systems ist aber eine Dreh-
bewegung um einen bestimmten Punkt, [l8__ « P
den augenblicklichen Drehpunkt, Hat man
diesen gefunden, so stellt seine Verbindung
mit dem Kurvenpunkt den Radius des
Kreises dar, auf dem sich der Kurven-
punkt gerade bewegt, sie ist also Kur-
vennormale und die Senkrechte zu ihr —
durch den Kurvenpunkt die gesuchte - '
Tangente. Kennt man von zwei anderen
Punkten des Systems die Bewegungsrichtungen in dem betr. Augen-
blick, so ergeben die beiden Lote, die man auf diesen bekannten
Bewegungsrichtungen errichtet, den Drehpunkt, :

Das Beispiel der Ellipse wird die Methode am besten erldutern.
Denke ich mir die Ellipse erzeugt durch einen Punkt P eines Stabes
AB, der mit seinen Endpunkien auf den Schenkeln eines rechten
Winkels gleitet, so haben die beiden Endpunkte im dargestellten
Augenblick (Abb, 220) die durch die beiden Pfeile markierten Be-
wegungsrichtungen. A sowohl wie B und damit die ganze Strecke AB
drehen sich in diesem Augenblick um einen Punkt D, den man er-
hilt, wenn man auf den augenblicklichen Bewegungsrichtungen von
A und B, d. h. auf den Schenkeln des rechten Winkels, die Lote
errichtet, Demnach ist DP Kurvennormale und das Lot auf DP in
P die gesuchte Kurventangente ¢

9. Definition der Hiillkurven. Sei F' (x,y, @) eine Funktion der drei
Verinderlichen z,y, @, so dal8 I (x, y,.a) =0 fiir jeden bestimmten
Wort des Parameters ¢ die Gleichung einer Kurve bedeutet. ¥ (x,y,2)=0
stellt mir dann fiir ein veriinderliches a eine Kurvenschar dar. Wird
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nun, nachdem @ einen bestimmten Wert erhalten hat, dem Parameter
der neue Wert a4+ Aa erteilt, so erhili man eine zweite Kurve mit
der Gleichung F (2,y4,0+ 4 a) = 0. Die Koordinaten derjenigen
- Punkte, die beiden Kurven angehdren, befriedigen auch die Gleichung

Fle,g,a+Aa) — Flzy, a)_o
Aa -

Fiir lim da =0 geht diese Gleichung iiber in den partiellen Diffe-
rentialgquotienten nach a:

S F(my,a)

— e = 0.

Man sagt nun, die durch ¥ (a2, y, ¢} =0 dargestellte Kurvenschar
besitze eine Hiillkurve, wenn die Elimination von @ aus den Glei-

chungen F (z,9,0) =0 und E—%M'= 0 wieder die Gleichung
einer Kurve
f(m: y) =0

liefert,  die mir dann also die Gleichung der "Hiillkurve zu jener
Kurvenschar darstellt. Die Hiillkurve ist demnach der geometrische
Ort derjenigen Punkte, die je zwei benachbarte Kurven der Schar
gemein haben, wenn sie unendlich nah zusammenriicken.
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ANHANG II

ﬁbungssﬁoﬁ' : Aufgaben. Lehrsiize. Neue Kﬁrven.

1. Gegeben ist ein Kreis mit einem festen Umfangspunkt O. Die
Tangente in einem beweglichen Kreispunkt P schneidet die in O
auf OP errichtete Senkrechte in Q. Welches ist der Ort fiir @?
(Zissoide) ' \

2. Welche Kurve beschreibt der Umkreismittelpunkt des Seiten-
dreiecks einer geraden Pyramide von gegebener guadratischer Grund-
fliche, wenn die HShe der Pyramide verindert wird? (Zissoide)

3. Den Ort des Hohenschnittpunktes aller gleichschenkligen Drei-
ecke mit zwei festen FEcken zu ermitteln. (Strophoide)

4. Bin gerader Kreiszylinder wird von einem Ebenenbiischel ge-
schnitten, dessen Triger den Zylindermantel berithrt und senkrecht
zur Achse des Zylinders verliuft. Bestimme den Ort der Brennpunkte
der entstehenden Ellipsen. (Strophoide)

5, In die Schleife der Strophoide seien gleichschenklige Dreiecke
mit der Spitze im Doppelpunkt der Kurve gezeichnet. Welches unter
diesen beschreibt bei der Drehung um die Achse den gréfiten Kegel ?

. 6, Lehrsatz: Die Scheitel aller Hyperbeln mit gemeinsamer Asym-
ptote und gemeinsamem Brennpunkt F) liegen auf einer Strophoide,
deren Asymptote der Ort des zweiten Brennpunktes st

7. Legt man durch den Scheite] O eines Kuartesischen Blattes einen
beliebigen Strahl, so schneidet dieser die Kurve aufler in O noch in
zwei Punkten P, und P,. Welches ist bei veriinderlichem Strahl der
geometrische Ort des vierten zu O konjugierten harmonischen Punk-
tes O’'? (Eilipse)

8. Der auf der positiven Seite der x-Achse liegenden Lemniskate
(2% +y%)* = 2 ¢ (z* —y*) sind Rechtecke eingezeichnet, deren Seiten
die Richtungen der Achsen haben. Welches unter diesen Rechtecken
beschreibt bei Umdrehung der Figur um die y-Achse den gréfiten
Hohlzylinder ?

9. In welchen Punkten wird eine Lemniskate von einer Hyperbel
geschnitten, deren Brennpunkte mit den Scheiteln der Lemniskate
und deren Scheitel mit den Brennpunkten der Lemniskate zusammen-
fallen?
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10. Lehrsatz: Die Halb.erungslinie des Winkels, den die Brenn-
strahlen eines Lemniskatenpunktes miteinander bilden, trifft die Kur—
venachse in einem Punkt, dessen Abstand vom Kurvenmittelpunkt
gleich dem von dem betreffenden Kurvenpunkt ist,

11. Wo liegen die Spitzen aller Dreiecke, die eine feste Strecke .

als Grundlinie besitzen und die Eigenschaft haben, dafl die Hal-
bierungslinie des Winkels an der Spitze gleich der halben Differenz
der von ihr auf der Grundlinie gebildeten Abschnitte ist? (Lemniskate)

12. Lehrsatz: Das von einem Brennpunkt der Lemniskate auf einen
beliebigen, vom Doppelpunkt ausgehenden Fahrstrahl gefillte Lot
halbiert die zwischen Achse, Fahrstrahl und Kurve liegende Fliche.

13. Auf der Normalen einer gleichseitigen Hyperbel mit dem
Mittelpunkt O sind von einem Kurvenpunkt P aus die Strecken QP
abgetragen. Wie heifit die Gleichung der Kurve, die von den End-
punkten der abgetragenen Strecken beschrieben wird? (Cass. Kurve)

14. Fiir alle Konchoidenarten gilt folgende Tangentenkonstruktion:
Ist O der Pol der Konchoide, P ein Konchoidenpunkt, in dem die
Tangente zu zeichnen ist, @ der entsprechende Punkt der erzeugen-
den Kurve C, so ziehe man OQP und die Kurventangente in .
Darauf zeichne man parallel zu dieser Tangente PP, = 0@ und
PyR = QP, ziehe weiter durch R eine Parallele zu OP und fille
auf diese Parallele das Lot von P, das die Parallele in T trifit.
Dann ist TP die gesuchte Konchoidentangente (s. Timerding, Zeich-
nerische Geometrie, 19. Kap. Konchoiden).

15. Eine Reihe von Extremaufgaben zur Kardioide enthilt die be-
kannte Aufgabensammlung von Martus:

a) Welches ist der #uflerste linke Punkt der Kurve?
b) Welches ist der hdchste Punkt der Kurve?
¢) Welches ist das gréfite gleichschenklige Dreieck, das sich der
Kurve einbeschreiben 1:iBt, wenn seine Spitze mit der Kurven-
spitze zusammenfillt? '
d) Welches ist das ebenso gelegene gleichschenklige Dreieck von
grofitem Umfang?
e) Welcher der bei Drehung der Figur um die 2-Achse entstehenden
Kegel hat den groften Mantel?
f) Welcher dieser Kegel hat den groffiten Rauminhalt?

16, Durch die Spitze einer Kardioide lege man einen beliebigen
Strahl, der die Kurve in P, und P, trifft. Der vierte harmonische
Punkt zu O beziiglich P, und P, sei O'. Welches ist der geometrische
Ort fir O'? (Zissoide) '
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17. Man bestimme die Hiillkurve der Kreise, die {iber den einzelnen
Fahratrahlen einer Kardioide als Durchmesser beschrieben werden
kdnnen, ’

18. Zur Rosette: Die Rosette gehort zu der grofien Klasse der Rosen-
kurven, die durch die Polargleichung r==asin p@ oder anch r—
acos @ dargestellt werden, worin g eine positive Zahl bedeutet,
Es sei im besonderen hingewiesen auf das gleichseitige Dreiblatt, (drei-
schleifige Hypozykloide), das sich nach seiner Polargleichung r—

" 4bcos 3¢ leicht zeichnen 1liBt. Wie die Rosette kann auch diese

Kurve als Hypotrochoide erzeugt werden, wenn man m =2 und
d = 2b setzt. Thre Gleichungen lauten dann ‘

y == 25 (sint —sin 27)
oz =2b (cost -+ cos 28).
Mit r2=2?1y% laBt sich hieraus die weitere Gleichungsform ==

3t 5. . o . . .
4b cos 7 leicht gewinnen, die sich anderseiis vermége der Bezichung

t+ 99=%t ohne weiteres in die erstgenannte Polargleichung fiber-
fihren lilt. Endlich sei erwihnt, dufl sich das gleichseitige Dreiblatt
als Fuflpunktkurve der Steinerschen Kurve ergibt, wenn man vom
Mittelpunkt des Inkreises auf die Tangenten der Steinerschen Kurve
die Lote fillt.

19. Zur Sieinerschen Kurve: Aus der Steinerschen Kurve lassen sich
mehrere eigenartige Kurven als Fuipunktkurven ableiten, wenn man
von einem beliebigen Punkt einer Spitzentangente die Lote auf die
Tangenten der Steinerschen Kurve fillt. Nimmt man als diesen Punkt
die Mitte eines Kurvenzweiges (4), so erhdlt man als Fulpunktkurve
das gerade Zweiblatf. Der auf der Spitzentangente liegende Mittel-
punkt des Inkreises liefert das unter Nr. 18 erwihnte gleichseitige
Dreiblatt, und der Schnittpunkt der Spitzentangente mit dem Inkreis
(B) das gerade Dreiblatt, Die Gleichung des geraden Zweiblattes fiir
A als Pol und die Spitzentangente als Achse lautet r = 2&sing@sin2p,
die des geraden Dreiblattes fiir B als Pol r=—2bcosp cos2¢.

20. In welchen Punkten einer Epi- oder Hypozykloide stehen die
Verbindungen mit den Mittelpunkten des festen und des Rollkreises
anfeinander senkrecht? '

2Y. Lehrsatz: Eine Schar paralleler Tangenten beriibrt eine drchi-
medische Spirale in Punkten einer Kappa-Kurve.
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SCHLAGWORTER.-VERZEICHNIS

Anallagmatische Kurven:

Cassinische Kurven 100
Kartesische Ovale 145
Logarithmische Spirale 233
Pascalsche Schnecke 135
Strophoide 28

Trisektrix 37

Fufpunkthurven:

Archimedisehe Spirale 226
Kardioide 108
Lemniskate 80

Pascalsche Schnecke 126
Rosette 164

Strophoide 24

Trisektrix 35

Zissoide 11

Gegenkurven :

Begriff der Gegenkurve 26
Lemniskate 82
Strophoide 26

Hiilllurven :

Definition der Hillkurven: 247
Astroide 162, 166, 169
Epi- und Hypozykloiden 207

Zweispitzige Epizykloide 213, 214

Kardioide 110, 112, 114, 115
Kartesische Ovale 153
Lemniskate 81

Pascalsche Schnecke 132,137

Steinersche Kurve 180, 181, 183

Strophoide 29
Trisektrix 38
Zissoide 11

Integralrechnung in Anwendung:

o) Komplanation:

Astroide 174
Kreisevolvente 222
~ Zykloide 194
&) Eubatur:
Astroide 173
Doppeleilinie 188
Kettenlinie 937

Versiera 67
Zykloide 194

) Quadr atur:

Archimedische Spirale 229
Astroide 173
Doppeleilnie 187
Epi- und Hypozykloiden 215
Eappakurve 74
Kardicide 123
Kartesisches Blatt 48
Kettenlinie 237 )
Kreisevolvente. 221
Lemniskate 88
Logarithmische Spirale 233
Pascalsche Schnecke 140
Rosette 160
Steinersche Kurve 183
Strophoide 30
Trisektrix 42
Versiera 67
Zissoide 16
Ziykloide 193

d) Rektifikation:
Astroide 173
Epi- und Hypozykloiden 214
Eardicide 124
Kettenlinie 236
Kreisevolvente 221
Logarithmische Spirale 233

- Bteinersche Kurve 183

Zykloide 193

e) Schwerpunktsbestimmung:

Astroide 175
Versiera 68
Zykloide 194, 195

Tnverse HKurven:

Kardioide 109

Lemniskate 80
Logarithmische Spirale 233
Pascalsche Schnecke 129, 135
Strophoide 25

Trisektrix 37

Zissoide 12

Kinematisch erzeugle Kurven;

a) Rollkburven
Archimedische Spirale 226
Astroide 161
Epi- und Hypozykloiden 203
Kardioide 108
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Kettenlinie 238
Kreisevolvente 217
Logarithmische Spirale 233
Pascalsche Schnecke 126
Roselte 156

Steinersche Kurve 175
Zissoide 11

Zykloide 189

b) Durch Drehung zweier Strahlen:

Pascalsche Schnecke 132
Rosette 158

Strophoide 19

Trigektirix 32

¢} Durch Bewegung eines starrven Win-
kels (Dreiecks):
Archimedische Spirale 226
Kappakurve 71, 72
Kartesische Ovale 146
Pascalsche Schnecke 131, 134
Strophoide 23, v4
Trisektrix 34, 35.
Zissoide 10

d) Durch ein Gelenkparallelogramm:

Astroide 162

Epi- und Hypozykloiden 210
Kardioide 110

Pascalsche Schnecke 127
Rosette 158

Steinersche Kurve 132

¢) Durch zirkelertige Mechanismen:
Koncheide 105
Lemniskate 79
Pasealsche Schnecke 139
Zissoide 9

Kérperschnilte:

Cassinigche Kurven 92
Kartesische Ovale 143
Kreisevolvente 219, 228
Lemniskate 82, 84
Quadralrix 244
Zykloide 201

Konchoiden:

Begriff der Eonchoiden 102
Archimedische Spirale 226
Doppeleilinie 185

Kardicide 107

Konchoide des Nikomedes 102
Pascalsche Schnecke 125
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Tangentenkonstruktionen nach der
Methode des augenbiicklichen Dreh-
punkies:

Begriff 247

Astroide 169

Doppeleilinie 187

Epi- und Hypozykloiden 205
Kappakurve 72

Kardioide 117

allgemeine Konchoide 102
Konchoide des Nikomedes 105
Kreisevolvente 221
Lemniskate 87

Pascalsche Schnecke 139
Rosette 159

Steinersche Kurve 176
Strophoide 27

Trisektrix 40

Zissotde 13

Zykloide 191

Verwendung bei den Unlosbaren
Problemen:

¢t) Dreiteilung des Winkels:
Archimedische Spirale 225
EKonchoide des Nikomedes 107
Pascalsche Schnecke 139
Quadratrix 246
Trisektrix 44

b) Quadratur des Kreises:
Quadratrix 245

¢) Eektifitation des Kreises:

Archimedische Spirale 229
Quadratrix 245

d) Verdoppelung des Wiirfels:
Doppeleilinie 188
Konchoide des Nikomedes 106
Zissoide 17

Verzeichnis der behandelien Kuwen:

Archimedische Spirale 225
Astroide 160

Cassinische Kurven 89
Doppeleilinie 184

Dreispitzige Hypozykloide 175
Epizykloiden 203
Hypozykloiden 203
Eappakurve 70

Kardioide 107

Kartesisches Blatt 44
Kartesische Ovale 140
Kettenlinie 235

Konchoide 102
Kreisevolvente 217
Lemniskate 77
Logarithmische Spirale 230
Pascalsche Schnecke 125
Quadratrix 241

Rosette 155

Serpentine 60
Steinersche Kurve 1756
Strophoide 18

_Trisektrix 31

Versiera 64

Zissolde 7

Zweispitzige Epizykloide 213
Zykloide 18%
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