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Klassische Konstruktionen

Wir wollen zunichst die Wiirfelverdoppelung und die Winkeldreiteil-
ung vorstellen, zwei klassische Probleme der Antike, zu deren Losung
man die spiter folgenden Kurven nutzten kann.

Diese beiden Probleme lassen sich nicht mit Zirkel und Lineal 16sen.
Um das zu beweisen, iibersetzen wir die klassischen Konstruktionen in
die Sprache der Algebra.

Um die Bilder der Konstruktionen iibersichtlich zu halten, setzten wir
voraus, dass wir Lingen iibertragen kdnnen und senkrechte sowie par-
allele Geraden direkt konstruieren konnen. Konstruktionen dieser Art
sind dquivalent zu solchen mit Lineal und instabilen Zirkel und erspa-
ren uns mehrere Hilfskonstruktionen.

Fiir zwei gegebene Punkte konnen wir die Gerade durch diese Punkte
ziehen, oder einen Kreis durch einen Punkt mit dem anderen als Mit-
telpunkt konstruieren. Durch schneiden von Geraden und Kreisen mit-
einander erhalten wir neue Punkte in der Ebene. Wir starten mit zwei
Punkten (0,0) und (1,0) in der Ebene.

Eine nicht-negative Zahl a heifit konstruierbar, wenn wir den Punkt
(a,0) in der Ebene auf diese Weise konstruieren konnen.

Punkte der Form (z,0) mit ganzzahligen z lassen sich konstruieren, in
dem wir iterierte Kreise mit Radius r = 1 ziehen. Die erste Abbildung
am Seitenrand zeigt eine Konstruktion um das Produkt zweier Zahlen
zu erhalten. Die selbe Konstruktion kann fiir Division genutzt werden
in dem wir substituieren

b
X w a Xy b yv»a.

Auf diese Weise kénnen wir also alle rationalen Punkte nur durch Ge-
raden konstruieren. Die zweite Abbildung zeigt eine Konstruktion fiir
die Quadratwurzel einer Zahl. Da die rationalen Zahlen unter Wurzel-
ziehung nicht abgeschlossen sind, miissen wir den Korper Q erweitern.



Korpererweiterungen

Ist ¢ eine positive rationale Zahl, aber \/E ist irrational, so bezeichnen

wir mit Q[\/E] den Korper {p + qx/zlp, q € Q}. Wir nennen Q[\/E]
eine quadratische Erweiterung von Q. Sind

Fo=Q
Fy= ko [ya]
—

Fr = Fr—1 [\/C—k]

so nennen wir Fy, Fy, ..., Fi eine iterierte quadratische Korpererweite-
rung von Q.

Die Vereinigung aller solchen Erweiterungen bezeichnen wir mit E.
Mit unseren bisherigen Konstruktion kénnen wir alle Punkte in E?
konstruieren.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wir wollen zeigen, dass E genau allen konstruierbaren Zahlen ent-
spricht. Dazu zeigen wir zuerst mehrere kurze Lemmata. Im folgenden
bezeichnen wir einen beliebigen Korper mit F.

Lemma. Die Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte in F? hat
Koeffizienten in F.

Beweis. Seien (a,b) und (u,v) zwei solche Punkte. Da (v—b)x — (u —
a)y + (ub — av) = 0 die Gleichung der Gerade durch diese Punkte ist
und F ein Korper ist, folgt die Behauptung.

Lemma. Falls der Mittelpunkt eines Kreises und ein beliebiger Punkt
auf dem Kreis Koordinaten in F haben, so hat die Gleichung des Krei-
ses Koeffizienten in F.

Beweis. Sei (p, q) der Mittelpunkt und (a, b) ein Punkt auf dem Kreis.
Die Gleichung eines solchen Kreises ist

x=-pP+0-9?*-(a-pP-(b-9*=0
und nach ausmultiplizieren
x2+y?—2px—-2qy+a(p—-a)+b(2q—-b)=0

mit Koeffizienten in F.



Lemma. Der Schnittpunkt zweier Geraden zu einer Polynomgleichung
mit Koeffizienten in F hat Koordinaten in F.

Beweis. Es seien zwei nicht parallele Geraden gegeben durch

ax+by+c=0
ux+vy+w=0.

Wir erhalten die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden

X _bw-cv _cu—aw

" av—bu Y= 20 —bu
indem wir in den Gleichungen jeweils y oder x isolieren. Da die Ge-
raden nicht parallel sind ist av — bu # 0. Da alle Koeffizienten in F
liegen, sind auch xg und y, in F.

Lemma. Die Schnittpunkte einer Geraden und eines Kreises zu Poly-
nomgleichungen mit Koeffizienten in F haben Koordinaten in einer
quadratischen Erweiterung von F.

Beweis. Die Gerade sei gegeben durch ax + by + ¢ = 0 und der Kreis
durch x2 4+ y?> +ux+vy +w = 0. Mit

d=(ub—-ag)®+4cl(au+gb—c)—4w(a®+b?

wobei d > 0, da sich sonst die Gerade und der Kreis nicht schneiden,
lauten die Koordinaten der Schnittpunkte

abv—2ac—b*u+b\d

o1 = 2(a? + b2)
B abu—2bc—a?v+ayd
Yo = 2(a% + b2)

Die Schnittpunkte (xg,y) und (x;,y;) liegen somit in der quadrati-
schen Korpererweiterung F [\/E] Falls es ein e in F gibt mit e? = d,
liegen sie sogar in F selbst.

Lemma. Die Schnittpunkte zweier Kreise mit Koeffizienten in F haben
Koordinaten in F.

Beweis. Das Gleichungssystem der beiden Kreise

x> +y’+ax+by+c=0

x> +y’+ux+vy+w=0
lasst sich umformen in das Gleichungssystem

(a—uwx+bB-v)y+(c—w)=0
X +y’+ux+vy+w=0



indem wir die zweite Gleichung von der ersten subtrahieren. Die erste
Gleichung beschreibt nun eine Gerade als Polynomgleichung mit Koef-
fizienten in F und der Beweis folgt sofort aus dem vorherigen Lemma.

Theorem. Die konstruierbaren Punkte entsprechen E2.

Beweis. Wir hatten schon gezeigt, dass alle Punkte in E? konstruierbar
sind. Um die Umkehrung zu zeigen, nutzen wir die vier Lemmata.

Da wir mit den Punkten (0,0) und (0,1) in F? = Q? starten und in den
Lemmata gezeigt haben, dass wir nur neue Punkte im Korper selbst
oder in quadratischen Korpererweiterungen konstruieren kénnen, folgt
direkt, dass alle konstruierbaren Punkte Koordinaten in E besitzen.

Somit entsprechen die konstruierbaren Zahlen genau den nicht-negativen
Zahlen in E.



Nullstellen in quadratischen Erweiterungen

Lemma. Sei F [\/E] eine quadratische Korpererweiterung von F und
g ein Polynom dritten Grades mit Koeffizienten in F. Besitzt g eine
Nullstelle in F [\/E ] , S0 hat g ebenfalls eine Nullstelle in F.

Beweis. Sei a € F[\/E] mit g(a) = 0.Falls a € F soistnichts zu
zeigen. Andernfalls definiere die Konjugation * in F [\/E ] durch

(x+yve)*=x-yye
Da a ¢ F, gilt a # a* und deshalb ist a* eine weitere Nullstelle von f.
g(a)=q(@)*=0*=0

Da (x — a) und (x — a*) Teiler von q sind, ldsst sich g faktorisieren
alsg(x) =(x—a)(x—a*)(x — b),wobei b € F [\/E] Die Nullstelle b
muss sogar in F liegen, denn sonst wire b* eine weitere, von a, a* und
b verschiedene Nullstelle. Dies ist nicht moglich, da g als Polynom
dritten Grades nur drei Nullstellen besitzen kann. Somit ist dieses b

die gesuchte Nullstelle.

Konstruierbarkeit der Nullstellen

eines rationalen kubischen Polynoms

Theorem. Sei q ein kubisches Polynom mit rationalen Koeffizienten,
aber ohne rationale Nullstellen. Dann sind die Nullstellen von g nicht
konstruierbar.

Beweis. Angenommen es gibt eine konstruierbare Nullstelle a von ¢,
dann existiert eine Kette von quadratischen Korpererweiterungen

Q=F,CF CFC-CF

derart, dass a € Fy.Da die Koeffizientenin Q = Fy C Fj_; liegen,
folgt aus dem vorherigen Lemma, dass q ebenfalls eine Nullstelle in
Fj_; hat. Somit hat g nach wiederholtem Anwenden des Lemmas eine
Nullstelle in Fy = Q. Dies ist ein Widerspruch, denn g besitzt keine
rationale Nullstelle. Es folgt, dass es kein solches a gibt.



Wiirfelverdoppelung

Die Aufgabe der Wiirfelverdoppelung ist eines der klassischen Proble-
me der Antike. Fiir eine gegebene Liange a soll eine Liange x gefunden
werden, so dass x3 = 2a3. Ein Wiirfel mit Seitenldnge x hat also das
doppelte Volumen im Vergleich zu einem mit Seitenlinge a.

Einer Legende nach wurden die Bewohner der Insel Delos von ihrem
Orakel aufgefordert, das Volumen des wiirfelférmigen Altar im Tempel
des Appdllon zu verdoppeln. Deswegen wird die Wiirfelverdoppelung
auch als Delisches Problem und der gesuchte Skalierungsfaktor 2!/3 als
Delische Konstante bezeichnet.

Die Mathematiker der Antike versuchten diese Aufgabe nur mit klassi-
schen Konstruktionen, dass heif3t mit Zirkel und Lineal, zu 16sen. Erst
zweitausend Jahre spiter wurde von Pierre Wantzel gezeigt, dass dies
nicht méglich ist.

Wir benutzen fiir den Beweis der Unmaoglichkeit das Ergebnis tiber die
Konstruierbarkeit der Nullstellen von rationalen kubischen Polynomen
aus dem letzten Abschnitt.

Die delische Konstante 2!/3 ist eine Nullstelle des Polynoms dritten
Grades mit rationalen Koeffizienten p(x) = x3 — 2. Falls wir zeigen
konnen, dass p keine rationale Nullstellen besitzt, folgt dass 213 nicht
konstruierbar ist. Wir nehmen also an, es gibt teilerfremde und ganz-
zahlige a,b mit p(a/b) = 0. Dann folgt

a
0=b_3_2
0=a’-2b

2b3=a3

Da a ein Teiler von 2 b3 ist, aber teilerfremd zu b ist, muss a ein Tei-

ler von 2 sein. Andererseits ist b ein Teiler von a3

, woraus folgt dass

b = +1. Es gilt also entweder a/b = +1 oder a/b = +2. Direktes Ein-
setzen dieser Moglichkeiten in p zeigt, dass es keine Nullstellen sind.
Unsere Annahme war falsch und es gibt keine solchen a und b. Das
Polynom p besitzt also keine rationale Nullstellen. Somit ist 21/3 nicht

konstruierbar.



Dreiteilung eines Winkels

Falls sich ein beliebiger Winkel dreiteilen ldsst, so auch der Winkel 7t/3.
Das bedeutet, dass die Zahl cos (7/9) konstruierbar ist.

Aus den trigonometrischen Formeln

sin (6 + ¢) = sin© cos ¢ + cos O sin ¢

cos (B + ¢) = cosB cosp —sin O sin ¢
lassen sich die Formeln

sin(20) = 2 sin® cos©

cos (20) = (cosB8)? — (sinB)? = 2(cosB)? — 1
sin (38) = (sin8) (4 (cos B)? — 1)

cos(36) = 4(cos0)> — 3 cos®

herleiten. Setzen wir 6 = % in der letzten Gleichung erhalten wir

T\\3 T T 1
4 (cos (§>) — 3 cos (5) = cos (5) =3
1
2
multiplizieren mit 2, erhalten wir ein Polynom dritten Grades

Setzen wir nun x = 2 cos (g) subtrahieren = von beiden Seiten und

p(x)=x3-3x-1

mit 2 cos (g) als Nullstelle. Um das Theorem iiber die Konstruierbar-
keit der Nullstellen eines kubischen Polynoms nutzen zu konnen, miis-
sen wir zeigen, dass p keine rationalen Nullstellen besitzt. Wir nehmen
also an, es gibt ganzzahlige und teilerfremde a,b mit p (%) = 0. Wir
setzen ein und erhalten nach kurzem Umformen die Gleichungen

a(a®?-3b%) =0b3
b’(3a+b) =a?

Daraus folgt, dass a = +1, b = +1 und somit % = +1. Es gilt aber

p(1)=1-3-1=-3#0
p(-1)=—-14+43-1=14#£0.
Das Polynom p besitzt also keine rationale Nullstellen. Dass heif3t 2 cos (g)

ist nicht konstruierbar und somit cos (g) ebenfalls nicht. Wir haben ei-
nen Winkel g gefunden, der sich nicht dreiteilen lédsst.
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Allgemeine Kissoiden

Betrachte zwei Kurven f und g, sowie einen Punkt P. Fiir eine Gerade
durch P, die f und g schneidet, sei C der Punkt auf der Geraden mit

PC = PG - PF = FG.

Die Ortskurve aller solcher Punkte C wird als (verallgemeinerte)
Kissoide k von f und g beziiglich P bezeichnet.

Falls die Kurven f und g als Polargleichungen gegeben sind, dann
lasst sich die Kissoide beziiglich dem Ursprung schreiben als

e =Tg— Ty
Wir erkennen, dass die Kissoide von g und f die am Punkt P gespie-

gelte Kissoide von f und g ist.

Falls die Kurven f und g in Parameterform gegeben sind
x=f@),y=tx und x=g@{),y=tx

dann ist die Kissoide von f und g beziiglich dem Ursprung gegeben
durch

x=f(@)—gW),y=tx

Fiir alle folgenden Kurven wihlen wir stets den Ursprung als Pol der
allgemeinen Kissoiden.

Gerade

Als erstes Beispiel betrachten wir die Kissoide zweier parallelen Gera-
den f(x,y) = x — 1 und g(x,y) = x — 5. Die Polargleichung der
Geraden erhalten wir durch Einsetzen von x =r cos©

5
cos6’

SoOwie I’g =

T Cos®
Somit lautet die Polargleichung der Kissoiden von f und g

5-1 4
cos® ~ cosB

ne =

Die Kissoide ist also die Gerade k(x,y) = x — 4 = 0. Falls wir die
Geraden f und g vertauschen erhalten wir die Gerade x + 4 = 0, die
Punktspiegelung von k am Ursprung.
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Kissoide des Diokles

Diokles erfand die Kissoide vor etwa 2200 Jahren, um das Problem der
Wiirfelverdoppelung geometrisch zu 16sen. Der Name stammt von dem
griechischen Wort xtoodg, das Efeu bedeutet.

Wir betrachten zunichst eine historische Konstruktion und werden
dann spiter sehen, dass es sich bei dieser Kurve auch tatsichlich um
eine Kissoide im allgemeinen Sinn handelt.

Wir starten mit einem Kreis und markieren seinen Durchmesser. Dann
konstruieren wir zwei zu dem Durchmesser senkrechte Geraden, die
den gleichen Abstand zum Kreismittelpunkt haben.

Schlie3lich ziehen wir eine Gerade von einem Schnittpunkt des Durch-
messer mit dem Kreis zu dem Schnittpunkt einer der senkrechten Ge-
raden mit dem Kreis. Der Schnittpunkt dieser neuen Geraden mit der
anderen senkrechten Gerade liegen auf der gesuchten Kurve.

Um die Polynomgleichung der Kissoiden herzuleiten fithren wir Koor-
dinaten ein. Wir setzen den Ursprung unseres Koordinatensystems am
linken Schnittpunkt zwischen Durchmesser und Kreis und machen den
Durchmesser zur horizontalen Achse. Damit wird die Kreistangente am
Ursprung zur vertikalen Achse. Wir bezeichnen den Durchmesser nun
mit 2a und den Abstand der ndher am Ursprung liegenden vertikalen
Gerade als x.

Nach dem Hohensatz von Euklid ist Hohe des grof3en blauen Dreiecks
h=VxQ2a-x)
und nach dem Strahlensatz gilt fiir die Hohe y des kleineren Dreiecks
y:h=x:Q2a—-x) undsomit y:x=h:Qa-x).

Kombinieren wir die beiden Gleichungen erhalten wir

y X Vx(Q2a-—x)

:2a—x

Die Punkte (x,y) und (x,—y) liegen auf der Kissoide. Somit ist die
Kissoide die Nullstellenmenge des Polynoms

d(x,y)=x3=y?>Qa—-x)=x>+xy>-2ay%
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Als allgemeine Kissoide

Wir betrachten nun die Kissoide des Diokles als allgemeine Kissoide
der Geraden g(x,y) = x —2a = 0 und des Kreises

cx,y)=(x—-ayY+y’—a’>=x*+y*-2ax=0.
Die Polargleichung der Geraden lautet
r=2asect
und mit r? —2ar cos® = 0 erhalten wir die Polargleichung des Kreises
r =2a cos®.

Die Polargleichung des rechten Zweiges der Kissoide des Diokles ist
nun die Differenz dieser Ausdriicke

r=2a(sec®—cos0) =2asinb tan®.

Eine lingere Rechnung liefert die Polynomgleichung fiir d (x,y), die
wir schon mit Hilfe der klassischen Konstruktion bestimmt hatten

0=2asin® tan®—r
=2a(sin®)? —r cosO
=2a (sin®)* — r cos 6 ((cos ©)? + (sin ©)?)
=(2a —r cos0)(sin0)? — r(cosB)3
=r?(2a —r cos0)(sinB)? — r3(cos B)3
=y?2Qa—-x)-x3

=x3+xy?—2ay?>=d(x,y).

Um schliefilich die Parametergleichung zu bestimmen, substituieren
wir y = xt in der Polynomgleichung und erhalten damit
2at? 2at3

X = sowie =tx= .
1412 Y 1+ t2

10



Alternative Konstruktion der Kissoide

Die Kissoide des Diokles ldsst sich auch mit einer doppelten Projektion

konstruieren. Dies ist besonders niitzlich fiir einen Apparat, der eine
Kissoide des Diokles mechanisch zeichnen soll.

Sei P der Ursprung und x = 2a eine Gerade. Parametrisiere einen

Punkt G auf dieser Geraden mit G = (2a,2at). Die Projektion von G
auf die Gerade h durch P, die parallel zu g liegt, ist H = (0,2at). Die
Gerade durch P und G ist y = t x. Die Gerade durch H die senkrecht

auf dieser Geraden steht ist
t(y—2at)+x=0
Durch Einsetzen von y = t x finden wir den Schnittpunkt D = (x,y)

O0=t({tx—-2at)+x
2at? =x(t2+1)

_ 2at?

241

xe 2at3

Y=

Dieser Punkt ist die Projektion von H auf die Gerade durch P und G.

Die Parametergleichung ist die der Kissoide des Diokles, der Punkt D
liegt also auf der Kissoiden.
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Wiirfelverdoppelung mit der Kissoiden

Nun wollen wir die Kissoide des Diokles nutzen, um das Wiirfelverdop-
pelungsproblem zu 16sen. Das Problem ist dquivalent zu der Suche nach
einer doppelten Proportion zwischen a und 2a

a.v=v.w=uw:2a

Falls wir ein solches v konstruieren konnen, ist das Problem der Wiir-
felverdoppelung gelost, denn v ist die gesuchte Seitenldnge mit

V=adw:aP=a30:aw:v)2a:w)=a*QRa:a)=2d%

Wir beginnen mit der Kissoiden x3 + xy? —2ay? = 0 und setzen

P = (0,0) M = (a,0)
A=(2a,0) B =(a,2a).

Die Gerade durch A und B schneidet die Kissoide in dem Punkt C mit
den Koordinaten (x,y). Die Projektion dieses Punktes auf PA bezeich-
nen wir als N und den Schnittpunkt von PC mit MB als V.

Da C = (x,y) auf der Kissoiden liegt, ist die Gleichung

3
2 x

:2a—x

y

erfiillt. Somit gilt fiir die Abstdnde der bisher definierten Punkte
INC|? = [PNJ® : |PA—PN| = |PN]® : [NA]
und nach Teilen durch |PN|3 Multiplikation mit |NC|
INC3| : |PN|*> = NC| : [NA|.

Da die die folgenden Dreiecke jeweils dhnlich sind

PCN ~ PVM BMA ~ CNA
folgt sofort, dass auch das folgende Verhiltnis besteht

IMV]? : |PM]® = [MB| : [MA.

Setzen wir [MV| = v so gilt also

12
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Strophoide

Sei g eine Kurve und P sowie A zwei Punkte. Auf einer Geraden durch P,
die g in G schneidet, gibt es zwei Punkte V und W mit

VG| = |[WG| = |AG|

Die Strophoide s von g beziiglich dem Pol P und dem fixierten Punkt A
ist die Ortskurve aller solcher Punkte V und W. Der Name stammt von
dem griechischen Wort stréphos fiir Band oder Seil.

Als Beispiel betrachten wir eine Gerade die durch den Pol P geht. Dann
schneiden all anderen Geraden durch P diese Gerade in P selbst. Die
Strophoide von g ist also die Ortskurve aller Punkte, deren Distanz zu
P die selbe ist wie die von P zu A. Sie ist ein Kreis.

Gerade Strophoide

Wir betrachten einen Kreises mit Radius b um den Pol P = (b,0)

und den fixierten Punkt A im Ursprung (0,0). Auflerdem sei [ die

zur x-Achse senkrechte Gerade durch P. Ein beliebiger Strahl durch

A schneide die Gerade | im Punkt L. und den Kreis in C. Der Punkt W
des Strahls ist Punkt einer geraden Strophoide, wenn gilt

|AW| = |LC]

Die Gerade CP schneidet den Kreis ein weiteres Mal in D. Wir verbin-
den A mit D und verldngern die Gerade auf der einen Seite bis zum
Schnitt mit [ in M und auf der anderen Seite bis sie die Verldngerung
von PW in V schneidet.

Behauptung: V ist nun ebenfalls Punkt der geraden Strophoide.

Beweis: Aus dem Satz von Thales folgt die Kongruenz von AAPL und

AWPC. Damit ist SWPC = 7, also auch sDPV. Aus xAPM = Z folgt

nun:
AAPV = XMPD

Aus der Gleichschenkligkeit von ADPA (A und D liegen auf einem
Kreisbogen um P) folgt weiter:
|AP| = [DP]|
APAV = AMDP
= AVAP =~ ADMP
= |AV| = [MD|

13



Behauptung: Die gerade Strophoide ist eine allgemeine Strophoide be-
ziiglich einer Geraden g durch den fixierten Punkt A senkrecht zu AP.

Beweis: Sei g eine Gerade entlang der y-Achse und der Schnittpunkt
mit PV heifle G. Da |VP| = |PM| ist nach dem Strahlensatz |[VG| =
|GA|. Aus der Kongruenz von AAPL und AWPC folgt |PW| = |PL| und
aus der Ahnlichkeit von AGAW und AWPL |GA| = |GW|. Zusammen
ergibt sich

VG| = WG] = |GA]

Behauptung: Die gerade Strophoide ist eine allgemeine Kissoide be-
ziiglich der Geraden [(x,y) = x — b = 0 und des Kreises c(x,y) =
(x=b)?+y?>—b?=0.

Beweis 1: Aus dem Verhiltnis (PL : AP) = (x : y) (Koordinaten des
Strophoidenpunktes W) folgt PL = yTb . Weiterhin sind wegen |AW| =
|LC| die Koordinaten von C: x¢c = b+ x und yc = b% +y. Eingesetzt in
die Gleichung des Kreises folgt:

(b+x—b)2+(b%+y)2=b2

Y EX hrx2 T brx
Sy=xq 22X
= b+x

Wechselt man nun mit x = rcos© und y = rsin© in Polarkoordinaten,
erhilt man:

b—rcosb
b+ rcosb
bsin®0 + rsin®0cos0 = bcos?0 — rcos3 0

2 2

r2sin%0 = r2 cos2 0

b(sin® 6 — cos? B) = —r cos B(cos2 6 + sin® )

—bcos20 = —rcosH

cos 20
=b cos®

Diese Polargleichung lédsst sich auch schreiben als:

o 0828 _ 2cos?6—1
$7 7 cos® cos©

=b (2 cosO—secb)=1r.—n

Somit ist die gerade Strophoide die allgemeine Kissoide der Geraden
1 = b secO und des Kreises 7. =2 b cos0.

Beweis 2: Die Konstruktionsbedingung |[AW| = |LC| ist die Bedingung
fiir eine allgemeine Kissoide mit Punkt W, wobei L der Schnittpunkt
mit der Geraden I, C der Schnittpunkt mit dem Kreis ¢ und A der feste
Punkt ist.

14



Z

N

2\

N

Quadratur der Strophoide

Zunichst berechnen wir das allgemeine Integral der Strophoide mit der

Polargleichung r =b Cc"os;zee :
1 b? [ cos?26
J= E frz do = 7 —(COS 6)2 do
=b_2 (2cos?8 —1)? dezb_z'/4cos46—4c0526+1de
2 (cos 6)2 2 (cos 6)2
=b—2 (400526—4+L) d6=b—2[sin26+tan6—26]
2 cos? 0 2

Die obere Hilfte der Schleife ist parametrisiert mit 0 < 6 < % . Somit
erhalten wir fiir die Schleifenfldche S:

2

b* . 0=m/4 T
S=2- = [sin20 +tan® - 26] §=7"* = b* (2- 3)

2

Um die Fliche zwischen Asymptote und Kurve zu bestimmen, betrach-
ten wir zunédchst den Bereich % <0< % . Die Fldche J; beginnt unter-
halb der Geraden mit 6 = % und wird von der Asymptote (x = —b bzw.
r = % ) und der y-Achse begrenzt. Von ihr subtrahieren wir J,, die

Flidche zwischen dem unteren Zweig der Kurve und der y-Achse.

b [T 1 b o 8=
Jl = 7 /; W do = 7 [tan@] B=7/4

b2 _
J, = = [sin20 + tan 6 — 26] oo

b? g 8=m2 _ b2
J=I, -7, = > [26 — sin 20 Siﬁ -5 [§+1]

Somit erhalten wir, durchs Addieren der fehlenden Fliche b; ZWi-

schen der Geraden, der Asymptoten und der x-Achse, die untere Hilfte
der gesuchten Fliche:

2 2 12

2 2

F b2 m b2 b% /m
1] 2 ( 2 1 2)
Die Gesamtfldche eingeschlossen zwischen der Asymptoten und der
Kurve ist demnach
_ 12 s
F=b (2 + 2)
Addiert zu der Schleifenfliche S erhalten wir 4b?, die Fliche eines
Quadrates mit Seitenldnge 2b. Aufierdem féllt auf, dass die Differenz
7tb? der beiden Flichen dem Inhalt des Kreises mit Durchmesser 2b

entspricht, an welchem die Kurve konstruiert wurde.
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Trisektrix von Maclaurin

Die Trisektrix ist beschrieben iiber den Schnittpunkt P zweier Strahlen,
welche sich um die Punkte S und O mit Abstand 2a drehen. Dabei
dreht sich der Strahl um O dreimal so schnell wie der um S. Wir defi-
nieren SP = p mit APSX =19 und OP =r mit £POX = ¢ = 37.

Aus den definierten Winkeln folgt 4OPS = 2{ und damit ergibt sich
nach dem Sinussatz:

r _sinyp siny _a a

= — = = r = =
2a sin2y 2sinYpcosP cosy cos%

Dies ist die Polargleichung fiir den Pol in O. Da sich P auch iiber p
ausdriicken lédsst, ergibt sich psin{ = rsin 3. Wenden wir die gerade
bestimmte Polargleichung und eine Relation fiir sin 3} an, so erhalten

wir:
psiny = % (3siny — 4sin® D)
p= coc;p (3 — 4sin®1)
= cocélb (4cosPp—1)
=4acosy — ﬁ

Dies ist die Polargleichung fiir den Pol S. In ihr erkennen wir die allge-
meine Kissoide aus dem Kreis ¢ (x,y) = (x — 2a)? + y?> — (2a)?> = 0 und
der Geraden g (x,y)=x—a=0.

In kartesischen Koordinaten ergibt sich:

) 2
’—x2+y2= dax a\'x=+y

x3 + xy? = 4ax? — ax?® — ay?
Sy 3a—x
Y=V T+ x

Dreiteilung des Winkels

Um mit Hilfe der Trisektix einen Winkel zu dritteln, trigt man diesen

zundchstin O = (2a,0) gegen die x-Achse auf. Der Schnittpunkt mit

der Trisektrix sei P. Nun erhilt man sofort das Drittel des Winkels ge-
gen die x-Achse beim Auftragen des Strahls vom Ursprung durch P.
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Kartesisches Blatt

Das kartesische Blatt (folium cartesii) wurde nach René Descartes be-
nannt und lédsst sich aus der geraden Strophoide oder der Trisektrix von
Maclaurin erzeugen.

Erzeugung aus der geraden Strophoide

Wir betrachten eine gerade Strophoide mit Scheitelpunkt O und Dop-
pelpunkt S. Es sei SO = b. Wir definieren nun p = SP’ fiir einen Punkt
P’ der Strophoide und benennen den Winkel £P’SX = 6. Somit gilt

cos 20
cos©

Der Schnittpunkt der Verldngerung von SP’ mit der senkrechten Gera-
den durch O sei A.Nun wihlen wir eine Punkt P auf SP’, sodass SP’
in P und A harmonisch geteilt wird. Dafiir muss gelten:

(SP : PP’ = SA : AP')

Definieren wir noch SP = r so folgt:

b
r - cos®6 _ b

—_r b _ _b_ 5]
p—r 2 —p p cos
N 8_1: b —bcos26

r b

=> 9 cos 29 =2 —cos 20
r cos®

cos 26

>r=>b cos 6(2 — cos 20)

Dies ist die erste Polargleichung des kartesischen Blattes. Nun kommt
die Umwandlung in rechtwinklige Koordinaten:

cos? 0 — sin” B
cos 8(2 — cos2 6 + sin® 0)

\/m - b (x? —}’2)\/35274‘3’2

x(2(x2 +y2) — x2 + y?)
x(x? +3y?) = b(x* - y?)
(Bx + b)y? = x*(b—x)

IR it 3
= b+ 3x

Die Gleichung des kartesischen Blattes wird fiir gewhnlich auf ein

r =

Koordinatensystem bezogen, welches zu unserem um —% gedreht ist.

Dies erreichen wir indem wir die erste Polargleichung mit r = p und
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0=1¢— I transformieren:

_ bsin 2y
B cos(p— 7)(2 —sin 2¢)
_ 2bsiny cos P
(cos - %\/5 +sinY - %\/5)(2 — sin 21)
_ 2bsin cosP
\/E(cos P + siny)(1 — sin cosP)
—b \/5 sin{ cos Y

cos3 P + sin®

p

Durch die Substitution by/2 = 3¢ erhalten wir die zweite Polarglei-

chung:
3csin cosy

~ cos3 P+ sin® P
In kartesischen Koordinaten kommt man fiir dieses Koordinatensystem
auf die folgende Polynomgleichung:

3cxy
x3 +y3

VxZ+y2 =2 + )2 > x}+y3—3cxy=0

Erzeugung aus der Trisektrix von Maclaurin

Durch einer affinen Abbildung der Trisektrix erhidlt man ebenfalls das
kartesische Blatt. Hierbei ist die x-Achse die Affinitdtsachse und K der
Kontraktionsfaktor. Es folgt:

3a—Xx

=K.
y “V arx

Die Tangenten im Doppelpunkt der Trisektrix stehen zur x-Achse in

einem Winkel von 60°, beim kartesischen Blatt sind es allerdings nur

45°, wie man an der ersten Polargleichung sehen kann. Hieraus folgt
X

die Bedingung lim 3

= tan% =1 ank.
X,y=0

Wir erhalten
_ X /3a—x_x / 3a —x - [ b—x
y—\/g a+x 3a+3x b+ 3x

Dies ist die Gleichung des kartesischen Blattes mit Schleifendurchmes-

ser b =3a.
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G,

Fufipunktkurven

Sei g eine beliebige Kurve und P ein Punkt (Pol). Fiir jeden Punkt G
auf g gibt es einen Fuflpunkt F auf der Tangenten der Kurve bei G,
so dass PF senkrecht auf der Tangenten steht. Die Ortskurve aller sol-
cher Fu3punkte wird als Fuflpunktkurve von g beziiglich dem Pol P
bezeichnet.

Die Fuflpunktkurve einer Geraden g beziiglich P ist nur ein einzelner
Punkt, die orthogonale Projektion des Punktes P auf g, da an allen
Punkten die Tangente von g die Gerade selbst ist.

Die Fufipunkt eines Kreises ¢ mit P als Mittelpunkt ist ¢ selbst.

Kissoide als Fuf3punktkurve

Sei g eine Parabel, beschrieben iiber die Gleichung y? = 2px,und P
ihr Scheitelpunkt. Die FuBpunkte F beschreiben auf der linken Seite
der y-Achse eine Kissoide mit der Breite 2a = g .

Beweis: Nach der Tangentengleichungt: y = %(x + xg) schneidet

die Parallele zu PF im Parabelpunkt G die x-Achse in A, sodass x, =

Xg + p. Folglich ldsst sich yg = —p - tan © mit XGAX = © ausdriicken.

Da der FuB3punkt F nun durch r = —xg cos© beschrieben wird, folgt:
2

__ __Jc
r=—xg cosf = 2p cos O
2 (o2
= —wcose = —Bsinetane
2p 2

Eine an der Tangente gespiegelte Parabel hat ihren Scheitel bei R =
2r = —psinOtan 0. Somit beschreibt dieser beim Rollen der Bildparabel
iiber die Urparabel eine Kissoide mit der Breite des Halbparameters p.

Strophoide als Fufspunktkurve

Sei g eine Parabel, beschrieben iiber die Gleichung y?> = 2px,und P

der Schnittpunkt der Leitlinie y’ (x = —% ) mit der x-Achse. Die Fuf3-
punkte F beschreiben eine Strophoide mit dem Schleifendurchmesser
p=2

5

Beweis: Aus der Parabelgleichung folgt xg = % und demnach aus der

Tangentengleichung t: yyg = px + % . Uber die Gleichung des Lotes

PF: y = —yFG (x+ £) erhilt man weiterhin den Ausdruck yg = ;ﬁfz )
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Eingesetzt in die Tangentengleichung folgt:

-2 2 2 2,,2
DY _ g 2D
2x+p (2x + p)?
—4pxy? —2p%y? = 4px3 + 4p?x? + p3x + 2p?y?

(4p + 4x)y? = —x(4x? + 4px + p?)

Ein Wechsel der Ordinatenachse zur Leitlinie fithrt zur Transformation
x=x"-b(b=£)und y =y":
(b+x")y"? = —(x" = b) ((x’ =b)?+2b(x" —b) + b3
= (b—x")((x' = b) + b)?
= (b—x")x"?

Es ergibt sich der Ausdruck fiir eine Strophoide:

yl=xl b—x'
b+ x’

Trisektrix als Fuf3punktkurve

Sei g eine Parabel, beschrieben iiber die Gleichung y? = 2p(x — STP),
und P der Ursprung. Die Fu3punkte F beschreiben eine Trisektrix mit
dem Schleifendurchmesser 3b = 371’ .

Beweis: Die Gleichung des Lotes PF ist y = —y?G. Hieraus folgt der
Ausdruck yg = —% und zusammen mit der Parabelgleichung xg =

Pyzz-ifsz_z . Eingesetzt in die Tangentengleichung t: yyg = p(x+xg —3p)

erhalten wir:

—2py?y = 2px3 + p?y? + 3p2x? — 6p%x?
y2(p + 2x) = x>(3p — 2x)

_ /3p—2x
y=x p+2x

Dies entspricht der Gleichung einer Trisektrix mit b = % :

_ [3b-x
Y=V Drx
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Allgemeine Fufspunktkurve der Parabel

Die drei obigen Kurven lassen sich alle als Fufipunktkurve einer Para-
bel konstruieren und unterscheiden sich nur im Abstand d zwischen P
und dem Scheitelpunkt. Folglich lésst sich eine allgemeine Kurve kon-
struieren.

Gleichung der Parabel: y? = 2p(x — d)

Gleichung der Tangente in G:  yyg = p(x + xg — 2d)

Gleichung des Lotes PF: y = —y?Gx

Aus der Lotgleichung folgt yg = —% und zusammen mit der Parabel-
gleichung xg = gTyzZ + d. Dies setzten wir wie zuvor in die Tangenten-
gleichung ein:

—py? py?
X

=px+2x2
2

P P2 g
(2x2+x)y pd — px

+ pd — 2pd

(p + 2x) y? = 2dx? — 2x3
5 2dx*—2x3

2x+p
d—x
E+x

y=x

Dies ist die Gleichung der allgemeinen Kurve mit Schleifendurchmes-
ser d. Mit der folgender Parameterwahl erhalten wir die von uns unter-
suchten Kurven:

Kissoide: d =0
Strophoide: d = %
Trisektrix: d = 37p
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