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”
In letzter Instanz ist also der Grund

der von Pythagoras aufgefundenen

rationellen Verhältnisse in dem

Satz von Fourier zu finden,

und in gewissem Sinne ist dieser Satz

als der Urquell des Generalbasses

zu betrachten.“

Hermann von Helmholtz

(1821 – 1894)

Die Lehre von den Tonempfindungen

als physiologische Grundlage zu einer

Theorie der Musik (1862)



Pythagoras (ca 500 v. Chr.) Joseph Fourier (1768 - 1830)

Austauschstudent, Sektengründer,

Kommunist, Vegetarier, Philosoph,

Mathematiker.

Priesteranwärter, Revolutionär,

Mathematiklehrer, Politiker,

Administrator, Mathematiker.



Pythagoras:

Experimente am Monochord

griech: Monochord =
”

eine Saite“





”
Die beiden Saiten klingen harmonisch, wenn

a : b = Verhältnis kleiner ganzer Zahlen.“

zum Beispiel 1:2 oder 2:3



”
Die beiden Saiten klingen harmonisch, wenn

a : b = Verhältnis kleiner ganzer Zahlen.“

zum Beispiel 1:2 oder 2:3

”
Alles ist Zahl!“



Reihe der Obertöne

Verhältnis Ton Frequenz Tonintervall

1:1 C 66

1:2 c 132

1:3 g 198

1:4 c′ 264

1:5 e′ 330

1:6 g′ 396

1:7 b′− 462 Naturseptime 4:7

1:8 c′′ 528

}
Oktave 1:2}
Quinte 2:3

}
große Terz 4:5



1. zwölf Quinten 6= sieben Oktaven

2. fünf Quinten 6= zwei Oktaven und große Terz

Probleme der reinen Quintenstimmung:

Pythagoräisches Komma

312

219 = 531.441
524.288 ≈ 1,0136

Diatonisches Komma

34

24·5 = 81
80 ≈ 1,0125



Der eigentliche Held der Geschichte:

Der Sinus



α

a
c

sin(α) =
a

c



α

a
c

sin(α) =
a

c

45o

1

√
2

sin(45o) = 1√
2

30o
1

2

sin(30o) = 1
2



Sphärische Trigonometrie in der Astronomie

rote Winkel = gemessen

blaue Winkel = errechnet
Polarstern

beobachteter Planet

Horizont

Horizont
Himmelsäquator



Klaudios Ptolemaios
(ca. 90 - 168 n. Chr.)

Syntaxis Mathematica

(arabischer Titel: Almagest)



α

2 sin(α) = chord(2α)

1. In nachhellenistischer Zeit in Indien:

Übergang von Sehnen zu Halbsehnen

Sanskrit: (ardha-)jya = (Halb-)sehne, synon. jiva

2. Ins Arabische übernommen als Lehnwort: jiba

3. Verwechselt mit arabisch jaib = Bucht, Busen

und übersetzt ins Lateinische als sinus



α

2 sin(α) = chord(2α)

1. In nachhellenistischer Zeit in Indien:

Übergang von Sehnen zu Halbsehnen

Sanskrit: (ardha-)jya = (Halb-)sehne, synon. jiva

2. Ins Arabische übernommen als Lehnwort: jiba

3. Verwechselt mit arabisch jaib = Bucht, Busen

und übersetzt ins Lateinische als sinus

Madhava von Sangamagrama (ca. 1350 – 1425):

sin(α) = α−
α3

3!
+
α5

5!
−
α7

7!
+ . . .





1. Amplitude



2. Phase



3. Frequenz



Überlagerung zweier Schwingungen

von ähnlicher Frequenz ...

100 Hz

110 Hz



Überlagerung zweier Schwingungen

von ähnlicher Frequenz ...

... führt zu Schwebungen

100 Hz

110 Hz

Schwebungsfrequenz

110− 100

2
Hz = 5 Hz



Überlagerung zweier Schwingungen

von ähnlicher Frequenz ...

... führt zu Schwebungen

100 Hz

110 Hz

Schwebungsfrequenz

110− 100

2
Hz = 5 Hz

sin(ωt) + sin(ω′t) = 2 sin(ω+ω′
2 t) cos(ω−ω

′
2 t)



Die Wellengleichung: ftt = fxx

Beschleunigung = Krümmung



Die Wellengleichung: ftt = fxx

Beschleunigung = Krümmung



Die Wellengleichung: ftt = fxx

Beschleunigung = Krümmung



Die Wellengleichung: ftt = fxx

Beschleunigung = Krümmung



Der Sinus ist eine Eigenfunktion der Wellengleichung:

im Gegensatz zu dieser Funktion



Grundton 1. Oktave

Duodezime (Quinte) 2. Oktave



Schwingende Membran (z.B. Pauke) mit den ersten vier
(anharmonischen) Eigenschwingungen



Ton =

reine Sinusschwingung

Klang =

allgemeine periodische

Schwingung



Fourierzerlegung eines Klangs



Satz von Fourier: Jede periodische Funktion läßt sich als

unendliche Summe von Sinus- und Cosinus-

funktionen schreiben

Klanganalyse durch Angabe

des Obertonspektrums



Joseph Fourier

* 21.3.1768 † 16.5.1830

1797 Nachfolger von Laplace

an der Ecole Polytechnique

1798 Napoleon überfällt Ägypten

Gouverneur von Unterägypten

und Sekretär des Institut d’Egypte

1802 - 1815 Préfet de l’Isère

- Université Royale de Grenoble

- Trockenlegung von Sümpfen

- Bau von Fernstraßen nach Italien

1817 Mitglied der Académie des Sciences

1822 Sécretaire perpétuel

1822
”

Théorie analytique de la Chaleur“







Jean-François Champollion

* 23.12.1790 † 4.3.1832

entziffert die Hieroglyphen



Noch einmal: Konsonanz von Intervallen
nach Hermann von Helmholtz

Oktave (C:c)

Quinte (C:G)

Quarte (C:F)

große Terz (C:E)

Tritonus (C:Fis)



Noch einmal: Konsonanz von Intervallen
nach Hermann von Helmholtz

Oktave (C:c)

Quinte (C:G)

Quarte (C:F)

große Terz (C:E)

Tritonus (C:Fis)
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