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Einleitung

Die Vorstellung von dem, was Algebra ist, hat sich im Laufe der Zeit sehr gewandelt.
Im engsten Sinne ist Algebra die Lehre von der Auflosung von Gleichungen. Die da-
bei auftretenden Probleme und Phidnomene haben aber die Fragestellungen und den
Gegenstand der Untersuchung verschoben.

Die Feststellung, dal manche Gleichungen keine Losungen besitzen, machte im-
mer wieder die Erweiterung von Rechenbereichen notwendig. Um ungehindert subtra-
hieren zu kénnen, mufl man die Halbgruppe N zur Gruppe Z erweitern, um dividieren
zu konnen, erweitert man den Ring Z zum Korper Q. Die Messung von Streckenldngen
und die Erfahrung der Pythagorier, dafl es inkommensurable Strecken gibt, fiithrten zu
der Erweiterung des Korpers Q zu dem vollstdndigen Korper R. Und der Wunsch, auch
fiir beliebige polynomiale Gleichungen Nullstellen zu haben, erzwang die Erweiterung
von R zum algebraisch abgeschlossenen Korper C.

Diese Entwicklung verlief aber historisch nicht in der systematischen Weise, wie
sie diese einleitenden Sitze glauben machen konnten. Negative Zahlen wurden sehr
viel spiter erfunden als Briiche oder selbst irrationale Zahlen. Die Theorie der reellen
Zahlen als einem Korper, der durch Vervollstindigung von QQ beziiglich der Betrags-
bewertung konstruiert wird, ist viel jiingeren Datums als die Erfindung der komplexen
Zahlen, auch wenn viele Grundideen fiir die Idee der Dedekindschen Schnitte sich
schon in der Proportionentheorie von Eudoxos in den Elementen des Euklids finden.

Und die komplexen Zahlen kamen nicht auf die Welt, weil man unbedingt Wur-
zeln aus negativen Zahlen ziehen wollte — denn wozu wire das gut? — , sondern weil
Cardano Formeln zur Losung kubischer Gleichungen vor sich hatte, die in gewissen
Fillen zu Wurzelausdriicken mit negativen Radikanden fiihrten, also anscheinend un-
1osbar waren, obwohl die Gleichungen selbst offensichtlich reelle Losungen besaf3en.
Zur geschichtlichen Entwicklung speziell der Galoistheorie empfehle ich das eingehen-
de Studium des Buches Galois’ theory of algebraic equations von Jean-Pierre Tignol.

Seit dem 16. Jahrhundert wuflite man, wie Gleichungen dritten und vierten Grades
zu 16sen sind. Das Problem, auch fiir Gleichungen hoheren Grades Losungsformeln zu
finden, sei es fiir allgemeine Gleichungen, sei es fiir bestimmte Gleichungen, wie sie
im Zusammenhang mit Einheitswurzeln und der Kreisteilung auftreten, erwies sich als
schwierig. In den Arbeiten von Vandermonde, Lagrange und vor allem Galois kommt
nun ein ganz neues Element ins Spiel: Der Zusammenhang zwischen der Auflosung
von Gleichungen und den Symmetrien von polynomialen Ausdriicken in den Wurzeln
der Gleichung unter Permutation dieser Wurzeln. Der Begriff der Gruppe war der er-
ste in einer heute langen Liste von algebraischen Strukturen wie Korper, Ring, Vektor-
raum, Modul, Liealgebra, Schiefkorper, Operaden etc. Damit hat sich auch die Algebra
selbst weg von einer Lehre, wie man Gleichungen 16st, hin zur einer Wissenschaft von
den Strukturen mathematischer Objekte gewandelt. Eine Vorlesung iiber Galoistheorie
steht an der Schnittstelle zwischen der alten Lehre und der modernen Strukturwissen-
schaft. Das macht ihren Reiz aus.



4 Einleitung

Diese Vorlesungsnotizen sind nur fiir die Horer meiner Vorlesung bestimmt und
erheben keinen Anspruch auf Originalitit. Eine Vorlesung kann immer nur einen Ein-
blick in ein Gebiet geben, ohne Selbststudium geht es nicht. Dazu gehort die Lektiire
der einschlidgigen Literatur. Von den vielen existierenden Algebrabiichern (mit dem
kanonischen Titel: Algebra) mochte ich besonders die von Bosch, M. Artin, und Lang
nennen. Ich selbst habe die Galoistheorie aus dem Klassiker von van der Waerden ge-
lernt. Zu den Klassikern zihlt auch das kleine Buch mit dem eleganten Zugang von E.
Artin. Und wer die Zeit hat, sollte noch eine Generation zuriickgehen und einen Blick

und einen zweiten in das interessante Algebrabuch von Weber werfen.
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§1 Symmetrische Polynome

Es sei A ein kommutativer Ring. Die Symmetrische Gruppe S,, wirkt auf dem Po-
lynomring A[X1,..., X,] durch Vertauschung der Variablen: 7 : X; — X_). Ein
Polynom f € A[X}, ..., X,] heiRt symmetrisch, wenn es invariant unter allen Permu-
tation 7 € .5, ist. Das bedeutet, dal

F(X1, e X)) = F(Xr1ys s X)) (1.1)

fir alle 7 € S,,. Die Menge der symmetrischen Polynome bilden einen Unterring
A[X1, ..., X,]% im Ring aller Polynome.

Die Potenzsummen ¢, := X f + ...+ Xﬁ, k > 0, sind symmetrisch. Ebenso
z‘1<...<ikX X, 0 <k < n.

die elementarsymmetrischen Polynome s; := ) s
Ausgeschrieben lauten die elementarsymmetrischen Polynome fiir n = 4:

il.

s = Xi+Xo+ Xt Xy
s = XiXo+ XiXs+ X1 Xy + XoX3+ Xo Xy + X3Xy
s3 = X1 XoX34+ X1 Xo X4+ X1 X3X, 4+ XoX3Xy

sqg = X1Xo9X3Xy

Die Bezeichnungen sy, sind nicht ganz befriedigend, weil man nur aus dem Kontext auf
die Anzahl der relevanten Variablen schliefen kann. Aber zusitzliche Indizierungen
wiirden die Lesbarkeit unnotig erschweren.

Bemerkung 1.1 (Formeln von Girard! und Viete?) — In A[X7,..., X,,,t] gilt die
Beziehung

(t=X1) oo (b= Xp) =t" —s1t" o sot™ 2 4 (1) s, (1.2)

Das sind die Formeln von Girard und Viete iiber den Zusammenhang zwischen den
Koeffizienten eines Polynoms und seinen Nullstellen: Sind Aq, ..., A, € A die Null-
stellen eines Polynoms f = X" + fi X" 1 4+ fo X" 2 + ... + fu_1X + fn, so gilt

fe = (=DFsp(A1, ..., An).

Dabei sind die Nullstellen so hdufig einzusetzen, wie es ihrer Vielfachheit entspricht.

Satz 1.2 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome) — Es sei A ein kommutativer Ring.

Der Ringhomomorphismus ® : A[Yy,...,Y,] = A[X1,..., X,]%", Y; v s;, ist ein

Isomorphismus.

! Albert Girard, 1595 +8.12.1632
2Franc;ois Viete, %1540 +13.12.1603

14. April 2008
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In Worten ausgedriickt heifit das, daB sich jedes symmetrische Polynom als Poly-
nom in den elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken 146t, und zwar auf ein-
deutige Weise.

Beweis. Zunichst erhdlt man durch die Zuordnung Y; — s; wegen der universel-
len Eigenschaft des Polynomrings einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
AlY1,...,Y,] = A[X1,..., X,] . Und da die Auswertung eines beliebigen Polynoms
in beliebigen symmetrischen Polynomen wieder symmetrisch ist, liegt das Bild im Un-
terring der symmetrischen Polynome. Wir geben zwei Algorithmen an, die fiir jedes
symmetrische Polynom eine Darstellung als Polynom in elementarsymmetrischen Po-
lynomen liefern.

Algorithmus 1: Wir bezeichnen mit ¢ : A[X1,..., X,] = A[X1,..., X,—1] den
eindeutigen Homomorphismus mit ¢(X,,) = 0 und ¢(X;) = X; fiir i < n. Unter ¢
gehen symmetrische Polynome auf symmetrische Polynome, und zwar gilt ¢(s,,) =
0 und ¢(s;) = s;, das i-te elementarsymmetrische Polynom in den Unbestimmten
X1,...,Xn_1, fiir i < n.Es bezeichne ® : A[Yy,...,Y,—1] = A[X1,...,Xn_1]
den Ringhomomorphismus Y; — s;. Durch Induktion iiber die Anzahl der Variablen
konnen wir als bekannt annehmen, daf8 ®’ ein Isomorphismus auf den Unterring der
symmetrischen Polynome ist. Wir haben ein kommutatives Diagramm aus exakten Fol-

gen

0 — (X)) — AXy,.... X, 5 AXy,...,X.1] — 0
T I E
0 — (Y,) — AMY,....YV.] 5 AM,....Y.] — 0
(1.3)

Es sei nun f € A[X;,...,X,] symmetrisch. Das Polynom f’ := ¢(f) ist symme-
trisch in X7, ..., X,,_1. Nach Induktion gibt es ein Polynom ¢’ € A[Y7,...,Y,_1]
mit ®'(¢') = ¢'(s},...,s,_,) = f'. Die Differenz h := f —¢’(s1,...,8k—1) ist dann
ein symmetrisches Polynom mit g(h) = 0, d.h. X,,|h. Wegen der Symmetrie von h
wird h auch von Xs, ..., X, geteilt, und somit auch von s,. Wir setzen f = h/sp.
Nun hat f einen kleineren Grad als f und ist symmetrisch. Wir konnen also induktiv
annehmen, daB f im Bild von ® liegt. Es gibt also ein Polynom § € A[Y1, ..., Y}, mit
f=snG(s1,...,8,) + 9 (s1,---,8n-1)

Ebenso beweist man die Injektivitit: Angenommen g € ker(®). Dann liegt ¢(g)
im Kern von @’ und ist nach Induktion trivial. Daher gilt g = s,,¢ fiir ein Polynom ¢
von kleinerem Grad. Aus 0 = ®(g) = X3 --- X,, - ®(g) folgt, daB g € ker(®). Durch
Induktion iiber den Grad von g folgt, da3 g = 0 und damit auch, dal g = s, = 0.

Algorithmus 2: Dieser Algorithmus geht auf Waring® zuriick, die Eindeutigkeit
der Darstellung wurde ausdriicklich erst von GauB* formuliert und bewiesen.

Wir ordnen die Monome X¢ = X fl -+» Xdn lexikographisch, d.h. wir setzen

3Edward Waring, x1736 +15. August 1798
4Johann Carl Friedrich Gau8 1777 +1855
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X4 > x4 genau dann, wenn es ein ¢ mit der folgenden Eigenschaft gibt: d; = d}
furalle j < ¢und d; > d;.

Esseinun f = Y f; X* ein symmetrisches Polynom. Fiir das Leitmonom X ¢ von
f gilt wegen der Symmetrieannahme, dall d; > dy > ... > d,,. Das symmetrische
Polynom

dl—dg dg—d;} d,,L717d7L d
di—dz gda—da _ dn1=dn od (1.4)

g = fas
hat denselben Leitterm wie f. Die Differenz f — g hat daher einen strikt kleineren
Leitterm beziiglich der Monomordnung als f. Durch Induktion folgt nun die Behaup-
tung. Ahnlich beweist sich die Injektivitit: Das Polynom s}* - - - s“» hat das Leitmonom
g T gbe et e Die Bilder verschiedener Monome Y - - - Y unter ®
haben verschiedene Leitmonome. Deshalb kann es in ®(}~, a,,Y"”) nicht zu einer voll-
stdndigen Ausloschung aller Monome in den Variablen X; kommen. U

Eine fundamentale Konsequenz des Hauptsatzes, die wir in der Folge hiufig an-
wenden werden, ist das folgende Prinzip:

Folgerung 1.3 — Es seien A C B Ringeund f = X" +a; X" ' +... +a, € A[X]

ein Polynom, das iiber B in Linearfaktoren zertfallt:
FX)=(X=XM) o (X = ). (1.5)

Dann liegt jedes Element b € B, das sich symmetrisch und polynomiell in den Null-
stellen A1, ..., A, ausdriicken IiBt, schon in A.

Beweis. Es sei @ : A[X4,...,X,] — B der Ringhomomorphismus mit ® : X; — ;.
Die Annahme iiber b besagt, daB es ein symmetrisches Polynom f mit ®(f) = b gibt.
Nun gilt nach den Formeln von Girard und Viete, daB ®(s;) = (—1)%a; € A. Nach
dem Hauptsatz gibt es ein Polynom g € A[Y7,...,Y,| mit f = g(s1,...,s,). Es folgt
b=d(f) =g(®(s1),...,P(sn)) = g(—as,as,...) € A O

Im Falle der Potenzsummen ¢, := x¥ + ... + ¥ findet man leicht die folgenden

Umrechnungsformeln von Newton®:

tl = 51
tg = S% — 282
tg = s:{’ — 35182 + 3s3

Hier und im folgenden setzen wir s = 0, wenn k groBer als die Anzahl der betrach-
teten Variablen ist. Fiir groBere k ist die Beschreibung der ¢; als Polynome in den

elementarsymmetrischen Polynomen weniger offensichtlich.

Lemma 1.4 (Newton) — Es gilt

tn — S1tn—1 + Sotpn—o — ...+ (—1)"ns, = 0. (1.6)

5Sir Isaac Newton, %1643 +1727

18. April 2008
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Beweis. Wertet man Gleichung (1.2) in X; aus, erhélt man
0=X"— 51 X" " ...+ (=1)"s,. (1.7)
Summation iiber alle ¢ = 1, ..., n liefert die Behauptung. (]

Daraus lassen sich die t,, rekursiv durch die s, k < n, ausdriicken, ohne daf3 man
auf den allgemeinen Algorithmus des Hauptsatzes 1.2 zuriickgreifen mufl. Man beachte
den Vorfaktor n vor s, in der Identitdt (1.6). Deshalb entstehen beim umgekehrten
Auflésen nach den s,, Nenner. Die Formeln

S1 = tl
1
So = 5(1‘3—152)
= 1t3 1t to + lt
s3 = 6! 9 112 3 3

gelten daher nur in Q-Algebren.

Die Umrechnungsformeln zwischen elementarsymmetrischen Polynomen und Po-
tenzsummen lassen sich einigermallen geschlossen ausdriicken. Um solche Ausdriicke
herzuleiten, verwenden wir erzeugende Funktionen.

1.5 Exkurs: Potenzreihenringe — Es sei A ein Ring. Wir versehen die Menge B aller
Abbildungen a : Ng — A, n — a,, wie folgt mit der Struktur eines kommutativen
Rings:

(Cl + b)n = ap + by, (ab)n = Z arbn_r.
k=0

Wir notieren eine Folge a wie folgt:

oo
a= E apt”.
n=0

Der Ring A[[t]] := B heiBt Ring der formalen Potenzreihen. Statt ¢ kann natiirlich eine
beliebige andere Variable stehen. In A[[¢]] rechnet man, wie man es von Potenzreihen
aus der Anaylsis gewohnt ist. Bezeichnet man mit C{¢} den Ring der konvergenten
Potenzreihen, d.h. der Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius, so bestehen die
Inklusionen

Clt] ¢ C{t} c C[t]).

Allerdings konnen wir A[[¢]] fiir beliebige Ringe A bilden. Wir werden spiter Potenz-
reihenringe auf eine systematischere Weise als Vervollstandigungen von Polynomrin-
gen konstruieren und dann selbst zum Gegenstand der Untersuchung machen. Fiir den
Augenblick brauchen wir den Potenzreihenring lediglich als den Ring im Hintergrund,

in dem sich die Rechnungen abspielen.

1.6 Exkurs: Erzeugende Funktionen — Kombinatorische Daten lassen sich hiufig
gut organisieren, wenn man sie als Koeffizienten einer Potenzreihe interpretiert. Wir
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betrachten als Beispiel die Fibonacci-Zahlen

fOZOv flz]-v f2:]—v f3:27 ceey fn+1:fn+fn71a

und bilden die Potenzreihe

o0
F=Dfat" =t +26%+ 3t + 567 + . € Q[]].
n=0
f heiBt die erzeugende Funktion zur Folge ( f,,). Die Umwandlung der Folge in eine
Funktion ist rein formal. Sie wird erst dann niitzlich, wenn es gelingt, die kombina-
torischen Informationen iiber die Folge, also zum Beispiel Rekursionsrelationen, in
eine algebraische Gleichung oder eine Differentialgleichung fiir f zu iibersetzen. Im
Beispiel der Fibonaccizahlen geht das so: Die Rekursionsrelationen zwischen den f,
lassen sich durch die eine Gleichung
f=tf+tf+t
oder dquivalent .
I=%ii1
ausdriicken. Damit ist viel gewonnen, denn die rechte Seite kann jetzt mit den Stan-
dardmethoden der Analysis untersucht werden. Wir machen eine Partialbruchzerlegung
und entwickeln in eine geometrische Reihe. Dazu seien \; und A5 die Nullstellen des
Polynoms t2 +t — 1:

;o= —t B 1 M N
T4t —1 A= M \t—X t—)\2
1 > (1 1)
= — — = ).
,\1—A2; AP

Der Koeffizientenvergleich zeigt nun, daf

1 1 1 A — A%
= )= (=l 72
/ A1 — A ()\? Ag) (=1) A1 — A

fiir alle n > 0, wobei im letzten Schritt die Relation A\{ Ay = —1 verwendet wurde.

Jetzt kann man die konkreten Werte
1
/\1:5(71+\/5>, Ay =

einsetzen und findet:
s (s (1ovE)
"5 2 2 ’
1.7 Exkurs: Partitionen — Eine Partition von n € Ny ist eine monoton fallende Folge

A = (A1, A2,...) von Zahlen \; € Ny mit Zizo A; = n. Die Anzahl der \; # 0 heift
die Linge der Partition. Ist £ die Linge von A, so schreibt man meist A = [Aq, ..., (]

OB

und 146t die irrelevanten Nullen weg. Eine niitzliche graphische Darstellungsmoglich-
keit fiir Partitionen sind die sogenannten Young-Diagramme. Zum Beispiel ist
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das Young-Diagramm zur Partition [3,2,1, 1] von 7. Fiir viele Zwecke ist eine an-
dere exponentielle Notation von Partitionen angebracht: Wir fassen eine Abbildung
a : N = Ny, n — ay, als die Partition auf, die die Zahl ¢ genau «;-mal enthélt. Wir
schreiben die Partition dann in der Form

o= (1412923 ),

also zum Beispiel
[4,4,2,1,1,1] = (132'3%?)

In dieser Notation ist die Linge der Partition o gegeben durch
la] = Z o
i

und « ist eine Partition von

lafl = ai.
2

Mit diesen Begriffen greifen wir das Problem der Potenzsummen auf. Wir rechnen

im Potenzreihenring Q[ X7, ..., X,,][[#]] und betrachten die logarithmische Ableitung
des Ausdrucks
n n )
[T +2x0) =52, (1.8)
i=1 j=0
wobei sp = 1 und s; wie frither das j elementarsymmetrische Polynom von X, ..., X;,

bezeichnet. Wir erhalten:

3
3

a - J ZXZ - m—1_m yvm
zalog ;sjzj = X170 = Z(—l) LmX:
Daraus ergibt sich

weil beide Seiten keine konstanten Terme in z haben. Das liefert einerseits

tm = (=1)"""m - Coeff { 2™, log | 1+ > s;27 (1.9)

j=1
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und andererseits

_ k - _ m—ltﬂ n
s = Coeff (z , exp (Z( 1) s >> (1.10)

m=1

Beide Formeln kann man etwas expliziter machen, wenn man die Potenzreihenent-

wicklungen fiir log und exp und die Multinomialformel

m!
Y1+t yn)™ = > — (1.11)
N _mm1!~-~mn!
1+... n=

verwendet. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen fiir Partitionen in exponentieller
Schreibweise gilt:
tm 4 (la] = 1) v
_ _1ymtlel -t A T ) i 1.12
o 3 (D s (112)

al!agl tee

llal|=m ¢

dabei lauft die Summe iiber alle Partitionen o von n. Und ganz analog findet mat

" 1\
se=(-1)" D H@(J 7 (1.13)

Bll=k J

Aufgaben zu symmetrischen Polynomen

Aufgabe 1.1 — Programmieren Sie einen oder beide Algorithmen in Mupad (oder
Maple oder ...). Prizisieren Sie zunichst die Aufgabenstellung: Sie iibergeben eine
beliebigen Ausdruck, in dem viele Bezeichner vorkommen konnen, eine Liste von Be-
zeichnern, die den Unbestimmten im Satz entsprechen, sowie eine Liste von Werten (!),
die den elementarsymmetrischen Polynomen entsprechen. Da Sie nicht wissen, welche
Werte iibergeben werden, diirfen Sie nicht zu friih substituieren...

Aufgabe 1.2 — Driicken Sie die folgenden symmetrischen Polynome durch elemen-
tarsymmetrische Polynome aus:

1 Xt + X3+ X5+ X1

2. Es sei hy € A[Xy,...,X,] die Summe aller Monome vom Grad k. Die hy,
heiflen vollstindige symmetrische Polynome. Schreiben Sie hy fiir n = 3 und
k=1,...,3 als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen.

3. A= H1§i<j§3(X7: - Xj)2.

Aufgabe 1.3 — Das Polynom A := [[, (X, — X;)? € Z[X1,...,X,] ist symme-
trisch. Deshalb gibt es ein Polynom disc,,, die sogenannte Diskriminante, mit A =
disc, (81, ..., Sn), Wobei s1, . . ., s, die elementarsymmetrischen Polynome in den X;
bezeichnen.

1. Bestimmen Sie discs und discs.
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2. Essei f=X"— fiX" ! +...+ (=1)"f,. Zeigen Sie: f hat genau dann eine
mehrfache Nullstelle, wenn disc(f1, ..., f,) = 0.

3. Wirbetrachten den Raum V = {f = X3—aX—b | a,b € R} = R2. Bestimmen
Sie die Orte V; C V aller Polynome mit mehrfacher Nullstelle und V;, C V; aller
Polynome mit dreifacher Nullstelle. (Zeichnung).

Aufgabe 1.4 — Betrachten Sie die letzte Frage aus Aufgabe 1.3 auch fiir Polynome
vom Grad 4: Bssei V = {f = X*+aX? +bX + | a,b,c € R}. Bestimmen Sie die
Orte V5 aller Polynome mit mindestens doppelter Nullstelle, V55 mit mindestens zwei
doppelten Nullstellen, V3 mit mindestens einer dreifachen Nullstelle und V, mit einer
vierfachen Nullstelle.

Aufgabe 1.5 — Wir betrachten den Polynomring S = C[X;;,1 < 4,5 < n] in n?
Unbestimmten. Das charakteristische Polynom y 4 (t) = " — x1t" ' +... 4+ (=1)"X»n
der Matrix A = (X;;) € M,(C) hat Koeffizienten x; € S. Fiir jede Matrix M €
M,,(C) sind (—1)*y;(M) die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von M.

1. Es gibt ein Polynom p € S mit der Eigenschaft, daB jede Matrix M € M,,(C)

genau dann paarweise verschiedene Eigenwerte hat, wenn p(M) # 0.

2. Finden Sie fiir n = 4 eine Formel, die die Koeffizienten y;(M),i = 1,...,n
durch die Spuren tr(Mk), k=1...,n, ausdriickt.

Hinweis zum zweiten Teil: Betrachten Sie zunichst diagonalisierbare Matrizen und

verwenden Sie dann ein Stetigkeitsargument.

Aufgabe 1.6 (Invariante Polynome fiir die alternierende Gruppe) — Die Gruppe .S,
operiert auf dem Polynomring C[X7, ..., X,,] durch 0(X;) = X,(;). Ein Polynom f
ist Sy,-invariant (oder symmetrisch), wenn o(f) = f fiir alle 7 € S,,. Ein Polynom
f ist antisymmetrisch, wenn o (f) = sgn(o)f fiir alle 7 € S,,. SchlieBlich ist f A, -
invariant, wenn o(f) = f fiir alle o in der alternierenden Gruppe A,,. Zeigen Sie:

1. Das Polynom § := [],_.(X; — X;) ist antisymmetrisch.

i<j (
2. Ist f antisymmetrisch, so gilt §|f, und f/4 ist symmetrisch.

3. fist genau dann A,,-symmetrisch, wenn sich f als Summe eines symmetrischen

und eines antisymmetrischen Polynoms schreiben 148t.

4. Die Menge A der A,,-invarianten Polynome ist ein Unterring in C[ X7, ..., X,,],
der die Menge S der S,,-invarianten Polynome als Unterring enthilt.

5. A wird als C-Algebra von den elementarsymmetrischen Polynome si1,..., s,
und § erzeugt.

6. Der Kern des Homomorphismus ¥ : C[Y3,...,Y,, Z] = A, Y, — s;, Z — 0,
wird von dem Element Z2 — disc,, (Y1, ..., Y, ) erzeugt (cf. Aufgabe 1.3).
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Aufgaben zu erzeugenden Funktionen

Aufgabe 1.7 — Wir betrachten die Folgen (a,) und (b,), die durch die folgenden
Rekursionsgleichungen definiert sind.

ao =0, apy1 =2a,+1, firn >0, (1.14)
und
bp =1, bpy1 = 2b, +n, fuirn > 0. (1.15)

Finden Sie explizite Formeln fiir die Folgen (a,,) und (b,,) mit Hilfe der erzeugenden
Funktionen a(z) := 37 g an2" und b(2) := 3_, 5 bn2". Ubersetzen Sie die Rekur-
sionsgleichungen in Gleichungen fiir a(z) bzw. b(z). Losen Sie nach a(z) bzw. b(z)

auf und bestimmen Sie die a.,, bzw. b,,.

Aufgabe 1.8 (Catalansche Zahlen) — Es sei X eine Menge mit einer nichtassoziativen
Verkniipfung o : X x X — X. Fiir jedes n sei C), die Anzahl der formal verschiedenen
Moglichkeiten, n Elemente x4, ..., x, in dieser Reihenfolge zu multiplizieren. Zum
Beispiel ist Cy = 5, denn es gibt die Moglichkeiten

r1(r2(w374)), 1((2273)74), (v1(2223))74, ((T172)73)T4, (¥172)(7374).
Genauso sieht man C; = 1, Cy = 1 und C5 = 2. Zeigen Sie:
1. Es gilt die Rekursionsgleichung C,, = S7—1 C,Cy .

2. Fiir die erzeugende Funktion C'(¢) = Y o, Cpt" = t+t24263 4544+ 147+ ...
gilt: C?2 —C =1t.

3. Cu =102,

n—1

C, ist auch die Anzahl der Moglichkeiten, ein konvexes (n 4 1)-Eck durch Einziehen

von sich nicht schneidenden Diagonalen in Dreiecke zu zerlegen.

Aufgabe 1.9 (Fibonaccizahlen II) — FEine andere niitzliche Weise, eine erzeugende
Funktion zu bilden, ist die folgende: Aus den Zahlen fy, f1, ... bilden wir f(¢t) :=

ano %tn'

1. Die Rekursionsgleichung fiir die Fibonaccizahlen f,, {ibersetzt sich in die Diffe-
rentialgleichung f” — f’ — f = 0 mit den Anfangswerten f(0) = 0, f'(0) = 1.

2. Man lose die Differentialgleichung und bestimme aus der Losung die f,.
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§2 Gruppen und Symmetrien

Ich erinnere an einige Grundbegriffe aus der Gruppentheorie: Eine Gruppe ist eine
Menge GG zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung o : G x G — G und den
folgenden Eigenschaften: Es gibt ein Neutralelement e € G mit eog = g = goe fiir alle
g € G, und zu jedem Element g € G gibt es ein Inverses h € Gmitgoh =e = hog.
Das Neutralelement ist eindeutig bestimmt, ebenso das Inverse jedes Elements, das wir
meist mit g~ ! bezeichnen.

Eine Gruppe ist abelsch®, wenn goh = ho g fiir je zwei Elemente g, h € G. Hiufig
wird die Verkniipfung in abelschen Gruppen additiv geschrieben, d.h. mit dem Symbol
+. In diesem Falle wird das Neutralelement meist mit 0 bezeichnet und das Inverse zu
g mit —g.

Eine Teilmenge H C G ist eine Untergruppe, wenn H nicht leer ist, wenn Ho H C
H und wenn H mit der Einschrinkung der Verkniipfung wieder eine Gruppe ist. Damit
eine nichtleere Teilmenge H C G eine Untergruppe ist, geniigt es, daB gh~! € H fiir
alle g,h € H. Gelegentlich schreiben wir H < G, um auszudriicken, dal H eine
Untergruppe von G ist. Eine Untergruppe H < G ist normal oder ein Normalteiler,
wenn ghg~! € H fiiralle h € H und g € G. Wir schreiben H <1 G um auszudriicken,

dafl H ein Normalteiler von G ist. Das Zentrum einer Gruppe ist der Normalteiler
Z(G):={g € G| hg = ghfiralle h € G}.

Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ ist eine Abbildung von Gruppen mit
©(gh) = ¢(g)¢(h). Ein Gruppenhomomorphismus ¢ ist ein Isomorphismus, wenn ¢

I automatisch ein Homomor-

bijektiv ist. In diesem Falle ist die inverse Abbildung ¢~
phismus. Ein Isomorphismus ¢ : G — G ist ein Automorphismus von G. Wir bezeich-
nen einen trivialen Homomorphismus ¢ : G — G, der ganz G auf das Neutralelement
¢’ € G’ abbildet, durch ¢ = ¢’. Der Kern eines Homomorphismus ¢ : G — G’ ist die
Untergruppe ¢~ 1(e’) C G, das Bild im(¢) die Untergruppe ¢(G) C G’. Eine endliche

oder unendliche Folge
i Gt 25 G - Gy -

heiBt exakt an der Stelle G,,, wenn ker(¢)) = im(¢y).

Eine Gruppe ist zyklisch, wenn es ein Element g € G mit G = {¢" | n € Z} gibt.
Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder Z/n.

Fiir eine Untergruppe H < G und ein Gruppenelement ¢ € G bezeichnet aH =
{ah | h € H} die durch a erzeugte Linksnebenklasse von H. Entsprechend ist Ha =
{ha | h € H} die Rechtsnebenklasse zu H. Die Menge aller Linksnebenklassen
wird mit G/ H, die Menge aller Rechtsnebenklassen mit H\G bezeichnet. Offensicht-
lich haben alle Nebenklassen dieselbe Michtigkeit wie H. Auflerdem sind je zwei
Links(oder Rechts)nebenklassen disjunkt oder gleich, d.h. G ist die disjunkte Verei-
nigung ihrer Links(oder Rechts)nebenklassen. Daraus ergibt sich:

6Niels Abel 5. August 1802 +6. April 1829
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Satz 2.1 (Satz von Lagrange’ ) — Fiir jede Untergruppe H von G gilt
G| = [H|-|G/H| = [H| - |H\G].

Dabei spielt es keine Rolle, ob G oder H endliche oder unendliche Gruppen sind. [

Eine Untergruppe H ist genau dann ein Normalteiler, wenn aH = Ha fiir alle
a € G. In diesem Falle sind die Mengen G/H und H\G gleich.

Satz 2.2 — Es sei N < G ein Normalteiler. Es gibt genau eine Gruppenstruktur auf
G/N, beziiglich der die kanonische Projektion 7 : G — G/N ein Gruppenhomomor-
phismus ist. G/N mit dieser Gruppenstruktur heift Faktorgruppe zum Normalteiler
N.

Beweis. Da 7 : G — G/N surjektiv ist, ist die Gruppenstruktur durch die Forderung

GiN - g2 N = 7(g1) - 7(g2) = 7(9192) = 192N

eindeutig bestimmt. Definiert man umgekehrt die Verkniipfung auf die angegebene
Weise, so ist zunichst zu zeigen, daB - wohldefiniert ist. In der Tat, falls gy N = g1 N
und g2 N = g4 N, so gibtes ny, ng € N mit g = ginq und g5 = gons. Daraus folgt

9195 = ginigana = g192(g5 'n1ge)no.

Weil N ein Normalteiler ist, gilt (g5 Yy g2)na € N, was zu zeigen war. Jetzt folgt
leicht, daB - eine Gruppenstruktur und 7 ein Homomorphismus ist. U

Satz 2.3 (Homomorphiesatz) — Es sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
Dann induziert ¢ einen Isomorphismus G /ker(p) — im(yp).

Beweis. Indem wir G’ durch ¢(G) ersetzen, konnen wir ohne Einschriinkung anneh-
men, daB ¢ surjektiv ist. Es sei N = ker(p). Nun folgt: ¢(g1) = ¢(g2) genau dann,
wenn g; *go € N, d.h. wenn g; N = goN. Deshalbist g : G/N — G', 1 N — ¢(g1),
wohldefiniert, ein Gruppenhomomorphismus und bijektiv. O

Satz 2.4 (Universelle Eigenschaft der Faktorgruppe) — Es sei G eine Gruppe, N < G
ein Normalteiler und w : G — G/N die kanonische Projektion. Ein Gruppenhomo-
morphismus ¢ : G — G’ faktorisiert genau dann iiber G/N, d.h. es gibt einen Homo-
morphismus @ : G/N — G’ mit o = gom, wenn N C ker(y).

Beweis. Wenn @ existiert, so gilt o(N) = @g(n(N)) = @(€) = ¢/, dh. N C ker(p).
Wir nehmen umgekehrt an, die Bedingung N C ker(¢p) sei erfiillt. Dann gilt fiir zwei
Reprisentanten gq, g2 derselben Nebenklasse g1 N = ¢oN € G/N, daB g; lgy €

"Lagrange +25. Januar 1736 +10. April 1813
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N, also (g1) " p(g2) = € oder ¢(g1) = ¢(g2). Das zeigt, daB ¢(g1 V) = ¢(g1)
wohldefiniert ist. Es folgt dann sofort, dal ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, und
nach Konstruktion gilt ¢ o 7 = ¢. (]

2.1 Gruppenwirkungen

Eine Linkswirkung der Gruppe G auf der Menge X ist eine Abbildung
s:GxX—=X

mit der Eigenschaft s(e, x) = x und s(g, s(h, z)) = s(gh, z) firalle g, h € G,z € X.
Eine G-Menge ist eine Menge X mit einer G-Wirkung. Wenn die Wirkung aus dem
Kontext klar ist, schreibt man kiirzer gz := s(g, x). Die Bedingung an die Wirkung
liest sich dann wie eine klassische Assoziativititsbedingung: ex = z, g(hx) = (gh)x
fire,g,h € G und x € X. Analog definiert man eine Wirkung von rechts.

Es sei X eine G-Menge. Die Bahn (der Orbit) von z € X ist die Menge Gz =
{9z |g € G}. Die Standgruppe (Isotropie-, Stabilisatorgruppe) von = € X ist die
Untergruppe G, := Stab(x) := {g € G | g = x}. Der Bahnenraum ist die Menge
aller Bahnen und wird fiir eine Linkswirkung mit G\ X und fiir eine Rechtswirkung
mit X /G bezeichnet. Die kanonische Projektion 7 : X — G\X bildet jedes z € X
auf seine Bahn ab. Eine Wirkung ist transitiv, wenn alle Elemente von X in einer Bahn
liegen. Die Wirkung ist frei, wenn alle Standgruppen trivial sind. Schlieflich ist z € X
ein Fixpunkt, wenn Gz = {z}, oder anders gesagt, wenn G, = G. Die Menge aller
Fixpunkte wird mit X bezeichnet.

Zwischen den Méchtigkeiten von X und seinen Bahnen und den Ordnungen von
G und der Standgruppen bestehen Relationen, die durch die Bahnengleichungen prizi-
siert werden:

Satz 2.5 (Bahnengleichungen) — Es sei G eine endliche Gruppe und G x X — X
eine Gruppenwirkung.

1. Esgilt | X| =3 pce\x Bl
2. Fir jedes x € X gilt |G| = |G| - |G|

Beweis. Jedes Element von X liegt in genau einer Bahn, d.h. X ist die disjunkte Ver-
einigung aller Bahnen. Durch Ubergang zu Michtigkeiten folgt die erste Aussage. Es
sei nun x € X beliebig. Wir betrachten die Abbildung p : G — Gz, g — gz. Nach
Konstruktion ist p surjektiv. Es sei y € Gz beliebig und gy € p~'(y). Dann gilt
g € p~*(y) genau dann, wenn gx = gox, d.h. (go) "1gx = =, also (go) "'g € G, oder
g € goG.. Das bedeutet insbesondere, daB [p~1(y)| = |G| fiir alle y € Gx. Es folgt
Gl = X e 07 ()] = |Gal - |G- 0
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Beispiel 2.6 — Die Gruppe G = SO(2) wirkt auf der Einheitssphire S C R? durch
Verdrehung der ersten beiden Koordinaten:

x axr+b
(), (2)) = (i)
Es gibt zwei Fixpunkte: die beiden Pole. Die Bahnen dieser Wirkung sind genau die

Pole und die Breitenkreise. Die Standgruppe von y € S ist die volle Gruppe SO(2),
wenn y ein Pol ist, und sonst die triviale Gruppe.

Beispiel 2.7 — Die Symmetrische Gruppe .S,, wirkt auf der Menge [n] = {1,...,n}
durch (7, k) — m(k). Die Wirkung ist sicher transitiv: Sind z,y € [n] verschiede-
ne Elemente, so bildet die Transposition 7 = (x y) das Element x auf y ab, d.h. alle
Elemente liegen in einer Bahn. Die Standgruppe jedes Elements ist isomorph zur sym-
metrischen Gruppe S, —1.

Beispiel 2.8 — Es sei H < G eine Untergruppe. Dann wirkt H durch Multiplikation
von links und von rechts auf G. Die Bahnen sind genau die Rechts- bzw. Linksneben-
klassen. Man beachte die Vertauschung von links und rechts: die Rechtsnebenklasse
von H zu a ist die Menge Ha = {ha | h € H}. Die Wirkung ist frei. Die Bahnenglei-

chung fithrt auf den Satz von Lagrange.

2.2 Rechnen in der symmetrischen Gruppe

Ich setze die Grundregeln fiir das Rechnen in der symmetrischen Gruppe als bekannt
voraus und wiederhole nur zum Zwecke der Referenz die Grundbegriffe.

Es sei n € N. Die symmetrische Gruppe S,, ist die Menge der Bijektionen der

Menge [n] = {1,...,n} in sich mit der Komposition als Verkniipfung. Fiir jede
Folge (n1,...,ng) von k > 2 paarweise verschiedenen Zahlen aus [n] bezeichnet
7= (ny ... ng) €S, die Permutation
Njt1 t=mn;,7 <k,
(i) = ny falls < 4 =mny,
1 sonst.

Permutationen dieser Form heiflen k-Zykel oder Zykel der Linge k. Zykel der Linge
2 heiBen Transpositionen. Es ist dann klar, daB (ny ...ng) = (ngny ...ng—1). Zwei
Zykel (ny ... ng)und (mq ... my) sind disjunkt, falls die Mengen {n;, ..., ns} und
{m1,...,my} disjunkt sind. Schlieflich bezeichnen wir gelegentlich die Identitiit auf
[n] mit dem 1-Zykel (1) = (2) = .. ..

Es sei eine Permutation w7 € S, gegeben. Die von 7 erzeugte zyklische Grup-
pe () operiert auf der Menge [n], und unter dieser Wirkung zerfillt [n] in Bahnen
By, ..., Bs. Diese seien so numeriert, daB |B1| > |Bz| > . ... Die Partition Z(7) =
[|B1],|Bzl,---,|Bs|] von n heiBe der Zykeltyp der Permutation . Zum Beispiel ist
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der Zykeltyp von (145)(27) € Ss die Partition [3, 2, 1,1, 1]. Man sieht leicht, da um-
gekehrt jede Partition von n wirklich als Zykeltyp einer Partition vorkommt.

Jede Bahn B der Linge ¢ bestimmt einen eindeutigen ¢-Zykel ¢ wie folgt: Es sei
r € B beliebig gewihlt. Wir setzen ¢ = (z7(x) 7%(z)...7'~!(z)). Eine Bahn der
Linge 1, die also nur aus einem Fixpunkt unter () besteht, liefert natiirlich die Iden-
titdt. Definiert man auf diese Weise zu jeder Bahn B; der Lidnge ¢; > 2 einen Zykel
(i, so sind alle Zykel (y, (s,...paarweise disjunkt und es gilt 7 = (1(2.... Nur im
Falle m = id|,) gibt es tiberhaupt keine Bahnen der Linge > 2, und r ist das leere
Produkt. Auf diese Weise 148t sich jede Permutation als Produkt von disjunkten Zykeln
schreiben, und diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

Der folgende Satz ist nicht schwer zu beweisen: die erste Aussage ergibt sich durch
direkte Rechnung, die zweite folgt dann mehr oder weniger direkt aus der ersten.

Satz 2.9 — Fiir jede Permutation  und jeden k-Zykel (ny ... ny) in S, gilt
7o(ng ...ng) -1t = (n(ny) ... w(ng)).

Zwei Permutationen w, 7’ € S,, sind genau dann konjugiert, wenn sie denselbe Zykel-
typ haben. Insbesondere ist die Abbildung

{Konjugationsklassen von S,,} «+ {Partitionen vonn}, t — Zykeltyp von r,

eine Bijektion.

2.3 Automorphismengruppen

Es sei G ein Gruppe. Die Menge Aut(G) aller Automorphismen von G ist eine Gruppe
beziiglich Komposition und heifit Automorphismengruppe von G. Das Neutralelement
von Aut(G) ist die identische Abbildung id¢, das gruppentheoretische Inverse von
¢ € Aut(G) ist die inverse Abbildung 1.

Beispiele 2.10 — 1. Aut(Z, +) = Z/2. Die Gruppe Z hat zwei Erzeuger: 1 und —1.
Jeder Automorphismus muf3 1 auf einen der beiden Erzeuger abbilden und ist durch
diesen Wert auch schon eindeutig bestimmt. Deshalb ist Aut(Z) = {id, —id}.

2. Aut(Z/2 x Z/2) = S3. Die Gruppe G = Z/2 x Z./2 hat drei nichttriviale Elemente
(1,0), (0,1), (1, 1). Diese haben die Eigenschaft, daB fiir je drei verschiedene Elemen-
te g1, g2, g3 gilt: g1g2 = gs. Deshalb bestimmt jede Permutation der Menge G \ {0}
einen Automorphismus von G und umgekehrt.

3. Aut(Z/n) = (Z/n)* = {k | 0 < k < n, k teilerfremd zu n}. Jeder Automorphis-
mus o : Z/n — Z/n ist durch den Wert auf dem Erzeuger 1 eindeutig bestimmt, etwa
o(1) = k. Allgemein ist also o'(i) = ki fiir ein geeignetes k. Und o ist genau dann
eine Bijektion, wenn k eine Einheit in Z/n ist, also zu n teilerfremd ist. Die Méch-
tigkeit der Einheitengruppe von Z/n ist per definitionem die Eulersche Phi-Funktion:
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o(n) = |{k |0 < k < n,k teilerfremd zu n}|. Es gilt

2en(-})

pln

wo p durch die Primfaktoren von n lduft.

Es sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe. Fiir jedes Element g € G be-

zeichnet

cg: G — G,z grg™ ',

die Konjugation mit g. Zwei Elemente x, 2’ € G sind konjugiert, wenn es ein g €

1 = 2’ gibt. Konjugiert zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf G. Die

G mit gzg~
Aquivalenzklassen heien Konjugationsklassen.

Denselben Sachverhalt kann man auch so sehen: Jede Gruppe G operiert auf sich
vermoge der Wirkung (g, ) — gzg~!. Die Konjugationsklasse von x ist genau die
Bahn von z unter dieser Wirkung. Fixpunkte sind genau die Gruppenelemente, die mit
allen anderen Gruppenelementen vertauschen.

Fiir jedes g € G ist ¢, ein Automorphismus von G, denn

1

co(zy) = g(zy)g™" = (929 ") (gyg™") = cy(x)cy(y).

Automorphismen dieses Typs heiflen innere Automorphismen. Weiter ist die Abbil-
dung ¢ : G — Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus, denn

cgn(z) = ghz(gh)™" = g(hah™')g~' = cqlcn(x)).

Der Kern von cist Z(G) = {g € G | xg = gz fiir alle € G}, das Zentrum der Grup-
pe. Das Bild Int(G) := ¢(G) C Aut(G) heifit Gruppe der inneren Automorphismen
und ist nicht nur eine Untergruppe, sondern sogar ein Normalteiler. Es gilt namlich
@egp~! = cp(g). Die Faktorgruppe Out(G) := Aut(G)/Int(G) heiBt Gruppe der
duBleren Automorphismen. Wir konnen die Situation iibersichtlich durch die folgende
exakte Sequenz wiedergeben:

1— Z(G) — G — Auwt(G) — Out(G) — 1.

Der folgende Satz ist in gewissem Sinne kurios, weil es gar nicht einleuchten will,
warum ausgerechnet die Gruppe Sg anders sein soll als die anderen symmetrischen
Gruppen.

Satz 2.11 (O. Holder®) — Die Abbildung ¢ : S, — Aut(S,,) ist fiir alle n # 2
injektiv und fiir alle n # 6 surjektiv. In den beiden Ausnahmefillen ist Z(Ss) = So
und Out(Se) = Z/2.

80tto Ludwig Holder x22. Dezember 1859 +29. August 1937
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Beweis. 1. Schritt: Ein Element 7w € S, liegt genau dann im Zentrum, wenn die Kon-
jugationsklasse von 7 genau ein Element enthilt. Aber dann kann 7 keinen Zykel der
Liange n > 3 enthalten, sonst kénnte man durch Umnumerieren eine andere Permuta-
tion mit demselben Zykeltyp erhalten. Ebensowenig darf m mehrere Zykel der Linge
2 enthalten oder gleichzeitig Fixpunkte haben und nichttriviale Zykel enthalten. Das
146t nur die Moglichkeiten 7 = (1) = id oder 7 = (12), wenn n = 2. Das zeigt:
Z(Sn) ={(1)} firn # 2 und Z(S2) = So.

2. Schritt: Es sei nun ¢ : S, — S, ein Automorphismus. Sind g, ¢’ € S,, konju-

!, so sind auch ihre Bilder konjugiert: 0(g') = ¢(z)¢(g)p(x) L.

giert,etwa g’ = gz~
Mit demselben Argument sieht man, daB g und ¢’ konjugiert sind, wenn ihre Bilder
konjugiert sind. Das bedeutet: ¢ bildet Konjugationsklassen bijektiv auf Konjugati-
onsklassen ab. Wir betrachten jetzt speziell die Konjugationsklasse 7} aller Transpo-
sitionen. Das Bild einer Transposition hat die Ordnung 2, ist also das Produkt von k
disjunkten Transpositionen. Es sei 7}, die Menge aller Permutationen in .S,,, die Pro-
dukte von k disjunkten Transpositionen sind, also den Zykeltyp (1"~2¥2%) haben. Es
gibt also ein k derart, dal ¢ die Menge T; bijektiv auf T}, abbildet. Notwendigerweise
miissen 73 und T} dazu dieselbe Michtigkeit haben. Man sieht leicht, daf}
n!
1Tl = 2F(n — 21kl

Das fiihrt auf die Bedingung:

2h=1 — (k — 2)! (zkk 2> (;_22).

Eine triviale Losung ist k& = 1. Wir nehmen deshalb an, dal £ > 2. Die linke Seite ist
eine Potenz von 2. Das schlieit wegen des Faktors (k — 2)! auf der rechten Seite alle
k > 5 aus, und wegen des Faktors (Qkk_ 2) auch k = 4. Im Falle k¥ = 2 erhilt man die
Gleichung 2 = ("), die keine Losung in n hat. Im Falle ¥ = 3 reduziert sich die
Gleichung auf 4 = (;) ("22), was n = 6 impliziert. Damit haben wir alle moglichen
Paare (n, k) gefunden, ndmlich

(n beliebig, k = 1) oder (n,k) = (6,3).

3. Schritt. Es sei ¢ € Aut(S,,) ein Automorphismus mit (7)) = T;. Allgemein
gilt fiir Transpositionen 7 = (ij) und 7/ = (k¢):

1 2
ord(r7) = { 3 L falls |{i,j} N {k, 0} = { 1
2 0

Das bedeutet, daB wir die *Uberlappung’ des Wirkungsbereichs zweier Transpositio-
nen an der Ordnung des Produkts ablesen konnen. Und diese Ordnung bleibt unter
¢ erhalten. Wir wenden diese Uberlegung auf die Transpositionen 7; = (ii + 1),
i=1,...,n— 1, und ihre Bilder ©(7;) an. Bei geeigneter Numerierung folgt

@(11) = (0102), ..., (Tn-1) = (On-100)
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eine gewisse Permutation o. Es gilt nun: ¢(7;) = o7;0 1 = ¢, (7;). Da die Gruppe S,,
VO T1,..., Tp—1 erzeugt wird, gilt o(7) = ¢, (r) fiir alle 7 € S,,, also ¢ = ¢,. Damit
ist gezeigt: Jeder Automorphismus ¢ mit ¢(T1) = T} ist ein innerer Automorphismus.

Insbesondere gilt dies fiir jeden Automorphismus von .S,,, wenn n # 6. Damit ist
gezeigt, daB ¢ : S, — Aut(S,,) fir n # 6 surjektiv ist.

4. Schritt: Es sei n = 6. Dann gilt |Ty| = [T3] = 15 und |T5| = 45. Sind
v, € Aut(Se) \ Int(Sg), so bilden ¢ und ¢ die Menge T} bijektiv auf T5 und
umgekehrt T3 bijektiv auf T3 ab. Insbesondere gilt 1)p(T7) = T;. Nach Schritt 3 ist
1 ein innerer Automorphismus. Das bedeutet, dal Out(Sg) hochstens die Ordnung
2 hat. Zum Beweis der Behauptung geniigt es also, einen Automorphismus anzugeben,
der kein innerer Automorphismus ist.

5. Fiir die Konstruktion folgen wir einer Idee von Janusz und Rotman [Outer Au-
tomorphisms of Sg, American Math. Monthly, 89,6 (1982), p. 407-410]. Es sei Y die
Menge aller 5-elementigen Untergruppen von Ss. Das sind genau die Untergruppen,
die von einem 5-Zykel erzeugt werden. Je zwei solche Gruppen haben nur das Neutral-
element gemeinsam. Da es genau 24 Elemente der Ordnung 5 in S5 gibt, enthilt die
Menge Y genau 24/4 = 6 Elemente. Die Gruppe S5 operiert durch Konjugation auf
Y:

SsxY =Y, (g9,H)—gHg "

Diese Wirkung ist transitiv, weil alle 5-Zykel konjugiert sind. Wenn wir die Elemente
in Y willkiirlich von 1 bis 6 durchnumerieren, liefert die Wirkung einen Homomorphis-
mus ¢ : S5 — Sg. Wegen der Transitivitdt der Wirkung hat das Bild von ¢ mindestens
sechs Elemente. Damit hat der Kern von ¢ einen Index > 6. Aber die einzigen Normal-
teiler in S5 sind die triviale Gruppe, A5 und S selbst. Deshalb ist ¢ injektiv. Das Bild
SL := ¢(S5) C Se ist nicht zur Standardeinbettung S5 C S konjugiert: Die Wirkung
von S5 auf der Menge {1, ..., 6} hat 6 als Fixpunkt, und jede konjugierte Untergruppe
aSsa~! hat a(6) als Fixpunkt. Dagegen ist die Wirkung von S transitiv und damit
fixpunktfrei.

Die Gruppe Sg operiert durch Linksmultiplikation auf der 6-elementigen Menge
der Nebenklassen Sg /S5, und zwar offensichtlich transitiv und mit Standgruppen der
Form aS{a™". Wir wihlen eine Numerierung Sg/S% mit der Eigenschaft, daB die Ne-
benklasse [S5] die Nummer 6 erhilt. Dies liefert einen Homomorphismus ¢ : Sg — Sg.
Der Kern hat einen Index > 6, und ist daher trivial, weil Sg keine Normalteiler auBler
der trivialen Gruppe, Ag und Sg hat. Folglich ist ¢ ein Automorphismus.

Wir zeigen, daB v kein innerer Automorphismus ist. Das Urbild 1)~ (S5) ist nach
Konstruktion der Stabilisator von [S{], also S%. Wiire ¢ ein innerer Automorphismus,
miifite das Urbild dagegen konjugiert zu S5 sein. Nach Konstruktion von Sf ist dies
nicht der Fall. O

Bemerkung 2.12 — Das regulidre Dodekaeder enthélt 5 den Ecken einbeschriebene
Wiirfel und 6 Diagonalen durch die Eckpunkte. Diese werden von allen eigentlichen



24 Gruppentheorie

Symmetrien des Dodekaeders permutiert. Dies fiithrt zunédchst zu einer Identifizierung
der Symmetriegruppe des Dodekaeders mit der Gruppe As und im ndchsten Schritt
zu einer Wirkung von Ay auf der Menge der Diagonalen und somit zu einem ’exoti-
schen’ Homomorphismus A5 — Sg. Tatsdchlich liegt das Bild schon in Ag, weil die
Einschrinkung der Signatur Sg — {£1} auf das Bild A von Aj trivial sein muB.
Ahnlich wie oben liefert die Wirkung von Ag auf Ag/A% einen duBeren Automorphis-
mus Ag — Ag. Fiir die folgende Frage habe ich keine Losung: Wie kann man diesen
Automorphismus auf einfache (!) geometrische Weise zu einem Automorphismus von
S erweitern? Kurzum, kann man den duBleren Automorphismus von Sg aus der Geo-
metrie des Dodekaeders erkldren?

Lektiirehinweis: Howard, Millson, Snowden, Vakil: A description of the outer au-

tomorphism of Sg and the invariants of six points in projective space.

2.4 Einfache Gruppen

Definition 2.13 — Eine Gruppe G ist einfach, wenn G # {e} und wenn {e} und G

die einzigen Normalteiler in G sind.

Beispiel 2.14 — Eine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie zyklisch von
Primzahlordnung ist. Denn ist G eine einfache abelsche Gruppe und g € G ein nicht-
triviales Element, dann erzeugt g einen Normalteiler in GG, also ganz G. Hitte g unend-
liche Ordnung, so wiire (g2) ein echter Normalteiler. Folglich ist G endlich, G =2 Z/n.
Fiir jeden echten Teiler d|n gibt es eine Untergruppe H C Z/n, H = 7Z/d. Wenn
also G einfach sein soll, darf n keinen nichttrivialen Teiler haben. Ist umgekehrt p eine
Primzahl, so ist jedes = # 0 im Korper Z/p invertierbar und erzeugt additiv die ganze
Gruppe.

Satz 2.15 — Fiirn > 5 ist A,, einfach.

Beweis. Es sein > 5und N C A, ein Normalteiler # {(1)}. Unter allen Elementen
in N\ {(1)} besitze m die meisten Fixpunkte auf der Menge {1,...,n}.

Angenommen, 7 enthilt einen Zykel der Linge m > 4, ohne Einschrinkung etwa
den Zykel z = (12---m). Dann enthélt N auch das Element (123)7(123) "7~ =
(124), im Widerspruch zur Maximalitit von 7.

Angenommen, 7 enthilt einen Dreierzykel und einen dazu disjunkten Zykel der
Linge > 2 etwa m = (123)(45...).... Dann enthilt N auch (124)7r(421)7~! =
(12534). Wenn 7 = (123)(456) . .. oder (123)(34)(56) ..., so widerspricht (12534)
der Maximalitit von 7. Falls 7 = (123)(45), so ist (12534) selbst maximal, im Wider-
spruch zum vorigen Fall.

Angenommen, 7 enthilt drei disjunkte Transpositionen, etwa 7 = (12)(34)(56) - - - .
Dann enthélt N auch das Element (123)7(321)7~! = (13)(24), Widerspruch.

Angenommen, 7 enthilt ein Produkt aus zwei disjunkten Transpositionen, etwa
7 = (12)(34). Dann enthilt N auch (125)7(521)7~! = (152), Widerspruch.
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Es bleibt nur die Moglichkeit, dal 7 ein Dreierzykel ist, da N keine Transposi-
tionen enthalten kann. Es sei ohne Einschrinkung = = (123). Ist nun 7’ irgendein
Dreierzykel in A, so gibt es ein ¢ € S,, mit 7 = oro~!. Es gilt dann aber auch
7' = (0(45))m(0(45)) L, und entweder o oder o(45) liegt in A,,. Folglich enthélt N

mit 7 auch alle anderen Dreierzykel, und diese erzeugen A,,. (]

Bemerkung 2.16 — Die endlichen einfachen Gruppen sind vollstiandig klassifiziert.
Es gibt, wie wir gesehen haben,

* Die zyklischen Gruppen Z/p, p prim.
¢ Die alternierenden Gruppen A,,, n > 5.

Dariiberhinaus gibt es 16 Serien von Gruppen vom sogenannten Lie-Typ. Schlielich
gibt es noch 26 endliche einfache Gruppen, die nicht in Serien auftreten und deshalb
sporadische Gruppen genannt werden. Die grofite unter den sporadischen Gruppen
heiflit Monstergruppe M. Sie wurde von Fischer und Griess 1973 vorausgesagt und
1982 von Griess konstruiert. Sie hat

|M|=2%6.320.59.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71  (2.1)
= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000  (2.2)

Elemente. Es gibt merkwiirdige Beziehungen zwischen der Monstergruppe und gewis-
sen Funktionen, die in der Theorie der Modulformen auftauchen. Diese Beziehungen
erschienen bei ihrem ersten Auftreten so verriickt, daB sie seither unter dem Schlagwort
Mondschein (moonshine) bekannt sind. Fiir die Klidrung vieler damit verbundener Fra-
gen erhielt Borcherds 1998 die Fields-Medaille.

2.5 Auflosbare Gruppen

Definition 2.17 — Es sei G eine Gruppe. Eine Folge (Gy, ..., G,) von Untergrup-
pen in G ist eine Normalreihe, wenn Gg = G, G,, = {e} und wenn fiir jedes i =
1,...,n die Gruppe G; ein echter Normalteiler in G;_; ist. Die Gruppen G;_1/G;,
1 =1,...,n, heiBen die Faktoren der Normalreihe.

Wir notieren Normalreihen in der Form

{e} =G <Gr_1<...<Gy=G.

Beispiele 2.18 — Es bezeichne S, die symmetrische Gruppe. Die alternierende Grup-
pe A, ist der Kern des alternierenden Charakters sgn : S,, — {1} und deshalb ein
Normalteiler. {(1)} < A,, < S,, ist eine Normalreihe. Fiir n = 4 besitzt A,, den Nor-
malteiler V3 = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, und man erhilt die Normalreihe
{(1)} @« V4 < Ay < S4. DaB V, ein Normalteiler ist, sieht man entweder durch direk-
tes Nachrechnen, oder aus der folgenden Uberlegung: Zwei Permutationen 7 und 7/
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sind genau in .S,, konjugiert, wenn sie denselben Zykeltyp haben. Eine Untergruppe
H C S, ist also genau dann ein Normalteiler, wenn H mit jeder Permutation 7 auch
aller Permutationen desselben Zykeltyps enthilt. Das ist bei V; C S, offensichtlich der
Fall. Deshalb ist V; ein Normalteiler in .S, und deshalb erst recht in Ay4.

Definition 2.19 — Eine Gruppe heif3t auflosbar, wenn es eine Normalreihe mit abel-

schen Faktoren gibt.

Es sei G eine Gruppe mit multiplikativ geschriebener Gruppenstruktur (a, b) — ab.
Der Kommutator zweier Elemente a,b € G ist [a,b] = aba~'b~!. Aus der Definition
folgt sofort:

[a,b] ' =[b,a] wund cla,blct = [cac™t, cbe7).

Deshalb ist die Menge [G,G] C G aller endlichen Produkte von Kommutatoren ei-
ne Untergruppe von G und sogar ein Normalteiler. Der folgende Satz ist einfach zu
beweisen:

Satz 2.20 — Es sei G eine Gruppe. Die Faktorgruppe G*° = G/|G, G| ist abelsch.
Jeder Gruppenhomomorphismus f : G — A in eine abelsche Gruppe A faktorisiert
iiber  : G — G** und einen Homomorphismus f% : G* — A.

In diesem Sinne ist G die groBte abelsche Faktorgruppe von G.

Definition 2.21 — 7 : G — G/[G,G] = G heiBt Abelianisierung von G. Eine
Gruppe G ist vollkommen oder perfekt, wenn [G, G] = G.

Zum Beispiel ist jede einfache Gruppe, die nicht abelsch ist, perfekt.

Es sei G eine beliebige Gruppe. Dann konnen wir rekursiv die folgenden Unter-
gruppen definieren: K°(G) = G, K'(G) = [G,G]und K"TY(Q) = [K™(G), K™(G)].
Nach Konstruktion ist K"*1(G) ein Normalteiler in K™(G), und die Faktoren der ab-
steigenden Reihe

G=K'G)> K" G)> K*(G) 1> ...

sind abelsch.

Satz 2.22 — Eine Gruppe ist genau dann auflosbar, wenn K"G = {e} fiireinn € N.

Beweis. Wenn K™ (G) = {e} fiir ein n, dannist K°(G)r>. . .> K™ (G) eine Normalrei-
he mit abelschen Faktoren, also G auflosbar. Wir betrachten die umgekehrte Richtung:

Angenommen, G = Gy > G1 > Gy > ... > G, = {e} ist eine Normalreihe mit
abelschen Faktoren. Wir zeigen induktiv, da K™(G) C G, fir allen = 0,...,m.
Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Wenn die Behauptung fiir ein n > 0 schon gezeigt
ist, schlieBen wir so: Das Bild der zusammengesetzten Abbildung K" (G) — G,, —
G /Gry1 ist abelsch. Deshalb gilt K"T1(G) = [K"(G), K"(G)] C [Gn,Gn] C
Gp+1, was zu zeigen war. Insgesamt folgt K™ (G) C G, = {e}. O
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Folgerung 2.23 — S, ist auflosbar < n < 4.

Beweis. Wir haben fiir n < 4 Normalreihen mit abelschen Faktoren angegeben. Fiir
n > 5ist [Sy, Sp] = Ay, aber A,, ist perfekt. O

Lemma 224 — Essei G = Go > Gy > ... > G,, = {e} eine Normalreihe. Ferner
sei fiir einen index k ein Normalteiler N <1 G := G}, /Gr11 gegeben. Istp : G, — G
die kanonische Projektion, so ist N := pt (]\7) ein Normalteiler in G, und G4 1 ein
Normalteiler in N. Insbesondere ist Go > ... > G > N > Gy > ... > G, = {e}
eine Normalreihe. Die Faktoren dieser Reihe sind

Go/G1,...,Gr/N 2 G/N,N/Grs1 = N,...,Gp_1/Gn.

Beweis. Fiirn € N und g € G}, folgt: p(gng™!) = p(g)p(n)p(g)~! = p(n) € N,
weil N ein Normalteiler ist. Insbesondere ist gng=! € p~1(N) = N, also N ein
Normalteiler in G'. Offensichtlich gilt Gy ; = ker(p|y : N — N). Mit dem Ho-
momorphiesatz folgt N/G.1 = N. Ahnlich ist N der Kern des zusammengesetzten
Homomorphismus G, — G — G/N. Wieder folgt mit dem Homomorphiesatz, da
Gr/N = G/N. O

Das Lemma erlaubt es, eine gegebene Normalreihe zu verfeinern, wenn man in
einem der Faktoren einen Normalteiler findet. Zum Beispiel ist Sy > V4 > ((1)) eine
Normalreihe mit den Faktoren S3 bzw. Vj. in beiden Faktoren gibt es nichttriviale
Normalteiler: A5 C S5 und ((12)(34))Vy. Das Urbild von A3 unter Sy — Ss ist Ay.

Die an beiden Stellen verfeinerte Normalreihe ist die frither betrachtete Reihe.

Sy Ay Vi ((12)(34)) = (1))

Folgerung 2.25 — 1. Jede endliche Gruppe besitzt eine Normalreihe, deren Faktoren
einfache Gruppen sind.
2. Eine endliche Gruppe ist genau dann auflosbar, wenn es eine Normalreihe gibt, deren

Faktoren zyklische Gruppen von Primzahlordnung sind.

Beweis. 1. Es sei G eine endliche Gruppe. Eine Normalreihe ist hochstens so lang wie
die Gruppenordnung von G. Insbesondere gibt es Normalreihen von maximaler Lénge.
Wire in einer solchen Reihe ein Faktor nicht einfach, so konnte man mit dem Verfah-
ren des Lemmas die gegebene Normalreihe um ein Glied verldngern, im Gegensatz zu
ihrer angenommenen Maximalitit.

2. Wenn es eine Normalreihe von G mit zyklischen Faktoren gibt, so ist G offensicht-
lich auflosbar. Ist G umgekehrt auflosbar, so gibt es eine Reihe mit abelschen Faktoren.
Wir konnen wie im Teil 1 eine Normalreihe mit abelschen Faktoren von maximaler
Linge wihlen. Wire einer der Faktoren H nicht zyklisch von Primzahlordnung, so
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gibe es einen echten Normalteiler in diesem Faktor. Die entsprechend verléangerte Nor-
malreihe hitte immer noch abelsche Faktoren, denn die neu hinzugekommenen Fakto-
ren sind eine Untergruppe bzw. eine Faktorgruppe von H und daher wieder abelsch.
Wieder widerspricht dies der angenommenen Maximalitét. O

Satz 2.26 — Es sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann gilt:
G istauflosbar < N und G/N sind auflésbar.

Beweis. Es seien zunichst N und G/N auflosbar. Wir wihlen Normalreihen mit abel-
schen Faktoren fiir beide Gruppen. Nach dem schon mehrfach benutzen Verfahren kon-
nen wir anhand der Normalteiler in N und G/N die Normalreihe G > N > {e} so ver-
feinern, daf} die Faktoren der verfeinerten Reihe von G isomorph zu den Faktoren der
Reihen von N bzw. G/N sind. Diese sind abelsch nach Voraussetzung. Damit haben
wir eine Normalreihe fiir G mit abelschen Faktoren gefunden.

Es sei umgekehrt G = Gy < ...G,, = {e} eine Normalreihe von G mit abel-
schen Faktoren. Es sei N; = N N G; und G; das Bild von G; in G = G/N unter
der Projektion 7 : G — G. Dann gilt: N;; ist der Kern des zusammengesetzten
Homomorphismus N; — G; — G;/G;;+1 und deshalb ein Normalteiler. AuBerdem
ist N;/N;41 isomorph zum Bild von N; in G; /G, und deshalb abelsch. Ahnlich ist
Gi+1 ein Normalteiler in G;. Nach Konstruktion ist die Komposition G411 — G; —
G; — G;/Giy1 die triviale Abbildung. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen
wohldefinierten Homomorphismus G;/G; .1 — G; /G 1, und dieser ist surjektiv. Da-
mit erweist sich auch G; /G als Faktorgruppe einer abelschen Gruppe als abelsch.
Das zeigt: Die Normalreihen (IN;) von N und (G;) von G haben abelsche Faktoren. [J

2.6 p-Gruppen

Definition 2.27 — Es sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G ist eine p-Gruppe,

wenn |G| = p" fureinn € N.

Die zentrale Beobachtung, die der Ausgangspunkt fiir viele Strukturaussagen iiber

p-Gruppen ist, ist das folgende einfache Lemma:

Lemma 2.28 — Es sei G eine p-Gruppe, die auf einer endlichen Menge X wirkt.
Dann ist | X| = | X%| mod p, wenn X¢ die Fixpunktemenge der Wirkung bezeichnet.

Beweis. Es seien B; C X,i =1,...,n, die Bahnen der G-Wirkung und G; die Stand-

gruppen von ausgewéhlten Elementen b; € B;. Dann gelten die Bahnengleichungen

|X| = Z |Bi| und |B;| = |G|/|Gil.

K2
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Fixpunkte entsprechen bijektiv den Bahnen der Lénge 1. Fiir alle anderen Bahnen ist
| B;| ein nichttrivialer Teiler von |G|, also selbst durch p teilbar. Daraus folgt die Be-
hauptung. U

Satz 2.29 — Es sei G eine p-Gruppe. Dann ist das Zentrum von G nicht trivial. Insbe-
sondere gibt es ein zentrales Element der Ordnung p.

Beweis. Wir wenden Lemma 2.28 auf die folgende Situation an: Die Gruppe G wirke
auf sich durch Konjugation. Ein Element ¢ € G ist genau dann ein Fixpunkt, wenn
es mit allen Elementen in G vertauscht, also im Zentrum liegt. Deshalb gilt |Z(G)| =
|G| = 0 mod p. Da das Zentrum aber mindestens das Neutralelement enthilt, ist
|Z(G)| > p. Ist x € Z(G) ein beliebiges nichttriviales Element, so ist seine Ordnung
p™ fireinm > 1,und y = 2P" " ist ein zentrales Element der Ordnung p. O

Satz 2.30 — Es sei G eine p-Gruppe. Dann gibt es eine Folge von Untergruppen Gy =
{e} < G1 < --- < Gy, = G der Ordnung |G;| = p* mit der Eigenschaft, daB G; ein
Normalteiler in G ist. Insbesondere sind p-Gruppen aufldsbar.

Beweis. Es sei x € Z(@) ein Element der Ordnung p. Die von x erzeugte zyklische
Untergruppe G; = (z) ist zentral und daher ein Normalteiler in G. Die Faktorgruppe
G/G ist ebenfalls eine p-Gruppe. Durch Induktion nach der Ordnung der Gruppe
schlieBen wir auf die Existenz von Normalteilern {1} < G2 < ... < G,, = G/G;
mit |G| = p*~'. Es sei G} das Urbild von G, unter der Projektion G — G/G.
Als Urbilder von Normalteilern sind die GGy, selbst Normalteiler, und ihre Ordnung ist
|Gx| = |G1| - |Gx| = p". SchlieBlich haben alle Faktoren G},/G}.1 die Ordnung p
und sind deshalb zyklisch. ]

Definition 2.31 — Es sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und m die Multi-
plizitéit von p in der Ordnung von G. Eine p-Untergruppe S C G ist eine p-Sylowun-
tergruppe, wenn | S| = p™.

Satz 2.32 (Sylow®) — Es sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

1. G besitzt p-Sylowuntergruppen. Fiir ihre Anzahl s, gelten die Beziehungen
sp| |G| und s, = 1 mod p.

2. Jede p-Untergruppe von G liegt in einer p-Sylowuntergruppe.

3. Alle p-Sylowuntergruppen von G sind konjugiert.

Ludwig Sylow %1832 +1918

30.4.2008
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Beweis. 1. Wir variieren den Beweisgedanken von Lemma 2.28: Es sei |G| = n = p™u
mit pJ u. Wir betrachten die Menge X aller p™-elementigen Teilmengen von G. Die
Gruppe G operiere auf X durch Linkstranslation, d.h. fir Y = {y1,...,ypm} € X
und g € Gist gY = {gy1,...,gYpm }

Es sei nun H = Gy die Standgruppe von Y. Das bedeutet, da3 hY = Y fiir alle
h € H. Insbesondere erhalten wir eine neue Gruppenwirkung H X Y — Y, (h,y) —
hy. Diese Wirkung ist mit der Wirkung von G auf X nicht zu verwechseln! Offensich-
licht ist die Wirkung von H auf Y frei, und Y zerfillt in eine disjunkte Vereinigung
von Rechtsnebenklassen von H. Aber das bedeutet insbesondere: Die Ordnung von
H ist ein Teiler der Michtigkeit von Y, d.h. H ist eine p-Gruppe der Ordnung pm
mit m’ < m. Und H ist genau dann eine p-Sylowgruppe, wenn Y aus einer einzigen
H-Bahn besteht, also die Form Y = Hy hat.

Gehen wir wieder zur Wirkung von G auf X {iiber, so bedeutet dies: Die Linge
der Bahn von Y ist |G|/|H| = up™ "™, also genau dann nicht durch p teilbar, wenn
Y = Hy fiir eine p-Sylowuntergruppe. Es sei Xy C X die Menge aller Teilmengen der
Form Y = Hy mit einer p-Sylowuntergruppe H und y € G. Aus der Bahnengleichung
folgt:

|X| = |Xo| mod p.

Nun gilt:
1X| = (pn“) = u # 0 mod p.
p

Da u teilerfremd zu p ist, ist X nicht leer, d.h. es gibt p-Sylowuntergruppen. Weiter
gibt es zu jeder p-Sylowuntergruppe H genau u verschiedene Nebenklassen Hy in X.
Andererseits ist H als Standgruppe der Nebenklasse Hy eindeutig bestimmt, d.h. ein
Elemente aus X, gehort immer nur zu genau einer p-Sylowuntergruppe. Das zeigt:
| Xo| = usp. Es folgt: u = us, mod p, also s, = 1 mod p.

2. Es sei S < G eine p-Sylowuntergruppe und H < G eine beliebige p-Untergrup-
pe. Wir wenden Lemma 2.28 direkt auf die Wirkung von H auf der Menge G/.S durch

Linksmultiplikation an. Da
G/S| = |GI/IS| = u # 0 mod p,

gibt es einen Fixpunkt 4.5 € G/S, d.h. eine Nebenklasse y.S mit Hy.S = yS. Aber das
bedeutet, daB y ' Hy C S bzw. H C ySy~'. Demnach liegt H in der p-Sylowunter-
gruppe ¥.Sy !, was zu zeigen war.

3. Dieses Argument liefert in dem Spezialfall, da3 H selbst schon eine p-Sylow-
untergruppe ist, eine Inklusion H C ySy~!. Da beide Gruppen p-Sylowuntergruppen
sind, sind sie gleichmichtig. Die Inklusionsbeziehung ist daher schon eine Gleichheit.
Folglich sind je zwei p-Sylowuntergruppen konjugiert.

4. SchlieBlich betrachten wir die Wirkung von G auf der Menge X; der p-Sylow-
untergruppen durch Konjugation: (g,S) + ¢gSg~!. Wir haben gerade gesehen, daf
alle p-Sylowuntergruppen konjugiert sind. Es gibt deshalb nur eine Bahn. Bezeichnet
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K die Standgruppe von S € Xj, so folgt: |G| = |K| - |X1], also ist s, = |X;| ein
Teiler von |G]|. O

Im Beweis haben wir die folgende Kongruenz benutzt: Fiir jede Primzahl p und
jede zu p teilerfremde natiirliche Zahl u gilt

(up > = u mod p.
pm

Tatsédchlich gilt eine allgemeinere Aussage:

Lemma 2.33 — Es sei p eine Primzahl, v € N und 0 < k < n. Dann gilt:

u:upmmd
k) = \ppm ) OCP

Beweis. Im Polynomring F,[z, y] gilt (z + y)? = 2P + yP. Induktiv folgt (z + y)?" =
xzP" + y?" und schlieBlich

(@ +y)"" = (@ )"

Indem man auf beiden Seiten nach der binomischen Formel expandiert und die Koeffi-
zienten vergleicht, findet man die behauptete Formel. (]

Aufgaben zur Gruppentheorie

Aufgabe 2.1 — Es sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge und X die Menge
aller Untergruppen von G, die S enthalten. Zeigen Sie:

1. X ist nicht leer.
2. (S) :=pyex H istein Element in X.

(S) heiBt die von S erzeugte Untergruppe von G, und G heifit von S erzeugt, wenn
G =(5).

Aufgabe 2.2 — Es sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Es sei H die Menge
aller Produkt s1 - - - s,, mitn € Ny und s; € S oder 5;1 € S.Zeigen Sie, daB H = (5).

1) € O(2) die Spie-

Aufgabe 2.3 — Es sei n € N gegeben. Es bezeichne s = ((1) 0
(2) die Drehung um den

cos(2m/n) —sin(27r/n)) c0

gelung an der z-Achse und d = ( sin(2r/n) cos(27/n)

Winkel 27 /n.

1. Die Untergruppe C,, := (d) in der orthogonalen Gruppe O(2) ist zyklisch mit
Ordnung n, d.h. C,, 2 Z/n.

2. Die Untergruppe D,, := (s, d) heiBt Diedergruppe. Man zeige, daB | D,,| = 2n.
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3. Man bestimme alle Konjugationsklassen von D,,. (Vorsicht: Unterscheide die

Fille n gerade und n ungerade.)
4. Man bestimme alle Untergruppen und Normalteiler in D,,.

Es sei H < G eine Untergruppe. Das Verhiltnis [G : H] := |G/H| = |G|/|H|
wird als Index von H in G bezeichnet.

Aufgabe 2.4 — Jede Untergruppe H < G vom Index [G : H| = 2 ist ein Normaltei-

ler.

Aufgabe 2.5 — Es sei G eine Gruppe, N <1 G ein Normalteiler und H < G eine
Untergruppe.

1. N N H ist ein Normalteiler in H.

2. Die Menge NH = {nh | n € N,h € H} ist eine Untergruppe in G.
3. N ist ein Normalteiler in N H.

4. Die Abbildung NH — NH/N hat den Kern N N H.

5. Die Abbildung H/(N N H) — NH/N, hmod (N N h) +— hmod N, ist ein

Isomorphismus (Erster Isomorphiesatz).

6. Ist auch H ein Normalteiler, so ist N N H ein Normalteiler in G.

Aufgabe 2.6 — Es sei m : G x X — X eine Linkswirkung. Dann ist ¢(z,g) :=
m(g~!, x) eine Rechtwirkung von G auf X.

Aufgabe 2.7 — Es sei Gx X — X eine Gruppenwirkung. Liegen x und y in derselben
Bahn, so sind ihre Standgruppen G, G, < G konjugierte Untergruppen. Wie hingen

G4y und G, Zusammen?

Aufgabe 2.8 — Es sei p eine Partition von n. Man bestimme die Michtigkeit der Kon-

jugationsklasse aller Permutationen vom Zykeltpy p.

Aufgabe 2.9 — Es sei G eine Gruppe und g € G. Der Zentralisator von g in G ist die
Menge Z(g) = {h € G | hg = gh}. Man zeige:

1. Zg(g) ist eine Untergruppe von G.

2. Zg(z) ist die Standgruppe von x beziiglich der Wirkung G x G — G, (g,z) —
~1
grg -

3. Es sei speziell G = S, und 7 € S, ein Permutation. Man driicke die Ordnung
von Zg, () durch den Zykeltyp von 7 aus.
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Aufgabe 2.10 — Es seien N und H Gruppen und « : H — Aut(N) ein Gruppen-
homomorphismus. Das semidirekte Produkt N x, H ist die Menge N x H mit der
folgenden Gruppenstruktur:

(n,h) - (n',h') == (na(h)(n'), hh').

Zeigen Sie: 1. Die angegebene Verkiipfung definiert tatsdchlich eine Gruppenstruktur.
2. Die Abbildungen N — N %, H,n+ (n,e),und H — N x, H, h — (e, h), sind
injektive Gruppenhomomorphismen.

3. Identifiziert man N und H mit ihren Bildern in N x H, so gilt: IV ist ein Normalteiler
in N x H, und die Inklusion von H induziert einen Isomorphismus H = (N x H)/N.
4.Firn € Nund h € H gilt: hnh™ = a(h)(n).

5.Essei a : Z/2 — Aut(Z/3) ein Homomophismus. Dann gilt Z/3 %, Z/2 = Z /6
oder S5 je nachdem, ob « die triviale Abbildung ist oder nicht.

Aufgabe 2.11 — Es seien sg,s; : R — R die Punktspiegelungen an den Punkten 0
bzw. 1. Zeigen Sie: Die von sy und s erzeugte Gruppe G ist isomorph zu Z X, Z/2,
wobei « : Z/2 — Aut(Z) den eindeutigen Gruppenisomorphismus bezeichne

Aufgabe 2.12 — Es sei V ein K-Vektorraum. Die Gruppe GL(V') der K -linearen Au-
tomorphismen von V ist eine Untergruppe in der Gruppe Aut(V') der Automorphismen
von V als abelsche Gruppe. Es sei o : GL(V) — Aut(V') die Inklusionsabbildung.
Die Gruppe Aff(V) := V X, GL(V) heifit affine Gruppe von V. Man zeige, dafl
Af(V)xV =V, ((b,A),v) — Av + b, eine Gruppenwirkung von Aff (V') auf V ist.

Aufgabe 2.13 — Es sei K ein Kérper und G C GL,,(K) die Untergruppe der oberen
Dreiecksmatrizen. Zeigen Sie, daB G auflosbar ist.

Aufgabe 2.14 — 1. Fiir alle n > 2 gilt [S,,, S,,] = A,..

2. Ay ={(1)}, A3 =2 Z/3, also insbesondere [A3, A3] = {(1)}.

3. [As, Ad] = Vi = {(12)(34), (13)(24), (14) (23)}, und [V4, Va] = {(1)}.

4. Firn > 5ist [4,, A,] = A,. [Ohne Riickgriff auf die in der Vorlesung bewiesene
Einfachheit von A,,.]

Es sei K ein Korper. GL,,(K) bezeichnet die Gruppe der invertierbaren n X n-
Matrizen, SL,, (K') die Untergruppe der Matrizen mit Determinante 1, und Z,, die Un-
tergruppe der Vielfachen der Einheitsmatrix. Man sieht leicht, dal Z,, ein Normal-
teiler ist. Wir definieren PSL,, (K) := SL,(K)/(Z, N SL,(K)) und PGL,,(K) :=
GL,.(K)/Z,.

Aufgabe 2.15 — Es sei F, ein'” endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Bestimmen Sie
die Ordnungen der endlichen Gruppen GL,,(F,), SL,,(F,), PGL,,(F;) and PSL,,(F,).

10Wir werden im Laufe der Vorlesung sehen, daB es bis auf Isomorphie genau einen endlichen Korper mit
q Elementen gibt, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist.
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Aufgabe 2.16 — Es sei K ein Korper und n € N.

1. Falls (K,n) # (Fa,2), gilt [GL,, (K), GL,(K)] = SL,, (K).

2. Falls (K,n) # (F2,2), (F2, 3), gilt [SL,,(K), SL, (K)] = SL,(K)
[Elementarmatrizen E;;(A) mit E;;(A)mn = Omn + Adim 0y, betrachten.]
3. Was geschieht in den Ausnahmefillen?

Aufgabe 2.17 — Wir betrachten in GL2(C) die Untergruppe Qs, die von den Matrizen

I:= (8,0) und J::((l)_ol)

K3

erzeugt wird. Zeigen Sie, daB Qg eine endliche Gruppe der Ordnung 8 ist. Js heifit
Quaternionengruppe. Bestimmen Sie alle Untergruppen und Normalteiler in Qsg.

Aufgabe 2.18 — Es gibt bis auf Isomorphie genau fiinf Gruppen der Ordnung 8, nam-
lich
Z7/8, Z/AXZ])2, Z]2xZ/2x7Z/2, D, Qs.

Dabei ist D, die Diedergruppe, die von der Spiegelung ((1) _01) und der Drehung
((1) ’Ol) erzeugt wird, und Qg ist die Quaternionengruppe. Zu welcher dieser Gruppen
ist die Gruppe

v={(}57)) cone

isomorph?

Aufgabe 2.19 — Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = pg mit Primzahlen p > q.
Zeigen Sie:

1. Es gibt genau eine p-Sylowuntergruppe N.

2. Ist H eine g-Sylowuntergruppe, so ist G isomorph zu einem semidirekten Pro-
dukt N %, H.

3. Wenn ¢ kein Teiler von p — 1 ist, ist G zyklisch.

Aufgabe 2.20 — Zeigen Sie:
1. Essei G eine Gruppe mit Zentrum Z. Wenn G/Z zyklisch ist, so ist G abelsch.

2. Es sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch. Wie viele Grup-
pen der Ordnung p? gibt es?

3. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie: In einer nichtabelschen Gruppe der Ordnung p3
hat das Zentrum die Ordnung p.

Wir wiederholen in den folgenden Aufgaben einige Ergebnisse aus der Vorlesung
Elementare Algebra und Zahlentheorie. Es sei G eine abelsche Gruppe. Die Zahl
e(QG) :=sup{ord(g) | g € G} € NU {co} heifit Exponent von G.
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Aufgabe 2.21 — Es sei G eine Gruppe mit kommutierenden Elementen a und b von
endlicher Ordnung m = ord(a) bzw. n = ord(b). Man zeige:

1. Sind m und n teilerfremd, so gibt es k, £ € Z mit (ab)* = a und (ab)* = b, und

das Element ab hat die Ordnung mn.

2. Es gibt ein Element ¢ € {(a,b) < G mit ord(c) = kgV(m, n).

Aufgabe 2.22 — Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt ord(g)|e(G) fiir
alle g € G, und e(G) teilt die Gruppenordnung. [Hinweis: Aufgabe 2.21.]

Aufgabe 2.23 — Es sei K ein Korper und G < K* eine endliche Untergruppe der
Einheitengruppe. Dann ist G zyklisch. Insbesondere ist fiir jeden endlichen Korper F
die Einheitengruppe F* zyklisch. [Hinweis: Man zeige, daB alle g € G Nullstellen des
Polynoms X*(&) — 1 € K[X] sind.]

Die Bestimmung der Einheitengruppe (Z/n)* fiir eine beliebige natiirliche Zahl
zerfillt in zwei Teile. Zunichst zerlegt man n = [[, p;** in seine Primfaktoren. Nach

dem Chinesischen Restklassensatz gilt dann zunéchst
z/n=]]z/p

und damit auch

@/m* =L@/

Es bleibt das Problem, die Struktur von (Z/n)* fiir den Fall einer Primzahlpotenz

n = p" zu bestimmen. Das geschieht in den folgenden Aufgaben.

Aufgabe 2.24 — Es sei p eine ungerade Primzahl. Fiir alle m > 0 gilt:
(1+p)" =1+p™ = pm+2,

Fiir alle m > 0 gilt
(1+2%)2" =1 4272 = gm+3,

Aufgabe 2.25 — Es sei p eine ungerade Primzahl und m > 1. Es sei U der Kern des
Homomorphismus ¢ : (Z/p™)* — (Z/p)*.

1. U ist eine p-Gruppe.
2. U wird von 1 + p erzeugt.

3. (Z/p™)* ist zyklisch der Ordnung (p — 1)p™ L.

Aufgabe 2.26 —Es seim > 2 und U der Kern des Homomorphismus ¢ : (Z/2™)* —
(Z/4).
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1. U ist eine 2-Gruppe.
2. U wird von 5 erzeugt.

3. (Z)2™)* =2 7Z/2 x 7/2™2, wobei die Faktoren von —1 und 5 erzeugt werden.
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§3 Korpererweiterungen

3.1 Charakteristik und Grad
Wir kennen drei prinzipielle Methoden, um aus Ringen Korper zu konstruieren:

1. Ist A ein kommutativer Ring und m ein maximales Ideal, dann ist der Restklas-
senring A/m ein Korper, der Restklassenkdrper von m. Aus 7 gewinnt man so
fiir jede Primzahl p den endlichen Korper F,, = Z /p.

2. Ist A ein Integritiitsbereich, so ist der totale Quotientenring Q(A) ein Korper,
der Quotientenkérper von A. Das verallgemeinert den Ubergang von den ganzen
Zahlen Z zum Korper Q = Q(Z) der rationalen Zahlen.

3. Es sei K ein Korper. Dann ist K [X] ein Integrititsbereich. Sein Quotientenkor-
per ist der Funktionenkorper

f(X)
F(X):= ‘f,gEKX,g#O .
0 { 9(X) A
Analog kann man mit einer beliebigen Anzahl von Unbestimmten verfahren.

Eine der wichtigsten Invarianten eines Korpers ist seine Charakteristik: Es sei K ein
Korper und 1k das Einselement. Fiir jedes n € N bezeichne nx die n-fache Summe
von 1 mit sich. Die Abbildung N — K, n — ng, setzt sich zu einem Ringhomo-
morphismus ¢ : Z — K fort. Der Kern von ® ist notwendigerweise ein Primideal. Die
Charakteristik char () ist die Zahl 0 oder die Primzahl p je nachdem, ob ker(®) = (0)
oder ker(®) = (p). Es gibt also zwei fundamental verschiedene Fille:

1. char(K) = 0. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn nx # 0 fiir alle n € N.
Der Ring Z wird durch ® auf eindeutige Weise in K eingebettet. Jedes Element
# 0in Z ist in K invertierbar. Deshalb setzt sich die Abbildung ® zu einem
kanonischen injektiven Homomorphismus Q — K des Quotientenkorpers fort.

|

2. char(K) = (p) fiir eine Primzahl p. Dabei ist p die kleinste natiirliche Zahl n

%K

P
7
-
-
o

Qz) =0

mit nxg = 0. Nach der universellen Eigenschaft des Restklassenrings induziert
Z — K einen kanonischen injektiven Homomorphismus F, = Z/(p) — K.

2. Mai 2008
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Ein Unterkorper in einem Korper K ist eine Teilmenge £ C K, die unter Addition und
Multiplikation abgeschlossen und mit diesen ererbten Verkniipfungen ein Korper ist.
Der Durchschnitt aller Unterkorper in einem gegebenen Korper ist selbst ein Unterkor-
per, und zwar der kleinstmogliche. Er heiflt der Primkorper von K. Offenbar ist der
Primkdorper eines Korpers auf kanonische Weise zu Q oder IF,, isomorph je nachdem,
ob char(K) = 0 oder p.

Korper der Charakteristik p > 0 unterscheiden sich in zahlreichen Punkten von
Korpern der Charakteristik 0. Alle endlichen Korper haben positive Charakteristik.
Ein Beispiel fiir einen unendlichen Korper von positiver Charakteristik ist der Korper
F,(X) der rationalen Funktionen iiber F,,.

Die Binomialkoeffizienten (¥) sind fiir 0 < k& < p durch p teilbar. Deshalb gilt in
den Korpern der Charakteristik p > 0 die Rechenregel

(a1 +...4ap)P =adl +...+db. 3.1

Daraus ergibt sich der Satz:

Satz 3.1 — Es sei p eine Primzahl und K ein Korper der Charakteristik p. Die Abbil-
dung F : K — K, a — a?, ist ein injektiver Ringhomomorphismus, der sogenannte
Frobeniushomomorphismus.

Definition 3.2 — Es sei K ein Korper. Eine K -Algebra ist ein Ring R zusammen mit
einem Ringhomomorphismus K — R.

Ein solcher Ringhomomorphismus ¢ : K — R ist immer injektiv. AuBerdem wird
R durch die skalare Multiplikation A - z := ¢(\)z fir A € K und z € R zu einem

K -Vektorraum. Wir konnen dann R mit den Mitteln der linearen Algebra untersuchen.

Definition 3.3 — Es sei K ein Korper. Ein Homomorphismus K — L in einen Korper
L heiB3t Korpererweiterung von K. Die Dimension von L als K -Vektorraum heiflt Grad
der Erweiterung und wird mit [L : K] := dimg (L) notiert. Eine Erweiterung K — L
heiBt endlich, wenn [L : K] < oc.

Da jede Korpererweiterung notwendigerweise injektiv ist, identifizieren wir K héu-
fig mit seinem Bild und betrachten K als einen Unterkorper von L, wenn es ohne Ge-
fahr von Mifverstindnissen moglich ist. Man spricht auch von einer Einbettung des
Korpers K in den Korper L. Wenn man den Homomorphismus K — L nicht betonen
will, schreibt man L/ K fiir die Erweiterung.

Beispiele 3.4 — 1. Der Korper K = Q(+/2) besitzt drei verschiedene Einbettungen
in C. Zunichst hat man mit der Abkiirzung o = {/2 die Darstellung

K = {a+ba+ca®|a,b,ccQ}. (3.2)
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Um K in C einzubetten, mul « auf eine komplexe Zahl abgebildet werden, deren
dritte Potenz 2 ist. Dazu gibt es genau drei Moglichkeiten: o, ap und ap? mit p =
exp(2mi/3). Die Wahl von « liefert einfach die Standardinklusion ¢ = id : K — C,
die beiden anderen Wahlen liefern Einbettungen 2, @3 : K — C, deren Bilder nicht
einmal in R landen.

2. Etwas anders ist die Situation im folgenden Fall: Der Korper Q(1/2) besitzt zwei
verschiedene Einbettungen in C, nimlich o1 (a+bv/2) = a+bv/2 und 3 (a-+bv/2) =
a — by/2. In diesem Falle sind die Bilder der beiden Abbildungen gleich, aber die
Abbildungen selbst sind verschieden.

3. Die Erweiterungen Q(+/2)/Q und Q(v/2)/Q sind endlich vom Grad 3 bzw. 2.
Ahnlich ist [C : R] = 2. Die Erweiterung R /Q hat unendlichen Grad.

Satz 3.5 — Es seien K — L — M Korpererweiterungen. Dann gilt
[M:K]=[M:L]-[L:K] (3.3)

Beweis. Es sei {z;};cr eine K-Basis von L und {y;};cs eine L-Basis von M. Wir
betrachten die Menge B := {xiyj}(i,j)elxj. Es geniigt zu zeigen, da} B eine Basis
ist, denn |B| = |I| - |J|.

Zunéchst 148t sich jedes m € M als Linearkombination m = j £;y; schreiben,
wobei fast alle £; € L verschwinden. Weiter 148t sich jedes £; # 0 als Linearkombi-
nation £; = ). a;;x; schreiben. Insgesamt sind nur endlich viele a;; # 0. Nun gilt
m = Z(i}j) a;jx;y;. Folglich ist B ein Erzeugersystem.

Ist andererseits 0 = >, » ai;ziy; = >_; (32, aijx:) y;, so folgt aus der linearen
Unabhingigkeit der y; zunichst, dafl > ; 0ij%; = O fiir alle j, und dann aus der linearen
Unabhingigkeit der x;, daB a,; = 0 fiir alle (z, j). Folglich ist B eine Basis. O

Fiir den Satz und den Beweis ist es unerheblich, ob die Mengen I und J endlich
sind oder nicht.

Satz 3.6 — Es sei K ein Korper, A eine kommutative nullteilerfreie K -Algebra mit
dimg (A) < oo. Dann ist A ein Korper.

Beweis. Der Beweis ist sehr leicht. Wir fithren bei der Gelegenheit Bezeichnungen ein,
die wir auch spiter gebrauchen konnen. Fiir jedes a € A ist die Linksmultiplikation

by : A— A, x> az,

eine K-lineare Abbildung. Die Nullteilerfreiheit von A impliziert, da} ¢, injektiv ist,

wenn a # 0. Dadimg (A) < oo, ist jeder injektive Endomorphismus des K -Vektorraums

A auch surjektiv. Es gibt also insbesondere zu jedem a € A \ {0} ein b € A mit
ab = £,(b) = 1. O

Essei X' — L eine Korpererweiterung und S C L eine Menge. Es gibt Unterkorper
von L, die das Bild von K und S enthalten, zum Beispiel L selbst. Der Durchschnitt

5. Mai 2008
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aller dieser Unterkorper hat dieselbe Eigenschaft und ist der kleinste Unterkorper mit
dieser Eigenschaft. Er wird mit K (.S) bezeichnet und heifit der von S iiber K erzeugt
Unterkorper von L. Er a6t sich auch folgendermalien beschreiben:

K(S) = p(s1,..., 5n) ‘ n€No,p,qg€ K[X1,...,Xn],51,...,5n € S, q(s) #0.
Q(817"'7Sn)

Falls S = {aq,...,as} schreiben wir kurz K (aq,...,as) statt K({ay,...,ae}).

Definition 3.7 — Es sei L/ K eine Korpererweiterung.
1. Eine Menge S C L erzeugt die Erweiterung L/ K, wenn L = K(5).

2. Der Korper L heifit endlich erzeugt iiber K, wenn es eine endliche Menge S C L
mit L = K(S) gibt.

3. Eine Erweiterung L/ K heif}t einfach, wenn es ein Element ¢ € L mit L = K (a)
gibt.

Es ist klar, daf} jede endliche Korpererweiterung auch endlich erzeugt ist, denn je-
de Basis ist erst recht ein Erzeugendensystem. Umgekehrt wird der Funktionenkorper
K (X) als Korpererweiterung von K allein von X erzeugt, d.h. K(X)/K ist eine ein-
fache Erweiterung, aber [K (X)) : K| = cc.

Man beachte auch, daB es zu jedem a € K (S) eine endliche Teilmenge S, C S mit
a € K(S,) gibt, weil sich jedes a als Quotient von zwei Polynomen mit Eintrdgen aus
S ausdriicken 148t, die aber jeweils nur von endlich vielen Elementen aus S abhéngen
konnen.

3.2 Algebraische Erweiterungen

Es sei¢ : K — L eine Korpererweiterung und a € L. Wegen der universellen Eigen-
schaft des Polynomrings gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : K[X] — L
mit | = ¢ und (X ) = a. Wir schreiben kurz ¢)(f) =: f(a). Das Bild von 9 ist
ein Unterring von L und wird mit K'[a] bezeichnet. Weil jeder Unterring eines Korper
nullteilerfrei ist, ist der Kern von 1) ein Primideal. Deshalb bestehen zwei Moglichkei-

ten:

1. ker(y) = (f) mit einem eindeutig bestimmten normierten irreduziblen Polynom
f- Wegen der universellen Eigenschaft des Restklassenrings faktorisiert ¢ iiber
eine Einbettung ¢ : K[X]/(f) — L. Es folgt, daB K[X]/(f) = K(a) und
[K(a) : K] = [K[X]/(f) : K] = grad(f) =: n. Es gilt dann schon Kla] =
K (a). Wir nennen « in diesem Falle algebraisch vom Grad n iiber K. Das Po-
lynom f ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades mit
f(a) = 0. Es heifit das Minimalpolynom von a und wird mit minpol, /5 := f
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bezeichnet.

2. ker(¢) = (0). In diesem Falle wird K [X| durch ¢ in L eingebettet, und setzt
sich geméalB der universellen Eigenschaft der Lokalisierung zu einer Einbettung
des Korpers der rationalen Funktionen fort: ® : K(X) — L. Es folgt, dal
K[X] = Kla] und K(X) = K(a), und insbesondere ist [K (a) : K] = co. Wir
nennen ¢ in diesem Falle transzendent tiber K.

Kix] 21

/

K(X)

Definition 3.8 — Es sei L/ K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K.
Ein Element b € L ist konjugiert zu a, wenn b Nullstelle des Minimalpolynoms von a
ist.

Die Definition erweitert den Begriff der komplex konjugierten Zahl: In der Erweite-
rung C/R ist jedes z € C algebraisch iiber R, und zwar vom Grad 1 oder 2 je nachdem
ob z reell ist oder nicht. Die zu z konjugierten Zahlen sind z selbst und z, die im

tiblichen Sinne konjugierte komplexe Zahl.

Beispiel 3.9 — Die komplexe Zahl a = /5 —2ist algebraisch iiber Q: Da V5 = a+2,
folgt 5 = a? + 4a + 4. Alternativ kann man v/5 aus ¢ = v/5 —2und a2 = 9 — 45
eliminieren:

\/5:a+2:i(9—a2)‘ (3.4)

Auch so ergibt sich a? + 4a — 1 = 0. Das Polynoms 22 + 4z — 1 ist irreduzibel in
Q[z], weil es keine Nullstellen in Q besitzt: Jede Nullstelle miite schon ganzzahlig
sein und auBerdem ein Teiler des konstanten Terms. Die einzigen Teiler sind £1, und
diese sind keine Nullstellen. Also ist 22 + 42 — 1 das Minimalpolynom von a. Die zu
a konjugierte Nullstelle ist —/5 — 2 = —a — 4 € Q(a).

Beispiel 3.10 — Es sei a = /2 € R.Dannist b = a2 + a algebraisch iiber Q: Wir
finden b = (a®+a)? = a*+2a®+a? = a®> +2a+4und b* = a8 +3a® +3a* +a® =
6a® + 6a + 6. Durch Elimination von a? und a aus diesen Gleichungen findet man
b —6b— 6 = 0. Nach dem Eisensteinkriterium ist 2> — 6z — 6 € Q[X] irreduzibel und
daher das Minimalpolynom von b. Die zu b konjugierten Elemente in C sind pa® + p?a

und p?a? + pa, wobei p = exp(2mi/3), wie man durch Ausmultiplizieren verifiziert:

(X —a® —a)(X — pa® — pa)(X — p?a® —pa)=...= X3 —6X —6. (3.5
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Beachte: a® = 2, p? + p + 1 = 0. Die zu b konjugierten Zahlen sind nicht reell und
liegen sicher nicht in Q(b).

Beispiel 3.11 — Um das regulire Siebeneck in den Einheitskreis zeichnen zu konnen,
briduchte man eine Strecke der Linge v = cos(«), o = 27 /7. Aus dem Additionstheo-
rem fiir den Kosinus folgt fiir beliebige a, b € R:

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a) - cos(b). (3.6)
Daraus ergibt sich:
cos(2a) = 2u? — 1, cos(3a) = 2u(2u® — 1) —u = 4u® — 3u 3.7
und
cos(4a) = 2(2u® — 1) — 1 = 8u* — 8u? + 1. (3.8)
Da cos(3a) = cos(4a) fiir diese spezielle Wahl von «, liefert der Vergleich die Identi-
tat
Sut —8u+1=4u® —3u (3.9)
oder
8ut — 4u® — 8u® 4+ 3u+1=0. (3.10)

Das Polynom 8z* — 423 — 822 + 3x 4 1 ist aber nicht irreduzibel, es hat die Nullstelle

1. Division durch x — 1 liefert das kubische Polynom:
823 4 422 — 4x — 1 € Q[z]. (3.11)

Es liegt nahe, die Substitution z = 2u = €' 4 e~ yorzunehmen. z ist dann Nullstelle
des Polynoms f = x3 + z2 — 2z — 1. Da +1 keine Nullstellen von f sind, ist f
irreduzibel. Also ist z algebraisch iiber Q mit Minimalpolynom f. Die zu z = 2 cos(«)
konjugierten Elemente sind 2 cos(2a) = 2% — 2 und 2 cos(3a) = 2z® — 3z und liegen,
wie die Formeln zeigen, in Q(z).

Man kann dasselbe Polynom f auch wie folgt herleiten: Es sei { = exp(2mi/7).
Dann geniigt ¢ der Gleichung

AuBerdem ist z = ¢ + (1. Wir teilen (3.12) durch ¢3 und entwickeln nach Potenzen
von v:

CHCHHI+TH TP+ = A4+C+(P-20-20"1+1
= P42 -201-1
= 2422 -22-1.

Definition 3.12 — Eine Korpererweiterung K — L heilit algebraisch, wenn jedes
a € L algebraisch iiber K ist, und andernfalls transzendent.
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Satz 3.13 — Die folgenden Aussagen iiber eine Korpererweiterung L /K sind dquiva-
lent:

1. L/K istendlich.
2. L/K ist algebraisch und endlich erzeugt.
3. L/K ist erzeugt von endlich vielen algebraischen Elementen.

Beweis. 1 = 2: Es sei L/ K endlich vom Grad n. Jede Vektorraumbasis ist ein Erzeu-
gersystem. Deshalb ist L/ K sicher endlich erzeugt. Fiir jedes a € L sind die Elemente
1, a, ..., a™ linear abhéngig iiber K. Es gelte etwa fy + fia + ...+ f,a™ = 0. Dann
ist a Nullstelle des Polynoms f = >, fi X * und deshalb algebraisch.
2 = 3: Trivial.
3 = 1: Es seien s1,...,s, € L Elemente, die algebraisch tiber K sind und L erzeu-
gen. Wir zeigen durch Induktion iiber n, daB der Korper K; = K(s1,...,s;) endlich
iiber K ist. Fiir ¢ = 1 ist dies klar. Angenommen, ¢ > 1 und [K;_; : K] < oco. Nach
Annahme ist s; algebraisch iiber K, also erst recht iiber K;_;. Es folgt mit dem Grad-
satz: [K; : K| = [K; : K;—1]-[K;—1 : K] < co.Mit L = K,, hat man die Behauptung.
O

Satz 3.14 — Die folgenden Aussagen iiber eine Erweiterung L/ K sind dquivalent:
1. L ist algebraisch iiber K.
2. L wird von Elementen erzeugt, die algebraisch iiber K sind.

3. Jede endliche Menge S C L liegt in einem Zwischenkorper M von endlichem
Grad iiber K.

Beweis. 1 = 2: Trivial.
2 = 3: Es sei T ein Erzeugendensystem von L iiber K aus algebraischen Elementen
und S C L eine endliche Teilmenge. Zu jedem Element s € S gibt es eine endliche
Menge Ty C T mit s € K (7). Es sei T” die Vereinigung aller T. Dann ist M =
K(T") ein von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugter Zwischenkorper und
nach Satz 3.13 algebraisch iiber K von endlichem Grad.
3 = 1: Jedes Element a € L liegt in einem Zwischenkdrper von endlichem Grad iiber
K und ist deshalb nach Satz 3.13 algebraisch iiber K.

]

Eine unmittelbare Folgerung des Satzes ist die folgende: Ist L/ K eine Korperer-
weiterung, so ist die Menge aller Elemente in L, die algebraisch iiber K sind, ein
Zwischenkorper.

Definition 3.15 — 1. Es sei L/ K eine Korpererweiterung. Der Zwischenkérper aller
Elemente in L, die algebraisch iiber K sind, heifit algebraischer Abschlufl von K in L.
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2. Der algebraische AbschluB von Q in C wird mit Q bezeichnet und heiBt der Kérper
der algebraischen Zahlen.

Satz 3.16 — Es sei L/K eine algebraische und M /L eine beliebige Korpererweite-
rung. Ein Element a € M ist genau dann algebraisch iiber L, wenn a algebraisch iiber
K ist.

Beweis. Wenn a algebraisch iiber K ist, ist es trivialerweise auch algebraisch iiber L.
Es sei also umgekehrt a algebraisch iiber Lund f = X" 4 f,,_1 X" ' 4+ ...+ fy das
Minimalpolynom. Dann ist der von den Koeffizienten von f erzeugte Zwischenkorper
L' := K(fo,..., fan—1) C L nach Satz 3.13 endlich iiber K, und nach Konstruktion
ist @ algebraisch iiber L'. Daher ist [L'(a) : K| = [L'(a) : L'][L’ : K] < oo und somit
a algebraisch iiber K. O

Man kann diesen Satz auch so ausdriicken, daf3 die Eigenschaft, eine algebraische
Erweiterung zu sein, transitiv ist:

Folgerung 3.17 — Sind M /L/K Korpererweiterungen, so ist M /K genau dann al-
gebraisch, wenn M /L und L /K algebraisch sind. O

3.3 Nullstellen und algebraisch abgeschlossene Korper

Im letzten Abschnitt sind wir analytisch vorgegangen: Die Korpererweiterung K — L
war gegeben, und zu einem algebraischen Element a € L haben wir das zugehori-
ge Minimalpolynom betrachtet. In diesem Abschnitt gehen wir den umgekehrten syn-
thetischen Weg: Wir starten mit einem Korper K und einem irreduziblen Polynom
f € K[X] und konstruieren eine Erweiterung K — L, in der f eine Nullstelle besitzt.
Indem wir diesen Weg zu Ende gegen, konnen wir zu jedem Korper K eine algebraisch
abgeschlossene Erweiterung K konstruieren.

Esseii: K — L eine Korpererweiterung. Diese Abbildung erweitert sich zu einer
Inklusion von Polynomringen i’ : K[X] — L[X] durch i'|x = i und i'(X) = X.
Solange keine Gefahr von Mehrdeutigkeiten besteht, schreiben wir wieder f statt ¢’ (f)
fir Polynome f € K[X]. Ein Polynom f € K[X] kann in L Nullstellen bekommen
oder liber L in Faktoren zerfallen, die es iiber K noch nicht gab. Zum Beispiel ist
X%+ 1 € Q[X] irreduzibel, besitzt aber iiber R bzw. C die Faktorisierungen

X441 = (X24V2X +1)(X2-V2X +1)
= (X-g(X -)X -e”)(X —¢)
mit der primitiven 8-ten Einheitswurzel £ = exp(27i/8).
Satz 3.18 — Es sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles normiertes Polynom

vom Grad n. Dann ist M := K[X]/(f) eine Kérpererweiterung von K vom Grad n.
Die Restklasse X € M von X ist eine Nullstelle von f.
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Beweis. Angenommen, @,b € M sind Elemente mit ab = 0. Wir wihlen Reprisen-
tanten a,b € K[X]. Die Annahme bedeutet, da f|ab. Da f prim ist, folgt f|a oder
f|b, also@ = 0 oder b = 0. Das zeigt, daB K[X]/(f) ein Integrititsbereich ist. Durch
Polynomdivision mit Rest folgt, daB} jedes Polynom modulo f kongruent zu einem
Polynom vom Grad < n ist. Daher wird M als K-Vektorraum von den Restklassen
von 1, X,..., X" ! aufgespannt. Nach Satz 3.6 ist M eine endliche Korpererweite-
rung von K. Wiren die Restklassen von 1, ..., X™ ! nicht linearunabhiingig, gibe es
€0, Cly .-+, Cne1 € K derart,daB ¢ := ¢y + ...cp,—1 X" ! durch f teilbar wire. Das
ist absurd. Also ist [M : K| = n. Die letzte Aussage ist nach Konstruktion klar. O

Man beachte, dal man — mit den Bezeichnungen des Satzes — zu jedem Ele-
ment0) # g = go+ X + ... + gn_lyn_l € M mit dem euklidischen Algo-
rithmus ein Inverses explizit berechnen kann: Da f irreduzibel ist, sind f und g =
go+ X + ...+ g1 X" in K[X] teilerfremd. Man bestimmt dann mit dem eu-
klidischen Algorithmus Polynome « und S mit 1 = «f 4 [¢. Die Restklasse von /3 in
M ist ein Inverses zu g.

Folgerung 3.19 — Es seien K ein Korper und f1, ..., f, € K[X]\ {0} Polynome.
Dann gibt es eine Korpererweiterung L/ K derart, daB alle f; iiber L in Linearfaktoren
zerfallen.

Beweis. Man kann sich sofort auf den Fall n = 1 zuriickziehen, indem man die Poly-
nome durch ihr Produkt ersetzt. Es sei also f ein nichttriviales Polynom. Wir argumen-
tieren mit Induktion iiber den Grad von f. Falls f den Grad 0 oder 1 hat, kann man
L = K wihlen. Andernfalls sei g|f ein irreduzibler normierter Faktor. Der Satz 3.18
garantiert die Existenz einer Erweiterung K — M und eines Elements 8; € M mit
g(B1) = 0.Essei h:= /(X — 1) € M[X]. Da grad(h) < grad(f), folgt induktiv
die Existenz einer Erweiterung M — L derart, da§ h in L[X] in Linearfaktoren zer-
fillt: h = ¢(X — P2) -+« (X — B¢) mit B; € M und ¢ € K zerfillt. Damit hat man auch
f=cX =B (X —By). O

Definition 3.20 — Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn die folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Jedes nichtkonstante Polynome f € K[X] besitzt eine Nullstelle in K.

2. Jedes nichtkonstante Polynom f € K[X] zerfillt in ein Produkt aus Linearfak-
toren.

3. Jedes irreduzible Polynom f € K[X] hat Grad 1.

Der Beweis der Aquivalenz der Bedingungen ist einfach.

Satz 3.21 — Jeder Korper K besitzt eine Einbettung K — K in einen algebraisch
abgeschlossenen Korper.
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Beweis. 1. Schritt: Wir imitieren die Konstruktion einer Nullstelle zu einem gegebenen
Polynom, nur daf wir Nullstellen fiir alle Polynome auf einen Schlag konstruieren.

Es sei F' C K[X] die Menge aller normierten irreduziblen Polynome. Wir be-
trachten den Polynomring R := K[{X}scr] mit einer Unbestimmten X ; zu jedem
f € F.Essei I C R dasIdeal, das von allen Elementen f(X f), f € F, erzeugt wird.
Da I die Konstanten nicht enthilt, ist I # R. Es sei m C R ein maximales Ideal, das
T enthilt. Der Restklassenring L := R/m ist eine Korpererweiterung von K, und be-
zeichnet oy € L die Restklasse von X, so gilt f(ay) = 0, weil f(X;) € I C m.In
L hat also jedes Polynom von K eine Nullstelle. AuB3erdem ist L algebraisch iiber K,
weil L von den Restklassen der X erzeugt wird, die nach Konstruktion algebraisch
tiber K sind.

Wir werden spéter sehen, dal L bereits algebraisch abgeschlossen ist. Bis dahin
miissen wir anders argumentieren.

2. Schritt: Wir iterieren die Konstruktion und erhalten eine Folge von Korpererwei-
terungen

Ko=K—>K, =L—Ky—>Kz— ... (3.13)

mit der Eigenschaft: Jedes irreduzible Polynom in K,,[X] besitzt in K, 11 eine Null-
stelle. Daraus folgt auch durch ein einfaches Gradargument: Jedes Polynom in K,,[X]
vom Grad < m zerfillt in K,,;,,[X] in Linearfaktoren.

Wairen die Abbildungen K,, — K, Inklusionen im mengentheoretischen Sinne,
so wiirden wir einfach K, := |J K, setzen. Jedes Polynom in K, [X] vom Grad
¢ hat nur endlich viele Koeffizienten und liegt daher schon in K [X] fiir hinreichend
groB gewiihltes N und zerfillt in K [ X] in Linearfaktoren. Also ist K, algebraisch
abgeschlossen (und sicher auch algebraisch iiber K).

Da die iterativ konstruierten Erweiterungen w,, : K,, — K, 11 zwar injektiv, aber
keine Inklusionen sind, miissen wir anders vorgehen: Es sei A := @n>0 K, mit kom-
ponentenweise definierten Verkniipfungen und i,, : K,, — A die Inklu_sionsabbildung.
Dann ist A ein kommutativer Ring (ohne 1!). Es bezeichne J C A das Ideal, das von
allen Elementen der Form 4,11 (uy,(2)) — i, (2) erzeugt wird. Dann ist K, := A/I
ein kommutativer Ring mit 1. Bezeichnet j,, die Komposition K,, - A — K, so
gilt: jp11 0wy = jy, fir alle n und |, jn(Kn) = Ko. Wie bereits ausgefiihrt ist

K ein algebraisch abgeschlossener Korper. (]

Die im zweiten Beweisschritt durchgefiihrte Konstruktion ist ein Spezialfall einer
allgemeinen Konstruktion, die einem direkten System von Ringen einen Kolimes oder

direkten Limes zuordnet.

Definition 3.22 — Eine Erweiterung K — K ist ein algebraischer AbschluB von K,
wenn K algebraisch abgeschlossen und algebraisch iiber K ist.

Zum Beispiel ist C algebraisch abgeschlossen, aber nicht der algebraische Ab-
schluB} von Q.
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Satz 3.23 (Fundamentalsatz der Algebra) — C ist algebraisch abgeschlossen.

Wir beweisen den Satz nach der Methode von Lagrange. Gaul} hat diesen Beweis
wie auch andere frithere Beweise aus methodischen Griinden abgelehnt, weil diese Be-
weise die Existenz von Wurzeln einer vorgelegten Polynomgleichung in irgendeinem
Rechenbereich voraussetzen (den Begriff Korper hier zu verwenden, wére anachroni-
stisch), vgl. die Einleitung der Dissertation von Gauf3. Mit der Einfithrung des Begriffs
der Korpererweiterung und dem abstrakten Nachweis, daB jedes Polynom f € K[X]
iiber einer geeigneten Korpererweiterung K — K’ zerfillt, fallen die Einwinde von
GauB} weg.

Da der Korper C als Erweiterung von R definiert ist und die Konstruktion von
R analytische Elemente enthilt, nimlich die Vervollstindigung von Q beziiglich des
Betrages, kommt man nicht ganz ohne analytische Hilfsaussagen aus. Man kann sie im
Kern auf das folgende Lemma reduzieren:

Lemma 3.24 — Jedes Polynom in R[X|] von ungeradem Grad hat in R eine Nullstelle.
Fiir jede positive reelle Zahl a hat X? — a eine positive Nullstelle in R.

Beweis. Zwischenwertsatz. O

Aus der zweiten Aussage des Lemmas ergibt sich zunéchst:

Lemma 3.25 — Jedes quadratische Polynom in C[X] hat in C eine Nullstelle.

Beweis. Durch quadratische Ergidnzung fithrt man das Problem auf die Aussage zuriick,
daB jede komplexe Zahl eine komplexe Quadratwurzel besitzt. Ist nun a + bi # 0
vorgegeben, so fithrt der Ansatz (z + iy)? = (a + bi) auf die Gleichungen

22 +yP=vVa2+b2, ?—y*=ua (3.14)

mit den Losungen

xz:ﬁ:\/;<a+ a2+b2), y:ﬁ:\/;(—ﬁﬂ— a2+b2). (3.15)

Dabei sind die Vorzeichen so zu wihlen, dal 2xy = b. O

Beweis des Hauptsatzes der Algebra. Es geniigt zu zeigen, daf} jedes nichtkonstante
reelle Polynom in C eine Nullstelle besitzt. Denn ist f ein beliebiges komplexes Poly-
nom, so ist g = f f reell, und ist « eine Nullstelle von g, so ist entweder o oder @ eine
Nullstelle von f.

Es sei nun ein normiertes Polynom f € R[X] vom Grad n vorgelegt. Wir schreiben
n = 2%u mit einer ungeraden Zahl v und einem Exponenten a € Ny. Wir fithren den
Beweis durch Induktion iiber a. Der Induktionsanfang a = 0 ist gerade der Fall eines
Polynoms von ungeradem Grad n = u.
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Es seialso a > 1 und die Behauptung fiir alle Polynome vom Grad 29w/ mita’ < a
schon gezeigt. Wir wihlen eine algebraische Erweiterung R C C C L so, daf} f iiber
L in Linearfaktoren zerfillt, f = [, (X — ;). Wir betrachten fiir einen noch niher
zu bestimmenden Parameter ¢ € R und fiir jedes Paar von Indizes 1 < ¢ < j < n die

Elemente c¢;; = x; + x; + tx;x;, sowie das Polynom

fo=T](X = cip). (3.16)
i<j
Offensichtlich ist f; symmetrisch unter Permutation der z;. Die Koeffizienten von f;
lassen sich dann polynomiell durch ¢ und die Koeffizienten von f ausdriicken, sind also
insbesondere reell. Das Polynom f; € R[X] hat den Grad

grad(f,) = <Z) = 901y (20y — 1) = 2971y, (3.17)

Nach Induktionsannahme ist eine der Nullstellen c;; von f; komplex, d.h. es gibt ein
Paar (i(t),j(t)) mit u(t) := ) + 2 + txi)2j¢) € C. Daes mehr reelle Zahlen

als Paare (7, j) gibt, gibt es zwei verschiedene reelle Parameter s, ¢ mit (i(s), j(s)) =
(i(), j(#)) = (i, 7). Nun gilt

(i +25) + swiw; =u(s) € C, (z; +x;) + tazx; = u(t) € C. (3.18)

Dieses lineare Gleichungssystem fiir x; +x; und x;; hat eine eindeutige Losung, weil
die Determinante gleich t — s # 0 ist. Deshalb gilt

z; +xj, zx; €C. (3.19)

Damit sind 2; und z; die beiden Losungen einer quadratischen Gleichung mit komple-
xen Koeffizienten. Wir wissen, dal diese quadratische Gleichung komplexe Losungen
besitzt. O

3.4 Fortsetzungen von Einbettungen

Es seieni : K — K’ und ¢ : K — L Korpererweiterungen. Eine Fortsetzung von
auf K’ ist ein Homomorphismus o : K’ — L mit o o ¢ = 1). Jede solche Fortsetzung
ist K-linear. Umgekehrt ist jeder K-lineare Homomorphismus von Ringen K’ — L

eine Fortsetzung von 1.

K'-%>1L
Pz
K

Satz 3.26 — Es sei K (a)/K eine einfache algebraische Erweiterung mit Minimalpo-
Iynom f = minpol, . Jede Fortsetzung einer gegebenen Einbettung ¢ : K — L auf
K (a) bildet a auf eine Nullstelle von f in L ab. Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle 3



Algebravorlesung im Sommersemester 2008 49

von f in L genau eine Fortsetzung ¢’ : K (a) — L mitv’(a) = (3. Insbesondere ist die
Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen von 1) genau die Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f in L.

Beweis. Da f(a) = 0, ist zunidchst klar, da} jede Fortsetzung ¢ : K(a) — L das
Element a auf eine Nullstelle von f in L abbilden muB, und da K (a) von a erzeugt ist,
liegt ¢ durch den Wert auf « fest.

Es sei nun umgekehrt eine Nullstelle 5 € L von f vorgegeben. Es ist K(a) =
K[X]/(f). Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings gibt es genau einen
Homomorphismus j : K[X] — L mit X — £, der die Erweiterung K — L fortsetzt.
Dabei geht f auf f(8) = 0. Insbesondere faktorisiert j nach der universellen Eigen-
schaft des Restklassenrings iiber einen Homomorphismus ¢’ : K (a) = K[X]/(f) —
L. O

Satz 3.27 (Existenz von Fortsetzungen) — Es sei L/ K eine algebraische Erweiterung.
Dann 146t sich jede Einbettung j : K — M in einen algebraisch abgeschlossenen
Korper M zu einer Einbettung i : L — M fortsetzen.

Beweis. Wir betrachten die Menge X = {(L’,4')} aller Paare aus einem Zwischen-
korper L', K C L' C L, und einer Einbettung i’ : L' — M mit i'|x = j. Dann
enthélt X wenigstens das Element (K, j) und ist deshalb nicht leer. Die Menge X ist
halbgeordnet durch die Relation

(L',7) < (L",i") = L' ¢ L und i"| = i'. (3.20)

Istnun Y C X eine Kette, so setzen wir Ly := J;, cy L’ und definieren ¢y : Ly —
M durch iy |p, := ¢'. Dann liegt das Paar (Ly, iy ) wieder in X und ist nach Konstruk-
tion eine obere Schranke von Y. Mit anderen Worten: (X, <) ist induktiv geordnet.
Nach dem Zornschen Lemma existiert in X ein maximales Element (Lg, ig).
Angenommen, die Inklusion Lo C L ist echt. Jedes Element a € L \ Ly ist alge-
braisch iiber K, also erst recht iiber Ly. Das Minimalpolynom g von a iiber Lg besitzt
in M eine Nullstelle, weil M algebraisch abgeschlossen ist. Folglich gibt es eine Fort-
setzung 4(, : Lo(a) — M von ig. Das Paar (Lg(a), i) widerspriche der Maximalitt
von (Lo, ig). Daher gilt in der Tat Lo = L, und i := i ist eine Fortsetzung von j, wie
verlangt. U

Satz 3.28 (Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses) — Es seieni : K — K’ und
j : K — K" algebraische Abschliisse. Dann gibt es eine Fortsetzung 1) : K/ — K"
von j auf K', und jede solche Fortsetzung ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz von 1) ist eine Konsequenz des Satzes 3.27. Es sei nun ¢) : K’ —
K" irgendeine Fortsetzung. Es ist nur zu zeigen, daB v surjektiv ist. Es sei a € K"
vorgegeben mit Minimalpolynom h iiber K. Dann zerfillt i iiber K’ vollstinding in
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Linearfaktoren h = (X —a1)--- (X —aq). Esfolgt h = (X —¢(a1)) - - - (X —¢(a1))
in K[ X]. Da a eine Nullstelle von h ist, gilt a = v(a;) fiir ein 7. O

3.5 Endliche Korper

Satz 3.29 — Es sei p eine Primzahl und ), ein algebraischer AbschluB3 von F,.

1. Fiir jedes ¢ € N gibt es in F,, genau einen Unterkorper mit p* Elementen. Dieser

wird mit ]sz bezeichnet.

2. Ist K ein endlicher Korper der Charakteristik p und vom Grad ¢ iiber seinem
Primkorper, so gilt K = F .

Beweis. Die Frobeniusabbildung F : x + 2P ist ein Automorphismus von F,,. Dassel-
be gilt dann fiir die /-te Potenz F'*. Wie wir wissen, ist die Menge ¢ der Fixpunkte
von F'* ein Unterkorper von Fp. Nun besteht F,r genau aus den Elementen z mit der Ei-
genschaft 2P = x, also den Nullstellen des Polynoms f = X P X, Wegen [/ = —1
hat f keine mehrfachen Nullstellen. Da K aber algebraisch abgeschlossen ist und f
deshalb in Linearfaktoren zerfillt, hat f genau p’ verschiedene Nullstellen. Folglich
hat F« genau p® Elemente.

Es sei nun K irgendein endlicher Korper der Charakteristik p und vom Grad /¢
iiber seinem Primkérper F,,. Nach Satz 3.27 gibt es eine Einbettung K — F,. Die
Einheitengruppe K * hat die Ordnung p® — 1. Fiir jedes Element z € K * gilt deshalb
27" ~1 = 1. Insbesondere gilt fiir jedes Element x € K die Gleichung 2P’ = z. Aber
das bedeutet K C .. Da die beiden Korper gleich viele Elemente enthalten, sind sie
gleich. ]

Satz 3.30 — Es sei K ein Korper. Jede endliche Untergruppe G C K™ ist zyklisch.

Beweis. Die Gruppe G ist offensichtlich abelsch. Der Exponent von G ist e(G) =
max{ord(g) | g € G7}. Bekanntlich gilt fiir jede endliche abelsche Gruppe G’ und
jedes ¢’ € G’, daB ord(¢')|e(G") (cf. Aufgabe 2.22). Fiir die Gruppe G heilit das,

(©) _ 1 sind. Dieses

daf} alle Gruppenelemente von G Nullstellen des Polynoms X ¢
Polynom hat hochstens e(G) Nullstellen, d.h. |G| < e(G). Da trivialerweise auch die
umgekehrte Ungleichung besteht, gilt sogar Gleichheit. Folglich gibt es ein g € G mit

ord(g) = |G|, und dieses g erzeugt G. O

Folgerung 3.31 — Ist K ein endlicher Kérper, | K| = p’, so ist K* zyklisch von der
Ordnung p® — 1. Insbesondere gibt es ein Element # € K mit der Eigenschaft, daf

K =T,(0). Das Minimalpolynom von 6 ist ein Teiler des Polynoms P
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Aufgaben zu den Grundbegriffen iiber Korper

Aufgabe 3.1 — Es sei K ein endlicher Korper. Dann hat ist | K| eine Primzahlpotenz.

Aufgabe 3.2 — Es sei K ein Korper, G eine Gruppe und G x K — K eine Gruppen-
wirkung mit der Eigenschaft, da$3 fiir jedes Gruppenelement g € G die Linksmultipli-
kation ¢, : K — K, x — g.z, ein Isomorphismus von Korpern ist. Man zeige, daf3 die
Fixpunktmenge K¢ = {x € K | gr = « fiir alle g € G} ein Unterkorper von K ist.

Aufgabe 3.3 — Die Gruppe G = Z/2 x Z/2 operiert auf K = Q(+/2,/3) durch
(e1,€2).(a+bV2+ V3 +dV6) = a+ (—1)9bV2 + (—1)2eV3 + (—1) T%2dV/6.

Bestimmen Sie die Fixkorper K fiir alle Untergruppen H von G.

Aufgabe 3.4 — Es sei K ein Korper. Die Korperautomorphismen ¢ : K — K bilden
eine Gruppe Aut(K), die Automorphismengruppe von K. Man zeige:

1. Aut(Q) = {idg}.
2. Aut(R) = {idg}.

Wir werden spiter sehen, da Aut(C) iiberabzéhlbar ist.
[Hinweis fiir Teil 2.: Wie kann man die Eigenschaft ¢ > 0 algebraisch charakterisieren?
Zeige dann: Fiir reelle Zahlen a > b gilt ¢(a) > (b). Insbesondere ist ¢ stetig.]

Aufgabe 3.5 — Es sei K ein Korper und K (X) der Funktionenkorper in einer Un-
bestimmten. Zeigen Sie, daB fiir jede Matrix A = (‘C‘ g) € GLy(K) die Abbildung
X — (aX 4+ b)/(cX + d) einen eindeutig bestimmten /K -linearen Automorphismus
w4 € Aut(K (X)) definiert und daB die Abbildung ¢ : GLy(K) — Aut(K (X)) ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgaben zu algebraischen Erweiterungen

Aufgabe 3.6 — Bestimmen Sie die Minimalpolynome iiber Q der folgenden komple-

xen Zahlen v/2 + 3, /2 + /3, \3/524-\?/54— 1.

Es sei L/ K eine endliche Korpererweiterung und @ € L. Dann definiert a durch
Linksmultiplikation eine K-lineare Abbildung ¢, : L — L, v — ax. Wir bezeichnen

mit X, /7,/x das charakteristische Polynom von /,,.

Aufgabe 3.7 — 1. Zeigen sie, daB X2 — 3 € Q(v/2)[X] irreduzibel ist. Insbesondere
hat der Korper K = Q(v/2, v/3) den Grad 4 iiber Q.
2. Berechnen Sie das charakteristische Polynom von ¢, : K — K fiir a = /2 und

a=+v2+3.
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Aufgabe 3.8 — Es sei L/K eine endliche Erweiterung. Zeigen Sie: Das Minimalpo-
lynom von a € L tiber K ist gleich dem Minimalpolynon von ¢, : L — L im Sinne
der linearen Algebra. Falls L = K (a), gilt minpol, /g = Xa/K(a)/K-

Aus den beiden vorstehenden Aufgaben folgt, da minpol, , ;- ein Teiler von x4,/ x
ist. Das 1d6t sich verschirfen.

Aufgabe 3.9 — Es seien M/L/K endliche Erweiterungen und a € L. Dann gilt
_ _[M:L) Insb d it . l[L:K(a)]
Xa/M/K = Xg1 i Insbesondere gilt xq/1/x = minpol, ;" .

[Hinweis: Wihlen Sie zunéchst eine K -Basis von L und dann eine L-Basis von M ].

Eine komplexe Zahl heif3t algebraisch oder transzendent, wenn sie algebraisch oder
transzendent iiber Q ist. Die folgenden Aufgaben fithren auf die Aussage, daf es ziem-

lich viele transzendente Zahlen gibt. Die Beweismethode geht auf Cantor zuriick:

Aufgabe 3.10 (Euklid) — Es sei K ein Korper. Man zeige, daR es in K [X] unendlich
viele irreduzible normierte Polynome gibt.

Aufgabe 3.11 — Es sei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluf von K. Man

zeige:
1. Ist K endlich, so ist /{ abzihlbar unendlich.
2. Ist K unendlich, soist |K| = |K]|.
3. Es gibt reelle transzendente Zahlen.

Hinweis zu 1 und 2: Es sei ' C K[X] die Menge der normierten irreduziblen Polyno-
me und m : K — F die Abbildung o minpol,, k-

Aufgaben zu endlichen Korpern

Aufgabe 3.12 — Die Inklusion F,» C Fpm von Unterkérpern in F,, besteht genau
dann, wenn n|m.

Aufgabe 3.13 — Es sei p eine Primzahl, n teilerfremd zu p und m = p‘n.

1. Jede m-te Einheitswurzel in Fp auch schon eine n-te Einheitswurzel.

2. Es gibt genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln in E,.

3. Es sei ¢ € F,, eine primitive n-te Einheitswurzel und F,,(¢) = F,¢ C F,. Dann ist £
die Ordnung von p in (Z/n)*.

4. Mit den Bezeichnungen aus 3: Das Kreisteilungspolynom ®,, zerfillt in F,[X] in
ein Produkt von Polynomen vom Grad ¢.

5. Zerlegen Sie &7 € F5[X] in irreduzible Faktoren.
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§4 Galoistheorie

4.1 Separabilitit

Definition 4.1 — Es sei K ein Korper. f € K[X] heift separabel, wenn f in einem
algebraischen Abschlufl von K nur einfache Nullstellen hat. Andernfalls heifit f inse-
parabel.

Es sei L/ K eine Korpererweiterung, in der das nichtkonstante Polynom f € K[X]
eine Nullstelle v besitzt. Bekanntlich ist o genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn
f'(«) = 0 (Kriterium von Hudde!!). In diesem Falle haben f und f’ in L[X] einen
nichtkonstanten Faktor gemeinsamen. Aber der grofite gemeinsame Teiler 146t sich
mit dem euklidischen Algorithmus bereits in K[X] berechnen. Damit erhélt man das

Kriterium:

Lemma 4.2 — Ein Polynom f € K[X]\ {0} ist genau dann separabel, wenn der
groBte gemeinsame Teiler von f und f’ konstant ist. O

Satz4.3 — Es sei f € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom vom Grad n. > 0.
1. Wenn char(K) = 0, ist f separabel.

2. Wenn char(K) = p > 0, so sei e € Ny maximal mit der Eigenschaft, da8
f(X) = g(XP") fiir ein Polynom g. Dann ist g normiert, irreduzibel und sepa-
rabel, und f ist genau dann separabel, wenn e = 0.

Beweis. Es sei f ein normiertes irreduzibles Polynom von positivem Grad. Wenn f
und f’ iiber einem algebraischen AbschluB von K eine gemeinsame Nullstelle ha-
ben, miissen sie schon in K[X] einen nicht konstanten gemeinsamen Teiler haben. Da
grad(f’) < grad(f) und da f irreduzibel, ist dies nur méglich, wenn f = 0. In
Charakteristik 0 ist dies ausgeschlossen, weil f nicht konstant ist.

Es sei also p = char(K) > 0. Mit dem Ansatz

f=X"+fo 1 X" L+ X+ fo
folgt aus der Annahme
O=f=nX"""'+(n-1fHi 1 X" 2+ ..+ f,
daB plk fiir alle k£ mit f; # 0. Mit m := n/p hat man daher
F=&)" 4 fan-np(X")" 4 [ XP + fo.

Das bedeutet: f(X) = h(XP) fiir ein geeignetes Polynom h. Es ist klar, daf§ A irredu-
zibel und normiert ist. Ist & nicht separabel, hat man h(X) = k(XP?) mit geeignetem

Johan van Waveren Hudde x23. April 1628 +15. April 1704
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Polynom & und somit f(X) = k(X pQ). Iteriert man das Argument, so kommt man
nach endlich vielen Schritten zu f(X) = g(X?") mit separablem g € K[X]. O

Beispiele 4.4 — 1. Es sei p eine Primzahl. Wir betrachten iiber dem Korper F,,(¢) das
Polynom f = XP — ¢. Nach dem Eisensteinkriterium ist f irreduzibel, denn ¢ ist ein
Primelement im faktoriellen Ring I, [¢]. Offensichtlich ist f inseparabel.

2. Das Polynom ist X7 — 3 € F7[X] ist nicht einmal irreduzibel: Da 3" = 3 mod 7,
gilt X" —3=X"-3"=(X-3)".

Definition 4.5 — Es sei L/ K eine algebraische Korpererweiterung und L/ L ein al-
gebraischer AbschluB.

1. a € L ist separabel iiber K, wenn das Minimalpolynom von a separabel ist, und
andernfalls inseparabel. a ist rein inseparabel, wenn a die einzige Nullstelle von

minpol, / in List.

2. L ist separabel liber K, wenn alle Elemente von L separabel iiber K sind, und
andernfalls inseparabel. L ist rein inseparabel iiber K, wenn alle Elemente von

L rein inseparabel iiber K sind.

Bemerkung 4.6 — Die Definition bringt es sich mit sich, da ein Element a € K
zugleich separabel und rein inseparabel iiber K ist, denn das Minimalpolynom X — a
hat genau eine Nullstelle. Das klingt auf den ersten Blick etwas unangenehm, vermeidet

aber Fallunterscheidungen in den Formulierungen spiterer Sitze.

Definition 4.7 — Ein Korper K heiflit vollkommen oder perfekt, wenn jedes normierte
irreduzible Polynom iiber K separabel ist, oder dazu dquivalent, wenn jede algebrai-

sche Erweiterung von K separabel ist.

Satz 4.8 (Kriterien fiir Vollkommenheit) —
1. Korper der Charakteristik O sind vollkommen.

2. Ein Korper K der Charakteristik p > 0 ist genau dann vollkommen, wenn die
Frobeniusabbildung F : K — K, x — xP, surjektiv ist, d.h. wenn jedes Element
a € K eine p-te Wurzel in K besitzt.

Insbesondere sind endliche Kérper und algebraisch abgeschlossene Korper vollkom-
men.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial. Zur zweiten: Wenn F' nicht surjektiv ist und a €
K\ KP, KP := F(K), dann ist X? — q ein inseparables irreduzibles Polynom. Es
sei umgekehrt F' surjektiv. Angenommen, f ist ein inseparables irreduzibles Polynom.
Es gibt dann ein Polynom g = g, X™ + ... + 1 X + go mit f(X) = g(XP). Es sei
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hi = F~Y(g;) = gil/p.Mith = X™+...+h; X+hfolgt: f(X) = g(XP) = h(X)P,
im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f. (]

Satz 4.9 — Es sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p. Dann gilt K = Fp,(a)

mit einem separablen Element a.

Beweis. Nach Satz 3.30 ist die Einheitengruppe eines endlichen Korpers zyklisch:
K* = Z/(p* — 1), £ = [K : F,]. Ist a ein Gruppenerzeuger, so hat man K =
{0yu{a’ |i=1,...,p"*—1}. AuBerdem ist a Nullstelle des Polynoms f := X' X,

Da f/ = —1, hat f keine mehrfache Nullstellen und somit das Minimalpolynom von
a, das ein Teiler von f ist, auch nicht. O
Satz 4.10 (Satz vom primitiven Element) — Es sei L = K(a,as,...,a,)/K eine
algebraische Erweiterung mit separablen Elementen ay,. .., a,—1. Dann ist L/K eine

einfache Erweiterung, d.h. es gibt ein Element ¢ € L mit L = K (c). Sind alle Elemente

ai, ..., a, separabel, so kann auch c separabel gewihlt werden.

Beweis. Wenn K endlich ist, ist auch L endlich und wird von jedem Erzeuger 6 der
zyklischen Einheitengruppe L™ erzeugt. Wir konnen deshalb im Folgenden ohne Ein-
schrinkung annehmen, da3 K unendlich viele Elemente hat. AuBBerdem geniigt es, den
Fall n = 2 zu betrachten, der allgemeine Fall folgt induktiv.

Wir betrachten also eine algebraische Erweiterung L = K(a,b)/K und nehmen
an, daB a separabel ist. Es sei K ein algebraischer AbschluB von K (a,b). Wir be-
zeichnen mit a; = a,as,...,a, und by = b, b, ..., b, die paarweise verschiedenen
Nullstellen der Minimalpolynome f von a bzw. g von b. Wir betrachten fiir ein noch
niher zu bestimmendes Element ¢ € K das Element ¢ := at + b € K(a,b). Dann
haben die Polynome f(X) und g(c — tX) die gemeinsame Nullstelle a. Die weiteren
Nullstellen von f(X) sind as, . . ., a,, die weiteren Nullstellen von g(c — tX') die Ele-
mente a + (b — b;)/t. Wir wihlen jetzt t # 0 so, daBl (a; — a)t # b — b; fiir alle
i > 1 und alle j. Dies ist moglich, weil | K| = co und weil durch diese Bedingung nur
endlich viele Werte von ¢ ausgeschlossen sind.

Nun ist der groBte gemeinsame Teiler von f(X) und g(c — tX) in K (c¢)[X] genau
X — a. Deshalb 148t sich X — a als Linearkombination von f(X) und g(c — tX)
mit Koeffizienten in K (¢)[X] schreiben. Insbesondere liegt a in K (c), und damit auch
b = ¢ — at. Das zeigt: K(a,b) C K(c). Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

Wir nehmen jetzt an, sowohl a als auch b seien separabel. Dann kann man ¢ auch
noch so wihlen, daB (a; — ay)t # b; — by falls @ # ¢’ oder j # j’. Dann sind alle
Elemente c¢;; = a; + tb; paarweise verschieden. Das Polynom

h(X) = HH(X - ¢ij)
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ist symmetrisch unter Permutation der a; untereinander und der b; untereinander. Nach
dem Hauptsatz tiber symmetrische Polynome lassen sich die Koeffizienten von h po-
lynomiell durch die Koeffizienten von f und g ausdriicken und liegen deshalb in K.
Deshalb ist das Minimalpolynom von ¢ ein Teiler von h. Nach Konstruktion sind die
Nullstellen von h paarweise verschieden. Deshalb ist das Minimalpolynom von c se-
parabel. (]

Definition 4.11 — Es sei L/K eine endliche Erweiterung und K — K ein algebrai-
scher Abschluf3. Weil alle algebraischen Abschliisse von K isomorph sind, hingt die
Anzahl der Fortsetzungen L — K nicht von der Wahl von K ab. Diese Zahl heifit der
Separabilititsgrad von L/K und wird mit [L : K|, bezeichnet.

Satz 4.12 — Es sei L = K (a)/K eine einfache algebraische Erweiterung.
1. Wenn char(K) =0,ist[L: K] =[L: K]s.

2. Wenn char(K) =p > 0, soist[L : K] = p°[L : K], wobei e € Ny maximal
mit der Eigenschaft ist, da das Minimalpolynom von « die Form g(X pe) hat.

Beweis. Es sei f das Minimalpolynom von « iiber K und n = [L : K| = grad(f).
Wenn « separabel ist, hat das Minimalpolynom n verschiedene Nullstellen in K. Des-
halb gilt in diesem Falle [L : K]; = n. Wenn « nicht separabel ist, hat K positive
Charakteristik p. Mit e und ¢ wie im Satz gilt also f(X) = g(X?"), und g ist das
Minimalpolynom von o”". Mit m = grad(g) gilt n = mp®, und da g separabel ist,
gibt es m verschiedene Fortsetzungen ¢; : K (o) — K. Das Minimalpolynom von
o iiber K () ist XP° — ", Es hat in K genau eine Nullstelle. Deshalb setzt sich

jedes ¢; eindeutig auf K («) fort. Darum ist [L : K]s = m = n/p°. O

Satz 4.13 — Es seien M /L/K endliche Erweiterungen. Dann gilt
[M: K]s=[M: L|s[L: K;.

Beweis. Es sei ein algebraischer AbschluB K — K gewihlt. Es bezeichne F, /i die
Menge der Fortsetzungen auf M und Fy ,x die Menge der Fortsetzungen auf L. Die
Einschrinkung v +— 1|, definiert eine Abbildung E : Fy;  — F k. Da sich jede
Fortsetzung auf L zu einer Fortsetzung auf M fortsetzen 1dBt, ist E surjektiv. Es sei
sei nun eine Fortsetzung ¢ : L — K fixiert. Alle Elemente in K sind algebraisch
iiber K, also erst recht iiber L, und da algebraisch abgeschlossen ist, ist K auch ein
algebraischer Abschlu von L. Nach Definition gibt es genau [M : L]s verschiedene
Fortsetzungen von ¢ auf M. Mit anderen Worten: |E~1(¢)| = [M : L],. Es folgt:
[M:K]S:\FM/K|:Z¢6FL/K[M:L]S:[M:L]S[L:K]s. O
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Satz 4.14 — Fiir jede endliche Erweiterung L/K ist [L : K], ein Teiler von [L : K].
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. [L:K];=[L:K].

2. L/K ist separabel.

3. L wird von separablen Elementen erzeugt.
4. L = K(a) fiir ein separables Element a.

Beweis. Wir wihlen a € L\ K und betrachten die Erweiterungen K — K (a) — L.
Nach den Sétzen 4.12 und 4.13 und durch Induktion iiber den Grad ergibt sich zunéchst

die Teilbarkeitsrelation
[L: K], =[L:K(a)]s[K(a): K]s | [L: K(a)][K(a): K] =[L: K]

und damit die erste Behauptung.

1 = 2: Wenn die duBeren Terme gleich sind, so muB auch [K(a) : K], = [K(a) : K]
gelten, d.h. a ist separabel. Die Implikation 2 = 3 ist trivial.

3 = 4: Es seien aq, . . . a,, separable Elemente mit L = K(aq,...,a,). GemiB dem
Satz vom primitiven Element 4.10 gibt es ein separables a € L mit L = K(a).

4 = 1: IstschlieBlich L = K (a) fiir ein separables Element, so gilt [L : K]; = [L : K]
nach Satz 4.12. U

Satz 4.15 — Es seien M /L /K algebraische Erweiterungen.

1. L/K ist genau dann separabel, wenn L als K -Erweiterung von separablen Ele-

menten erzeugt wird.
2. M/K ist genau dann separabel, wenn L /K und M /L separabel sind.

Beweis. Es sei S C L ein Erzeugendensystem aus separablen Elementen und a € L ein
beliebiges Element. Dann gibt es eine endliche Teilmenge S’ C S mita € K(S’) C L.
Nach Konstruktion ist [K(S”) : K] < oo, und nach Satz 4.14 folgt, daB alle Elemente
in K (S’) separabel iiber K sind. O

Satz 4.16 — Es sei L/ K eine algebraische Korpererweiterung. Die folgenden Aussa-

gen sind dquivalent:
1. Jedes iiber K separable Element von L liegt in K.
2. L/K ist rein inseparabel.
3. L wird als Erweiterung von K von rein inseparablen Elementen erzeugt.

4. [L:K],=1.
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Beweis. Falls K = L, ist der Satz aus trivialen Griinden richtig. Wir nehmen also an,
daB [L : K] > 1. Zundchst gilt 1 = 2: Es sei a« € L\ K mit Minimalpolynom f.
Nach Annahme ist a inseparabel iiber /K. Deshalb ist p = char(KX) > 0 und es gibt ein
e > 0 und ein separables Polynom ¢ mit f(X) = ¢g(X?"). Nun ist a?" separabel iiber
K und liegt deshalb schon selbst in K, d.h. g ist linear und somit a rein inseparabel.
Die Implikation 2 = 3 ist trivial.

3 = 4: Es sei L = K(.5) mit einer Menge S von rein inseparablen Elementen. Sind
fi1, fo : L — K verschiedene Einbettungen, so muB es ein o € S mit f1(a) # fo()
geben. Aber f1 () und f»(c) sind Nullstellen des Minimalpolynoms von « in K, also
gleich. Widerspruch.

4 = 1: Bs sei a € L iiber K separabel. Da sich jede Einbettung K (a) — K auf L
fortsetzen 14Bt, hat man [L : K|; > [K(a) : K] > 1, im Widerspruch zur Annahme. [J

Satz 4.17 — Es sei L/K eine algebraische Erweiterung. Dann gibt es genau einen
Zwischenkérper M C L mit der Eigenschaft, daB M /K separabel und L/M rein
inseparabel ist.

Beweis. Es sei M C L die Menge aller tiber K separablen Elemente. Nach Satz 4.15
besteht K (M) nur aus separablen Elementen, ist also gleich M. Esseinuna € L\ M
mit Minimalpolynom f(X) = g(X?") und separablem g. Dann ist b := a?" separabel
tiber M und deshalb nach Satz 4.15 auch separabel iiber K. Nach Konstruktion liegt b
schon in M, und f hat die Form f(X) = X P _ . Das zeigt, dal a rein inseparabel
tiber M ist. (]

Definition 4.18 — Der Zwischenkorper M im vorstehenden Satz heif3t die separable
Hiille von K in L. Die separable Hiille von K in einem algebraischen Abschluf K heift
separabler Abschlufl von K und wird mit K° bezeichnet. In der tiblichen Weise zeigt
man, daf} der separable Abschluf} bis auf (nicht eindeutigen) Isomorphismus eindeutig
ist.

4.2 Normale Erweiterungen und Zerfallungskorper
Definition 4.19 — Es sei L/ K eine Korpererweiterung.

1. L/K ist normal, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X], das in L wenig-
stens eine Nullstelle besitzt, iiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.

2. L/K ist Zerfillungskorper einer Menge F C K[X] von Polynomen, wenn je-
des f € F iiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfillt und wenn L von den

. Nullstellen der Polynome f € F erzeugt wird.
26. Mai 2008

Satz 4.20 (Existenz und Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers) — Es sei F C K[X]
eine Menge von Polynomen.
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1. Es gibt einen Zerfillungskérper L/ K von F.

2. Zu je zwei Zerfdllungskorpern iy : K — Ly und i : K — Lo gibt es einen
Homomorphismus ¢ : L1 — Lo mit ¢ o0 11 = 19, und jede solche Einbettung ist

ein Isomorphismus.

Beweis. 1. Bs seii : K — K ein algebraischer AbschluB und L C K der Korper, der
von den Nullstellen aller f € F erzeugt wird. Offensichtlich ist L ein Zerfallungskor-
per von F.

2. Zur Existenz von ¢: Wir nehmen wieder mit transfiniter Induktion (= Zornsches
Lemma) an, (Lo, @) sei ein maximales Paar aus einem Zwischenkorper Ly C L
mit einer Fortsetzung g : Ly — Lo der Einbettung i5. Falls Ly # L1, gibt es ein
f € F und eine Nullstelle a € Ly von f, die nicht in Lg liegt. Dann ist minpola/L0
ein Teiler von f und hat deshalb in L, Nullstellen. Folglich 148t sich ¢q zu einer Ein-
bettung von Lg(a) in L fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitdt von (Lg, ¢p).
Deshalb ist Ly = L;. Zur Surjektivitit: Es sei ¢ : Ly — Lo gegeben, f € F und
b € Ly eine Nullstelle von f. Nun zerfillt f iiber L; in Linearfaktoren: f(X) =
(X —a1) - (X —an) € L1[X]. Es folgt: f(X) = (X —p(a1)) - (X — @(an))
Folglichistb € {¢(a1),...,¢(ay,)}. Da Ly von allen Nullstellen der Polynome f € F

erzeugt wird, und diese, wie gerade gezeigt, im Bild von ¢ liegen, ist o surjektiv. [

Beispiel 4.21 — Ist ein Polynom f € K[X] vorgegeben, 148t sich der Grad des Zer-
fallungskorpers nur durch eine Einzeluntersuchung angeben, wie die beiden folgenden
Beispiele zeigen. Wir betrachten die dhnlich aussehenden Polynome f = X¢ — 3 und
g = X%+ 3in Q[X]. Nach dem Eisensteinkriterium sind beide irreduzibel.

1. Es sei L = Q(a) mit o = ¥/3. In L[X] zerfillt f in vier Faktoren:

X0 -3=(X-a)(X+a)(X?+aX +a?)(X? - aX +a?).

Die beiden quadratischen Faktoren konnen tiber L nicht weiter zerfallen, weil die Glei-
chung f = 0 die Losungen ap®, k = 0,...,5 mit p = exp(27i/6) hat, von de-
nen nur o und —a = ap® reell sind. Adjungiert man an L eine Nullstelle 3 von
X2 - aX + a2, etwa M = L(p), so zerfillt dieses quadratische Polynom in die
Faktoren (X — 8)(X — a+ ), aber auch das andere zerfillt und man erhilt insgesamt
die Zerlegung

X0 —3= (X —a)(X +a)(X = B)(X +B)(X —a+B)(X+a— )

iiber M. Esgilt [ M :Q]=[M:LI[L:Q]=2-6=12.
2. Vollig anders ist die Situation im Falle von g: Ist v € C eine Nullstelle von g, so
gilt fiir w := (y® + 1) /2, daB w # —1, aber

1 : 1
w? = §(79 +37° 43y +1) = §(—373 +3-(-3)+3y*+1)=-1
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Deshalb ist w € Q(7y) eine primitive sechste Einheitswurzel, und g hat in Q(v) sechs
Nullstellen:

Deshalb ist Q(+y) schon der Zerfillungskorper von g, und [Q(7) : Q] = 6.

Satz 4.22 (Normalititskriterium) — Die folgenden Aussagen iiber eine algebraische
Erweiterung L/ K sind dquivalent:

1. L/K ist normal.
2. L/K ist Zerféllungskorper einer Menge F C K[X].

3. Jede K -lineare Einbettung o : L — L in einen algebraischen AbschluB L von L
bildet L in sich ab.

In diesem Falle ist jede Abbildung o : L — L wie in Aussage 3 ein Isomorphismus.

Beweis. 1 = 2. Es sei S C L ein Erzeugendensystem von L/K und F die Men-
ge der Minimalpolynome der Elemente aus S. Dann hat jedes Polynom aus F nach
Konstruktion eine Nullstelle in L und zerfillt nach Annahme iiber L vollstdndig in
Linearfaktoren. Aufierdem sind die Nullstellen der Polynome f € F ein Erzeugenden-
system. Nach Definition ist L/ K ein Zerféllungskorper von F.

2 = 3. Es sei ein algebraischer AbschluB j : L — L gewihltund o : L — L eine
K-lineare Fortsetzung: 7

Dann bildet ¢ jede Nullstelle eines Polynoms f in eine ebensolche Nullstelle ab. Alle
diese Nullstellen liegen in L. Deshalb liegen die Bilder aller Nullstellen aller f € F
wieder in L. Da L auBerdem von diesen Nullstellen erzeugt wird, gilt (L) C L.
3= 1:Esseia € Lund b € L eine Nullstelle des Minimalpolynoms von a. Dann
gibt es eine K-lineare Einbettung ¢ : K(a) — L mit ¢»(a) = b. Wir setzen diese
zu einer Einbettung o : L — L fort. Nach Annahme gilt o(L) C L, also erst recht
b= o(a) € L. Das zeigt, da L normal ist.

Die SchlufSbehauptung folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 4.20 fiir Zerféllungskor-
per. (Il

Satz 4.23 (Normale Hiille) — Es sei L/ K eine algebraische Erweiterung. Dann gibt
es eine algebraische Erweiterung N/L mit der Eigenschaft, daB N /K normal ist und
daB N der kleinste Zwischenkorper von L/L mit dieser Eigenschaft ist. Wenn L/K
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eine endliche Erweiterung ist, so ist auch N/ K endlich. N/ L hei3t normale Hiille von
L/K.

Beweis. Es sei L — L ein algebraischer Abschlu, S C L ein Erzeugendensystem
von L/K und F = {minpol,,x |a € S} C K[X]. Essei N C L der von allen
Nullstellen der Polynome f € F erzeugte Korper. Dann ist N normal iiber X und
enthilt L und ist der kleinste Unterkorper in L mit diesen beiden Eigenschaften. Wenn
L/K eine endliche Erweiterung ist, kann S endlich gewihlt werden. Es folgt | F| < oo
und [N : K] < oo. O

Wie iiblich zeigt man, daB die normale Hiille N/ L einer algebraischen Erweiterung
L/K bis auf (nicht eindeutigen) L-linearen Isomorphismus eindeutig ist.

4.3 Galoiserweiterungen

Definition 4.24 — Es sei L ein Korper. Die Menge der Automorphismen o : L — L
bildet mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe Aut(L). Es sei K C L ein
Unterkorper. o : L — L ist ein relativer Automorphismus von L/ K, wenn 0| = idk.
Die Menge der relativen Automorphismen ist eine Untergruppe Aut(L/K) < Aut(L).

Lemma 4.25 (Dirichlet) — Es seien 01, ...,0, : I' = M paarweise verschiedene
Gruppenhomomorphismen von einer Gruppe I' in die Einheitengruppe eines Korpers
M. Dann sind 01, . .., oy, linear unabhéngige Elemente im M - Vektorraum Abb(T, M)
aller Abbildungen von I' nach M. Mit anderen Worten: Sind p1, . . ., i, € M mit der
Eigenschaft, da3

M101($) .t ,uno'n(x) =0

firallex € I', dann gilt iy = ... = p,, = 0.

Beweis. Es sei k minimal gewihlt mit der Eigenschaft, daB3 (nach eventuell notwendi-
gem Umnumerieren) die Homomorphismen o1, ..., oy linear abhéngig sind. Da alle
i # 0sind, ist k > 2. Es gibt nun gy, . .., g € M* mit S5 pio(x) = 0 fiir alle
x € I.Daoy # o9, gibteseiny € T' mit o1 (y) # o2(y). Nun bestehen die Relationen

k k
0= moi(yz) =Y _ oi(y)mioi(x). 4.1)
=1 i=1

Durch Subtraktion der Relation

k
0=o01(y) Zuiaz‘(ﬁf) (4.2)
i=1
erhilt man
= Z(al(y) —o0;(y))pioi(x) firalle x € K. 4.3)

i>2
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Da oy (y) — o2(y) # 0 ist dies eine nichttriviale Relation zwischen den Homomorphis-
men oy . .., 0y, im Widerspruch zur Minimalitit von k. O

Im folgenden wollen wir das Lemma auf paarweise verschiedene Korperhomo-
morphismen o1,...,0, : K — M anwenden: Die Einschrinkungen der o; auf die
Einheitengruppen sind Gruppenhomomorphismen. Deshalb ist das Lemma anwendbar
und zeigt, daf die o; linear unabhéngig sind.

Es sei ¢ : K — L eine endliche Erweiterung. Jeder relative Automorphismus
o € Aut(L/K) ist eine Fortsetzung von 1.

Nach Satz 4.14 iiber die Anzahl von Fortsetzungen gilt [Aut(L/K)| < [L : K].

Definition 4.26 — Eine endliche Erweiterung L/ K ist eine Galoiserweiterung'?, wenn
|Aut(L/K)| = [L : K]. In diesem Falle nennt man Gal(L/K) := Aut(L/K) die Ga-
loisgruppe der Erweiterung.

Beispiele 4.27 — 1. Es gibt zwei Automorphismen von Q(v/3)/Q, niamlich die Iden-
titdt id und o : /3 — —+/3. Also ist Q(v/3)/Q eine Galoiserweiterung mit Galois-
gruppe Gal(Q(v/3)/Q) = Z/2.

2. C/R ist eine Galoiserweiterung: Die Galoisgruppe Gal(C/R) ist isomorph zu Z/2
und wird von der komplexen Konjugation z — Z erzeugt.

3. Die Erweiterung Q(+/2)/Q ist keine Galoiserweiterung. Es gibt drei Q-lineare Ein-
bettungen Q(+/2) — C. Dabei wird o = /2 der Reihe nach auf o, pa und p?cr mit
p = exp(2mi/3) abgebildet. Aber die beiden letzten Zahlen liegen nicht in Q(+/2)/Q
und liefern keine Automorphismen dieses Korpers.

Lemma 4.28 — Es sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Dann gilt K = L.

Beweis. Nach Definition gilt sicher K C M := L% und G C Aut(L/M). Es folgt:
|G| < [L: M] < [L: K] = |G]. Also besteht iiberall Gleichheit. Insbesondere ist
[L:M]=[L:K]und M = K. O

Beispiel 4.29 (Spurabbildung) — Es sei L ein Korper und G C Aut(L) eine endliche
Untergruppe. Fiir jedes = € L ist S(x) := ) . o(x) invariant unter der Gruppe G,
denn fiir g € G folgt nach Umindizierung:

9(S(x)) = Y _(go)(x) = Y hix) = S(x).

ceG heG

12Evariste Galois #25. Oktober 1811 +31. Mai 1832
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Deshalb nimmt S : L — L Werte im Fixkorper K := L¢ an. Diese Abbildung
S : L — K heiBt Spurabbildung. Die Spur ist zundchst K-linear, denn fiir A € K und
z € L gilt

SAx) =Y o)=Y o(No(z) =a()) > o(x) = AS(x),
o€G oceq oG
weil o(A) = A.
Die Spur ist aber vor allem nicht die Nullabbildung: Falls K die Charakteristik 0
hat, folgt dies sofort aus der einfachen Beobachtung, daB S(11) = |G| - 1. Allgemei-
ner folgt die Behauptung fiir beliebige Charakteristik unmittelbar aus Lemma 4.25.

Lemma 4.30 — Es sei L ein Kérper und G < Aut(L) eine endliche Untergruppe.
Dann ist L/ L eine Galoiserweiterung mit Aut(L/L%) = G.

Beweis. Es sei G = {o4,...,0,}, K = L% und x1,...,1,, € L eine Basis von
L als K—Vektorraum. Nach Konstruktion ist G C Aut(L/K), also n = |G| <
Aut(L/K) < [L : K] = m. Angenommen, n < m.

Die Matrix (o; *(z;)) hat weniger Zeilen als Spalten. Deshalb gibt es einen nicht-

trivialen Vektor y = (y1, ..., Ym)" € L™ mit
> oM z)y; =0, firallei=1,...,n. (4.4)
j=1

Nach eventuellem Umnumerieren kann man annehmen, daB y; # 0. Wir wissen, daf}
die Spurabbildung S = ). o; nicht identisch verschwindet. Es gibt also ein v € L mit
S(u) # 0. Indem wir nétigenfalls alle y; durch yj;T ersetzen, konnen wir erreichen,
daB neben den Gleichungen (4.4) zusitzlich S(y;) # 0 gilt. Wir wenden auf die i-te
Gleichung in (4.4) den Automorphismus o; an und summieren iiber alle s = 1,...,n

auf’

Z 2;S(y;) = 0. (4.5)
j=1

Die Koeffizienten S(y;) liegen alle in K. Deshalb beschreibt (4.5) eine K-lineare Ab-
hingigkeit zwischen den Elementen 1, ..., x,,, denn S(y;) # 0. Dies widerspricht
der Wahl der x; als K-Basis von L. ]

Lemma 4.31 — Essei L/ K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).

Ist{ai,...,an} die G-Bahn eines Elements a € L, dann ist
minpol, x = (X —a1) ... (X —an) € K[X].
Insbesondere ist a separabel.

Beweis. Es sei f das Minimalpolynom von a relativ K und g = (X —aq)-...-(X —am).
Zu jedem Element a; in der G-Bahn von a gibt es nach Definition des Bahnbegriffs ein



64 Galoistheorie

o € G mit o(a) = a;. Es folgt 0 = o(f(a)) = f(o(a)) = f(a;). Demnach sind
alle Bahnelemente Nullstellen von f, mit anderen Worten: g|f. Umgekehrt sind die
Koeffizienten von g genau die elementarsymmetrischen Polynome der a; und deshalb
invariant unter allen Permutationen der a;. Sie sind insbesondere invariant unter den
Elementen der Galoisgruppe und liegen deshalb im Fixkorper K = LY. Aus g € K[X]
und g(a) = 0 folgt nach Definition des Minimalpolynoms die umgekehrte Teilbarkeits-
relation f|g. Da beide Polynome normiert sind, sind sie gleich. (I

Satz 4.32 — Die folgenden Aussagen iiber eine endliche Korpererweiterung sind dqui-
valent:

1. L/K ist eine Galoiserweiterung.

2. L/K ist separabel und normal.

3. L ist Zerfallungskorper eines irreduziblen separablen Polynoms aus K[X].
4. L ist Zerfillungskorper eines separablen Polynoms aus K [X].

Beweis. 1 = 2: Es sei a € L ein beliebiges Element. Nach Lemma 4.31 zerfillt das
Minimalpolynom minpol, , tiber L in Linearfaktoren mit paarweise verschiedenen
Nullstellen. Das zeigt, da} L separabel und normal iiber K ist.

2 = 3: Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein separables Element a € L
mit L = K (a). Das Minimalpolynom von « ist irreduzibel und separabel. Wegen der
Normalitit von L/ K zerfllt es iiber L vollstindig in Linearfaktoren. Nach Wahl von a
wird L von a und a fortiori von den Nullstellen von minpol,, ,x erzeugt und ist deshalb
der Zerféllungskorper von f.

3 = 4: Trivial.

4 = 1: Es sei L der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € K[X]. Dann ist
L normal und wird von separablen Elementen erzeugt. Wir wihlen einen algebraischen
AbschluB L — L. Es sei G die Menge der K-linearen Einbettungen I — L. Da L/K
separabel ist, ist |G| = [L : K| = [L : K|. Fiir jedes @ € L und jedes o € G ist
o(a) eine Nullstelle des Minimalpolynoms von a und liegt wegen der Normalitit von
f schon in L. Das bedeutet (L) C L, und aus Gradgriinden muf} sogar Gleichheit
bestehen. Demnach ist jedes o € G ein relativer Automorphismus von L/ K. Da |G| =
[L: K], ist L/ K eine Galoiserweiterung. O

Beispiel 4.33 — Es sei L = Q(a,b) mita = v/2,b = /3 € C. Als Zerfillungskorper
des separablen Polynoms (X2 — 3)(X?2 — 2) ist Q(a, b) eine Galoiserweiterung von Q
vom Grad 4. Jeder Automorphismus o von Q(a, b) ist eindeutig durch die Wirkung auf
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a und b bestimmt. Es gibt deshalb genau die vier Moglichkeiten:

og: arra, b—1b
o1: a+——a, bbb
oy: ar—a, b —b
o3: aw —a, b— —b

Die Elemente oy, o2 und o3 haben die Ordnung 2. Deshalb ist Gal(Q(a, b)/Q))
7/2 X Z]2.

IR

Beispiel 4.34 — Es sei K = F,(¢t) und L = F,(u). Die Abbildung K’ — L, t —
uP, ist eine Korpererweiterung vom Grad p. Das Minimalpolynom von u iiber K ist
XP? —t € K[X]. Uber L zerfillt X? — ¢ in Linearfaktoren:

XP—t=XP —uP = (X —u)’.

Die Erweiterung ist normal, aber nicht separabel. Tatsdchlich ist die Automorphismen-
gruppe Aut(L/K) = {id} trivial, denn jeder relative Automorphismus von L/K ist
bestimmt durch das Bild von u. Aber da u nur auf Nullstellen von X? — ¢ abgebil-
det werden kann und u die einzige Nullstelle ist, ist die Identitédt der einzige relative
Automorphismus.

Satz 4.35 (Hauptsatz der Galoistheorie) — Es sei L /K eine endliche Galoiserweite-
rung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).

1. Fiir jede Untergruppe H < G ist K C LY C L ein Zwischenkdérper.

2. Fiir jeden Zwischenkorper K C M C L ist L/M eine endliche Galoiserweite-
rung, und Gal(L/M) ist eine Untergruppe in Gal(L/K).

3. Die Zuordnungen ® : H + L und ¥ : M s Gal(L/M) definieren zueinan-
der inverse Bijektionen zwischen den Mengen

& = {H | H ist eine Untergruppe von Gal(L/K)}

und
3 = {M | M istein Zwischenkérper von L/ K }.

Die Abbildungen ® und V¥ sind inklusionsumkehrend, d.h.
HcH & L7517,
4. Ein Zwischenkorper M ist genau dann eine Galoiserweiterung von K, wenn

Gal(L/M) ein Normalteiler von Gal(L/K) ist. In diesem Falle ist die Folge
von Gruppenhomomorphismen

1 — Gal(L/M) -5 Gal(L/K) - Gal(M/K) — 1
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exakt. Dabei bezeichnet i die Inklusion und r : Gal(L/K) — Gal(M/K)
die Einschrinkungsabbildung o — o|pr. Mit anderen Worten: Gal(M/K) =
Gal(L/K)/Gal(L/M).

Beweis. 1. Die erste Aussage ist klar.

Zu 2: Es sei M ein Zwischenkorper. Fiir jedes a € L ist minpol, /, ein Teiler von
minpol, , x in M[X]. Daminpol,  x in L[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfllt, die
paarweise verschieden sind, gilt dasselbe fiir minpol, ;. Insbesondere ist L normal
und separabel iiber M, also eine Galoiserweiterung. Jeder relative Automorphismus
von L/M fixiert M, also erst recht K. Deshalb besteht eine Inklusion von Gruppen
Gal(L/M) C Gal(L/K).

Zu 3. Es sei zunichst H C Gal(L/K) eine Untergruppe. Dann ist M := L ein Zwi-
schenkorper, und nach Lemma 4.30 ist L /M eine Galoiserweiterung mit Gal(L/M) =
H. Das zeigt ¥ o ® = idg. Es sei nun umgekehrt M ein Zwischenkorper und H =
Gal(L/M) < Gal(L/K). Dann gilt M = L nach Lemma 4.28. Das zeigt ® o ® =
idz. Dal @ und ¥ inklusionsumkehrend sind, ist klar.

Zu 4. Es sei M ein Zwischenkorper, der normal iiber K ist. Als Zwischenkorper einer
separablen Erweiterung ist M auch separabel iiber K. Nach dem Normalitétskriteri-
um 4.22 bildet jedes 0 € Gal(L/K) den Korper M in sich ab. Dies definiert einen
Homomorphismus

r: Gal(L/K) = Gal(M/K), o+ o|u.

Dieser ist surjektiv: Denn jeder Automorphismus oy € Gal(M/K) setzt sich zu ei-
ner Einbettung ¢ : L — L in einen algebraischen Abschlufl von L fort, und da
L/K normal ist, gilt 0(L) = L. Somit ist o € Gal(L/K) und (o) = og. Weiter
besteht der Kern von r aus allen Automorphismen von L/K, die M festlassen, d.h.
Gal(L/M). Deshalb ist Gal(L/M) ein Normalteiler mit Faktorgruppe Gal(M/K) =
Gal(L/K)/Gal(L/M).

Es sei umgekehrt Gal(L/M) ein Normalteiler in Gal(L/K). Um zu zeigen, daR
M /K normal ist, betrachten wir eine beliebige K -lineare Einbettung 4o : M — L von
M in einen algebraischen AbschluB von L und wihlen eine Fortsetzung 1) : L — L.
Da L normal ist, gilt ) € Gal(L/K). Fiir ein beliebiges o € Gal(L/M) gilt nun nach
Annahme, daB ¢ ~'o1) € Gal(L/M). Deshalb gilt fiir jedes € M:

a(¥(x)) = P((¥ ™ oy)(2)) = ¥(2),

also ¢(x) € LEE/M) — M. Das zeigt 1)(M) C M. Mit dem Normalititskriterium
4.22 folgt die Behauptung. (I

Beispiel 4.36 — Es seien p = exp(27i/3), a = v/2 und L = Q(a, p). Da p keine
reelle Zahl ist, liegt p sicher nicht im Kérper Q(). Da p? + p + 1 = 0, ist L/Q(«)
eine Erweiterung vom Grad 2 und [L : Q] = [L : Q(«)][Q(«) : Q] = 6. Tatséchlich ist
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L/Q eine Galoiserweiterung, denn L ist der Zerfillungskorper des Polynoms X3 — 2.
Jeder Automorphismus L — L muB « in o, ap oder ap? abbilden und p in p oder —p.
Damit sind alle sechs Moglichkeiten charakterisiert. Die Abbildungen

c:a—=ap, p—p, und Tia—a, p— —p.
erzeugen die Galoisgruppe. Es gelten die Relationen 72 = id, 0 = id, To7 = o~ L.
Man sieht, daB G := Gal(L/Q) = Ss. Es ergibt sich das folgende Schema von Unter-
gruppen und zugehorigen Zwischenkorpern:

{id} Q(a, p)

7) Q(a) Q(ap) Q(ap?)

\\/

Beispiel 4.37 — Wir wissen, daB die Galoisgruppe Gal(Q(v/2, v/3)/Q) isomorph zu
Z/2 x Z/2 ist und von den Automorphismen

o1 iV2 —V2,V3 V3, 0 V2 V2,3 V3

2. Juni 2008

erzeugt wird. Die Korrespondenz zwischen Untergruppen und Zwischenkorpern sieht

dann so aus:

{id}

N /\

<01> 0102

N \/

7/2 X Z]2

Beispiel 4.38 — Es sei ( = exp(27i/5) € C. Die Galoisgruppe Gal(Q(¢)/Q) hat
die Ordnung 4. Jeder Automorphismus muf ¢ auf eine Potenz ¢* abbilden, d.h. die
Galoisgruppe Gal(Q(¢)/Q) besteht aus den vier Automorphismen

oi: (= (Y, i=0,1,2,3 mod 4,
die den Regeln 0;0; = 0, ; geniigen:

gi+i

0i(05(0)) = 0u(¢¥) = (¢*)” = ¥ =¢



Bemerkung und Satz aus
Zeitgrinden in der Vorle-

sung ausgelassen
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Deshalb ist Gal(Q(¢)/Q) zyklisch, erzeugt von o1, und es gibt nur eine Untergruppe,
die von 02 : ( — ¢* = (! erzeugt wird. Der zugehorige Zwischenkorper wird von
uw=(+ (" =2cos(3F) erzeugt:

{id} Q(¢)
(o%) Q¢+¢™h)
<(71> = Z/4 Q

Ich schlieBe den Abschnitt mit einem Satz, der zusammen mit einem spiteren
Satz 7.12 iiber die Automorphismengruppe Aut(C) etwas Kurioses enthilt. Beweis
zur Ubung.

Satz 4.39 — Aut(R) = {id}.

Bemerkung 4.40 — In jeder algebraischen Erweiterung K C L gibt es einen eindeu-
tig bestimmten Zwischenkorper M, die separable Hiille von K in L, mit der Eigen-
schaft, da M /K separabel und L/M rein inseparabel ist. Wenn L/K endlich und
normal ist, kann man diese Reihenfolge auch umkehren: Wir betrachten die Gruppe
Aut(L/K) der relativen Automorphismen. Da L/K normal ist, gilt |Aut(L/K)| =
[L : K],. Es sei F := LA"L/K) Dann ist L/F eine endliche Galoiserweiterung
vom Grad [L : K],. Aus dem Multiplikationssatz fiir den Separabilititsgrad ergibt sich
[L:K]s=I[L:F|s[F: K]s, also [F : K]s = 1. Damit ist '/ K rein inseparabel.
Wir benutzen diese Bemerkung, um den folgenden Satz zu beweisen. Er zeigt, daf
wir in der Konstruktion des algebraischen Abschlusses in 3.21 bereits nach dem er-
sten Schritt fertig gewesen wéren, dal also die Limeskonstruktion im zweiten Schritt

tiberfliissig war.

Satz 4.41 — Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung mit der Eigenschaft,
daB jedes nichtkonstante Polynom f € K[X] eine Nullstelle in L hat. Dann ist L ein
algebraischer Abschluf3 von K .

Beweis. Es sei f € K[X] irreduzibel und aq,...,a, die Nullstellen von f in ei-
nem Zerfillungskorper L’ von f iiber L. Nach Annahme liegt eine der Nullstellen,
ohne Einschrinkung a;, in L. Es sei N die normale Hiille von K(ay) in L’ und
F := NAwWL/K) Dann ist F/K rein inseparabel. Insbesondere hat das Minimal-
polynom jedes Elements in F' nur eine einzige Nullstelle, und diese liegt nach Voraus-
setzung in L. Das bedeutet, daB F' C L. Die Galoiserweiterung N/F wird nach dem
Satz vom primitiven Element von einem einzigen Element b € N erzeugt. Es seien
b="by,...,b die Bilder von b unter der Galoisgruppe. Dann gilt N = F(b;) fiir jedes
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i=1,...,¢. Die Elemente by, . .., b, sind auch genau die Nullstellen des Minimalpo-
lynoms von b iiber K. Nach Annahme liegt eine der Nullstellen, etwa b; in L. Folglich
hat man N = F(b;) C L. Andererseits enthilt N nach Konstruktion alle Nullstellen
von f. Damit ist alles gezeigt. (|

4.4 Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper

Fiir einen kommutativen Ring R bezeichnet R* die Gruppe der multiplikativen Ein-
heiten. Bekanntlich bilden die Zahlen a, 0 < a < n, die zu n teilerfremd sind,
ein Reprisentantensystem fiir (Z/n)*. Ihre Anzahl ist die Eulersche Phi-Funktion:
o(n) = [(Z/n)*|. GemdB dem chinesischen Restklassensatz gibt es fiir jede natiirli-
che Zahl n mit der Primfaktorzerlegung n = pi* - ... - p;* einen Ringisomorphismus

4
Z/n = HZ/p?‘

i=1

Durch Ubergang zu den Einheiten entsteht daraus ein Gruppenisomorphismus

L
(Z/n)* = H Z/pit)

und das bedeutet fiir die Gruppenordnungen:

¢

p(n) = [[#i).

i=1
Andererseits sicht man direkt, dal die Anzahl der zu einer Primzahl p teilerfremden
natiirlichen Zahlen < p® durch p®~*(p — 1) gegeben ist. ZusammengefaBt ergibt sich

0 pi—1
_ T
_i[[l Di ’

die bekannte Formel

Es sei nun
2mik
Hn =€

die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Eine Einheitswurzel { € u,, ist primitiv, wenn

k:O,...,n—l}C(C*

¢ die Ordnung n hat, also keine d-te Einheitswurzel fiir einen echten Teiler d von n
ist. In analytischer Schreibweise sind die primitiven n-ten Einheitswurzeln durch die
Ausdriicke exp(27ik/n) mit zu n teilerfremden k gegeben. Mit anderen Worten: Unter
dem Gruppenisomorphismus Z/n + ji,, k + ¢¥, mit ¢ = exp(2mi/n) gehen die zu
n teilerfremden Restklassen bijektiv auf die primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Definition 4.42 — Das Polynom

o,(X) =[] (X =0, (4.6)
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wo ¢ durch die Menge p!, C p, der primitiven n-ten Einheitswurzeln lduft, heiBt n-tes
Kreisteilungspolynom.

Die ersten Kreisteilungspolynome sind

P = X-—-1
Py = X+1

Py = X’4+X+1

d, = X*+1

P = X+ X34+X21X+1
by = X?-X+1

Nach Definition gilt grad(®,,) = ¢(n). Da jede n-te Einheitwurzel eine primitive d-te
Einheitswurzel fiir genau einen Teiler d von n ist, bestehen die Beziehungen

X" 1= H d, und n= Z o(d). 4.7
d| d|n

Bemerkung 4.43 — Mit der Mobiusfunktion ;o und den Mobiusschen Umkehrformeln
erhilt man aus (4.7) die Beziehungen

on = pu(n/d)d 4.8)
d
und
e, = [J(x? -1, (4.9)
d|n

Nach Konstruktion ist ®,, ein Polynom mit komplexen Koeffizienten. Tatsdchlich
gilt:

Satz 4.44 — Fiir allen € N ist ®,, € Z[X].

Beweis. Wir konnen induktiv annehmen, daf fiir alle echten Teiler d von n das Polynom

®, ganzzahlig und normiert ist. Es gilt nun

o XT—1
l_Id\n7 d<n ®q .

Der Nenner ist ein ganzzahliges normiertes Polynom. Deshalb kann man Polynomdivi-

P, (4.10)

sion nicht nur in C[X] sondern auch in Z[X| ausfiihren. Das Ergebnis hingt nicht von
einer moglichen Erweiterung des Koeffizientenrings ab, ist also iiber Z und C gleich. In
C[X] geht die Division auf, also auch in Z[X]. Daher ist ®,, ganzzahlig und normiert.

|

Satz 4.45 — Die Kreisteilungspolynome ®,, sind fiir alle n € N in Z[X] irreduzibel.
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Beweis. Es sei ¢ eine Wurzel von ®,, und f ihr Minimalpolynom iiber Q. Wir schreiben
®, = fg mit g € Q[X]. Nach dem Lemma von GauB sind f und g ganzzahlig.
Es sei p eine zu n teilerfremde Primzahl. Dann ist (? ebenfalls eine primitive n-te
Einheitswurzel und wegen der Zerlegung von ®,, eine Nullstelle entweder von f oder
von g. Angenommen, g(¢”) = 0. Dann haben f(X) und g(X?) einen gemeinsamen
(normierten) Faktor h(X) € Z[X]. Wir reduzieren modulo p und erhalten in F,,[ X] die
Beziehungen

h(X)Ig(XP) = g(X)P,  h(X)|f(X).

Ein irreduzibler Faktor von  teilt somit sowohl f als auch g. Er teilt deshalb ®,, und
X7 —1 zweimal, obwohl X" — 1 sicher keine mehrfache Nullstellen hat, weil die
Ableitung nX""" in keiner Nullstelle verschwindet: Widerspruch. Daher ist (P eine
Nullstelle von f.

Eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel hat die Form (" mit zu n teilerfrem-
den Exponenten m. Zerlegt man m = py - - - pg in ein Produkt von Primzahlen, so zeigt

das vorstehende Argument, daf3

C’ Cpl’ (Cpl )Pz — Cplpz7 ce, Cpl'”pl — Cm

Nullstellen von f sind. Demnach ist jede Nullstelle von ®,, auch eine Nullstelle von f.
Das zeigt ¢,, = f. (]

Bemerkung 4.46 — Bei der Definition von ®,, haben wir Einheitswurzeln in C ver-
wendet. Aber da die ®,, ganzzzahlige Koeffizienten haben und die Zerlegung

X" —1=]]2.

d|n

in Z[ X] besteht, sind die Kreisteilungspolynome und diese Zerlegung iiber jedem Kor-
per K definiert. Natiirlich bleiben die Kreisteilungspolynome dabei nicht irreduzibel,
sondern zerfallen je nach Korper auf sehr verschiedene Weise.

Ein Element z € K * ist eine n-te Einheitswurzel, wenn ™ = 1, und eine primitive

Einheitswurzel, wenn ord(z) = n in K *.

Satz 4.47 — Es sei K ein Kérper, n eine natiirliche Zahl und ¢ € K eine primitive
n-te Einheitswurzel. Die Erweiterung K (()/K ist eine Galoiserweiterung. Jedes o €
Gal(K (¢)/K) bestimmt ein eindeutiges Element ¢(o) € (Z/n)* mit der Eigenschaft
o(¢) = ¢?“). Die Abbildung

¢ : Gal(K(Q)/K) = (Z/n)*

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Insbesondere ist die Erweiterung K ({)/ K
abelsch. ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ®,, € K[X)| irreduzibel ist.



72 Galoistheorie

Beweis. Nach Adjunktion von ( zerfillt X™ — 1 in n verschiedene Linearfaktoren:
X' =1=(X =X =X =) (X =¢"7).

Insbesondere ist K ({) der Zerféllungskorper von X™ — 1 und separabel iiber K. Von
den n Einheitswurzeln sind diejenigen, die nicht primitiv sind, Nullstellen von ®; fiir
einen echten Teiler d von n. Deshalb ist { Nullstelle des Polynoms ®,,, d.h. das Mi-
nimalpolynom von ( ist Teiler von ®,,. Jeder Automorphismus o € Gal(K(¢)/K)
bildet ¢ in eine primitive Einheitswurzel ab. Es gibt also genau ein ¢(o) € (Z/n)*
mit o(¢) = ¢#(°). Da ¢ die Erweiterung erzeugt, ist o durch ¢ (o) eindeutig bestimmt.
Deshalb ist ¢ eine injektive Abbildung. Fiir zwei Automorphismen ¢ und 7 gilt:

7(0(¢)) = 7(¢!7) = (r(0)?17) = (¢#)?7) = (¢,

Andererseits hat man
m(0(C)) = (r00)(Q) = ¢,

Der Vergleich zeigt ¢(7)¢(0) = ¢(7 o o). Damit ist ¢ ein Homomorphismus, wie
behauptet. Die letzte Aussage ist klar. ]

Das Kreisteilungspolynom ®,, € K[X] kann aus verschiedenen Griinden nicht
irreduzibel sein:

1. Es kann sein, dafl K eine m-te Einheitswurzel fiir ein m|n enthilt. Das schliefit
natiirlich den Extremfall m = n ein: Dann liegen alle n-ten Einheitswurzeln schon in
K. Wir betrachten das Beispiel n = 9, m = 3und K = Q(p), wo p = exp(27i/3)
eine dritte Einheitswurzel ist. Bezeichnet ( eine primitive neunte Einheitswurzel, so

hat ¢ das Minimalpolynom X3 — p oder X2 — p?, und ®, faktorisiert wie folgt:
By =X+ X3 4+1=(X%-p)(X?-p?).

2. Das Minimalpolynom kann aber auch dann in kleinere Polynome zerfallen, wenn
keine n-te Einheitswurzel in K liegt. Das zeigt das Beispiel n = 5 und K = Q(\/5):
Es sei ¢ € C eine primitive n-te Einheitswurzel und 1 := ¢ + ¢~!. Aus der Gleichung

CGHE+CE+C+H1=0

gewinnt man

0=C+C+1+( (P =n"+n—1L
Damitist ) = (—1++/5)/2 oder (—1—+/5)/2 je nachdem, mit welcher Einheitswurzel
¢ man anfingt. In jedem Falle zerfillt ®5 iiber Q(v/5) wie folgt:

X4+ X2+ X2+ X +1

(X =X = ¢H(X =) (X =¢?)
(X2 =X +D)(X? = (-1 —-n)X +1)

- <X2+1+2\/5X+1> <X2+1_2\/5X+1>.
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Beispiel 448 — Es sei ( € C eine primitive 7. Einheitswurzel. Die Erweiterung
Q(¢)/Q ist eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe

Z/6 — (Z/T)* — Gal(Q()/Q)
ko= 35 5 = (0j: ¢ )

Es gibt zwei Untergruppen der Ordnung 2 bzw. 3 in Gal(Q(¢)/Q), die von o6 bzw. o9
erzeugt werden. Wir betrachten die zugehorigen Zwischenkorper:

Es sei H; = {01,06} und K; = Q(¢)H1. Das Element u = ¢ + (% = 2 cos(27/7)
ist invariant unter H;. Eine Gleichung fiir v findet man leicht aus

0=C+CHC+1+¢C 4+ 2+ =+ —2u—1.

Dann ist K1 = Q(u) = Q(cos(27/7)). Die Galoisgruppe von K7 /Q ist zyklisch von

der Ordnung 3 und wird erzeugt von dem Element
u=C+( s CH P =0 -2

Das regelmiBige Siebeneck mit dem Graphen des Polynoms 822 + 422 — 4z — 1:

Nur zur Untergruppe Hs = {01, 02, 04} und dem zugehdrigen Zwischenkorper Ko =
Q(¢)H2. Das Element v = ¢ + (2 + ¢* ist invariant unter Ho. Es geniigt der Gleichung

’U2 _ CQ + <4 +C+2(<1+2 + C2+4 +C4+1) - _y—2.

Insbesondere gilt (2v + 1)? = —7. Das zeigt: K> = Q(v) = Q(v/-7).
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Die Zwischenkorper von Q(¢)/Q sind somit:

/\

Q(cos(27/7))

Satz 4.49 (Gaul3 — Die Konstruktion des reguldren 17-Ecks) — Es gilt

o 1 \/
cos o = 16(—1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+ 68+12ﬁ—(6+2\/ﬁ)\/34—2\/ﬁ>

Beweis. Die Konstruktion von Gauf} funktioniert nicht nur fiir p = 17, sondern fiir alle

Primzahlen der Form p = 2" + 1, n = 2¥. Wir setzen entsprechend allgemein an und
spezialisieren erst spiter.

Es sei ( eine primitive p-te Einheitswurzel. Die Wahl einer Primitivwurzel w mo-
dulo p bestimmt einen Isomorphismus

Z)2" =Z)(p — 1) = G := Gal(Q(C)/Q), j > (05: ¢ CY).

Firv = 0,...,n sei G, C G die von oy erzeugte Untergruppe der Ordnung 2",
Wir erhalten die Kette von Untergruppen

{ld} =G, <Gp1<...<G<Gy=G
und die zugehorige Kette von Zwischenkorpern
Q=LyCLiC...CL, 1 CL,=Q(), L,=Q()%.

Der Kérper L,, wird von

v _]

wo=3 9= Y ¢
k=0

g€eG,

erzeugt. Die Ausdriicke u,, heilen Gaul3sche Perioden.

Wir betrachten den Fall p = 17, also n = 4, und der Primitivwurzel w = 3 mod 17.
(Um einzusehen, dafl 3 eine Primitivwurzel modulo 17 ist, geniigt es nachzurechnen,
daB 3% = —1 mod 17). Dann lauten die Perioden:

CHCB+ 2+ +E+ T+

u; =
up = (+CHHCH
ug = C+¢7

ug = ¢
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Diese geniigen den folgenden quadratischen Gleichungen, wie man nachrechnen kann:

u?+u; —4=0
u%—ulug—lzo

uf —uguz + 2(uz — 1) (u1 +1) =1 =0
uj —uyg+1=0

Wenn man diese quadratischen Gleichungen auflost, muf3 man vier Vorzeichenwahlen
treffen, erhilt also wie erwartet 16 verschiedene Einheitswurzeln. Fiir den gesuchten
Kosinus kommt man mit u3/2 aus. Uber die richtigen Vorzeichenwahlen kann man
numerisch entscheiden. Man findet:

=3

u2=i<—1+\ﬁ7+\/34—2ﬁ)

und schlieBlich
1
ug = 2 <1+ﬁ+ \/34 — 2V17 + \/68+12ﬁ7 (6+2ﬁ)\/342ﬁ)

O

Aufgabe zu Kreisteilungspolynomen

Aufgabe 4.1 — Programmieren Sie die Berechnung des n-ten Kreisteilungspolynoms
a) rekursiv aus der Formel (4.10) und b) direkt aus der Formel (4.9). Zum Vergleich:
Die Kreisteilungspolynome sind in Mupad unter polylib: :cyclotomic aufruf-
bar.

Aufgabe 4.2 — Wir verwenden die in Aufgabe 4.1 berechnete Tabelle fiir einige heu-
ristische Uberlegungen: Untersuchen Sie die Tabelle auf RegelméBigkeiten, Stellen Sie
Vermutungen an, Versuchen Sie diese zu beweisen. [z.B. Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen ®,, und ®,,,, zwischen &, und ¢>pe, p prim, etc. Die Tabelle zeigt, daB3
fir n < 100 in ®,, nur die Koeffizienten —1, 0, 1 vorkommen, warum? Was kann man

allgemein erwarten? Beweis?]

§5 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt betrachten wir verschiedene Konstruktionsprobleme der klassi-
schen Geometrie, die mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt werden sollen. Die beriihmte-
sten Konstruktionsprobleme sind die folgenden.
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1. Die Quadratur des Kreises. Gegeben ein Kreis mit Mittelpunkt p und Radius
r. Man konstruiere ein Quadrat mit gleichem Flédcheninhalt.
Wenn man durch Wahl einer Einheitsstrecke den MaBstab festlegt, ist das Pro-
blem dazu dquivalent, eine Strecke der Lénge /7 zu konstruieren.

2. Die Dreiteilung des Winkels. Man konstruiere zu einem gegebenen Winkel «
den Winkel /3.
Die Aufgabe ist fiir gewisse spezielle Winkel, wie aw = 7/2, leicht, es geht aber
um einen allgemeinen Winkel.

3. Das delische Problem: Die Verdopplung des Wiirfels. Man konstruiere zu ei-
ner gegebenen Strecke a eine Strecke b so, da3 das Volumen eines Wiirfels der
Kantenlinge b das Doppelte des Volumens eines Wiirfels der Kantenlinge a ist,
d.h. b® = 2a3.

Bei gewihlter Einheitsstrecke ist das Problem dazu #dquivalent, eine Strecke der
Linge /2 zu konstruieren.

Die ersten drei Aufgaben sind unlosbar. Der Unmoglichkeitsbeweis wird dadurch er-
bracht, dal man die Aufgaben algebraisiert und mit Korpertheorie zeigt, dal die ent-
sprechenden algebraischen Probleme nicht 16sbar sind. Fiir die Dreiteilung des Winkels
und die Verdopplung des Wiirfels geniigen dazu einfache Aussagen tiber Korpererwei-
terungen. Die Unmoglichkeit der Kreisquadratur ist sprichwortlich. Der Beweis beno-
tigt allerdings den Satz von Lindemann, daf3 7 eine transzendente Zahl ist.

Diesen klassischen Problemen fiigen wir das folgende hinzu:

4. RegelmiiBige n-Ecke. Fiir welche natiirlichen Zahlen n kann man ein reguléres
n-Eck konstruieren?

Es war spitestens den Pythagoridern bekannt, dal man das Dreieck, das Viereck, das
Fiinfeck und das Fiinfzehneck sowie alle reguldren n-Ecke, die daraus durch wiederhol-
te Verdopplung der Eckenzahl hervorgehen, konstruieren kann. In arabischen Quellen
findet man eine Archimedes zugeschriebene Konstruktion des regelméBigen Sieben-
ecks durch eine sogenannte Neusis. Dal man auch mit Zirkel und Lineal etwas weiter
kommt, war eine iiberraschende Entdeckung von GauB.

Man beachte, daf} die negativen Antworten fiir die oben genannten Probleme nur
bei Beschriankung der gewihlten Mittel Zirkel und Lineal Geltung haben. Ldt man
andere Hilfsmittel, Maschinen oder Methoden zu, gibt es sehr wohl Losungen.

Wir prizisieren den Begriff der Konstruktion mit Zirkel und Lineal wie folgt: In
der euklidischen Ebene F sei eine Menge S mit mindestens zwei Punkten gegeben.
Ein Punkt, eine Gerade bzw. ein Kreis sind S-konstruierbar (oder kurz: konstruierbar,
wenn der Zusammenhang klar ist), wenn sie in endlich vielen Schritten auf die folgende
Weise entstehen:

1. Alle Punkte in .S sind konstruierbar.
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2. Jede Gerade durch zwei verschiedene konstruierbare Punkte ist konstruierbar.

3. Jeder Kreis mit konstruierbarem Mittelpunkt und durch einen anderen konstru-
ierbaren Punkt ist konstruierbar.

4. Jeder Schnittpunkt zweier konstruierbarer Geraden, einer konstruierbaren Ge-
raden und eines konstruierbaren Kreises bzw. zweier konstruierbarer Kreise ist

konstruierbar.

Um Fragen der Konstruierbarkeit zu algebraisieren, gehen wir wie folgt vor: Wir zeich-
nen zwei Punkte Py, P; € S aus und betrachten den Abstand | Py P;| als LingenmaR-
einheit. Es gibt dann genau eine ldngentreue und orientierungserhaltende Identifizie-
rung £ — C mit Py — 0 und P; — 1. In diesem Sinne betrachten wir von nun an
S als eine Teilmenge von C, die die Punkte O und 1 enthilt, und sprechen von (aus S)
konstruierbaren komplexen Zahlen.

Es seien p; und po verschiedene komplexe Zahlen. Eine komplexe Zahl z # p1, po
liegt auf der reellen Geraden durch p; und po, wenn das Verhiltnis (z — p1)/(z — p2)
reell ist, d.h. wenn o

Z—p1 _ Z—Dy
Z—p2 Z—Dy
Multiplikation mit dem Hauptnenner und Kiirzen aller doppelt vorkommenden Terme

fiihrt auf die folgende komplexe Form der Geradengleichung:
(P1 — P2)z + (p2 — p1)Z = P1p2 — P1P2- (5.1)

Istm € Cund r € R, so liegt z genau dann auf dem Kreis mit Mittelpunkt m durch
den Punkt ¢, wenn

(z =m)(z —m) = (¢ —m)(q —m). (5.2)
Die Berechnung der Schnittpunkte in den elementaren Konstruktionsschritten fiihrt

demnach auf die folgenden Gleichungssysteme:
1. Der Schnittpunkt zweier Geraden durch Punkte p1, ps bzw. g1, g2 ist eine Losung
des linearen Gleichungssystems:
(P1 — D)z + (P2 —pP1)Z = P1p2 — P1D2
(@1 — D)2+ (@2 —q1)z2 = qa2— @i,
Insbesondere liegt z in dem Korper Q(S U S), wenn p1, p2, q1, g2 € S.
2. Jeder Schnittpunkt der Geraden durch Punkte p, po mit dem Kreis um m durch
q ist eine Losung des Gleichungssystems
(P1 —P2)z+ (P2 —p1)Z = P1p2 —P1Ds
(z—m)(z-m) = (¢—m)(g—m).
Eliminiert man aus der zweiten Gleichung z mit Hilfe der ersten Gleichung, so

bleibt eine quadratische Gleichung fiir z mit Koeffizienten in Q(S U S) iibrig,
wenn p, p2, M, q € S.
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3. Jeder Schnittpunkt der beiden Kreise um my durch ¢; bzw. um ms durch g5 ist
eine Losung des Gleichungssystems

(@1 —m1)(g, — )

(2 —m2)(z —M2) (g2 — m2)(qs — M2).

—~
N
|
3
=
~
—
|
3
[a
~
Il

Lost man beide Gleichungen nach Z auf, erhélt man die Bedingung

(@@ —ma)(@ =) _ g + (q2 — m2)(qy — M2)
zZ—ma zZ — My

Z=mi+ (5.3)
Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner ist dies eine quadratische Gleichung
fiir 2 mit Koeffizienten in Q(S U S).

Satz 5.1 — Es sei S C C eine Menge von Punkten mit 0,1 € S. Ein Punkt z € C
ist genau dann in endlich vielen Schritten aus S konstruierbar, wenn es eine Folge
von Kérpererweiterungen Ko = Q(S U S) ¢ K; C ... C K, mit den folgenden
Eigenschaften gibt: [K; 11 : K;] =2 firi =0,...,n—1,und z € K.

Beweis. Es sei zunidchst z aus S konstruierbar. Dazu seien ¢ Schritte notig, bei denen
in elementaren Konstruktionsschritten der Reihe nach die Zahlen z1, 2s,..., z¢ = 2
konstruiert werden. Wir setzen Sy, := S U {21,...,2x} und Ly := Q(Sy U S},) fiir
k =0,...,¢. Wir haben oben gesechen, daB z; jeweils entweder in Lj_1 oder in einer
quadratischen Erweiterung davon liegt. Dasselbe gilt dann auch fiir z;. Wir erhalten
eine Folge von Korpererweiterungen

LoC...CLx 1 C Lk—l(zk) C Ly = Lk—l(zkyzk) C...C Ly

Der Korpergrad ist in jedem Schritt 1 oder 2, und nach Konstruktion ist z € L;. Das
beweist die erste Richtung.
Fiir die umgekehrte Richtung halten wir zunéchst fest: Durch Kombination von ele-

mentaren Konstruktionsschritten sind auch die folgenden Konstruktionen immer aus-
fithrbar:

1. Die Konstruktion der Parallelen zu einer konstruierten Geraden g durch einen
konstruierten Punkt P.

2. Die Konstruktion des Kreises um einen konstruierbaren Punkt m mit Radius
|Q1Q2|, wobei Q1 und Q)2 konstruierte Punkte sind.

Damit ist fiir je zwei konstruierbare Zahlen a und b auch ihre Summe und Differenz
konstruierbar.
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a+b

Die Konstruktion des Produktes oder Quotienten zweier Zahlen fiihrt auf das Teil-
problem, zwei Winkel zu addieren oder zu subtrahieren, und das Teilproblem, zwei
Streckenlidngen zu multiplizieren oder zu dividieren. Das erste Problem ist leicht, das

zweite Problem wird durch die Strahlensitze gelost:

* ab *b

SchlieBlich kann man leicht jeden konstruierten Punkt P an einer konstruierten Gera-
den g spiegeln: .

Insbesondere kann man zu jedem konstruierbaren Punkt z auch den komplex konju-
gierten Punkt Z konstruieren. Damit ist gezeigt:

Ist T' C C eine Menge von Punkten, die aus .S konstruierbar ist, so sind alle Punkte
im Kérper Q(7 UT) konstruierbar. Um die fehlende Richtung des Satzes zu beweisen,
geniigt es, die folgende Behauptung zu beweisen: Geniigt z € C einer quadratischen
Gleichung, deren Koeffizienten konstruierbar sind, so gilt dies auch fiir z. Offensicht-
lich geniigt es weiter zu zeigen: Ist a konstruierbar, so auch die beiden Quadratwurzeln
aus a. Dazu wiederum geniigt es, den von a mit der positiven reellen Achse gebildeten
Winkel zu halbieren, und die Quadratwurzel aus |a| zu ziehen. Letzteres kann man zum
Beispiel mit dem Hohensatz erreichen:
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Damit ist alles gezeigt. O

Satz 5.2 — Die Wiirfelverdopplung ist nicht mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar.

Beweis. In algebraischer Ubersetzung lautet das Problem, die Zahl z = /2 zu kon-
struieren. Dazu miiite es nach Satz 5.1 eine Korpererweiterung L/Q mit z € L und
[L: Q] = 2™, m € N geben. Das ist wegen [Q(z) : Q] = 3 und der Multiplikativi-
tit des Grads bei Korpererweiterungen unmoglich. Deshalb ist die Konstruktion nicht
ausfiihrbar. ]

Satz 5.3 — Die Winkeldreiteilung ist fiir einen allgemeinen Winkel nicht mit Zirkel
und Lineal ausfiihrbar.

Beweis. Es sei der Winkel a gegeben und a = 2 cos(«). Einen Winkel 8 mit « = 35 zu
konstruieren, ist dquivalent dazu, die reelle Zahl = 2 cos(f) aus a zu konstruieren.
Nun gilt nach den Formeln von de Moivre:

cos(a) + sin(a)i = (cos(B) + isin(B))?
und somit
cos(a) = cos(B)® — 3 cos(B)sin(B)? = 4cos(B)* — 3cos(S3).
Deshalb erfiillt = die kubischen Gleichung
> =32z —a=0.

Es geniigt, einen einzigen Winkel anzugeben, fiir den die Dreiteilung nicht moglich ist.
Wir withlen dazu o = /3, also @ = 1. Das Polynom f = X3 — X — 1 ist irreduzibel.
Deshalb ist [Q(z) : Q] = 3, und z kann nicht in einer Erweiterung L/Q liegen, deren
Grad eine Potenz von 2 ist. Nach Satz 5.1 kann z nicht mit Zirkel und Lineal gelost
werden. ]

Satz 5.4 — Die Quadratur des Kreises ist nicht mit Zirkel und Lineal moglich.
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Beweis. In algebraischer Ubersetzung besteht das Problem darin, eine Strecke der Lin-
ge /7 zu konstruieren. Nun hat Ferdinand von Lindemann gezeigt, daB 7 eine tran-
szendente Zahl ist (Folgerung 7.6). Deshalb ist auch /7 nicht algebraisch und erst
recht nicht konstruierbar. Die Hauptschwierigkeit liegt hier natiirlich im Satz von Lin-

demann. O

Satz 5.5 — Essei S C C eine Menge von Punkten mit 0,1 € S. Ein Punkt z ist genau
dann aus S konstruierbar, wenn z algebraisch iiber K = Q(S U S) ist und wenn der
Grad des Zerfillungskorpers von z iiber K eine Potenz von 2 ist.

Beweis. Es sei zunidchst z algebraisch tiber K und L der Zerfillungskorper von z.
Weiter sei [L : K] = 2™. Dann ist die Galoisgruppe G := Gal(L/K) eine 2-Gruppe.
Wir haben gesehen, daf} es eine Filtrierung von G durch Normalteiler

G,={d}CcG,1C...CGy=G

mit der Eigenschaft gibt, daB |G;|/|G;+1| = 2. Dem entspricht eine Folge von Zwi-
schenkorpern

K=KyCK C...CK,=1L, K, = L%

mit [K; : K;_1] = 2. Nach Satz 5.1 ist z mit Zirkel und Lineal aus .S konstruierbar.
Zur Umkehrung: Es sei z aus S konstruierbar. Dann gibt es nach Satz 5.1 eine Folge

von Korpererweiterungen
K=K¢yCK,C...CK,

mit [K; : K;_1] = 2und z € K,. Wir setzen Ly = K| und konstruieren induktiv eine

Folge von Korpererweiterungen
K=LyCLiC...CLy
mit den folgenden Eigenschaften:
1. K; C L;.
2. L; ist normal iiber K.
3. [Li41 : L;] ist eine Potenz von 2.

Es sei k ein Index mit 0 < k& < ¢ und L mit den verlangten Eigenschaften schon kon-
struiert. Es gibt nun ein a € Ky mit Kj1 = Kj(a), und dieses a ist eine Nullstelle
eines quadratischen Polynoms f € Kj[X]. Es seien weiter a = a4, ...,a,, € C die
Nullstellen von minpol,, /5. Wir setzen Lyt := Ly, (ai,...,a). Dann gilt nach Kon-
struktion sicher L C Ly11 und Kpy1 C Lgy1, und Liy/K ist normal. Zu jedem
a; gibt es einen Automorphismus o; € Gal(Lgy1/K) mit 0;(a) = a,;. Der Automor-
phismus o; transformiert f € Kj[X] C L[X] in ein Polynom f; € L[X], weil Ly
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normal ist. Aus f(a) = 0 folgt f;(a;) = 0. Insbesondere ist a; quadratisch iiber Ly,
also erst recht hochstens quadratisch iiber Ly (a1, . . ., a;—1). Die Kérpererweiterungen

Ly C Lk(al) c...C Lk(al,ag, Ce 7am) = Lk+1

haben also jeweils den Grad 1 oder 2. Damit ist die Induktion abgeschlossen.
Insgesamt erhalten wir so eine normale Erweiterung L,/ K von 2-Potenzgrad mit
z € Ly. Dann enthilt L, einen Zerfallungskorper von z iiber K, und dessen Grad iiber

K ist notwendigerweise ebenfalls eine Potenz von 2. ]

Lemma 5.6 — Eine Zahl der Form 2™ + 1 ist hochstens dann eine Primzahl, wenn
n = 2 fiirein k € No.

Beweis. Angenommen, n = mgq mit einer ungeraden Zahl ¢, 1 < ¢ < n. Dann gilt
2" +1=02"+1) (2™ - (2™ 2 +.. 2" +1).

Wenn also 2" 41 eine Primzahl sein soll, darf n keinen nichttrivialen ungeraden Faktor
enthalten. O

Definition 5.7 — Zahlen der Form F} = 22" + 1 heilen Fermatzahlen.

Die ersten Fermatzahlen sind wirklich Primzahlen:
Fo=3, F, =5 F,=17, F3=257, F,=65537.

Aber schon die nichste Fermatzahl faktorisiert (Euler): 232 + 1 = 641 - 6700417. Es
sind keine weiteren Fermatzahlen bekannt, die Primzahlen sind. Die Faktorisierung
von Fermatzahlen ist ein beliebter Test fiir die Qualitdt von neuen Faktorisierungsalgo-
rithmen. Den jeweils aktuellen Stand der Bemiihungen findet man wohl am schnellsten
durch eine Suche im Internet.

Satz 5.8 (GauB3) — Ein regulires n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstru-

ierbar, wenn n die Form
n=2"p-pe

hat, wobei m, ¢ € Ny und p,...,pe paarweise verschiedene Fermat-Primzahlen sind.

Beweis. Es sei n = 2™p}* - - - p;* die Primfaktorzerlegung von n. Der Zerfillungskor-
per des Kreisteilungspolynoms &,, hat den Grad

— 2771,—1

¢(n) P T = 1) (pe — 1),

Nach Satz 5.5 ist das regulédre n-Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn o(n) eine Zweierpotenz ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn jede ungerade
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Primzahl p = p, ..., pe hochstens mit Vielfachheit 1 vorkommt und wenn in diesem
Falle p — 1 eine Potenz von 2, also p eine Fermat-Primzahl ist. (]

Was die tatsidchliche Konstruktion angeht, so geniigt es offensichtlich, fiir jede
Fermat-Primzahl p eine Konstruktion des reguldren p-Ecks anzugeben. Wie das geht,
haben wir schon gesehen (siehe Satz 4.49). Fiir zusammengesetzte Zahlen n ergibt sich
die Konstruktion dann leicht.
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§6 Auflosbarkeit von Gleichungen

6.1 Spur und Norm
Es sei L/ K eine endliche Korpererweiterung und a € L. Die Linksmultiplikation
by : L—L, =+ ax
ist eine K -lineare Abbildung, und wir hatten bereits das charakteristische Polynom
charpol, /i (X) = det(Xidy, — £q)

betrachtet.

Lemma 6.1 — Es seien K C L C M Korpererweiterungen und a € L.

1. charpol, /g (q)/x = minpol, k-

2. charpol, )y x = charpoly/ﬁ?]]{-

3. charpol,; /x = minpolLL/}I;(a)].

Beweis. Zu 1: Das Minimalpolynom minpol, , ist ein Teiler des charakteristischen
Polynoms charpol,  x(4)/x - Da beide denselben Grad [K (a) : K| haben und normiert
sind, sind sie gleich.

Zu 2: Es sei x1, ..., x, eine K-Basis von L und y1,...,y,, eine L-Basis von M. Es
sei B die Matrix zu ¢, beziiglich der Basis x1, . .., x,. Dann ist
T1Y1y-- s TnY1, L1Y2, -+ -, TnYm

eine K-Basis von M, und zu ¢, : M — M gehort beziiglich dieser Basis die Matrix

B
B

B

mit m = [L : M] Blockmatrizen entlang der Hauptdiagonalen. Aus der Multipli-
kativitét des charakteristischen Polynoms fiir Blockmatrizen folgt charpol, /y;/ x =
charpoly) i, wie behauptet.

Zu 3: Die Behauptung ist eine Konsequenz aus 1. und 2. O

Definition 6.2 — Es sei L/ K eine endliche Kérpererweiterung. Die Abbildungen
Spr/k L — K, aw Sppg(a):=tr(l,)

und
NIIlL/KSL*)K, CLI—)NIHL/K(CL) = det(éa)

heiBen Spur und Norm von L/ K.
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Nach Definition gilt
charpola/L/K(X) = X" — SpL/K(a)X"—1 + ...+ (=1)"Nmg /g (a),

mit n = [L : K], d.h. bis auf Vorzeichen sind Spur und Norm genau der n — 1-te und
der O-te Koeffizient des charakteristischen Polynoms. Aus Lemma 6.1 ergeben sich
leicht eine Reihe von Eigenschaften von Spur und Norm:

Lemma 6.3 — Es sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Fiir alle a,b € L gilt

Spr/k(a+b) = Spr/k(a)+Spr k()

NmL/K(ab) = NmL/K(a)NmL/K(b)
Insbesondere ist Nmy, ;¢ : L* — K* ein Gruppenhomomorphismus. AuBerdem gilt
Spr/k(a) =[L: K] -aundNmy k(a) = all*Kl fiira € K.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Additivitéit der Spur bzw. der Multi-
plikativitit der Determinante von Matrizen. Die zweite Aussage ergibt sich daraus, daf}
{, fiir a € K beziiglich jeder K-Basis von L die Matrix al[r,. k] hat. O

Lemma 6.4 — Es sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Es
sei ferner a € L und {a1, . ..,a,} die G-Bahn von a. Dann gilt:

n

minpol, /i = H(X —a;)
i=1

und
charpol, /rc/f, = H (X —o(a)).
oceG
Bezeichnet H die Standgruppe von a, so ist K (a) = L¥ und H = Gal(L/K(a)).

Beweis. Die Gruppe G permutiert die Elemente der Bahn B := {a, ..., a, }. Deshalb
sind die Koeffizienten des Polynoms f := (X —a4) - ... (X — a,,) invariant unter G
und liegen in L& = K. Insbesondere ist das Minimalpolynom von a ein Teiler von f.
Umgekehrt ist klar, da f ein Teiler des Minimalpolynoms ist. Da beide normiert sind,
sind sie gleich.

Weiter ist klar, daB K (a) C L. Andererseits ist nach der Bahnengleichung

(K (a) : K] = deg(minpol, ) = |B| = |GI/|H| = [L : K)/[L: L] = [L" : K].

Das impliziert K (a) = L und H = Gal(L/K (a)). Wir betrachten die Abbildung
7:G — B,o+ o(a). Dannist 7~ 1(a;) = o; H. Insbesondere kommt jedes a; in der
endlichen Folge (0(a)),ec genau |H| mal vor. D.h.

n

|H| . L:K(a
H (X —o(a)) = (H(X - ai)) = mlnpolL/K( I = charpol, /1, /k -
oeG i=1
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6.2 Zyklische Erweiterungen

Definition 6.5 — Eine endliche Galoiserweiterung L/ K heiBt zyklisch, wenn die Ga-
loisgruppe Gal(L/K) eine zyklische Gruppe ist.

Der merkwiirdige Name des folgenden beriihmten Satzes riihrt daher, daf3 er als
“Satz 90” in Hilberts Zahlbericht fiir die Deutsche Mathematikervereinigung erscheint.

Satz 6.6 (Hilbert 90) — Es sei L/ K eine zyklische Galoiserweiterung und o ein Er-
zeuger der Galoisgruppe. Die folgenden Aussagen sind fiir ein a € L dquivalent:

b
Nmp /g (a) =1 = a=—— fireinb e L*.
a(b)
Beweis. Es sei n = [L : K]. Da die Galoisgruppe zyklisch ist, gilt Nmp, /5 (a) =
17, o'(a). Falls a = b/a(b) fiir ein b € L, so hat man

_ b o) o) _ b
NmL/K(a) = o (b) ’ o2(b) o™ (b) B a”(b) -

Zur Umkehrung: Es sei a mit Nmy, /i (a) = 1 gegeben. Wegen der linearen Unabhéin-

gigkeit von id, o, ..., ! ist die Abbildung v : L — L mit
u(z) = 2+ ao(z) + ao(a)o®(z) + ... + ao(a)o?(a)--- o™ *(a)o" (z)
nicht die Nullabbildung. Wir wihlen y € L mit b := u(y) # 0. Dann gilt:

aoc(b) = ao(u(y))
= ao(y) +ao(ao(y)) + ... +ao(ao(a)o?(a) - 0" *(a)a" " (y))
= ao(y )+M(a)02(y) ... +ag(a)o*(a)--- 0" *(a)a" " (y)
+Nmy, g (a)o™(y)

= b7

weil 0" (y) = y und Nmy, /i (a) = 1 nach Voraussetzung. Damit ist a = b/o(b) wie
verlangt. (]

Satz 6.7 (Die reine Gleichung) — Es sei n € N und K ein Korper, der eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ enthilt.

1. Ist L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad n, dann ist L = K (a) fiir ein
Element a mit einem Minimalpolynom der Form X" — ¢ € K[X].

2. Ist umgekehrt a € K eine Nullstelle eines Polynoms X™ — ¢ € K[X], so ist
minpol, /i = X4 — b fiir einen Teiler d von n, K (a)/K ist eine zyklische
Erweiterung vom Grad d, und die Abbildung

Z)d — Gal(K(a)/K), ks (a— CF/4)

ist ein Gruppenisomorphismus. Ferner zerfillt X™ — c zerfillt iiber K (a) in
Linearfaktoren und iiber K wie folgt: X™ — ¢ = [[/%4(X 4 — ¢%ip).
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Beweis. 1. Es gilt Nmp, /i (¢) = ¢IEK] = ¢ = 1. Insbesondere gibt es nach Satz 90
von Hilbert ein a € L mit {o(a) = a. Es folgt induktiv:

of(a) = a¢™*

fir K = 0,...,n — 1. Diese Werte sind paarweise verschieden, weil ( eine primitive
n-te Einheitswurzel ist. Insbesondere ist

(X—a)- X —al™H-...- (X —al" ) =X"—a"

das Minimalpolynom von a. Mit ¢ = a™ € K folgt die Behauptung.

Zu 2. Ist a eine Nullstelle von X™ — ¢ in einem algebraischen Abschlufl von K, so sind
alle anderen von der Form a¢¥, k = 0,...,n — 1. Insbesondere ist K (a) der Zerfl-
lungskorper von X™ — c. Es sei d := [K(a) : K]. Fir jedes 0 € Gal(K(a)/K) gibt
es genau ein (o) € Z/n mit o(a) = a¢#(?). Dies definiert eine injektive Abbildung

p:Gal(K(a)/K) — Z/n.
Auflerdem gilt
C“’(T")a =1(o(a)) = T((W(”)a) - C"(")T(a) - Cs&(o)gw(r)a - Cw(a)ﬂo(f)w

Der Vergleich zeigt, daB ¢(70) = (o) + ¢(7), mit anderen Worten, ¢ ist ein Grup-
penhomomorphismus. Notwendigerweise ist das Bild von ¢ die zu Z/d isomorphe
Untergruppe, die von der Restklasse n/d erzeugt wird. Deshalb wird die Galoisgruppe
von der Abbildung a — aC™? erzeugt. Bezeichnet ¢ := ¢™/? diese primitive d-te

Einheitswurzel, so ist das Minimalpolynom von a durch
(X —a)(X —¢€a)--- (X —¢Tla) =X —q? = X4

gegeben. SchlieBlich gilt:

n—1 _ n/d—1d—1 o n/d—1 .
Xt o= [[(x~cay= [ [I&-€¢a)= [ (x*~(Ca)).
i=0 j=0 =0 j=0

Satz 6.8 (Hilbert 90, additive Variante) — Es sei L/ K eine zyklische Galoiserweite-
rung und o ein Erzeuger der Galoisgruppe. Die folgenden Aussagen sind fiireina € L
dquivalent:

Spr/k(a) =0 & a=>b—o(b) fireinb e L.

Beweis. Die Richtung <« ist wieder einfach. Fiir die umgekehrte Richtung sei a € L
mit Sp, /x (a) = 0 vorgegeben. Wir withlen ein y € L mit Spy,/x(y) # 0 und bilden

c=ao(y) + (a+0o(a))o®(y)+...+(a+o(a)+...+0" ()™ (y).
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Fiir dieses Element gilt

c—o(c) = a(a(y) +o*(y)+... + 0"_1(y)) - (U(a) +o(a)+ ...+ a"_l(a))y.

Da Sp; /i (a) = 0, ist der Koeffizient von y in ¢ — o(c) genau a. Deshalb hat man
weiter

c—o(e)=aly+o(y)+...+0" (y)) = a Spr/k )

Nach Wahl von y ist das Element Spy i (y) € K*. Mit b := ¢/ Spy,/x (y) folgt die
Behauptung. (I

In einem Korper der Charakteristik p hat das Polynom X? — X nach dem kleinen
Fermatschen Satze die p-Nullstellen 0, 1,. .., (p — 1). Deshalb besteht die Faktorisie-
rung

XP-X=X-X-1-...-.(X=(p—-1)).

Substitutiert man X durch X — a mit einem beliebigen Element a erhélt man
XP—-X—-(@-a)=(X-a)X—-a-1)-...-(X—a—p+1).
Diese kleine Rechnung wird im Beweis des folgenden Satzes benutzt:

Satz 6.9 (Artin — Schreier) — Es sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0 und L/ K
eine endliche Erweiterung.

1. Ist L/ K eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad p, dann ist L = K (a) fiir

ein & mit einem Minimalpolynom der Form X? — X — ¢ € K[X].

2. Umgekehrt zerfillt jedes Polynom XP — X — ¢ € K[X] entweder schon in
K vollstindig in Linearfaktoren oder ist irreduzibel. Ist im zweiten Falle a ei-
ne Nullstelle in einem algebraischen AbschluB, so ist K(a)/K eine zyklische
Galoiserweiterung, und die Abbildung

Z/p — Gal(K(a)/K), kw~ (a—a+k),
ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Es sei zundchst L/ K zyklisch vom Grad p. Es gilt Spy ;- (—1) = —p = 0.
Deshalb gibt es nach der additiven Variante des Satzes von Hilbert ein a € L mit —1 =
a — o(a), oder 0(a) = a + 1. Dann kann a nicht in K liegen. Nach dem Gradsatz ist
[K(a) : K] ein Teiler von [L : K] = p. Deshalb ist K (a) = L. Das Minimalpolynom
bestimmt sich so: Induktiv gilt 0% (a) = a + k fiiralle k = 0,...,p — 1. Also ist

p—1

minpol, /= H(X —o*(a))
k=0
= X-aX-a-1)--X—-a—-p+1)=XP - X —(a® — a).

Das war zu zeigen.
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Ist umgekehrt das Polynoms X? — X —c¢ € K[X] vorgegeben und a eine Nullstelle
in einer Erweiterung von K, so gilt firi = 0,...,p—1,daB (a + )’ — (a+ i) —c =
(a? — a — ¢) + (i? — i) = 0. Enthilt also eine Erweiterung von K eine Nullstelle,
so enthilt sie alle. Folglich zerfillt X? — X — ¢ entweder in K[X] vollstindig in
Linearfaktoren oder ist irreduzibel. Im zweiten Falle hat der Zerfallungskorper den
Grad p und ist separabel, weil das Polynom p verschiedene Nullstellen hat. Ist a eine
Nullstelle, so wird die Galoisgruppe offensichtlich durch a — a + 1 erzeugt, und diese
Abbildung hat die Ordnung p. t

6.3 Auflosbare Gleichungen

Es sei K ein Korper und f € K[X] ein separables Polynom vom Grad n. Wir wollen
in diesem Abschnitt die Frage betrachten, unter welchen Bedingungen sich die Null-
stellen von f durch Wurzelausdriicke in den Koeffizienten von f beschreiben lassen.
Wir wollen die folgende Sprechweise verwenden: Es sei L ein Zerfédllungskorper von
f. Wir bezeichnen die Galoisgruppe Gal(L/K) kurz als Gruppe der Gleichung f = 0.

Definition 6.10 — Eine Erweiterung M /K ist eine Radikalerweiterung, wenn M /K
eine zyklische Erweiterung vom Grad m ist, wobei m entweder die Charakteristik von
K ist oder m zur Charakteristik prim ist und K eine primitive m-te Einheitswurzel
enthlt.

Definition 6.11 — Es sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom.
f heiBt durch Radikale auflosbar, wenn es eine Kette von Korpererweiterungen K =
Ky C K; C ... C K,, mit den folgenden Eigenschaften gibt: K, enthélt eine Null-
stelle von f und fiir jedes ¢ = 1,...,nist K;/K;_; eine Radikalerweiterung.

Definition 6.12 — Eine Galoiserweiterung L/K heifit auflosbar, wenn die Galois-
gruppe Gal(L/K') auflosbar ist.

Satz 6.13 — Die folgenden Aussagen sind fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X]

dquivalent:
1. f ist durch Radikale auflosbar.
2. Die Gruppe der Gleichung f = 0 ist auflosbar.

Beweis. 1 = 2: Essei K = Ky C ... C K, eine Kette von Erweiterungen mit
den Eigenschaften der Definition 6.11. Wir konstruieren induktiv Korper L C K,,

k=0,...,n mit
1. Ko=Lound K; C L; firallei =1,...,n.

2. L;/K ist eine Galoiserweiterung.
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3. Gal(L;/L;_) ist auflsbar.

Es sei 0 < ¢ < n gegeben und L;_; bereits konstruiert. Wir betrachten das Komposi-
tum K, = K;L;_;. Dann ist K//L;_ eine Galoiserweiterung, und es gibt eine kano-
nische Injektion Gal(K!/L;_1) — Gal(K;/K;_1). Insbesondere ist Gal(K]/L;_1)
zyklisch von einer Ordnung m, wobei entweder m = char(K) > 0 oder m prim
zur Charakteristik ist und K;_1, also auch L;_;, eine primitive m-te Einheitswurzel
enthilt, d.h. K//L;_; ist eine Radikalerweiterung. Also ist L'/L;_; eine einfache Er-
weiterung, L, = L;_1(a), wobei das Minimalpolynom von a die Form X™ — X — ¢
oder X™ — ¢ fiir ein ¢ € L;_1 hat. Die Erweiterung L;_; /K ist nach Induktionsan-
nahme normal. Es seien ¢ = ¢y, ...,c¢ € L;_; die zu c konjugierten Elemente, ferner
aj € K, eine Nullstelle des Polynoms X™ — X — ¢; bzw. X™ —¢; firj = 1,...,/.
Die Erweiterungen L;_1(a;)/L;—1 sind zyklisch der Ordnung m. Wir betrachten die

Erweiterungen
L, C Li,l(al) - Li,l(al,ag) Cc...C Li,l(al,ag, . .,ag) =:L,.

Dann ist L;/K normal, und jede Erweiterung L;_1 (a1, ...,a;)/Li—1(a1,...,a;-1)
ist eine Galoiserweiterung, deren Galoisgruppe isomorph zu einer Untergruppe von
Gal(L;—1(a;j)/Li—1) und daher zyklisch ist. Fiir die Galoisgruppe Gal(L;/L;_1 ) heifit
das, daB es eine Filtrierung durch Normalteiler gibt, deren Faktorgruppen zyklisch sind.
Das bedeutet: Gal(L;/L;_1) ist auflosbar. Das beendet den Induktionsschritt.

Insgesamt erhélt man einen Korper L,, der K,, und damit eine Wurzel von f
enthilt, der eine Galoiserweiterung von K ist, und der eine Kette von Zwischenkor-
pern mit auflosbaren Galoisgruppen enthilt. Demnach hat Gal(L,,/ K) eine Filtrierung
durch Normalteiler mit auflosbaren Faktorgruppen und ist damit selbst auflosbar. Der
Zerfillungskorper F' von f ist nach Konstruktion ein Zwischenkorper von L,, /K, und
die Galoisgruppe Gal(F'/K) folglich eine Faktorgruppe von Gal(L,,/K). Da Faktor-
gruppen von auflésbaren Gruppen wieder auflgsbar sind, ist Gal(F'/ K') auflosbar. Das
war zu zeigen.

2 = 1: Es sei F' ein Zerfillungskorper von f. Nach Annahme ist die Galoisgrup-
pe G = Gal(L/K) auflgsbar. Es sei N = |G|. Es seien ¢i,...,q; alle Primzah-
len < N und # char(K), und der Grofe nach aufsteigend sortiert. Wir konstruieren
rekursiv Korpererweiterungen K = Ky C K; C ... C K, mit der Eigenschaft,
daBl K; alle primitiven Einheitswurzeln der Ordnungen ¢, . .., g; enthilt. Es sei dazu
k > 0 und Kj_; schon konstruiert und ¢ eine primitive gi-te Einheitswurzel. Nach
Wahl der ¢;’s ist g prim zur Charakteristik, falls diese endlich ist. Die Galoisgrup-
pe Gal(Kx_1(¢)/K}j—1) ist isomorph zu einer Untergruppe von Z/(gj, — 1) und daher
abelsch und hat eine Ordnung, deren samtliche Primfaktoren kleiner als g, sind. Es gibt
daher eine Filtrierung der Galoisgruppe durch Untergruppen mit zyklischen Faktoren
derselben Primzahlordnungen und dazugehorig eine Kette von zyklischen Korperer-

weiterungen

Ki1=Kp10CKp10 CKpo12C...C Kpo1,s = Kp—1(¢) =: Ky,
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wobei der Korpergrad [K;_1 ¢ : K;_1 +—1] an jeder Stelle entweder eine der Primzahlen
q1,---,qr—1 oder die Charakteristik von K ist. Insbesondere sind alle Erweiterungen
K;_1,./K;—1-1 Radikalerweiterungen. Nach Induktionsannahme enthilt K,;_; die
¢;-ten Einheitswurzeln fiir alle 7 < k — 1.

Es sei nun L das Kompositum von K, und F' in einem gemeinsamen algebraischen
AbschluB. Dann ist Gal(L/K) eine Untergruppe von Gal(F/K') und nach Annahme
auflosbar und hat eine Ordnung < N. Folglich gibt es eine Filtrierung von Gal(L/Kj)
durch Normalteiler mit zyklischen Faktoren von Primzahlordnung < N. Dazu gehort

eine Kette von zyklischen Korpererweiterungen
K, = Kg,o C Kg,l C Kg,g Cc...C K&u = L7

wobei der Korpergrad [K,; : K ;1] an jeder Stelle entweder eine der Primzahlen
q1,- .-, ge oder die Charakteristik von K ist, d.h. alle Erweiterungen K, ;/Ky_1 -1
sind Radikalerweiterungen.

Nach Konstruktion hat f eine Nullstelle in L. Zusammengenommen heifit das, daf3
f eine Auflosung durch Radikale besitzt. U

Es sei wieder allgemein K ein Korper, f € K[X] ein separables Polynom. Es seien
a1, Qa, ..., 0, € Ldie Nullstellen von f im Zerféllungskorper L von f. Jedes Element
g € Gal(L/K) permutiert die Nullstellen, d.h. es gibt eine eindeutige Permutation
g € S, mit der Eigenschaft, daB

g(a;) = og(y firallei=1,... n.
Dies definiert einen Gruppenhomomorphismus
¢:Gal(L/K) — S,, ¢g—3.

Da L von den Nullstellen von f erzeugt wird, ist jedes g € G vollstindig durch die
Wirkung auf den Nullstellen bestimmt. Insbesondere ist der Homomorphismus ¢ in-
jektiv, und wir kénnen Gal(L/K) als Untergruppe von .S,, auffassen.
Allerdings héangt ¢ von der Numerierung der Nullstellen ab. Je zwei Numerierun-
gen
{an,...;an} ={a),...,al}
unterscheiden sich um eine Permutation 7w mit o; = ;). Bezeichnet ¢’ : Gal(L/K) —

Sy die Einbettung zur zweiten Numerierung, so gilt:

(g (9)(1)) = Vgt (g)(5) = 9(05) = 9(an (i) = Qg (m (1)
dh.

¢'(g) =m""op(g)om.

Die Einbettungen zu verschiedenen Numerierungen sind also konjugiert.

Lemma 6.14 — Mit diesen Bezeichnungen gilt:
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1. Die Ordnung von Gal(L/K) ist ein Teiler von n!.

2. Wenn f irreduzibel ist, operiert Gal(L/K) transitiv auf den Nullstellen von f.
In diesem Falle ist n ein Teiler von |Gal(L/K)|.

Beweis. Die erste Behauptung folgt einfach daraus, daB Gal(L/K) eine Untergruppe
von S, ist. Es ist weiter klar, daf fiir ein irreduzibles Polynom alle Nullstellen von f in
einer Bahn unter der Galoisgruppe liegen. Die Teilbarkeitsrelation ist eine Konsequenz

der Bahnengleichung: Die Linge jeder Bahn ist ein Teiler der Gruppenordnung. (]

Folgerung 6.15 — Es sei f € K[X] ein Polynom vom Grad < 4. Dann ist die Glei-
chung f = 0 durch Radikale aufiosbar.

Beweis. Die Gruppe der Gleichung f = 0 ist eine Untergruppe von S und deshalb
auflosbar. O

Bemerkung 6.16 — Es sei K ein Korper. Die symmetrische Gruppe S,, wirkt auf
dem rationalen Funktionenkorper M := K (X3, ..., X,,) durch Vertauschung der Un-
bestimmten. Die Erweiterung M /M~ ist eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe
Sy Dies ist einfach ein Spezialfall von Lemma 4.30. Mit Hilfe des Hauptsatzes iiber
symmetrische Polynome kénnen wir aber mehr sagen: Zunéchst gibt es einen Ringiso-
morphismus

K[Y1,...,Y,] — K[Xy,...,X,]%"

der die Unbestimmte Y; mit dem ¢-ten elementarsymmetrischen Polynom in den Unbe-
stimmten X; identifiziert. Dieser Isomorphismus induziert eine Abbildung der Funk-
tionenkdorper:

K(Y1,...,Y,) -5 K(X1,..., X)) € K(X4,...,Xn).

Wir wollen zeigen, dal 1) ein Isomorphismus ist. Dazu ist zu zeigen, daf} jede sym-
metrische rationale Funktion f € K(Xy,...,X,,) sich als Quotient zweier symmetri-
scher Polynome p,q € K[Xy,...,X,] schreiben ldBt. Das ist leicht: Es sei f = p/q
irgendeine Darstellung von f als Quotient zweier Polynome p, q. Wir bilden

Fe p_ P Haesn\{id} o(q)

B q B Haesn U(Q) .

Der Nenner ¢ = [],¢g, 0(q) ist invariant. Der Zahler p = p - [[,cg,\ yia} 0(q) aber

auch, denn er 146t sich als Produkt der symmetrischen Funktionen f und § schreiben.
Das zeigt, daB K (Xy,...,X,)/K(Y1,...,Y,) eine Galoiserweiterung mit Ga-

loisgruppe .S,, ist. Die Unbestimmten X; sind Nullstellen der Gleichung

X" VX" 4+ Yo X" 2 4+ (=1)"Y, = 0.
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Diese Gleichung 146t sich als die allgemeine Gleichung vom Grad n iiber dem Korper
K auffassen. Fiir n > 5 ist die Galoisgruppe S, nicht auflosbar. In diesem Sinne gibt es
keine Losungsformeln fiir die Nullstellen, die sich durch Radikale in den Unbestimm-
ten Y; ausdriicken lassen.

Trotzdem gibt es ja Gleichungen vom Grad n > 5, die sich durch Radikale 16sen
lassen. Das einfachste Beispiel liefern die 11.ten Einheitswurzeln: Das Minimalpoly-
nom von cos(27/11) hat Grad 5, und der Zerfillungskorper ist zyklisch vom Grad
5. Die Auflosbarkeit wurde fiir dieses Beispiel zuerst von Vandermonde beschrieben.
(Vgl. das lesenswerte Buch von Tignol).

Im Prinzip konnte es nun sein, daf sich jede Gleichung durch Radikale 16sen 146t,
auch wenn es keine allgemeine Losungsformel gibt. Wir werden gleich sehen, daf}
dies nicht der Fall ist, indem wir Korpererweiterungen von Q mit Galoisgruppe S,
konstruieren.

Von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus konnte man die Frage auch so an-
gehen: Gegeben ein Korper K und ein endliche Gruppe G gibt es eine Galoiserwei-
terung L /K mit Galoisgruppe Gal(L/K) = G? Dies ist das "inverse Galoisproblem’.
Invers deshalb, weil wir nicht den Kérper vorgeben und die Galoisgruppe suchen, son-
dern umgekehrt die Gruppe vorgeben. Fiir endliche Korper ist die Antwort leicht: Ge-
nau die zyklischen Gruppen kommen als Galoisgruppen vor. Fir K = Q ist noch
immer unklar, ob sich jede endliche Gruppe als Galoisgruppe einer Erweiterung von
Q realisiern 1at. Fiir die symmetrischen Gruppen ist dies tatsdchlich der Fall, wie wir

zeigen werden.

Wir betrachten zunichst ein einfaches Beispiel:

Beispiel 6.17 — Es sei L/Q der Zerfillungskorper des Polynoms f = X° —4X — 2.
Mit dem Eisensteinkriterium folgt sofort, da f irreduzibel ist. Als Funktion auf R
hat f genau zwei Extremstellen und deshalb genau drei reelle Nullstellen. Die beiden
ibrigen Nullstellen sind komplex konjugiert. Die komplexe Konjugation ist daher ein
Element der Galoisgruppe G = Gal(L/Q) und entspricht unter der Einbettung G C S5
einer Transposition. Da 5 ein Teiler der Ordnung von G und eine Primzahl ist, enthélt
G ein Element der Ordnung 5. Unter der Einbettung G C S5 muf dieses Element
einem 5-Zykel entsprechen. Die Galoisgruppe G ist also eine Untergruppe von S5, die
einen 5-Zykel und eine Transposition enthilt. Man kann zeigen (Ubung), daB G' dann

schon mit S5 iibereinstimmen muf3.

Wir folgen van der Waerden in der Beschreibung eines Verfahrens, die Galoisgrup-
pe zu bestimmen.

Wir gehen von der folgenden Situation aus: K ist ein Korper, L/K der Zerfil-
lungskorper eines separablen normierten Polynom f € K[X] vom Grad n. Wir be-
trachten die Funktionenkorper K (uq,...,u,) und L(uq, ..., u,) mit Unbestimmten

23. Juni 2008
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ULy ooy Up.
L(uh s ,’U,n)
L\ K(uy,...,up)
K
Zur Erinnerung: Der Funktionenkérper K (ui, ..., u,) ist der Quotientenkdrper des
Polynomrings K[ug,...,u,]. Wir lassen die Galoisgruppe G = Gal(L/K) auf dem
Korper L(uq,...,u,) wirken, indem jedes ¢ € G nur auf den Koeffizienten einer
rationalen Funktion f € L(uy,...,u,) wirkt, aber die Unbestimmten fest 148t, d.h.
g(u;) = u; furallei = 1,... n.
Lemma 6.18 — L(ui,...,u,)¢ = K(ui,...,u,). Insbesondere ist die Inklusion
K(uy,...,up) = L(uy,...,uy,) eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.

Beweis. Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen. Dabei ist die Inklusionsbezie-
hung “>” klar. Es sei umgekehrt z € L(uy, ..., u,)%, und zwar gegeben als Quotient
z=a/bmita,b € L[uy, ..., u,]. Wir betrachten

b=[Jg®), a=a- J] 9.
geG geG\{id}

Dann ist b € Lluy, ..., u,]¢ = Klui,...,uy]. Folglich ist auch @ = zb einerseits
invariant, andererseits ein Polynom, und liegt deshalb in K[u1, ..., uy]. Das zeigt, daB
z=a/be K(uy,..., up). O

Wir betrachen nun das Element
n
0:=uar+...+upo, = Zuiai € Lluy, ..., uy),
i=1

WO ai,..., a, die Nullstellen von f sind. Man kann 6 als eine universelle Linear-
kombination der Nullstellen von f auffassen. Die Bilder von # unter G sind offenbar
paarweise verschieden. Deshalb ist

T:= Q(X 79(0)) € K(ulavun)[X]

das Minimalpolynom von 6 beziiglich K (us, . . ., u,, ). Aus der Konstruktion geht sogar
genauer hervor, daf
T € Kluq,...,un][X].

Wir betrachten nun neben der Wirkung von G auf L(uy, .. .,u,) eine andere Wir-
kung der Gruppe S,, auf L(uq, ..., u,) und K (ug, ..., u,), die dazu in dem folgenden

Sinne komplementir ist: Wir setzen fiir 7 € S,, die Wirkung durch

wlp =1idp, und  7w(ug) = ugg firi =1,...,n.
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fest. Damit bilden wir das Polynom

F= ] x-n0) € Lluy, ... un)[X].
TESy
Die Koeffizienten von F' (als Polynom in X)) sind Polynome in den u; und «o; mit
Koeffizienten in K. Sie sind genauer symmetrische Polynome in ..., o, und lassen
sich nach dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome durch die Koeffizienten von f

ausdriicken. Es folgt:
F € Kluy,...,u,][X].

Die Gruppe G besitzt nun eine Einbettung ¢ : G — S,,, g — ¢, mit der Eigenschaft
g9() = ag(iy.-

Man beachte, daB fiir ein ¢ € G und z € L(uyq,...,uy) die Elemente g(z) und g(z)
verschieden sind: Bei der Berechnung von g(z) geht die Wirkung von g auf den Ska-
laren in L ein, bei g(z) die Wirkung der Permutation g auf den Unbestimmten w;.
Speziell beim Element 6 hingen die Ergebnisse aber eng zusammen:

9(0) = Zuig(ai) = Zuiag(i) = Zug—l(j)aj = §_1(Zuj04j) =g'(0).
=1 =1 J

j=1

Es seien nun 71, ..., € S, Vertreter fiir die Nebenklassen S,,/o(G). Dann gilt:

14
[T & —=@) =TT ITX —m3(6)

F =
TES, j=1g9€G
¢ ‘
= II= ([Tx-g7"0) | = [Tm).
Jj=1 ge@ Jj=1
Wir wissen, daB T irreduzibel in K[uq, ..., u,][X] ist. Dasselbe gilt dann auch fiir die

Bilder 7;(7"). Damit erweist sich
F = 7T1(T) te. .Wg(T).
als die Zerlegung vn F in irreduzible Faktoren im faktoriellen Ring K [uy, ..., uy,)].

Lemma 6.19 — 1. Die Permutationen = € S,, vertauschen die irreduziblen Faktoren
von F transitiv.

2.EsseiG; :={g € S, | m(m;(T)) = m;(T)}. Es gilt g € G; genau dann, wenn g
einen Linearfaktor von m;(T') in einen Linearfaktor von 7;(T") abbildet.

3.Es gilt G; = mp(G)m; .

Beweis. Die Bilder w(f), # € S, sind paarweise verschieden, weil die Elemente
a1, ..., a, paarweise verschieden sind. Die Gruppe S, operiert transitiv auf den Line-
arfaktoren (X — w(#)) von F. Da die Primfaktorzerlegung von F'in Aluy, ..., u,]|[X]
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eindeutig ist (durch die Normierung der Leitkoeffizienten bzgl. X), vertauscht = € S,
die Primfaktoren von F'. Wegen der Transitivitit auf den Linearfaktoren muf3 auch die-
se Wirkung auf den Linearfaktoren transitiv sein. Das beweist Aussage 1.

Haben insbesondere 7;(T") und 77, (T") auch nur einen einzigen Linearfaktor ge-

meinsam, so miissen sie schon gleich sein. Das zeigt Aussage 2. Fiir jedes g € G gilt
migny (m(T)) = m;(g(T)) = m; (g~ (1)) = mj(T).

Das bedeutet, daf3 7rj<p(G)7Tj_1 C G;. Andererseits ist |G| = |S,,|/¢ = |G;| wegen der
transitiven Wirkung von S,, auf gleichméchtigen Mengen der Restklassen S, /G bzw.
der Faktoren von F'. Aus der Inklusion der Gruppen folgt wegen der Gleichméchtigkeit
die behauptete Gleichheit G; = m;p(G)m; . O

Das Lemma kann man so lesen: Seiner Definition nach hingt das Polynom 7" von
der Kenntnis der Galoisgruppe G und der Wahl einer Numerierung der Nullstellen ab.
Aber man kann allein aus der Kenntnis von f das Polynom F' vom Grad n! bestimmen.
Wenn wir weiter davon ausgehen, dal wir die Primfaktorzerlegung von F' im Ring
Kluq,...,u,] ausfithren konnen, diese sei F' = F} - .. .- Fy, dann kénnen wir auch die
Standgruppen

Gj={m € Sy | m(Fy) = Fj}

bestimmen. Das Lemma sagt nun, daf} alle Gruppen G, j = 1,...,n untereinander
und zur Galoisgruppe G konjugiert sind.

Mit Hilfe des Lemmas konnen wir nun den folgenden Satz von van der Waerden
beweisen.

Satz 6.20 — Es sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K, ferner p C A ein
Primideal, A := A/p der Restklassenring und K dessen Quotientenkérper. Es sei f €
A ein normiertes Polynom vom Grad n mit der Eigenschaft, da f und die Reduktion
f = f mod p € A[X] separabel sind. Es seien G bzw. G die Galoisgruppen von f und
f. Dann ist G, aufgefaBt als Untergruppe von S,,, konjugiert zu einer Untergruppe von
G CS,.

Beweis. Wir konstruieren nach dem oben beschriebenen Verfahren zu f das Polynom
F € Klus,...,u,][X], seine Primfaktorzerlegung F' = F} - ... - F, und die Stand-
gruppen G; zu den Faktoren F);. Gemil den besonderen Annahmen des Satzes hat
f aber schon Koeffizienten im Ring A. Entsprechend dem Hauptsatz tiber symmetri-
sche Polynome kann man das obige Argument dahingehend verschérfen, da3 F' dann
auch ein Polynom in Aluy, . .., u,|[X] ist. Wegen des Satzes von GauB liegen auch die
irreduziblen Faktoren F; von F schon in Afuq, ..., u,|[X].

Konstruiert man nun in analoger Weise zu f € A[X] C K|[X] das Polynom F' €
Klui,...,u,][X], so ist aus der Konstruktion klar, daB F' das Bild von F unter der
Reduktionsabbildung

Alug, .., un][X] = Alug, . un)[X] = Klug, ..., uy][X]
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ist. Bezeichnen weiter F'1, ..., F, die Bilder der Faktoren F1, ..., Fp, so hat man in
Klui,...,u,][X] die Faktorzerlegung F' = F; - ...,-F,. Aber natiirlich brauchen
die Polynome Fj nicht irreduzibel zu sein, sondern konnen (und werden in der Regel)

weiter zerfallen, etwa wie folgt:
Fj=F; -...-Fj,, j=1,....L

Nun gilt fiir jede Permutation © € S,,: Wenn 7(Fy1) = Fi1, dann bildet 7 einen
Linearfaktor von F}q, also insbesondere von F'1, auf einen Linearfaktor von Fj; und
damit von F'; ab. Aber wegen Aussage 2 des Lemmas 6.19 heiBt das, daB 7(F;) =
F1. Kurzum: Die Standgruppe von Fi; ist eine Untergruppe der Standgruppe von Fj.
Wegen Aussage 3 von Lemma 6.19 folgt die Behauptung des Satzes. O

Um den Beweisgang des folgenden Satzes nicht zu unterbrechen, erinnere ich vor-
weg daran, daf} jede endliche Korpererweiterung eines endlichen Korpers F, bereits
eine Galoiserweiterung ist, und zwar mit zyklischer Galoisgruppe. Insbesondere hat
der Zerfillungskorper eines irreduziblen Polynoms f € F,[X] vom Grad n ebenfalls
den Grad n.

Satz 6.21 — Fiir jedes n € N existiert ein irreduzibles normiertes Polynom f € Z[X],
dessen Zerfillungskérper L/Q eine zu S, isomorphe Galoisgruppe hat.

Beweis. Fiir n = 2 oder n = 3 leisten f = X? — 2 bzw. X3 — 2 alles Gewiinschte. Es
sei also im folgenden n > 4.

1. Wiihle ein irreduzibles Polynom f, € F3[X] vom Grad n. Der Zerfillungskorper
von f ist Fan. Die Galoisgruppe G5 = Gal(Fan /Fy) ist zyklisch von der Ordnung n
und wird als Untergruppe in S,, von einem n-Zykel erzeugt.

2. Wihle ein irreduzibles Polynom f} € F3[X] vom Grad n— 1. Setze f5 = X - f4.
Der Zerfillungskorper von f3 ist F3.-1. Die Galoisgruppe Gs = Gal(Fzn—1/F3) ist
zyklisch von der Ordnung n — 1 und wird als Untergruppe von S,, von einem n—Zykel
erzeugt.

3. Das Polynom f, = X? + 2 € Fj ist irreduzibel. Wihle weiter ein irreduzibles
Polynom f£ vom Grad n — 2 bzw. n — 3 je nachdem, ob n ungerade oder gerade ist,
und setze f5 = f;fy bzw. f5 = f5f5X. Es sei L der Zerfillungskérper von f, und
es seien oy, ap die Nullstellen von f! und as, ..., «, die iibrigen Nullstellen von f.
Es sei g € G5 = Gal(L/F5) ein Element mit g(«1) = ao. Die Einschrinkung von
g auf K (as, ..., ay) hat ungerade Ordnung m. Dann wirkt g™ auf as, . . ., ay, trivial
und auf a1, o als Transposition. Das zeigt: Als Untergruppe in S, enthilt G5 eine
Transposition.

4. Mit Hilfe des Chinesischen Restklassensatzes findet man ein normiertes Poly-
nom f € Z[X] vom Grad n, das die simultanen Kongruenzen

f=fomod2, f=fsmod3, [f=fsmodb



Das Beispiel wurde aus
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erfiillt. Da f5 irreduzibel ist, muf auch f irreduzibel sein. Die Galoisgruppe G von
f enthilt als Untergruppe von S,, gemif3 Satz 6.20 Gruppen, die zu G2, G3 und G5
isomorph sind. Insbesondere enthilt G einen n—Zykel, einen n — 1-Zykel und eine

Transposition. Wir schliefen mit dem folgenden Lemma, dal G = .S,,. (]

Lemma 6.22 — Es sei G C S,, eine Untergruppe, die einen n—Zykel, einen n. — 1—
Zykel und eine Transposition enthélt. Dann ist G = S,,.

Beweis. Ohne Einschriinkung sei 7 = (12...(n — 1)) ein n — 1-Zykel in G, ferner
(ij) eine Transposition in G. Da G einen n—Zykel enthilt, operiert G transitiv auf
den Elementen {1,...,n}. Wihle g € G mit g(j) = n. Es sei k = g(4). Dann gilt
G 3 g(ij)g~! = (kn). Es folgt weiter G > 7% (kn)7*=¢ = (¢n) fir alle £ < n.
SchlieBlich enthélt G auch das Element (hf) = (hn)(¢n)(hn)~! fiir alle h < £ < n.
Damit enthélt G alle Transpositionen. Da .S,, von den Transpositionen erzeugt wird, ist
G=25,. O

Beispiel 6.23 — Wir illustrieren das Verfahren fiir n = 5: Das Polynom X2 ~1 —1 =
X3! — 1 € Fo[X] zerfillt wie folgt in Linearfaktoren:

X1 = (X-DX°+XP+ D)X+ XP+1)
(XXX X+ D)X+ X X2+ X 1)
(XX - X3 X+ )X+ X+ X3+ X2 41).
Wir wihlen als irreduzibles Polynom
fo=X°+X?4+1eTF,X]
Von den 8 verschiedenen irreduziblen Faktoren vom Grad 4 des Polynoms
Bgy = Pays_y— X2 X244 X106 _x3_q
= (XXXt X DX - XX -X 1)
(XXX X - 1)(X* - X+ X2+ X 1)
(XX X2 X D)X - X3 —X24 X 1)
wiihlen wir X4 — X — 1 und setzen
f3=X%—X? - X € F3[X].
SchlieBlich sei (mit einer kleinen Abweichung vom Algorithmus des Beweises)
f5=(X?+2)X(X —1)(X —2) = X° +2X* +4X°% 4 4X? + 4X € F;5[X].
Ein Polynom, das die simultane Kongruenz 16st, ist
f=X°+12X* —6X3 — X2+ 14X +15.

Nach dem Satz ist die Galoisgruppe von f isomorph zu Ss.
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§7 Transzendenzfragen

7.1 Transzendente Zahlen

Ein Element @ € L ist transzendent iiber dem Unterkorper K C L, wenn es kein
nichtkonstantes Polynom f € K[X] mit f(a) = 0 gibt. Eine komplexe Zahl « ist
transzendent, wenn sie transzendent iiber Q ist. Ein Abzidhlargument liefert:

Satz 7.1 (Cantor) — Der algebraische AbschluB8 Q von Q in C ist abzihlbar. Insbe-
sondere gibt es iiberabzihlbar viele transzendente Zahlen in C.

Beweis. Es gibt fiir festes n € N nur abzdhlbare viele Polynome in Q[X] vom Grad
n. Jedes von diesen hat hochstes endlich viele Nullstellen in C. Der Korper Q € C
aller tiber Q algebraischen Zahlen ist also die abzdhlbare Vereinigung von abzéhlbaren
Mengen und damit selbst abzzhlbar. Da C iiberabzihlbar ist, ist auch C \ Q iiberab-
zihlbar. (]

Der Beweis zeigt eigentlich allgemeiner:

Folgerung 7.2 — Ist K endlich, so ist der algebraische Abschlul K abzihlbar. Ist K
unendlich, so sind K und K gleichmiichtig.

Streng genommen ist dieser Beweis von Cantor sogar konstruktiv: man kann die
algebraischen Zahlen explizit abzihlen, und das Diagonalverfahren liefert eine tran-
szendente Dezimalzahl.

Der folgende iltere Beweis ist in anderer Weise konstruktiv: Er beruht auf der
Beobachtung, daB sich nichtrationale algebraische Zahlen schlecht (!) durch rationa-
le Zahlen approximieren lassen.

Satz 7.3 (Liouville) — Es sei a € C eine algebraische Zahl vom Grad n > 2 iiber Q.
Dann gibt es ¢ > 0 derart, daB fiir jede rationale Zahl p/q, q € N, gilt

(7.1)

Beweis. Es sei f € Q[X] das Minimalpolynom von a. Ferner sei P der Hauptnenner
aller Koeffizienten von £, und schlieBlich sei C = 1+ P - >"7_, |f*)(a)/K!|. Da f
irreduzibel ist und keine mehrfache Nullstelle besitzt, ist f'(a) # 0, also C' > 1. Es
sei0 <e<1/C.

Wir schlieBen dann wie folgt: Fiir jede rationale Zahl p/q € Q ist einerseits f(p/q)
eine rationale Zahl, die nicht 0 sein kann. Da der Nenner von f(p/q) hochstens Pg"
ist, gilt

lf(p/q)| > (7.2)

Pqr
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Andererseits folgt mit 0 := a — p/q unter der Annahme |§| < /g™ < 1, daB§

F/a)] = |f(a—8) = | @) + S (oL@ g qZ YRl <C
k=1 : k=1 ’

k Pgn’
(7.3)
Zusammengenommen hat man den Widerspruch
eC 1
< < . 7.4
Py = fw/a) < P ~ Py (7.4)
(]

Mit diesem Satz findet man sofort viele transzendente Zahlen, zum Beispiel 148t sich
die Zahl

= 1
n=0

viel zu gut approximieren. Das ist natiirlich ein kiinstliches Beispiel. Interessanter ist
die Tatsache, daB3 e und 7 transzendente Zahlen sind. Wir fiithren den Beweis im fol-
genden Abschnitt.

7.2 Die Transzendenz von ¢ und =

Satz 7.4 (Lindemann) — Es seien o, ..., q, paarweise verschiedene algebraische
Zahlen und Ay, ..., A, beliebige nichtverschwindende algebraische Zahlen. Dann ist
Are® 4+ ...+ Aje £0.

Unmittelbare Konsequenzen davon sind:

Folgerung 7.5 (Hermite) — e ist transzendent.

Beweis. Andernfalls gibe es ganze Zahlen Ay, ..., A,, die nicht alle verschwinden,
mit Ag + Arje + ...+ A,e™ = 0, im Widerspruch zum Satz von Lindemann. ([l

Folgerung 7.6 (Lindemann) — 7 ist transzendent.

Beweis. Wire m algebraisch, so wére auch 7 algebraisch, und die Eulersche Identitét
1 + €™ = 0 stiinde im Widerspruch zu Satz 7.4. O

Hermite hat die Transzendenz von e im Jahre 1873 bewiesen, also lange vor Lin-
demann. Vielmehr baute Lindemann auf den Ideen von Hermite auf und bewies 1882
seinen Satz iiber die Exponentialfunktion. Der Beweis, den ich im Folgenden gebe,
stammt von Hilbert (1893, vgl. Ges. Werke Bd. 1, Seite 1). Hilbert beweist direkt die
beiden Folgerungen und tiberldft dem Leser die Ausarbeitung des allgemeinen Falls
zur Ubung. Der folgende Beweis ist die Bearbeitung der Ubungsaufgabe.
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Wir nehmen also an, es seien paarweise verschiedene «; € Q,1<i<n,und
beliebige A; € Q \ {0} mit der Eigenschaft

Ae® 4+ ...+ Aye® = 0. (7.6)

gegeben. Notwendigerweise ist n > 2.
Der Beweis besteht aus zwei Teilen: Im ersten Teil reduzieren wir den allgemeinen
Fall auf die Betrachtung des folgenden Spezialfalls

Age® + Ap(e™ 4. FeMa) f . Ap (et 4 i) =0, (7.7)

wobei A; ganze Zahlen # 0 und fiir jedes j = 1, ..., m die Exponenten a1, . .., oy,
die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms g; € Q[X] vom Grad ¢; sind. Diese Re-
duktion geschieht in vier Schritten:

1. Schritt: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, daf} in (7.6) alle Koeffizi-
enten A; ganze Zahlen sind.

Andernfalls sei G die Galoisgruppe der normalen Hiille von Q(A4,...,4,) C C
tiber Q. Die Exponenten (3 auf der rechten Seite der Identitit

0= J] (c(A)e™ +... + a(An)e™) = Bje (7.8)
oceG J

haben die Form 3; = ). m;a; mit ganzzahligen Koeffizienten m; mit ) . m; = |G|

und sind daher algebraische Zahlen. Die Koeffizienten B; sind invariant unter der Ga-

loisgruppe G und deshalb rationale Zahlen. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner

werden sie ganzzahlig.

Allerdings werden nach dem Ausmultiplizieren Terme zusammengefaf3t und konn-
ten sich gegebenseitig ausloschen. Wir miissen also noch verifizieren, dal wenigstens
ein Term €% mit einem Koeffizienten # ( tibrig bleibt. Das ist sicher dann der Fall,
wenn ; nur auf eine Weise als Summe von Exponenten «; geschrieben werden kann.
Denn dann ist der Koeffizient B; ein Produkt der zugehorigen Koeffizienten A; und

somit # 0. Dazu geniigt das Lemma:

Lemma 7.7 — Es seien Sy,...,S; C C nichtleere endliche Mengen. Dann gibt es
in der Menge S, + ... + S, eine Zahl (3, die sich nur auf eine Weise als Summe
B =8 +...+ s, mits, € S; schreiben 14Bt. Falls |S;| > 2 fiir wenigstens einen

Index, so gibt es wenigstens zwei verschiedene B mit der verlangten Eigenschaft.

Beweis. Es sei T = S; U ...U.S,. Wir wihlen x € C so, da3 x auf keinem Vektor
y—1vy #0,y,y € T, senkrecht steht. Dann gibt es in jeder Menge S; genau ein s;
derart, daB (s;, z) = max{(s,z) | s € S;},und 81 := s1 + ...+ s, hat die verlangte
Eigenschaft. Dasselbe Argument mit min statt max liefert ein Element 5_, das von 8
verschieden ist, sobald eine Menge S; wenigstens zwei Elemente hat. ]

2. Schritt: Es bestehe also die Identitét (7.6) mit ganzen Zahlen A;. Es sei S die
Menge der Exponenten. Dann kann man ohne Einschrinkung annehmen, dafl S mit
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a; auch alle Konjugierten von «; enthilt, und zwar jeweils mit demselben ganzen
Koeffizienten:

Diesmal bezeichne G die Galoisgruppe der normalen Hiille von Q(a, ..., a,) C
C tiber Q. Wir entwickeln wieder das folgende Produkt nach formalen Potenzen von e:

0=1] (Ale"(o”) T Ane"(a")) =Y Bjet. (7.9)
o€G J

Zunéchst sieht man mit Hilfe des Lemmas, diesmal angewandt auf die Mengen o (.5),

o € (G, daB} die Summe auf der rechten Seite wenigstens zwei nichttriviale Summanden

hat. AuBerdem sind die Exponenten algebraische Zahlen, die Menge der Exponenten

ist abgeschlossen unter Konjugation, und konjugierte Exponenten haben denselben Ko-

effizienten. Faflt man die Terme mit konjugierten Exponenten zusammen, so erhilt man

eine Identitit:
0=DBi(e’ ... +h9) 4 4 Bp(ePm + ... 4 efmem) (7.10)

mit ganzen Zahlen B; € Z \ {0} und paarweise verschiedenen algebraischen Zahlen
Bji derart, daB fiir jedes j die Zahlen 31, ..., Bj¢; die Nullstellen eines irreduziblen
Polynoms g; € Q[X] sind.

3. Schritt: Man kann ohnen Einschrinkung annehmen, daf eine Identitit der Form
(7.7) besteht.

Dazu gehen wir von einer Identitit der Form (7.10) aus und multiplizieren mit
(e=P11 4 ... +eA11), Man erhilt nach erneutem Umsortieren eine Identitit der Form
(7.10) mit neuen Exponenten und neuen Koeffizienten, wobei diesmal aber insbeson-
dere der Term ¢1 B; e® vorkommt.

Das beendet den ersten Teil. Bevor wir zum zweiten Teil iibergehen, will ich die
Reduktionsschritte kurz an einem Beispiel illustrieren. Starten wir mit einem Ausdruck

V2e3 + \/56‘ﬁ,

so erhilt man im ersten Schritt

(V26® + V5eVT) (V2% + V5eVT)(V2e® — VBeVT)(—v/2e* — V5eVT)
4e'? — 20e5+2VT 4 2564V

Im zweiten Schritt wird hieraus:

(4e™® — 20e52V7 4 25¢4V7) (4¢!2 — 20e572V7 4 256747
_ 7500(€6+2\ﬁ + 6672\ﬁ) + 100(@12+4‘ﬁ + e1274\ﬁ)

—80 (618+2‘ﬁ + els_gﬁ) +400e'? 4 16e** + 6256°.

Der dritte Schritt ist hier unnotig, weil €Y mit Koeffizient 625 vorkommt.
Damit kommen wir zum zweiten, eigentlichen Teil des Beweises. Wir konnen vom

folgenden Datum ausgehen: Es besteht eine Identitét

0=Age’ + A1 (e® + ... F e )+ ..+ Ayt ... Fe¥mim)  (1.11)
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mit ganzen Zahlen A; € Z\ {0} und paarweise und von 0 verschiedenen algebraischen
Exponenten «. Dabei sind fiir jedes j die Exponenten a1, ..., aje; die Nullstellen
eines irreduziblen normierten Polynoms g, (X) € Q[X] vom Grad ¢;. Es gibt dann ein
¢ € N mit der Eigenschaft, daB cg;(X) € Z[X] fiir jedes j. Wir definieren

g=1lg, =>4 (7.12)
i 7

Wir wihlen nun eine natiirliche Zahl n € N, die im Laufe des Beweises genauer spezi-

fiziert wird, und multiplizieren die Identitit (7.7) mit dem Integral

(o)
CL/ 2"g(2)" e dz, (7.13)
0

wo L eine hinreichend grofe natiirliche Zahl ist, tiber die wir spiter verfiigen. Wir
erhalten die Identitét

0=Aoly+ Y Ajl; + I, (7.14)

j=1

wobei die einzelnen Terme fiir die folgenden Integrale stehen:

Iy = CL/ 2"g(2)" e dz, (7.15)
b o
I, = CLZ/ 2g(2)"Tlevir 2y
k=1" %k
Zj %]
= CLZ/ (t + ) gt + ayp)" e tdt. (7.16)
k=10

E

™ b Qjk
YA e /0 h(z) e % dz (7.17)
k=1

j=1

Wir berechnen nun die einzelnen Integrale oder geben wenigstens eine Abschitzung.

i) Zunichst iiberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung
e}
/ zZNe *dz = NI, N € Np. (7.18)
0

n+1

Der Term kleinsten Grades des z-Polynoms cl2"g(2)"+1 ist 2”h(0)"**. Sein Beitrag

zum Integral Iy ist n!clg(0)"*1. Wenn L > ¢(n + 1), steuern alle anderen Terme zum
Integral I ganzzahlige Beitréige bei, die durch (n + 1)! teilbar sind. Insbesondere ist
in diesem Falle Ij/n! ist ganzzahlig, und

Iy/n!l = cFg(0)"* mod n + 1. (7.19)
ii) Fiir festes j und £ = 1,...,¢; ist a1 eine Nullstelle von g. Deshalb hat

Cf(n+1)(t+ ajk)ng(t_’_ajk)n-i-l
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bei ¢ = 0 eine Nullstelle der Ordnung > (n + 1) und die Koeffizienten beziiglich ¢
sind ganzzahlige Polynom in a5, vom Grad < n + (n + 1) deg(g) < £(n + 1). Wenn
L > 20(n+ 1), folgt

Bt + agn)"g(t + o) € " Z[eag] [t (7.20)

Mittelung iiber alle Nullstellen liefert deshalb

£
BN (4 )" gt + )T € L. (7.21)
k=1

Jetzt liefert die Integration einen Wert I; € (n + 1)! Z. Insbesondere gilt
Ij/n! =0 mod (n+1), (7.22)

sobald L > 2¢(n + 1).

iii) Das verbliebene Integral schiitzen wir ab: Die Vereinigung K der Strecken
[0, aj] ist eine kompakte Teilmenge in C. Deshalb sind die Funktionen zg(z) und
g(z)e™# auf K beschrinkt, etwa durch > 0. Dann gilt:

(L] < 20D DAY et | = ()t (1.23)
j k

Damit ist mit der Wahl L = 2¢(n + 1) einerseits die linke Seite der Identitit

(Aolo+ Y A;I)/nl = —I./n! (7.24)
J

eine ganze Zahl mit Rest Ay (c*¢(0))"™! mod n + 1 ist, wihrend andererseits die
rechte Seite dem Betrage nach durch ¢/(yc?*)"*! /n! beschrinkt ist. Wir wihlen nun
n so groB, daB ¢’c"!/n! < 1, und zugleich als Vielfaches von Agc**g(0). Da n und
n+1 teilerfremd sind, ist die linke Seite von (7.24) eine von 0 verschiedene ganze Zahl,
wihrend die rechte Seite dem Betrage nach kleiner 1 ist. Mit diesem Widerspruch ist

Satz 7.4 bewiesen.

7.3 Transzendenzbasen

Definition 7.8 — Es sei L/ K eine Korpererweiterung.

1. Eine Teilmenge S C L heift algebraisch unabhingig iiber K, wenn der kanoni-
sche Ringhomomorphismus @ : K [{X;}ses] = L, X5 — s, injektiv ist. In die-
sem Falle setzt sich ® zu einer kanonischen Einbettung ® : K ({X,}.es) — L
des Funktionenkorpers fort, dessen Bild K (.9) ist.

2. Eine algebraisch unabhingige Teilmenge S C L ist eine Transzendenzbasis der
Erweiterung L/ K, wenn L algebraisch iiber K (S) ist.
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3. Die Erweiterung L/ K heifit rein transzendent, wenn es ein algebraisch unabhin-
giges Erzeugendensystem S von L gibt.

Satz 7.9 (Steinitz) — I. Jede Korpererweiterung L/ K hat eine Transzendenzbasis.
2. Alle Transzendenzbasen einer Korpererweiterung haben dieselbe Michtigkeit.

Beweis. 1. Wir nehmen zunichst allgemeiner an, S sei eine endliche, algebraisch unab-
hiingige Teilmenge und L sei algebraisch iiber K (T'), und zeigen unter diesen Voraus-
setzungen, daB |S| < |T'|. Offenbar konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dafl S
nicht leer ist.

Angenommen, Sy = SNT und s € S\ Sy. Nach Voraussetzung ist s algebraisch
iiber K (T), ist also Nullstelle eines nichtkonstanten Polynoms f € K(T)[X]. Nach
Multiplikation mit dem Hauptnenner kann man ohne Einschrinkung annehmen, daf}
f € K[T][X]. Es gibt also endlich viele Koeffizienten f,,,, so daB

0= frmting---tys™ (7.25)
n,m
mit tq,...,t; € T. Wir konnen annehmen, dal f so gewihlt ist, daBl ¢ minimal ist.
Légen alle ¢; in Sg, wire Sy U {s} nicht algebraisch unabhingig, im Widerspruch
zur Annahme iiber S. Ohne Einschrinkung ist ¢, kein Element von Sy. Bezeichnet d
den Grad von f beziiglich ¢, so ist der Koeffizient von t‘} nicht 0, sonst wiirde er der
Minimalitdt von f widersprechen. Das zeigt, daB ¢, algebraisch iiber K (T") ist, wobei
T := SoU{s}UT\ {t} ist. Jedes Element in L, das algebraisch iiber K (T') ist, ist
daher auch algebraisch iiber K (T").
Die neue Menge 7" hat dieselbe Michtigkeit wie T, und Sj = T' NS = Sp U {s}.
In endlich vielen Schritten kann man also 7" durch eine Menge T gleicher Michtigkeit
ersetzen, die S enthilt. Insbesondere ist dann |T'| > |S].

2. Es seien nun .S und 7" zwei Transzendenzbasen. Jedes s € S ist algebraisch iiber
K(T). Es gibt dann aber auch schon eine endliche Teilmenge T C T derart, daB s
algebraisch iiber K (T%) ist. Insbesondere ist S algebraisch iiber K(Ts) mit Ts :=
\JTs. Andererseits ist T' algebraisch iiber K (.5), also auch iiber K (Ts). Da T nach
Voraussetzung algebraisch unabhéngig ist, folgt 7' = Ts.

Daraus schlieen wir: Ist S endlich, so ist 7' = Tg als Vereinigung von endlich
vielen endlichen Mengen ebenfalls endlich. Mit Schritt 1 folgt nun |S| < |T| und
|T| < |S|, also Gleichheit. Ist umgekehrt .S unendlich, so hat 7' = T's als Vereinigung
einer von S parametrisierten Familie endlicher Mengen hochstens die Michtigkeit |.S]|.

Aus der Symmetrie des Arguments folgt auch jetzt |\S| = |T|.

3. Das beweist die Gleichméchtigkeit beliebiger Transzendenzbasen. Es bliebt zu zei-
gen, dal} es Transzendenzbasen gibt.

Dazu betrachten wir die Menge X C L aller algebraisch unabhéngigen Teilmengen
und die durch Inklusion definierte Halbordnung auf X. Die Menge X ist nicht leer,
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denn X enthilt die leere Menge. Es sei weiter K eine Kette in X und 7" := [ Jgf S.
Wire T nicht algebraisch unabhingig, so gibe es eine endliche Teilmenge 77 C T,
die Nullstelle eines nichtkonstanten Polynoms wiire. Jedes Element ¢, € T stammt aus
einer Menge S; € K. Da K eine Kette ist, gibt es eine Menge S € K mit .S; C S fiir
alle 4, insbesondere also auch 7" C S. Aber da S algebraisch unabhingig ist, muB dies
auch fiir 7" gelten. Damit liegt 7" in K und ist eine obere Schranke von K. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es ein maximales Element 7" in X. Es geniigt zu zeigen, daf}
L algebraisch iiber K (7') ist. Andernfalls gibt es ein Element a € L, das transzendent
iiber K (T') ist. Aber dann ist T U {a} algebraisch unabhingig, im Widerspruch zur
Maximalitét von 7. ]

Definition 7.10 — Es sei K — L eine Korpererweiterung mit Transzendenzbasis .S.
Die Zahl trdeg(L/K) := | S| heiBt Transzendenzgrad von L iiber K.

Offenbar ist K — L genau dann algebraisch, wenn trdeg(L/K) = 0.

Satz 7.11 — Es seien K — M — L Korpererweiterungen. Dann gilt
trdeg(L/K) = trdeg(L/M) + trdeg(M/K). (7.26)
Beweis. Ubung. O

Aus der Eindeutigkeit der Michtigkeit einer Transzendenzbasis fiir L/ K folgt nicht,
daB die rein transzendenten Zwischenkorper, die von zwei Transzendenzbasen erzeugt
werden, gleich sind. Ein einfaches Beispiel bietet der Funktionenkérper K (X)/K.
Sowohl {X} also auch { X2} sind Transzendenbasen. Aber K (X?2) C K(X) ist ein

echter Unterkorper.

Satz 7.12 — Aut(C) ist eine iiberabzihlbare Gruppe.

Beweis. Es sei S C C eine Transzendenzbasis. Da C der algebraische Abschluf} von
Q(S) und iiberabzihlbar ist, mu} auch S iiberabzihlbar sein. Es sei 7 : S — S eine
beliebige Bijektion und ¢ : Q(S) — Q(S) der zugehorige Korperisomorphismus mit
¢|s = 7. Dann existiert ein Isomorphismus 1 : C — C mit |g(s) = . O

Aufgaben zu transzendenten Erweiterungen

Aufgabe 7.1 — Zeigen Sie, daB > - % eine transzendente Zahl ist.

Aufgabe 7.2 — Beweisen Sie den folgenden Satz: Es seien L/M /K Korpererweite-
rungen. Dann gilt: trdeg(L/K) = trdeg(L/M) + trdeg(M/K).
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A Ringtheorie

Der Inhalt dieses Anhangs ist Gegenstand der fritheren Vorlesungen ’Elementare Alge-
bra und Zahlentheorie’, 'Lineare Algebra’ und ’Computeralgebra’. Zum bequemeren
Verweis habe ich die wichtigsten Begriffe, Methoden und Ergebnisse noch einmal zu-

sammengestellt.

A.1 Grundbegriffe

Definition A.1 — Ein Ring ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen + und - mit
den folgenden Eigenschaften:

1. (4, +) ist eine kommutative Gruppe. Das Neutralelement der Addition wird mit

0 bezeichnet, das additive Inverse zu ¢ mit —a.

2. Die Multiplikation - ist assoziativ, und es gibt ein Neutralelement 1 der Multipli-

kation.

3. Es gilt das Distributivgesetz: (a + b)c = ac + be und a(b + ¢) = ab+ ac fiir alle
a,b,c e A.

Ein Ring A heiit kommutativ, wenn - kommutativ ist. Ein kommutativer Ring ist ein
Korper, wenn 0 # 1 und wenn jedes Element @ € K \ {0} ein multiplikatives Inverses
besitzt. Eine Abbildung f : A — B zwischen Ringen ist ein Ringhomomorphismus,
wenn f(a+b) = f(a)+ f(b), f(ab) = f(a)f(b) furalle a,b € Aund wenn f(1) = 1.

Der Nullring 0 ist die Menge {0} mit den trivialen Verkniipfungen 0+0 = 0-0 = 0.
Im Nullring ist 0 zugleich Null- und Einselement. In jedem Ring A 2 0 sind Null- und
Einselement verschieden.

Definition A.2 — Es sei A ein kommutativer Ring.

1. Ein Element ¢ € A ist invertierbar oder eine Einheit, wenn es ein b € A mit
ab = 1 gibt. Die Einheiten in A bilden eine Gruppe mit der Ringmultiplikation

als Verkniipfung, die Einheitengruppe von A, und wird mit A* bezeichnet.

2. a € Aistein Nullteiler, wenn es ein b € A\ {0} mit ab = 0 gibt. Ein kommuta-
tiver Ring ist nullteilerfrei oder ein Integritdtsbereich, wenn A # 0 und wenn 0
der einzige Nullteiler in A ist. In einem Integrititsbereich gilt fiir a, b, c € A die
Kiirzungsregel: ac=bc = a=b

3. a € Aistnilpotent, falls a™ = 0 fiir einn € N.

Definition A.3 — Es sei A ein kommutativer Ring und S C A eine Teilmenge.

1. a € Aistein Teiler von b € A, wenn es ein ¢ € A mit b = ac gibt. In Zeichen:
a|b. Falls a kein Teiler von b ist, schreibt man a f b.
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2. d € A ist ein gemeinsamer Teiler von S, wenn d|a fiir alle @ € S, und d ist ein
grofiter gemeinsamer Teiler von S, wenn d ein gemeinsamer Teiler ist und wenn
fiir jeden anderen gemeinsamen Teiler = von S gilt z|d.

3. a,b € A sind assoziiert, in Zeichen: a ~ b, wenn a = ub fiir eine Einheit u.

4. v € A ist ein gemeinsames Vielfaches von .S, wenn a|v fiir alle @ € S, und v
ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von S, wenn v ein gemeinsames Viel-

faches ist und wenn fiir jedes andere gemeinsame Vielfache y gilt v]y.

Lemma A.4 — Es sei A ein Integrititsbereich.
1. Fiira,b € A gilt a ~ b genau dann, wenn a|b und b|a.

2. Falls ein grofiter gemeinsamer Teiler fiir S C A existiert, ist er eindeutig bis auf
Einheiten.

3. Falls ein kleinstes gemeinsames Vielfaches fiir S C A existiert, ist es eindeutig
bis auf Einheiten.

A.2 Polynomringe

Es sei A ein kommutativer Ringund f = Y")'_ fxX* € A[X] ein Polynom. Der Grad
von f ist
—00, falls f =0

deg(/) = { max{k | fr # 0} sonst.

Ist f € A[X] ein Polynom vom Grad d = deg(f) > 0, dann ist Lt(f) := fq X< der
Leitterm von f, Le(f) := fq der Leitkoeffizient und Lm/(f) := X? das Leitmonom.

Bei Polynomringen in mehreren Variablen, etwa A[X1, ..., X/|, verwenden wir hiufig
Multiindexbezeichnungen: Fiir n = (n1, ...,ny) € N§ ist
X"m=X" X

Jedes f € A[X7, ..., X,] schreibt sich dann in der Form

f= Z ann7

neN§

wobei fiir fast alle n € N der Koeffizient f,, verschwindet.

Auf analoge Weise konnen wir den Polynomring mit beliebig vielen Unbestimmten
einfithren: Es bezeichne S eine beliebige Indexmenge, im endlichen Falle etwa die
Menge {1,...,¢}. Dann sei N5 die Menge aller Folgen (n)scs mit ny, € Ny und
ns = 0 fiir fast alle s € S. Durch die Verkniipfung

(n+n)s:=ns+n
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wird N5 zu einem abelschen Monoid mit dem Nullelement 0 = (0).cs. Bezeichnet
es € N§, s € S, die Folge (es)ss = ds.s/, S0 kann man jedes Element n € Nj in der
Form n = Zs cs Ns€s schreiben; in der formal unendlichen Summe sind nur endlich

viele Elemente ungleich Null. Wir definieren auf
B:={f:Nj — A| f, = 0fiir fast alle n € N5}
wie folgt zwei Verkniipfungen:

(f+g)n = fn+ 9n, (fg)n = Z fnr - Gnr.

n’4+n''=n

Man rechnet sofort nach, daB (B, +,-) ein kommutativer Ring ist. Speziell kénnen
wir fiir jedes s € S die Abbildung X, : N5 — A mit der Eigenschaft (X,), =
Se, n betrachten, und fiir jedes n € N5 das Monom X" := [I,cq X&<. Mit diesen
Bezeichnungen gilt nun

f= Z fnX™ fiirjedes f € B.

neNg

AuBerdem ist die Abbildung A — B, a — aX?, ein injektiver Ringhomomorphismus.
Wir identifizieren A mit dem Bild in B und bezeichnen mit A[{X;}scs] := B den
Polynomring in den Unbestimmten X, s € .S.

Satz A.5 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings) — Es sei ¢ : A — R ein Ring-
homomorphismus in einen kommutativern Ring R und r = (rs)scgs eine Folge von
Elementen in R. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

P A[{XS}SGS] — R
mit ®|4 = ¢ und O(X;) = 7s.

Beweis. Falls ® existiert, muf ® jedenfalls auf einem Polynom f = )" f,, X" folgen-
dermallen aussehen:

®(f) = Z‘P(fn) H (X,)" = Z ©(fn) HT;LS'

Definiert man umgekehrt eine Abbildung ¢ auf diese Weise, so hat ® alle gewiinschten
Eigenschaften. 0

Der Ringhomomorphismus & heifit Auswertungsabbildung in b. Wir schreiben kurz
f(r) := ®(f). Die Aussage bleibt auch fiir nichtkommutative Ringe R mit Eins richtig,

solange alle Elemente in ¢p(A) U {rs | s € S} miteinander kommutieren.

A.3 Ideale und Restklassenringe

Definition A.6 — Es sei A ein kommutativer Ring.
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1. Eine nichtleere Teilmenge I C A ist ein Ideal, wenn fiir alle z, 2’ € I und alle
a€Agit:x+ 2’ € Tundax € I.

2. Fiir jedes a € A ist die Menge (a) = {ra | r € A} ein Ideal, das von a
erzeugte Hauptideal. In jedem Ring gibt es das Nullideal (0) = {0} und das
Einsideal (1) = A. SchlieBlich ist A ein Hauptidealring, wenn jedes Ideal in A

ein Hauptideal ist.

3. Fir S € Aist (S) := {a1s1+ ... +ansn | n € Ny, a; € A, s; € S}
das von S erzeugte Ideal. (.S) ist auch der Durchschnitt aller Ideale in A, die S
enthalten. Ist S = {s1,..., sy}, schreibt man (s1,...,s,) := (S). Ein Ideal T
ist endlich erzeugt, wennes s1,...,8, € AmitI = (s1,...,$,) gibt. Der Ring

A ist noethersch, wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Beispiele A.7 — Es sei A ein kommutativer Ring.

1. Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : A — A’ ist der Kern ker(¢) = ¢~ 1(0) ein
Ideal in A.

2. Es sei {I;}scs eine Familie von Ideal in A. Dann sind (,cg [s und » o[ :=
( Uses Is) Ideale in A.

3. Sind I; und I, Ideale in A, so ist auch Iy I5 := ({z122 | z; € I;}) ein Ideal in A.

Beweis. Ubung O

Es sei nun A ein kommutativer Ring mit einem Ideal 7. Wir schreiben:
a=bmod!l & a+I=b+] & a-bel

Firr jedes a € A bezeichne @ := a + I die Restklasse von a modulo I, und A/I
bezeichne die Menge aller Restklassen. Die Abbildung 7 : A — A/I, die jedesa € A
auf seine Restklasse @ = a + I schickt, heifit kanonische Projektion.

Lemma A.8 — Es gibt genau eine Ringstruktur auf A/I, beziiglich der 7 ein Ringho-

momorphismus wird, ndmlich

a+b:=a+0b, a-b:=ab.

Beweis. Es ist klar, daf die Verkniipfungen nur so definiert werden koénnen, weil 7 sur-
jektiv ist. Man zeigt dann, daf die so definierten Verkniipfungen wohldefiniert sind. Fiir
die Wohldefiniertheit der Addition wird nur benutzt, dal I eine additive Untergruppe
ist. Fiir die Wohldefiniertheit der Multiplikation wird die Idealeigenschaft gebraucht:
Es seien a,a’ und b, b’ Elemente aus Amita +1 = a' +Tund b+ 1 = b + I, also
a =a+zund b =b+ymitz,y € I. Dann hat man

ab = (a+x)b+y)=ab+ (ay+ b+ xy) € ab+ I.

DaR die Ringaxiome in A/I erfiillt sind, folgt dann automatisch, weil 7 surjektiv ist
und die Verkniipfungen erhilt und weil A ein Ring ist. O
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Definition A.9 — Es sei A ein kommutativer Ring und I C A ein Ideal. Der Ring
A/T heifit Restklassenring von A beziiglich I.

Satz A.10 (Universelle Eigenschaft des Restklassenrings) — Es sei A ein kommuta-
tiver Ring, I C A ein Ideal und w : A — A/I die kanonische Projektion. Zu einem
Ringhomomorphismus ¢ : A — B gibt es genau dann einen Ringhomomorphismus
@ : A/ - Bmity = pom, wenn I C ker(p). In diesem Falle ist p eindeutig
bestimmit.

Beweis. Falls ein solches ¢ existiert, so ist es offensichtlich eindeutig bestimmt, weil 7
surjektiv ist. AuBerdem gilt in diesem Falle fiir jedes « € I, daB p(z) = P(w(z)) =
©(0) = 0, also I C ker(yp). Es gelte nun umgekehrt / C ker(y). Wir definieren
@(m(a)) := ¢(a). Es geniigt zu zeigen, daB @ wohldefiniert ist. Fir a,b € A mit
m(a) = m(b) folgta — b € I C ker(yp), also p(a) — ¢(b) = p(a —b) = 0. O

Definition A.11 — Es sei A ein kommutativer Ring.

1. Ein Ideal p C A ist ein Primideal, wenn p # A, und wenn fiir beliebige Ring-
elemente a,b € A aus ab € p folgt: a € p oder b € p.

2. Die Menge Spec(A) := {p | p ist ein Primideal} heiBt das Primspektrum oder
kurz das Spektrum von A.

3. Ein Ideal m C A ist ein maximales Ideal, wenn m # A, und wenn fiir jedes Ideal
Imitm C [ giltm = I oder [ = A.

Lemma A.12 — Es sei A ein kommutativer Ring und p C A ein Ideal.
1. p ist ein Primideal < A/p ist ein Integrititsbereich.
2. p ist ein maximales Ideal < A/p ist ein Korper.
Beweis. Ubung O

Im Beweis des folgenden Satzes verwenden wir das Zornsche Lemma'3.

13Eine Relation < auf einer Menge X ist eine Halbordnung (oder partielle Ordnung), wenn (1) fiir alle
a € Agilta < a, wenn (2) ausa < bund b < a folgt, dab a = b, und wenn (3) aus a < b und
b < cfolgt, dal @ < c. Eine halbgeordnete Menge ist eine Menge mit einer Halbordnung. Eine Ordnung
(oder Totalordnung) auf X ist eine Halbordnung mit der zusétzlichen Eigenschaft, daB fiir je zwei Elemente
a,b € X einer der beiden Fillen a < b oder b < a eintritt. Ein typisches Beispiel einer halbgeordneten
Menge ist die Potenzmenge X = P(Y') einer Menge Y mit der Inklusionsrelation. Diese Menge ist nicht
geordnet, sobald Y mehr als ein Element enthilt. Es sei X eine halbgeordnete Menge: jede Teilmenge
K C X erbteine Halbordnung. K ist eine Kette, wenn diese Halbordnung sogar eine Ordnung ist. s € X ist
eine obere Schranke von A C X, wenn a < s fiir alle a € A. SchlieBlich ist a € A ein maximales Element
von A, wenn aus b € A und a < b folgt, dal @ = b. Eine halbgeordnete Menge X ist induktiv geordnet,
wenn jede Kette X' C X eine obere Schranke besitzt. Das Lemma von Zorn besagt: Jede nichtleere, induktiv
geordnete Menge besitzt ein maximales Element.
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Satz A.13 — Zu jedem Ideal I C A gibt es ein maximales Idealm C A mit I C m.

Beweis. Es sei X die Menge aller Ideale J C Amit ] C J.Da X das Ideal I enthiilt, ist
X nicht leer. Die Inklusionsordnung ist eine Halbordnung auf X. Jede Kette K’ C X
besitzt die obere Schranke Jx := J ;¢ x J. Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein
maximales Element m € X. Fiirjedes a € A folgtnun: m+(a) = A oderm+(a) € X.
Wegen der Maximalitdt von m muf im zweiten Fall m = m + (a) gelten. Es gibt also
keine Ideale, die echt zwischen m und A liegen. O

Eine unmittelbare Folgerung daraus ist, daB jeder Ring A # 0 wenigstens ein ma-
ximales Ideal und damit wenigstens ein Primideal besitzt, d.h. Spec(A) = 0 genau

dann, wenn A = 0.

A.4 Euklidische Ringe

Definition A.14 — FEin euklidischer Ring ist ein Integritéitsbereich A zusammen mit
einer Gradfunktion 6 : A\ {0} — Ny und der Eigenschaft, daB es fiir alle ¢ € A und
be A\ {0} Elemente ¢, € Amita = ¢gb+ rund r = 0 oder 6(r) < §(b) gibt.

Haufig spricht vom Rest r der Division von a durch b. Dabei mufl man allerdings
daran denken, daB das Paar (g, r) im allgemeinen durch (a, b) nicht (!) eindeutig be-
stimmt ist. Dies ist nicht einmal im Ring Z der ganzen Zahlen mit §(a) := |a| der
Fall.

Beispiele A.15 — 1. Z ist ein euklidischer Ring mit Gradfunktion §(a) := |al.

2. Z[i] ist ein euklidischer Ring mit Gradfunktion 6(z) = |z|?.

3. Fiir jeden Korper K ist der Polynomring K [X] euklidisch mit Gradunktion §(f) =
deg(f)-

Satz A.16 — Euklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Es sei (A, ) ein euklidischer Ring und I C A ein Ideal. Falls I = 0, ist nichts
zu zeigen. Es sei also I # Ound b € I\ {0} ein Element mit §(b) = min{d(c) | ¢ €
I\ {0}}. Offensichtlich ist (b) C I. Falls keine Gleichheit gilt, sei a € I\ (b) beliebig
und r = a— gb ein Rest bei Division von a durch b, so daB also = 0 oder §(r) < 4(b).
Dar = a — gb € I, ist die zweite Moglichkeit wegen der Minimalitédtsbedingung
an b ausgeschlossen, aber auch die Moglichkeit 7 = O fiihrt auf den Widerspruch
a=qbe (b). O

Satz A.17 — Es sei A ein Hauptidealring. Dann besitzt jede endliche Menge S C A
einen grofiten gemeinsamen Teiler d. AuBBerdem gibt es Elemente s; € S und a; € A
firt=1,...,n mit

d=ai181+ ...+ a,s,.
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Beweis. Das von S erzeugte Ideal ist ein Hauptideal, etwa S = (d). Dann besitzt d
wegen d € (5) eine Darstellung wie angegeben. Wegen s € S C (S5) = (d) gilt d|s
fur alle s € S. SchlieBlich folgt aus z|s fiir alle s € S auch x| >, a;s; = d. Damit ist
d ein groBter gemeinsamer Teiler. (|

Bemerkung A.18 — In Euklidischen Ringen A gibt es ein Verfahren, die additive
Darstellung eines grofiten gemeinsamen Teilers zu berechnen, den euklidischen Algo-
rithmus. Es seien ¢ und b in A gegeben. Man setzt ag = a und a; = b. Solange a; # 0
berechnet man iterativ a;—1 = ¢;—1a; + a;41 mit a;41 = 0 oder §(a;+1) < d(a;).
Da die Folge §(a;) fiir ¢ > 1 monoton fillt, bricht das Verfahren nach endlich vielen
Schritten ab. Wurde im n-ten Schritt a,,; = 0 gefunden, so ist a,, ein groBter gemein-
samer Teiler von a und b. Durch Auflosen der Gleichungen a;—1 = ¢;—1a; + a;t1,
i =1,...,n,nach ag und a; findet man Koeffizienten Ay und B mit ay, = Apa+ Byb.

A.5 Lokalisierung und Quotientenringe

Weil in den ganzen Zahlen die multiplikativen Inversen fehlen, geht man zum Korper
der rationalen Zahlen iiber. Allgemeiner konstruiert man zu einem Integrititsbereich
A seinen Quotientenkdrper Q(A), in dem alle Elemente aus A \ {0} invertierbar sind.
Lokalisierung ist ein Verfahren, zu einem gegebenen kommutativen Ring A einen neu-
en Ring zu konstruieren, in dem eine vorgegebene Menge von Elementen invertierbar
wird.

Definition A.19 — Es sei A ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C A ist mul-
tiplikativ abgeschlossen, wenn 1 € S und wenn f; fo € S fiir alle f1, fo € S.

Wir betrachten auf der Menge A x S die folgende Relation:
(a,s) ~ (a',s') & esgibteint € S mittas’ = ta's.

Dies ist eine Aquivalenzrelation (!). Wenn A ein Integritiitsbereich ist, kann wegen der
Giiltigkeit der Kiirzungsregel in der Definition der Relation stets ¢ = 1 gewéhlt werden.
Wir bezeichnen mit S~' A := A x S/~ den Quotienten nach der Relation ~ und mit
a/s die Klasse von (a, s).

Lemma A.20 — Auf S—! A wird durch

a ad as' +a's a a aa
- +—:1=—— und -—-—
s s ss’ s

eine Ringstruktur definiert. Die Abbildungi : A — S™'A,a — a/1, ist ein Ringho-

momorphismus.

Beweis. Ubung O

Der Ring S~! A oder genauer: die Abbildung i : A — S~!A heift Lokalisierung
von A nach der Menge S.



114 Anhang Ringtheorie

Satz A.21 (Universelle Eigenschaft der Lokalisierung) — Es sei A ein kommutativer
Ring, S C A eine multiplikativ abgeschlossene Menge undi : A — S—! A die zugeho-
rige Lokalisierung. Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus in einen kommutativen
Ring B mit ¢(S) C B*, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphis-
must: ST'A — B mitp =) oi.

Beweis. Falls 1) existiert, mufs wegen o(a) = ¥(a/1) = ¥(a/s)¥(s/1) = ¥(a/s)e(s)
gelten: ¥(a/s) = p(a)p(s)~ L. Daher ist ¢ jedenfalls eindeutig. Definiert man umge-
kehrt 1 auf diese Weise, dann ist 1) wohldefiniert und ein Homomorphismus. (I

In den folgenden Fillen werden spezielle Bezeichnungen verwendet: A sei ein

kommutativer Ring.
1. Fir f € Asetztman Ay := {f" |n € Ng} ' A.
2. Fiir ein Primideal p C A setzt man A, := (A \ p) ' A.

3. Die Menge N NT'(A) der Nichtnullteiler von A ist multiplikativ abgeschlossen.
Q(A) := NNT(A)~1A heiBt der totale Quotientenring von A. Wenn A ein In-
tegrititsbereich ist, ist Q(A) der Quotientenkorper von A.

Beispiele A.22 — 1. Q(Z) = Q.
2. Es sei K ein Korper. Der Polynomring K [X] ist ein Integrititsbereich. Der Korper

heiflt Korper der rationalen Funktionen (mit Koeffizienten in K).
3.Esseip € Neine Primzahl und (p) C Z das zugehérige Primideal. Man unterscheide
die Lokalisierungen:

Ly = {9 €Q ’ der einzige Primfaktor von s ist p.}
s

und
Ly = {ﬂ 0) ‘ kein Primfaktor von s ist p.}
S

Insbesondere ist Z;, N Z;,) = Z. Der Umgang mit diesen Bezeichnungen wird dadurch
erschwert, daf3 in vielen mathematischen Texten Z,, fiir den Restklassenring Z /p ver-
wendet wird, und in wieder anderen Texten Z,, den Ring der ganzen p-adischen Zahlen

bezeichnet. Da hilft nur: Augen auf!

A.6 Faktorielle Ringe

Definition A.23 — Es sei A ein Integrititsbereich.

1. f € Aistirreduzibel, wenn f # O und f ¢ A* und wenn aus f = ab folgt:
f ~aoder f ~b.
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2. f € Aistprim, wenn f # Ound f ¢ A* und wenn aus f|ab folgt: f|a oder f|b.

Lemma A.24 — Jedes Primelement ist irreduzibel.

Beweis. Es sei f prim und f = ab. Dann gilt ohne Einschrinkung f|a, also a = fc.
Daraus folgt f = fbe, also f(1 — bc) = 0, so daB b und ¢ Einheiten sein miissen und
f~a. O

Definition A.25 — Ein kommutativer Ring A heifit faktoriell, wenn A nullteilerfrei ist
und wenn jedes Element o € A\ {0} eine Produktdarstellung @ = € - p; - ... - p; mit

einer Einheit ¢ € A* und primen Elementen p;, i = 1, ..., ¢, £ € Ny, besitzt.

Lemma A.26 — Es sei A ein faktorieller Ring und a € A\ {0}. Die Primfaktorzerle-
gunga = €-p1-...-py ist eindeutig bis auf Einheiten und die Reihenfolge der Faktoren,
dh.sinda=¢-py-...-pounda =¢€ -p]-...-p| zwei Primfaktorzerlegungen, dann
gilt { = n, und es gibt eine Permutation = € S,, mit der Eigenschaft, da8 p; ~ p;(i)
firi=1,...,¢.

Beweis. Ohne Einschriankung ist £ < n. Wenn ¢ = 0, ist a = ¢ eine Einheit. Dann sind
auch alle Faktoren ¢’ und p} Einheiten. Das geht nur, wenn auch n = 0.

Es sei also ¢ > 0. Dann teilt p; das Element a = ¢'p} - - - p/,, also auch einen der
Faktoren p}. Nach Umordnung kann man annehmen, daf es p] ist. Es giltnun p} = p1x
mit einem & € A. Da p] irreduzibel ist und p; keine Einheit, ist = eine Einheit, d.h.

p1 ~ p}. Nach Kiirzen von p; hat man Zerlegungen
ep2pe = (€T)py - Py

Induktion nach £ zeigt n = {und p} ~ p; fiiréi = 2, ..., n, nach passender Umordnung.
O

Satz A.27 — Es sei A ein Integrititsbereich. A ist genau dann faktoriell, wenn gilt
1. Jedes irreduzible Element in A ist prim.
2. Jede aufsteigenden Kette von Hauptidealen in A wird stationdr.

Beweis. Es sei zunichst A faktoriell und f ein irreduzibles Element. Nach Vorausset-
zung gibt es eine Primfaktorzerlegung f = epy -+ - pg. Da f irreduzibel ist, gilt f|p;
fiir ein 4. Weil p; auch irreduzibel ist, hat man f ~ p; fiir ein 4. Insbesondere ist f
prim. Weiter sei (a1) C (az) C (a3) C ... eine aufsteigende Kette von Hauptidealen.
Das ist dquivalent dazu, daB as|a1, ag|as, etc. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung folgt, da} die Primfaktoren von ay bis auf Assoziation eine Teilmenge der
Primfaktoren von a; sind. Sind die Primfaktoren einschlielich Vielfachheit gleich,

unterscheiden sich a; und as hdchstens um eine Einheit, was (a1) = (ag) impliziert.
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Ist also die Inklusion (a2) C (a1) echt, so hat ap weniger Primfaktoren als a;. In der
Idealkette kann echte Inklusion demnach nur endlich oft vorkommen.

Es gelte umgekehrt die Bedingung 2. Ein Element a € A \ {0} heiBe zerlegbar,
wenn sich a als Produkt aus Einheiten und irreduziblen Elementen darstellen 148t. Of-
fenbar sind alle Einheiten und alle irreduziblen Elemente zerlegbar, ebenso alle Pro-
dukte aus zerlegbaren Elementen. Angenommen, es gibt ein unzerlegbares Element
a € A\ {0}. Dann ist a nicht irreduzibel und besitzt eine Zerlegung a = a’a” in
Faktoren, die beide keine Einheit sind. Wenigstens einer der Faktoren ist ebenfalls un-
zerlegbar, etwa o. Wir setzen a; = a und as = o' und verfahren mit o’ analog.
Dies fiihrt auf eine Idealkette (a1) C (a2) C ..., in der alle Inklusionen echt sind,
im Widerspruch zur Annahme. Demnach besitzen alle nichttrivialen Elemente in A ei-
ne multiplikative Zerlegung in irreduzible Elemente und Einheiten. Gilt zusitzlich die

Bedingung 1, so besitzt jedes nichttriviale Element eine Primfaktorzerlegung. |

Satz A.28 — Nullteilerfreie Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis. Es sei A ein nullteilerfreier Hauptidealring. Nach Satz A.27 geniigt es zu zei-
gen, daB jedes irreduzible Element f prim ist. Es gelte dazu f|ab und f / a. Das Ideal
(f, a) ist ein Hauptideal, etwa (f,a) = (c). Es bestehen dann Gleichungen

f=me, a=nc, c=pf+qa, ab=fr

mit geeigneten Koeffizienten m, n, p, q,r € A. Da f irreduzibel ist, ist entweder ¢ ~ f
oder ¢ ~ 1. Der erste Fall ist wegen c|a und f ) a ausgeschlossen. Im zweiten Falle
folgt b = (be™Y)e = (be V) (pf + qa) = c~L(bpf + qfr), also f|b. O

Es sei A ein faktorieller Ring und D C A ein Vertretersystem fiir die Klassen
assoziierter Primelemente, d.h. jedes Primelement ist zu genau einem Primelement
in D assoziiert. In manchen Ringen la6t sich ein solches Vertretersystem durch eine
einfache Konvention auszeichnen: In Z unterscheiden sich assoziierte Primelemente
hochsten um ein Vorzeichen und wir kénnen D = {p € N | p Primzahl} wihlen.
Im Polynomring K [X] iiber einem Korper X unterscheiden sich assoziierte Primele-
mente hdchstens um eine nichttriviale Konstante. In jeder Klasse gibt es also genau
ein normiertes Polynom, d.h. ein Polynom mit Leitkoeffizienten 1, und wir konnen
D = {f | f ist normiert und irreduzibel} setzen.

Mit einem solchen Vertretersystem D konnen wir jedes Element a € A\ {0} auf

a:quVP

peED

eindeutige Weise in der Form

schreiben, wobei v, = 0 fiir fast alle p € D. Man nennt ord,(a) := v, die Ordnung
von a beziiglich p. Allgemeiner definieren wir fiir jedes a = b/c € Q(A)* mitb,c € A
und p € D die Ordnung

ordy(a) := ord,(b) — ord,(c) € Z.
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Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt, daf3 die Ordnung
ord, : Q(A)* = Z

wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir erweitern die Abbildung noch,
indem wir formal ord,,(0) := oo setzen. Mit diesen Bezeichnungen haben wir dann fiir
jedes a € Q(A)* eine eindeutige Zerlegung

a=u H pordp(a)
peD

mit einer Einheit u € A.

Definition A.29 — Es sei A ein faktorieller Ring, D C A ein Reprisentantensystem
der Klassen assoziierter Primelemente.

1. Fiir ein Tupel {ao, ..., a,} von Elementen in Q(A), die nicht alle gleichzeitig
verschwinden, heif3t

Inh(ao, o ,an) _ H pmin{ordp(aq‘,)|i:0,...,n} c Q(A)
peD

der Inhalt des Tupels.

2. Fir f = Y0 faX™ € Q(A)[X] \ {0} heiBt Inh(f) = Inh(fo,..., fn) der
Inhalt des Polynoms f.

3. Ein Polynom f € Q(A)[X] \ {0} heiBt primitiv, wenn Inh(f) = 1.

Im Folgenden gehen wir, wenn von einem faktoriellen Ring A die Rede ist, immer
davon aus, daB ein Vertretersystem D C A fiir Primelemente gewihlt ist, und die
Begriffe *Inhalt’ und ’primitiv’ beziehen sich stets auf dieses fest gewéhlte System.
Man verifiziert leicht die folgenden Aussagen:

1. Fiirjedes a € Q(A)* ist a/ Inh(a) eine Einheit in A.
2. Fira € Q(A)* und f € Q(A4)[X]\ {0} gilt Inh(af) = Inh(a) Inh(f).

3. Ein nichttriviales Polynom f € Q(A)[X] ist genau dann primitiv, wenn f €
A[X] und wenn die Koeffizienten von f teilerfremd sind.

4. Fur f € Q(A)[X]\ {0} ist f/Inh(f) primitiv.

Es folgen eine Reihe von Sitzen, die in der Regel nach Gauf3 benannt werden.
GauB beweist in Disq. Arith. Art. 42 eigentlich den folgenden Satz: Sind f, g € Q[X]
normierte Polynome von positivem Grad und ist fg € Z[X], dann haben auch f und
g ganzzahlige Koeffizienten. Die Beweismethode verallgemeinert sich auf faktorielle
Ringe und fiihrt zu den folgenden Aussagen:
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Lemma A.30 — Es sei A ein faktorieller Ring. Sind f, g € A[X] nichttriviale primi-
tive Polynome, so ist auch fg € A[X] primitiv.

Beweis. Wir machen den Ansatz
f:f0+f1X++ann, g:g()+ng++ngm,

und fg=:h =hg+h X +...+ ", X" Es sei ein Primelement p € D fixiert.
Da f und g primitiv sind, gibt es Indizes ¢ und j mit ord, (f;) = Ound ord,(g;) = 0.Es
seien ¢g bzw. jo die groften Indizes mit dieser Eigenschaft. Dann ist in dem Ausdruck

higtjo = fioGio + O fiko—i + D Fro—ids-
i>ig i>Jo
im zweiten Summanden jeweils der erste Faktor durch p teilbar, und im dritten Sum-
manden jeweils der zweite Faktor. Andererseits ist f;, g;, nicht durch p teilbar. Folglich
ist hj, 4, nicht durch p teilbar und somit p kein Faktor des Inhalts von h. Da dies fiir
alle p € D gilt, ist h primitiv. (]

Lemma A.31 — Es sei A ein faktorieller Ring. Fiir nichttriviale Polynome f,g €
Q(A)[X] gilt:  Inh(fg) = Inh(f) Inh(g).

Beweis. Die Polynome f/Inh(f) und g/ Inh(g) sind primitiv, nach Lemma A.30 also
auch fg/(Inh(f)Inh(g)). Daraus folgt

. fo\_ _ Inh(fg)
b (Inh(f) 1nh<g>) Tuh(f) Inh(g)

Satz A.32 — Es sei A ein faktorieller Ring. Ein nichtkonstantes Polynom f € A[X],
das in A[X] irreduzibel ist, ist auch in Q(A)[X] irreduzibel.

Beweis. Es sei f € A[X] ein nichtkonstantes irreduzibles Polynom. Dann ist f insbe-
sondere primitiv und Inh(f) = 1. Angenommen, es gibt eine Zerlegung f = gh mit
nichtkonstanten Polynomen g, h € Q(A)[X]. Dann gilt 1 = Inh(f) = Inh(g) Inh(h)

und somit
g h

~ Inh(g) Inh(h)

f

Auf der rechten Seite stehen zwei nichtkonstante Polynome in A[X] im Widerspruch

zur Irreduzibilitét von f. |

Satz A.33 (Satz von GauB) — A faktoriell = A[X] faktoriell.
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Beweis. A[X] geniigt der Kettenbedingung fiir Hauptideale: Hat man (f1) C (f2) C
..., so fillt der Grad der Polynome f,, monoton und muf} konstant werden, etwa fiir
alle n > ng. Dann ist f,,/fn, =: a, € A fiir n > ng eine Folge von Ringelementen
mit (ap) C (ap+1) C ... Weil A der Kettenbedingung fiir Hauptideale geniigt, wird
auch diese Kette stationir.

Nach Satz A.27 geniigt es zu zeigen, daB jedes in A[X] irreduzible Element f prim
ist. Wenn f konstant ist, ist dies klar. Es sei also f ein nicht konstantes, irreduzibles Po-
lynom, und es gelte f|ab fiir Polynome a,b € A[X]. Nach Satz A.32 ist f in Q(A)[X]
irreduzibel, und weil Q(A)[X] ein Hauptidealring ist, auch prim. Ohne Einschrénkung
konnen wir daher annehmen, daB f|a in Q(A)[X], etwa a = fcmit ¢ € Q(A)[X].

Gemil Lemma A.31 hat man
Inh(a) = Inh(f) Inh(c) = Inh(c) € A.

Aber dann ist auch ¢ € A[X]. Deshalb ist f schon in A[X] ein Teiler von a. Zusam-

mengenommen zeigt dies, dal f prim ist. (]

Durch Induktion iiber die Anzahl der Variablen erhilt man:

Folgerung A.34 — A faktoriell = A[X1, ..., X,] faktoriell.
Insbesondere ist fiir jeden Kérper K der Polynomring K[X7, ..., X, faktoriell. O

Die folgenden Kriterien erweisen sich als aulerordentlich niitzlich, wenn man die

Irreduzibilitét eines Polynoms testen will.

Satz A.35 (Eisensteinkriterium) — Es sei A ein faktorieller Ring und p ein Primele-
ment in A. Gilt tiir das nichtkonstante primitive Polynom f = fo + ...+ f, X", daB3

p/*/fna plfnfla ey p|f07 p2/*/f07
soist f in A[X] irreduzibel.

Beweis. Es sei f = gh eine Zerlegung mit Polynomen g = go+. ..+ ¢, X™, h = ho+
...+ hgX* € A[X], die keine Einheiten sind. Da f primtiv ist, sind g und h auch nicht
konstant. Wir betrachten die kanonische Projektion A[X] — A/(p)[X] und schreiben
f fiir das Bild von f etc. Nach Annahme ist gh = f = X™. Notwendigerweise ist dann
G =0,,X™und h = h,X*. Das bedeutet, daB p ein Teiler von go und von h ist. Aber
dann teilt p? das Produkt gohg = fo, im Widerspruch zur Annahme. O

Satz A.36 (Reduktionskriterium) — Es sei A ein faktorieller Ring und p C A ein
Primideal mit Restklassenring A. Es sei f € A[X] ein nichtkonstantes primitives Poly-
nom mit Le(f) € p. Ist die Reduktion f € A[X] irreduzibel, so ist auch f irreduzibel.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht irreduzibel und besitzt eine Zerlegung f = gh, in
der g und h keine Einheiten sind. Da f primitiv ist, konnen g und h keine Konstanten
sein. Die Annahme Lc(f) ¢ p bedeutet, daB f und f denselben Grad haben. Wegen
f = ghhaben daher auch g und h denselben Grad wie g bzw. h und sind nichtkonstante
Polynome. Das Widerspricht der Annahme, daB f irreduzibel ist. (]

A.7 Mbobiussche Umkehrformeln

Die Abbildung p : N — Z mit u(n) = (—1)", falls n = py - -+ p, mit r paarweise
verschiedenen Primfaktoren, und p(n) = 0 sonst, heiit Mobiusfunktion. Es gilt also

zum Beispiel
n |1 2 34 56 7T
pn)[1 -1 -1 0 -1 1 -1

Die Mobiusfunktion hat die fundamentale Eigenschaft

1, falls n = 0, und
> ud) = {
d|n

0 sonst.

Lemma A.37 (Mobiussche Umkehrformeln) — Es sei A ein kommutativer Ring. Fiir
zwei Folgen a, b : N — A sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. a, = Zd‘n by fiir allen € N,
2. by = >4, M(n/d)aq fiir allen € N.

Beweis. Man kommt von der einen Formel zur anderen durch ein einfaches Doppel-
summenargument, oder etwas strukturierter wie folgt: Auf der Menge R aller Folgen
a: N — Aistdurch (a +b), = an + b, und (a xb), = Zd|n agby, /4 die Struktur
eines kommutativen Rings gegeben. Das Neutralelement fiir das sogenannte Faltungs-
produkt = ist die Abbildung ¢ mit ¢,, = §,, o. Bezeichnet 1 die konstante Abbildung
1, = 1, so tibersetzt sich die fundamentale Eigenschaft der Mobiusfunktion in die
Aussage 1 x u = ¢. Die zu vergleichenden Ausagen lassen sich mit dem Faltungspro-
dukt so schreiben: @ = b * 1 und b = a * . Die Aquivalenz der Aussagen folgt also
unmittelbar daraus, daB3 ¢ und 1 beziiglich * invers zueinander sind. O

A.8 Aufgaben

Aufgabe A.1 — Was kann man tiber kommutative Ringe A mit A* = 0 sagen?

Aufgabe A.2 — Es sei A ein kommutativer Ring. Man zeige:
1. A nullteilerfrei = A[X] nullteilerfrei.

2. A nullteilerfrei = A[X]* = A*.
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Aufgabe A.3 — Bestimmen Sie alle Einheiten, alle Nullteiler und alle nilpotenten Ele-
mente in Z/24 und in Z/4[X].

Aufgabe A.4 — Es seien a, b € A nilpotent, u € A beliebig.
1. a + bund ua sind nilpotent.

2. u+ aX € A[X] ist genau dann eine Einheit, wenn u € A eine Einheit ist. Was
ist in diesem Falle das Inverse von u + aX?

Aufgabe A.5 — Beweisen Sie die Aussagen aus Beispiel A.7. Geben Sie Beispiele fiir
Ideale J und J mit IJ =TI NJbzw. mit [J # I N J.

Zu maximalen Idealen und Primidealen:

Aufgabe A.6 — Es sei A ein kommutativer Ring.

1. Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

2. Ein Hauptideal (a) ist genau dann ein Primideal, wenn a ein Primelement ist.

3. Ein Ideal p ist genau dann ein Primideal, wenn p # A und wenn fiir alle Ideale a
und b aus ab C p folgt: a C p oder b C p.

4. p ist genau dann ein Primideal, wenn A/p ein Integrititsbereich ist.

5. m ist genau dann ein maximales Ideal, wenn A/m ein Korper ist.

Aufgabe A.7 — Zeigen Sie, indem Sie den Existenzbeweis fiir maximale Ideale imi-
tieren: Ist A ein kommutativer Ring, I C A ein Ideal und f € A ein Element mit
f™ ¢ I fur alle n > 0. Dann gibt es ein Primideal p mit I C p und f & p.

Aufgabe A.8 —Essei f : A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen.
Fiir jedes Primideal p C B ist f~!(p) ein Primideal in A. Dies definiert eine Abbildung
f : Spec(B) — Spec(A).

Aufgabe A9 — Es sei A ein kommutativer Ring. Fiir jedes Ideal I in A sei V(I) :=
{p € Spec(A) | I C p}. Eine Menge V' C Spec(A) heifit Zariski-abgeschlossen,
wenn es ein Ideal I mit V = V(1) gibt. Zeigen Sie, daB die Zariski-abgeschlossenen
Teilmengen von Spec(A) die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf Spec(A)
sind. (Diese Topologie heilit Zariski-Topologie.) Zeigen Sie, daB fiir jeden Ringhomo-
morphismus f : A — B die Abbildung f : Spec(B) — Spec(A) stetig ist.

Zu Lokalisierungen:

Aufgabe A.10 — Man zeige:

1. Fiir jedes f € Aist {f™ | n € Np} multiplikativ abgeschlossen.

2.p C Aist genau dann ein Primideal, wenn A \ p multiplikativ abgeschossen ist.

3. Die Menge NNT(A) := {a € A | aistkein Nullteiler} der Nichtnullteiler von A
ist multiplikativ abgeschlossen.
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Aufgabe A.11 — Zeigen Sie, daB die im Abschnitt A.5 definierte Relation ~ auf Ax .S
eine Aquivalenzrelation ist. Wozu wurde das Element ¢ in der Definition der Relation
gebraucht? Unter welchen Bedingungen kann man auf ¢ verzichten und die Definition
der Relation vereinfachen? Beweisen Sie Lemma A.20 und die fehlenden Teile in Satz
A2l.

Aufgabe A.12 — Es sei A ein kommutativer Ring und i : A — S~!A die Lokalisie-
rung von A nach der multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S C A. Zeigen Sie:

1. S~ A ist genau dann der Nullring, wenn 0 € S. Insbesondere ist A ¢ genau dann der
Nullring, wenn f nilpotent ist.

2.i: A — S~1Aist genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler enthilt. Insbesonde-
reisti: A — Q(A) injektiv.

3. Wenn A ein Integrititsbereich ist, ist Q(A) ein Kérper. In welchem Sinne ist Q(A)
der kleinste Korper, der A enthilt?

Aufgabe A.13 — Wir schreiben K (X1,...,Xy) := Q(K[X1,...,X]). Was ist der
Unterschied zwischen den Kérpern K (X7, X5) und K(X1)(X3) der Definition und

ihrer Bedeutung nach? Formulieren und beweisen Sie einen Zusammenhang.

Zu faktoriellen Ringen:

Aufgabe A.14 — Jeder faktorielle Ring besitzt unendlich viele paarweise nichtassozi-

ierte Primelemente. [Hinweis: Das wuf3te schon Euklid.]

Aufgabe A.15 — Es sei A ein kommutativer Ring zusammen mit einer Abbildung
§: A\ {0} — Ny mit den Eigenschaften

da)=0ac A%, und &(ab) = d(a)+ §(b) fiir alle a,b € A\ {0}.

Zeigen Sie, daB jedes Element a € A\ {0} eine Produktzerlegung in irreduzible Ele-
mente und Einheiten besitzt.

Aufgabe A.16 — Es sei K ein Korper und A = K[{X,},,]| der Polynomring mit
Unbestimmten X, s € S, fiir eine beliebige Indexmenge. Man zeige:

1. A ist genau dann noethersch, wenn S endlich ist.

2. A ist faktoriell.

Aufgabe A.17 — Es sei A faktoriell und D C A ein Vertretersystem. Man zeige,
daB fiir zwei Elemente a,b € A\ {0} genau dann a|b gilt, wenn ord,(a) < ord,(b)
fiir alle p € D. Formulieren Sie Existenzaussagen und Charakterisierungen fiir grofite

gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache.

Aufgabe A.18 — Verallgemeinern Sie Folgerung A.34 auf Polynomringe mit beliebig
vielen Unbestimmten.
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Zur Mobiusfunktion:

Aufgabe A.19 — Es sei ¢ die Eulersche Phi-Funktion, d.h. ¢(n) ist die Anzahl der
zu n teilerfremden ganzen Zahlen zwischen 0 und n. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt
>_d|n #(d) = n, indem wir fiir jedes d|n die natiirlichen Zahlen 2 < n mit ggT(z,n) =
d zusammenfassen und zidhlen. Wenden Sie hierauf die Mobiussche Umkehrformel an
und zeigen Sie, daf} @ = Hp‘n (1 — ]%) wobei p durch die Primteiler von n lduft.

B Die Quatenionengruppe als Galoisgruppe

Das inverse Galoisproblem lautet: Ldfit sich jede endliche Gruppe als Galoisgruppe
einer Erweiterung von Q erhalten? Diese Frage ist offen. Wir haben in der Vorlesung
gesehen, dass alle abelschen Gruppen, sowie die alternierenden und die symmetrischen
Gruppen realisiert werden. Shafarevich hat gezeigt, dass jede auflosbare Gruppe reali-
siert wird. Zu den Gruppen, fiir die die Frage offen ist, gehort die Mathieugruppe Moy,
das ist eine der einfachen sporadischen Gruppen mit der Ordnung 48-24-23-22-21-20,
aber auch schon gewissermafien einfachere Gruppen der Form SL(2,F,) fiir gewisse
Primzahlen q.

An dieser Stelle soll uns die nédchst schwierigere Gruppe nach der symmetrischen
Gruppe S3 geniigen. Ich kann mich nicht erinnern, von wem ich das folgende Beispiel
kennengelernt habe.

Satz B.1 — Die Gruppe der Gleichung X8 — 72X6 4+ 180X* — 144X?2 + 36 = 0 iiber
Q ist die Quaternionengruppe Q)s.

Beweis. Es sei f(X) := X®—72X64+180X* —144X? +36. Ist « € Q eine Nullstelle
von f, so auch —a. In der Zerlegung von f in irreduzible Faktoren muss daher jeder
Faktor selbst ein Polynom in X? sein, da f keine Losungen in Q hat. Es geniigt also,
sich von der Irreduzibilitit des Polynoms

g(X) = X*—72X? +180X* — 144X + 36

zu iiberzeugen. Das sieht man aus der folgenden expliziten Losung der Gleichung
g(X) = 0. Die Substitution X = z + 18 fiihrt auf das Polynom

h(z) = g(z 4+ 18) = z* — 176422 — 40320z — 259164.
Die Gleichung h(z) = 0 wird mit dem Ansatz
24 4 2d2% + d? = (1764 + 2d) 22 + 40320z + (259164 + d?) (B.1)

gelost: Bezeichnet man die rechte Seite mit A2% 4+ Bz + C, so 14Bt sie sich genau dann
als Quadrat einer Linearform (v/Az + +/C) schreiben, wenn 4AC' = B2. Dies fiihrt in
der gegeben Situation auf die Bedingung

4(1764 + 2d) (259164 + d*) = 403202,
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also die Gleichung

d® + 882d” + 259164d + 25369848 = 0
fiir d. Diese Gleichung zerfillt in Linearfaktoren

(d+282)(d +294)(d + 306) = 0.
Setzt man d = —306 in die Gleichung (B.1) ein, so erhélt man:
2% — 306 = +£12v/2(2z + 35)
oder umgeformt:
(z F 12v2)% = 594 + 420v/2 = 3(198 + 140v/2) = 3(10 + 7v2)2.

Das fiihrt auf die vier folgenden Losungen fiir g(x) = 0:

xy =18+ 12v2 + 10V3 + 7V6
To =18 — 122 + 10V3 - 7V6
r3 =18 +12v2 — 10v3 - 7V6
x4 =18 —12v/2 - 10V/3 + 7V6

Offenbar ist der Zerfillungskorper von g(X) der Korper
M :=Q(z1) = Q(V2,V3).
Dessen Galoisgruppe ist
Cal(M/Q) = Gal(Q(VZ,V3)/Q) 2 Z/2 x 2,2 = (I, J)
mit Erzeugern
I:V2 —V2,V/3— V3,
J V2 V2,3 -3,

und den Relationen 2 = 1,J2 = 1,1.J = JI.

Es sei jetzt o eine Wurzel der Gleichung 72 — x; = 0, und L = M («). Die
Galoisgruppe Gal(L/M) = Z/2 wird erzeugt von einer Involution ¢ : o — —a. Wir
zeigen zunichst, dass das Polynom f iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Dazu miissen
wir Wurzeln o; der Gleichungen T2 — x; = 0 finden. Nun gilt:

(a)? = a?a? = 1.

Fiir ¢ = 2, 3, 4 findet man:

42 + 243 = [V2(3 + 2V3)]
zizs = 18+12V2=[V3(2+1V2)]
riry = 304 12v6 = [V3(2+V6))>.

T1T2 2
2
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Demnach sind die acht Wurzeln von f(X) gegeben durch:
L3V2H2V6 0 2vB+VE | 2V3+3V2

« [0 (]

+a,

Es bleibt die Galoisgruppe zu bestimmen. Dazu seien I und .J die Fortsetzungen von [
und J, die durch

_ 32426

I(a) "

bzw. J(a)= @

charakterisiert sind. Man findet, dass 72 und J2 den Korper M festlassen und «v auf —«v
abbilden. Insbesondere gilt /2 = J? = ¢+, und I und .J haben die Ordnung 4. Betrachte
die beiden Kompositionen I.J und JI. Man findet:

o (2VB+VEY _2v3-Vv6 o o
IJ(a)-I( - >—3\/§+2\/6a— (V2-1)(vV/3-2)

und

JI(a)=J <3\/§+2‘/6> _ V2o (V2 - 1)(V3 - 2)a.

= o=
el 2v/3 4+ /6

Das zeigt IJ = +JI. Da ¢ mit I und J vertauscht, lauten die vollen Relationen fiir die
Automorphismen I, J und K := 1J:

PP=J=K?=1JK =.,/* =id.

Die von I und J erzeugte Gruppe ist daher die Quaternionengruppe (s, die wegen
ihrer Michtigkeit bereits mit Gal(L/Q) iibereinstimmen muss. O



