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§1 Die natiirlichen Zahlen

Ein systematischer Aufbau der Mathematik wiirde mit einer Diskussion der
Mengenlehre beginnen und aus der leeren Menge () der Reihe nach die natiirli-
chen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen
R und schlieflich die komplexen Zahlen C konstruieren. Zwischen diesen beste-

hen die Inklusionsbeziehungen
NCZcQcRcC

Wir gehen nicht ganz systematisch vor, sondern beginnen mit den natiirlichen
Zahlen.

1.1 Die Peano-Axiome

Die natiirlichen Zahlen bilden die Menge N = {1, 2, 3,...}. Hiufig nimmt man
noch die Null hinzu und schreibt Ng = NU{0}. Die Menge N ist folgendermafien
charakterisiert:

Es gibt ein ausgezeichnetes Element 1 € N und eine Abbildung f: N — N,
n — f(n), die jedem Element seinen Nachfolger zuordnet. Diese haben die

folgenden Eigenschaften:

P1 1 ist kein Nachfolger, d.h. es gibt kein n € N mit f(n) = 1, und jedes
Element ist durch seinen Nachfolger eindeutig bestimmt, d.h. aus f(n) =

f(m) folgt n = m.
P2 Ist M C N eine Teilmenge mit den Eigenschaften

i) 1 € M und

ii) Fiir allen € M gilt f(n) € M,
so gilt: M = N.

Man nennt P1 und P2 die Peanoaxiome'. Aus dem zweiten Peanoaxiom folgen

zwei wichtige Prinzipien:
e Die Definition durch Rekursion.

e Der Beweis durch vollstindige Induktion.

LGiuseppe Peano, * 27.8.1858 t 20.4.1932.



1.2 Rekursive Definitionen

Satz 1.1 — Es sei X eine Menge, xr1 € X und g : X — X eine beliebige
Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbildung ¢ : N — X mit den Eigenschaf-

ten
° (p(l) =12
o Fiir alle n € N gilt o(f(n)) = g(p(n)).

Beweis. Der Beweis ist eher aufwendig als schwierig oder interessant. Ich verweise

auf einschlégige Lehrbiicher der Mengenlehre. O

Im folgenden bezeichne f : N — N stets die Nachfolgerabbildung. Wir
verwenden die folgende Sprechweise: ,,\Wir definieren die Abbildung ¢ : N — X
durch ¢(1) := z1 und ¢(f(n)) := g(p(n)) fir alle n € N

Definition 1.2 — Es sei m € N gegeben. Wir definieren eine Additionsabbil-
dung N— N, n = m+n, durch m+ 1 := f(m) und m + f(n) := f(m +n).

Beispiel 1.3 — So ergibt sich formal korrekt, aber ziemlich schwerfillig

3+3

3+f(2)=/B+2)=fB+f(1)=ffB+1)
fU(F®3) = f(£(4) = F(5) = 6.

Definition 1.4 — Es sei m € N. Wir definieren eine Multiplikationsabbildung

N—Nn—m-ndurchm-1:=m und m- f(n) :=m-n+m.

Beispiel 1.5 — Es sei € R 2. Wir definieren den Binomialkoeffizienten (fl)

fir n € N durch:
x — x oz x—1
1) n+1) " n+1 n )

Ausgeschrieben mit 'Piinktchen’ heifst das

z\ x-(x=1)-...-(z—n+1)
(n)_ n-(n—=1)-...-2-1 °

SchlieRlich setzen wir noch (f) := 1.

2Im folgenden verwenden wir die reellen Zahlen in den Beispielen und greifen dabei auf
Schulwissen zuriick, obwohl wir uns vom logischen Standpunkt her erst in einem Stadium

befinden, wo wir reelle Zahlen und ihre Eigenschaften noch gar nicht kennen.



Sind ay,...,a, € R, so definieren wir das Summensymbol Y7 | a; durch
i ai:=ay und 3.7 a; := a, + Y7 a;. Etwas schlampiger schreibt man
>, @i =a1+...+an. Analog definiert man die Produkte [ ; a; = a1-...-an.
Statt von 1 bis n kann der Index zwischen beliebigen ganzen Zahlen laufen. Sind
oberer und unterer Index gleich, so besteht die Summe bzw. das Produkt nur
aus einem Summanden bzw. einem Faktor. Ist der untere Index grofier als der
obere, so spricht man von einer leeren Summe bzw. einem leeren Produkt. Nach

Konvention ist die leere Summe gleich 0, das leere Produkt gleich 1.

1.3 Vollstindige Induktion

Satz 1.6 (Prinzip der vollstidndigen Induktion) — Es sei fiir jedes n € N eine
Ausssage A(n) gegeben und es gelte:

e A(1) ist wahr (Induktionsverankerung), und
e A(n) = A(n +1) fiir allen € N (Induktionsschritt).

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N richtig.

Beweis. Von der Menge M := {n € N | A(n) ist richtig } C N wissen wir: 1 € M
wegen der Induktionsverankerung, und fiir alle n € M gilt n + 1 € M wegen
des Induktionsschritts. Aus dem zweiten Peanoaxiom folgt nun M = N, d.h. die
Aussage A(n) gilt fiir alle n € N. O

Satz 1.7 (Assoziativitit der Addition) — Fiir alle n,m,p € N gilt:
m+ (n+p) = (m+n)+p.
Beweis. Es bezeichne A(p) die Aussage
m+n+p)=m+n)+p, YmneN

Wir beweisen A(p) fiir alle p € N durch Induktion nach p.
Induktionsverankerung: Aussage A(1) sagt: m + (n+1) = (m+n) + 1 fir

alle m,n € N. Aber diese Aussage ist richtig nach Definition der Addition.
Induktionsschritt: A(n) = A(n + 1): Angenommen, die Aussage A(p) ist

wahr (Induktionshypothese). Es ist zu zeigen, dass dann auch A(p+ 1) wahr ist.



In der Tat:

(m+n)+@+1) = ((m+n)+p)+1
nach Definition der Addition
= (m+(n+p)+1
weil nach Annahme A(p) wahr ist
= m+((n+p)+1)
nach Definition der Addition
= m+n+{p+1))
nach Definition der Addition.

Das war zu zeigen. Durch Induktion folgt nun die Behauptung: A(p) ist wahr
fir alle p € N. O

Satz 1.8 (Kommutativitit der Addition) — Fiir alle n,m € N gilt:
n+m=m-+n.

Beweis. Ubung! [

Satz 1.9 — Fiir allen € N gilt: 7 i = ("1?).

Beweis.— durch vollstindige Induktion. Wir bezeichnen mit B(n) die Aussage

Z?:J = (n;q)

Induktionsverankerung: B(1) sagt: 1 = ZLJ ist gleich (1‘51). Das ist sicher
richtig.
Induktionsschritt: Es sei n > 1, und die Aussage B(n) sei wahr. Es ist zu

zeigen, dass B(n + 1) gilt.

n+1

> i
=1

gi—i—(n—l—l): (";1>+(n+1)

= @-{-(n-{-l)

_ (n+1)2(n—|—2) _ (mzrz)

Das war zu zeigen. Nach Induktion ist also B(n) wahr fiir alle n € N. O

Beispiel 1.10 — 2" > n? — 1 fiir alle n € N. Wir beweisen die Behauptung

durch Induktion. Angenommen, die Behauptung sei schon gezeigt fiir ein n. Gilt



es auch fiir n + 1?7 Wir rechnen:
2l =2m.2>2(n? —1) =20 —2=[(n+1)? = 1] + [n* —2n — 2].

Zu zeigen wire: n2 — 2n — 2 > 0. Wenn wir dies hitten, so kdnnten wir weiter
schliefsen:
2l > o> (n+1)2 -1

und wiiren fertig. Aber gilt wirklich 0 < n?—2n—2 = (n—1)2—3? Dazu brauchen
wir n —1 > /3, d.h. n > 3. Damit also die hier vorgeschlagene Rechnung fiir
den Induktionsschritt funktioniert, muss n > 3 gelten. Es geniigt deshalb nicht,

die Verankerung nur fiir n = 1 zu machen. Also zeigen wir direkt:

Ab jetzt greift unser Induktionsargument.

Bemerkung 1.11 — Induktion muss nicht bei 1 anfangen:
Es sei ng € Z. Gegeben seien Aussagen A(n) fiir alle n € Z, n > np. Gilt

nun:
1) A(no) ist wahr.
2) Fir alle n > ng gilt A(n) = A(n+1),

dann gilt A(n) fiir alle n > ne.

Diese Form der vollstindigen Induktion kénnen wir formal auf die oben
diskutierte wie folgt zuriickfiihren: Wir definieren fiir alle n € N die Aussage
B(n) := A(ng+n—1),d.h. B(1) = A(no), B(2) = A(ng+1) usw. Die Annahmen
iber A sagen dann, dass B die Bedingungen fiir die vollstindige Induktion im
Sinne des Satzes 1.6 erfiillt. Folglich gilt B(n) fiir alle n € N und somit A(n)
fiir alle n > ny.

In der Praxis ist ng = 0 der hiufigste Fall.

Satz 1.12 (Binomischer Lehrsatz) — Es sei n € Ny und a,b € R. Dann gilt:
b n — Zb’n.f’ll‘
(a+0) ; (z) a

Beweis.— durch Induktion nach n. Induktionsverankerung: Fiir n = 0 steht
links (a + b)° = 1 und rechts (3)a®® = 1. Induktionsschritt Es sei n > 0 und



die Aussage fiir n b

denn:

(a+ b)"Ht

ereits bewiesen. Dann gilt die Behauptung auch fiir n + 1,

(a+b)" - (a+b)=(a+b)"-a+(a+b)™-b
=~ (n k+1lpn—k =~ (n k  pn—k+1
(k)a b +Z (k)a -b

k=0 k=0

n+1 - n Lin+1—4 - n Lin+1—4¢ n+1

a +Z<€_1)ab +Z(g>ab +b
=1 =1

n+1 = n n Lpn+1—¢ n+1

a +Z{<€_1>+<£>}ab +b
=1

n+1

Z <n _g 1) aﬁbn—i-l—é.

=0

Satz 1.13 (Variante zur Induktion) — Fiir jedes n € N sei eine Aussage A(n)

gegeben. Es gelte:
1. A(1) ist wahr.

2. Fiir jedes k >
von A(k).

1 folge aus der Richtigkeit aller A(p), p < k, die Richtigkeit

Dann gilt A(n) fiir allen € N.

Beweis. Wir betrachten die Aussage

B(n):= A(k) ist richtig fir alle k¥ < n.

Dann iibersetzen sich die Voraussetzungen des Satzes in die folgenden Aussagen:

— B(1) ist wahr.

—Ist n > 1, so folgt aus B(n) die Aussage A(n + 1). Da nun nach Definition
B(n+1) = B(n) A A(n + 1), folgt aus B(n) auch B(n + 1). Nach Induktion ist
dann B(n) richtig fiir alle n € N, also erst recht A(n) fiir alle n. O

Beispiel 1.14 — Auch hierzu ein Beispiel. Eine natiirliche Zahl n heifft be-

kanntlich Primzahl,

Satz 1.15 — Jede

falls n # 1 und falls aus m|n folgt® m = 1 oder m = n.

natiirliche Zahl ldsst sich als Produkt n = p; -...-ps von

Primzahlen py, ..., ps schreiben.

3Das Symbol m|n bedeutet: m teilt n, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl p mit n = mp.
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Hier ist das leere Produkt, d.h. s = 0 und es gibt gar keine Faktoren, aus-
driicklich zugelassen. Das leere Produkt hat definitionsgemé&ft den Wert 1. An-

ders konnten wir die 1 natiirlich nicht als Produkt von Primzahlen darstellen.

Beweis. Fiir n = 1 ist der Satz nach der Vorbemerkung wahr. Es sei also ohne
Einschrankung n > 1, und die Aussage sei schon fiir alle k € N, £ < n bewiesen
(Induktionshypothese). Entweder ist nun n selbst eine Primzahl, dann sind wir
mit der Wahl s = 1 und p; = n fertig; oder es existiert eine natiirliche Zahl
m, m # 1 und m # n, die n teilt. Es sei £ := n/m € N. Da m weder 1

noch n ist, gilt dasselbe fiir £. Auferdem sind m und ¢ kleiner als n. Nach

Induktionsvoraussetzung gibt es Primzahlen pi,...,ps und ¢1,...,¢ mit m =
pre...-psund £ =g¢qq - ... q. Es folgt nun
n=ml=(pr-...-ps) (q1---.q).
O

Schwieriger als die Existenz der Primfaktorzerlegung ist der Beweis der Ein-

deutigkeit. Das gehort aber eher in die Algebra als in die Analysis.

1.4 Maéichtigkeit

Definition 1.16 — Eine Abbildung f : X — Y heifst

— surjektiv, falls es zu jedem y € Y ein € X mit f(z) = y gibt,

— injektiv, falls fiir alle z, 2’ € X, x # 2’ folgt f(x) # f(z'), und

— bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Statt von einer surjektiven, injektiven oder bijektiven Abbildung spricht man

auch von einer Surjektion, einer Injektion bzw. einer Bijektion.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Frage, ob eine Abbildung
injektiv ist oder nicht, vollig unabhingig davon ist, ob sie surjektiv ist oder
nicht. Alle vier denkbaren Kombinantion sind tatsichlich moglich. Machen Sie

sich das an ganz einfachen Beispielen unbedingt klar.

Definition 1.17 — Es seien X und Y Mengen.

1. X und Y heiflen gleichméchtig, wenn es eine Bijektion f : X — Y gibt.
In Zeichen: | X| = |Y|.

2. X ist héchstens so méchtig wie Y, wenn es eine Injektion f : X — Y gibt.
In Zeichen: | X| < |Y].

11



Die identische Abbildung idx : X — X ist eine Bijektion von X in sich.
Trivialerweise gilt daher | X| = | X|. Gibt es eine Bijektion f: X — Y, so gibt
es zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) = y. Fiir eine bijektive Abbildung
f ist die Umkehrabbildung f~! : ¥ — X definiert, die y auf eben dieses x
schickt. Die Umkehrabbildung ist selbst wieder bijektiv. So sieht man, dass aus
|X| = |Y| auch |Y| = | X]| folgt. Schlieflich ist die Zusammensetzung go f zweier
Bijektionen f : X — Y und g : Y — Z wieder bijektiv, und das impliziert:
Aus | X| = Y] und |Y]| = |Z| folgt | X| = |Z].

Ahnlich schnell iiberlegt man sich die folgenden Aussagen:

Satz 1.18 — XY, Z seien Mengen. Dann gilt:
1. Aus |X| = Y] folgt | X| < |Y|.

2. Aus | X| <|Y| und |Y| < |Z] folgt | X| < |Z|.

Satz 1.19 — Es seien X und Y Mengen, X # (. Die folgenden Aussagen sind

dquivalent:

1. Es gibt eine injektive Abbildung f : X — Y.

2. Es gibt eine surjektive Abbildung g : Y — X.

Beweis.— Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

1. = 2: Es sei eine injektive Abbildung f : X — Y gegeben und A :=
f(X) C Y das Bild von f. Dann ist f : X — A bijektiv und besitzt eine
Umkehrabbildung h : A — X. Wéahle zy € X beliebig und setze

h(y), fallsye A,
9(y) :=
zg, fallsyeY\A

Die so definierte Abbildung g : Y — X ist surjektiv, denn ist z € X gegeben,
so liegt z := f(x) in A und es gilt g(z) = h(z) = h(f(x)) = .

2. = 1. Es sei eine surjektive Abbildung g : ¥ — X gegeben. Das bedeutet,
dass fiir jedes € X die Urbildmenge A, := {y € Y|g(y) = z} nicht leer ist.
Wir wihlen aus jeder Teilmenge A, ein Element a, € A, aus und definieren
f:X — Y durch f(x) := a,. Diese Abbildung ist injektiv: Fiir jedes z € X

gilt némlich: f(z) = a, € A, = ¢ '(z) und g(f(z)) = z. Hitten wir also
f(@) = f(a'), so folgte x = g(f(x)) = g(f(2')) = 2. O
Bemerkung 1.20 — In einer logisch fundierten Mengenlehre bendtigt man

ein besonderes Axiom, das sogenannte Auswahlaxiom, um den obigen Wahlvor-
gang zu rechtfertigen. (Literatur: Halmos, Naive Mengenlehre; Ebbinghaus et
al., Zahlen)

12



Satz 1.21 (Aquivalenzsatz von Schréder*-Bernstein®) — Es seien A und B
Mengen mit |A| < |B| und |B| < |A|. Dann gilt: |A| = |B].

Beweis. Nach Voraussetzung existieren injektive Abbildungen f : A — B und
g:B— A.

Wir konstruieren nun zu jedem b € B eine Folge von Elementen, die ab-
wechselnd aus A und B kommen: Entweder ist b ¢ f(A) oder es gibt genau ein
a € A mit f(a) = b. Entweder ist a ¢ g(B), oder es gibt genau ein by € B
mit g(be) = a. Wir fahren auf diese Weise fort, solange die Konstruktion nicht
abbricht, d.h. solange b; € f(A) bzw. a; € g(B). Wir erhalten auf diese Weise

eine eindeutig bestimmte Folge von Elementen a,, € A, b,, € B, mit
_ f _ g f
b=bi¢—a=a < by+—ap +—....

Diese Folge ist entweder unendlich oder bricht ab, unter Umsténden schon bei
b1. Wir zerlegen B in drei disjunke Teilmengen B = By UB B U B, wobei die
Zugehorigkeit von b zu einer der Mengen davon abhéngt, ob die bei b beginnende
Folge bei einem Element aus A abbricht, bei einem Element in B abbricht, oder
gar nicht abbricht.

Genauso zerlegen wir A in drei disjunkte Teilmengen A = Ay UA B U As.

Man iiberlegt sich nun, dass fiir jedes der Symbole i € {A, B, 0} gilt:
f(Ai) C B, g(Bi) C A;.
Auflerdem miissen die Abbildungen
f:Ax — By, f[:Ax — Bs

und

g:Bg — A, ¢g:Bs — Ax

surjektiv sein, denn bei einem Element b € B, das nicht im Bild von f liegt,
bricht das Verfahren sofort ab, b liegt also in Bg, und fiir g schliefit man analog.
Da aber f und g injektiv sind, sind diese Abbildungen sogar bijektiv!

Daher kénnen wir eine Bijektion h : A — B durch Zusammenkleben defi-

nieren:
fla) ,falls a€ Ay UA,
h(a) :=
(9lg) *a) ,falls a€ Ap.

4Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schréder, » 25.11.1841 t 16.6.1902.
5Felix Bernstein, * 24.2.1878 t 3.12.1956.
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Satz 1.22 — Es sei X eine unendliche Menge. Dann ist |N| < |X|, d.h. es gibt
eine injektive Abbildung f : N — X.

Beweis. Es sei A C X eine beliebige endliche Menge. Da X unendlich ist, ist
X \ A nicht leer, und wir konnen ein Element x4 € X \ A auswihlen. Wir
definieren f : N — X rekursiv wie folgt: f(1) := zy; sind f(1),..., f(n) schon
definiert so sei f(n+ 1) := xy51),....5(n)}-

Nach Konstruktion gilt also

fn+1) €{f(1),.... f(n)}

fiir alle N € N. Also ist f injektiv. Sind namlich k,n € N gegeben und ist k # n,

so kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass & < n. Nach Konstruktion

gilt aber f(n) ¢ {f(1),..., f(n —1)} 3 f(k) und daraus folgt f(n) # f(k). O

Definition 1.23 — Eine Menge X heifit abz&hlbar unendlich, wenn | X| = |N]|.

Eine Menge heifit abzahlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar unendlich ist.

Satz 1.24 — Die folgenden Aussagen iiber eine Menge X # {) sind dquivalent:
1. X ist abzahlbar.
2. Es gibt eine Injektion f : X — N.
3. Es gibt eine Surjektion g : N — X.

Beweis.— Die Aquivalenz von 2. und 3. folgt aus einem friiheren Satz.

1. = 2. Ist X abzdhlbar, so ist X entweder abzdhlbar unendlich und so-
mit sogar bijektiv zu N, oder endlich und damit bijektiv zu einer Teilmenge
{1,...,n} von N.

2. = 1. Es sei f : X — N eine injektive Abbildung. Falls X endlich ist, so
ist X nach Definition abzahlbar. Falls X unendlich ist, so gilt nach dem vorigen
Satz |N| < |X|. Nach dem Aquivalenzsatz von Schréder-Bernstein sind N und
X gleichmichtig. O

Definition 1.25 — Eine Menge, die nicht abz&hlbar ist, heifit iberabzihlbar.

Beispiele 1.26 —

i) Die Menge M = {2n | n € N} = {2,4,6,...} der geraden Zahlen ist
abzdhlbar: f : N — M, n — 2n ist eine Bijektion.

14



ii) Die Menge der ganzen Zahlen Z = {...,—1,0,1,2,...} ist abzéhlbar, wie
man aus der Darstellung Z = {0,—1,1,—2,2, ...} sofort sieht. Fiir die, die
auf einer expliziten Bijektion bestehen: f : N — Z,n +— (=1)" | 2|. (Hier
steht |u| fiir die grofte ganze Zahl, die kleiner oder gleich der reellen Zahl
u ist, d.h. die Abrundung von w.)

Satz 1.27 — Das Produkt N x N ist abzdhlbar.

1. Beweis: Erstes Cantorsches Diagonalverfahren. Wir zihlen die Zahlen-

paare (m,n) aus N x N in der folgenden Weise ab:

(41 (42 (43

NN

Ubung: Man gebe eine Bijektion f : N — N x N, n = (fi(n), fo(n)), explizit
an.

2. Beweis: Wir definieren ¢ : N x N — N, (n,m) — 2™ - 3™, und zeigen:
g ist injektiv. Angenommen, es wire 2" - 3™ = 27" . 3™ Ohne Einschrankung
sei n < n'. Dann gilt: 3™ = 2n'=n . 3m" Die linke Seite ist ungerade, also auch
die rechte: Daraus folgt n = n’ und somit 3™ = 3™ und m = m’. Aber das
bedeutet (n,m) = (n',m’). O

Lemma 1.28 — Ist X abzdhlbar und f : X — Y surjektiv, so ist Y ebenfalls
abzéhlbar.

Beweis.— Da X abzihlbar ist, existiert eine Surjektion N — X. Dann ist
auch die zusammengesetzte Abbildung N — X — Y surjektiv und somit Y
abzahlbar. O

Folgerung 1.29 — Q ist abzihlbar.

Beweis.— Wir wiahlen Bijektionen f : N — Z und ¢ : N — N x N. Die

Abbildung ¢ : Zx N — Q, (z,n) — £, ist surjektiv. Die zusammengesetzte

n?
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Abbildung

NS Nx N 70N 40

ist dann ebenfalls surjektiv. O

Satz 1.30 (Cantor®)— Die Menge R ist iiberabzéhlbar.

Beweis.(2. Cantorsches Diagonalverfahren) Es geniigt zu zeigen, dass das halb-
offene Intervall [0,1) := {z € R|0 < z < 1} {iberabzahlbar ist.

Jedes z € [0,1) besitzt eine Dezimalentwicklung
z=0,212223 ...

mit x; € {0,1,...,9}. Diese Entwicklung ist eindeutig, wenn wir verabreden,
dass es kein n € N gibt mit z, = 9 fiir alle £ > n. Wenn wir umgekehrt eine
beliebige Folge z; € {0,1,...,9} wihlen, die nicht fast alle gleich 9 sind, so ist
x = 0,x12223 . .. eine eindeutig bestimmte reelle Zahl aus dem Intervall [0,1).
Cantor argumentiert wie folgt:

Angenommen, es gibt eine Bijektion f : N — [0,1). Wir konnen dann alle

Zahlen f(n) in ihrer Dezimalbruchentwicklung hinschreiben:

f(]-) = 07 11 12 13 - - -
f(2) = 0, 21 T22 23 ...
f(3) = 0,231 32 33 ...

Fiir jedes n € N wéhlen wir

Yn € {07 1} \ {'Tnn}

(Eigentlich kommt es hier nur darauf an, dass wir irgendein y,, aus der Ziffern-
menge {0,1,2,...,8} auswihlen, wobei wir die 9 vermeiden, damit wir nicht
das Problem mit den periodischen Dezimalbriichen bekommen, und das Ele-
ment Z,, vermeiden, damit das folgende Argument funktioniert.) Wir setzen

die Ziffern z,, zu einer Dezimalzahl zusammen:

y:=0,y192y3 ... € [0,1)
Es muss nun ein N € N geben, so dass f(N) = y. Damit haben wir zwei

Darstellungen von y:

y = 0,y19293...

= 0,TN1ZN2TN3---,
6Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, * 3.3.1845 t 6.1.1918.
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die wegen der Eindeutigkeit der Dezimalbruchentwicklung gleich sein miissen,
d.h. fiir alle ¢ € N muss gelten y; = zy,, also insbesondere auch y, = zyy.
Aber das steht im Widerspruch zur Wahl von yy!

Also war die Annahme, es gibe eine Bijektion f: N — [0, 1), falsch. O

Satz 1.31 (Cantor) — Es sei X eine Menge, B(X) ihre Potenzmenge. Dann
gilt |X| < ()]

Beweis.— Die Abbildung X — PB(X), z — {z}, ist injektiv, d.h. es gilt:
|X| < |B(X)|. Deshalb geniigt es, die Moglichkeit | X| = |8(X)| auszuschliefen.
Angenommen, es gibe eine Bijektion ¢ : X — P(X). Fiir die Menge A :=
{r e X |z ¢ o)} € P(X) muss es dann ein a € X mit p(a) = A geben.
Nun ist a € A nach Definition von A dquivalent mit a ¢ ¢(a) = A. Ein feiner
Widerspruch. Also gibt es keine Bijektion ¢ : X — (X). O

Satz 1.32 — Sind X und Y beliebige Mengen, so gilt stets |X| < |Y| oder
Y] <|X].

Der Beweis dieser harmlos aussehenden Aussage ist etwas aufwendiger. Ich

verweise auf das Buch von Halmos zur Mengenlehre.
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§2 Die reellen Zahlen

Wir charakterisieren die reellen Zahlen axiomatisch, d.h. wir beschreiben sie als

eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+ : RxR— R (Addition)
RxR— R (Multiplikation)

und einer Relation < (Kleinerrelation), die die unten diskutierten Axiome er-
fiillen. Wir arbeiten danach ausschlielich mit diesen Axiomen und den daraus
ableitbaren Satzen. Dagegen lassen wir die Fragen, ob es iiberhaupt eine Rea-
lisierung dieser Axiome gibt, und ob es vielleicht verschiedene Realisierungen

gibt, also die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit, vorlaufig aufser Betracht.

2.1 Axiome der Verkniipfungen und der Anordnung

1. Axiom (R, +, -) ist ein Korper.

Definition 2.1 — Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - ist ein

Korper, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe, d.h. die Addition + ist assoziativ und
kommutativ. Es gibt ein Neutralelement 0 € K, die Null, mit der Eigen-
schaft a + 0 = q fiir alle a € K. Zu jedem a € K existiert ein additives
Inverses b € K mit der Eigenschaft a +b = 0.

2. Die Multiplikation - ist assoziativ und kommutativ. Es gibt ein Neutral-
element 1 € K\ {0}, die Eins, mit der Eigenschaft -1 = a fiir alle a € K.
Zu jedem a € K \ {0} existiert ein multiplikatives Inverses ¢ € K mit der
Eigenschaft a - ¢ = 1.

3. Addition und Multiplikation verhalten sich distributiv, d.h. fiir alle a, b, ¢ €
K gilt:
a-(b+c)=ab+ac.

Bemerkungen 2.2 1. Die Elemente 0 € K und 1 € K sind eindeutig. An-
genommen, 0 und 0’ wiren beides Nullelemente. Weil 0 Nullelement ist,
folgt 0+ 0" = 0’ + 0 = 0, aber weil auch 0’ ein Nullelement ist, folgt

0+ 0’ = 0. Das zeigt 0 = 0’. Genauso schliefit man fiir das Einselement.

2. Das additive Inverse zu jedem a € K ist eindeutig. Es wird mit —a be-

zeichnet. Es gilt —0 = 0 und —(—a) = a. Denn angenommen, b und b’

19



wiren zwei Inverse von a. Dann gilt:

b

b+0=0b+(a+?)
(b+a)+b =0+ =0

Liest man die Identitét a + (—a) = 0 von —a aus, so folgt —(—a) = a. In
gleicher Weise folgert man: Das multipikative Inverse einer Zahl a € K'\{0}

ist eindeutig. Es wird mit a~! bezeichnet.

3. Die Assoziativitat der Addition und der Multiplikation erlauben es, belie-
bige Summen bzw. Produkte beliebig umzuklammern. Wir kdnnen Klam-
mern deshalb auch ganz weglassen. Das beweist man durch Induktion iiber

die Lénge n eines Summenausdrucks ((a; +az)+as)+(. .. a,) etc. (Ubung).

4. Fir alle a,b € K gilt: 0-a =0 und a- (=b) = —(ab), (—a) - (—b) = ab. Es
gilt nimlich 0-a=(0+0)-a=0-a+ 0-a. Nach Addition von —(0 - a)
bleibt 0 = 0-a. Nun folgt 0 =a-0=a-(b+ (=b)) =ab+ a- (=b) und
hieraus a - (—b) = —(ab). Nimmt man jetzt noch —a statt a, so erhilt man

(~a) - (~b) = =((~a) -b) = ~(~ab) = ab.

Beispiele 2.3 — 1. Die rationalen Zahlen Q mit der gewohnlichen Addition
und Multiplikation bilden einen Kérper.
2. Die Menge F, = {0,1} mit den Verkniipfungen, die durch die folgenden

Tabellen gegeben sind, ist ein Korper:

+
0
1

= OO
O ==
= O

o oo
= O |

2. Axiom (R, <) ist eine geordnete Menge.

Definition 2.4 — Es sei X eine Menge und < eine Relation auf X. Man nennt
< eine Halbordnung und das Paar (X, <) eine halbgeordnete Menge, falls fiir
alle a,b,c € X die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. Reflexivitét: a < a.
2. Antisymmetrie: a < b,b < a = a =0b.
3. Transitivitit: a < b,b<c=>a <c.

Die Relation < heifst Ordnung auf X und (X, <) eine geordnete Menge, falls
zusdtzlich die folgende Vergleichbarkeitsbedingung erfiillt ist:
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4. Fiir alle a,b € X gilt a < b oder b < a.

Beispiel 2.5 — Es sei M = {a,b,...} eine Menge mit mindestens zwei Ele-
menten a und b. Wir betrachten auf der Potenzmenge X = (M) die durch
die Inklusion zweier Teilmengen gegebene Relation C. Dann ist ((M), C) eine

halbgeordnete Menge. Aber sie ist nicht geordnet, weil weder {a} C {b} noch

{b} C {a}.

Bezeichnungen 2.6 — Wir benutzen fiir Elemente a und b in einer halbgeord-

neten Menge die folgenden Bezeichnungen:

a<b <= a<b und a#b,
a>b = b<a,

a>b <= b<a.

Axiom 1 beschreibt die arithmetischen Eigenschaften von R, Axiom 2 die
Anordnung von R entlang der Zahlengerade. Bisher sind die beiden Strukturen

aber vollig unverbunden. Die Verbindung stellt das folgende Axiom her.

3. Axiom (R, +,-, <) ist ein angeordneter Korper.

Definition 2.7 — Es sei (K, +,-) ein Korper mit einer Ordnungsrelation <.
Dann heifst K angeordnet, falls fiir alle a,b,c € K die folgenden Bedingungen

erfiillt sind:
l.a>b<a—-0>0.

2.a>00>0=a-b>0.

Folgerung 2.8 — Es sei K ein angeordneter Kérper. Fiir alle a,b,c € K gilt:
lL.a>b = a+c>b+c
2.a>0 <= —-a<0.
3.a>b,c>0 = ac>bc
4. a>b,c<0 = ac<bec

Beweis. Zu 1.: a > b ist dquivalent zu der Aussage 0 <a—b= (a+c¢)— (b+¢)
und damit zu a +c¢ > b+c.

Zu2.:a=(0-(—a)) >0« 0> —a.
Zu3:a>b<=(a-b)>0= (a—b)-c¢>0<= ac—bc>0 <= ac> bc.
Zu 4.: Genauso. g
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Folgerung 2.9 — Essei K ein angeordneter Korper. Fiir allea € K gilt a®> > 0,
und Gleichheit besteht nur fiir a = 0.

Beweis. Fiir jedes a € K gilt a > 0, a = 0 oder a < 0. Falls a > 0, so ist
auch a - a > 0 nach dem Anordnungsaxiom. Falls a < 0, so ist (—a) > 0 und
a’? = (—a)? > 0. O

2.2 Die natiirlichen Zahlen

Im angeordneten Korper R gilt 1 = 12 > 0 und induktiv 0 < 1 < 1+ 1 <
14+1+1 < ....Da die Zahlen immer grofser werden, tritt keine mehrfach auf.
Wir nutzen dies aus, um die natiirlichen Zahlen in die reellen Zahlen einzu-
betten. Dazu miissen wir formal zunéchst zwischen der 1 in N und der 1 in R

unterscheiden. Dafiir schreiben wir 1y und 1g.

Satz 2.10 — Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung f : N — R mit den
Eigenschaften f(ly) = 1g und f(n + 1y) = f(n) + 1g fiir alle n € N. Diese
Abbildung ist injektiv.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f folgt aus dem Prinzip der re-
kursiven Definition. Die Injektivitdt ist eine unmittelbare Folgerung aus der
Behauptung: k < n = f(k) < f(n). Wir zeigen diese Aussage durch Induktion
nach n. Fiir n = 1y ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt: n — n + 1. Nach Voraussetzung gilt fiir alle k¥ < n, dass
f(k) < f(n) < f(n)+1gr = f(n+ 1n). Damit ist auch der Fall ¥ = n und damit
alle Falle £ < n + 1 abgedeckt. O

Der Satz erlaubt uns, N mit dem Bild unter f in R zu identifizieren. Wir
konnen dann auch die voriibergehende Unterscheidung zwischen 1y und 1 auf-
heben. (Dasselbe Argument gilt natiirlich fiir beliebige angeordnete Kérper und
erlaubt eine eindeutige Einbettung der natiirliche Zahlen). Insbesondere ist je-
der angeordnete Korper unendlich. Umgekehrt heifst das, dass endliche Koérper

keine Anordnung zulassen.

Definition 2.11 — Z := NU {0} U {—n|n € N} heifit die Menge der ganzen
Zahlen, Q := {Z |z € Z,n € N} Menge der rationalen Zahlen.

Man rechnet leicht nach, dass Z und Q abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation sind, und dass Q ein angeordneter Korper ist.
Da wir jetzt wissen, dass in einem angeordneten Korper gilt 2 : =1+ 1 # 0,

konnen wir durch 2 dividieren und den folgenden Satz formulieren.
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Satz 2.12 (Ungleichung vom harmonischen und arithmetischen Mittel) — Es
seien x,y € R, z,y > 0. Das arithmetische Mittel a und das harmonische Mittel

a8

Beweis. Fiir alle 2,y > 0 gilt 0 < (z — y)? = 22 — 22y + y%. Durch Addition von

h von z und y werden durch
1 1 1
a=§(w+y) und )

definiert. Es gilt h < a.

4y folgt 4zy < 22 + 22y + y? = (z + y)? und somit

2x
L < @+y) =a

1
h= <
z+y ~ 2

2.3 Das Axiom vom Dedekindschen Schnitt

Alle bisherigen Axiome sind auch fiir den Korper Q der rationalen Zahlen richtig.
Das folgende Axiom begriindet den wesentlichen Unterschied zwischen Q und
R.

Definition 2.13 — Es sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper. Ein Dedekind-
scher Schnitt ist ein Paar (A, B) von Teilmengen von K mit den folgenden

Eigenschaften:
1. AUB=Kund ANB=0.
2. Fiir alle a € Aund b € B gilt a <b.
3. A#0,B#0.

Ein s € K heifst Schnittzahl zum Dedekindschen Schnitt (4, B), falls a < s fiir
allea € Aund b > s fiir alle b € B.

Im folgenden schreiben wir kiirzer s < B, falls s < b fiir alle b € B etc.

Lemma 2.14 — Zu jedem Dedekindschen Schnitt (A, B) gibt es hdchstens eine
Schnittzahl.

Beweis. Angenommen, s und s’ wiren zwei Schnittzahlen und s # s’. Ohne
Einschréinkung sei s < s'. Wir betrachten t := 1(s + s’). Dann gilt s <t < s'.
Wire t € A, so hiitte man ¢ < s, wire dagegeben t € B, so hitte man ¢t > s’
Beides ist falsch. Da K = AU B, hat man einen Widerspruch. O
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4. Axiom vom Dedekindschen Schnitt.
Zu jedem Dedekindschen Schnitt in R gibt es eine Schnittzahl.
Wir werden spéter sehen, dass das Axiom vom Dedekindschen Schnitt in Q

nicht gilt.

Definition 2.15 — Es sei A C R eine nicht leere Teilmenge, a € R.
1. a heifst eine obere Schranke von A, falls A < a.
2. A heifst nach oben beschrinkt, falls es eine obere Schranke gibt.

3. a heifit kleinste obere Schranke (oder kurz: Supremum) von A, wenn a
eine obere Schranke von A ist und wenn fiir jede andere obere Schranke s

gilt: a < s.

4. a heifit Maximum von A, falls a eine kleinste obere Schranke ist und a € A

gilt.

Analog definiert man die Begriffe: nach unten beschrankt, untere Schranke, grof-

te untere Schranke (= Infimum), Minimum.

Wir schreiben sup(A), max(A), inf(A) und min(A) fiir das Supremum, das

Maximum, das Infimum bzw. das Minimum einer Menge A, falls diese existieren.

Beispiel 2.16 — 3 ist eine obere Schranke von A = {x € R | z < 2}, und 2 ist
das Supremum von A: Es ist klar, dass 2 eine obere Schranke ist. Wir miissen
zeigen, dass es keine kleinere obere Schranke gibt. Angenommen, x wire eine
obere Schranke mit z < 2. Mit ¢ := Zf2 folgt # < ¢t < 2, d.h. t € A und somit
t < x, Widerspruch.

Satz 2.17 — Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat ein
eindeutig bestimmtes Supremum, jede nach unten beschrinkte Teilmenge ein

eindeutig bestimmtes Infimum.

Beweis. Es sei M eine nicht leere, nach oben beschrankte Teilmenge von R und
s eine obere Schranke.

Eindeutigkeit: Sind a, b Suprema von M, so ist b obere Schranke. Deshalb gilt
b > a, weil a eine kleinste obere Schranke ist. Das Argument ist symmetrisch:
es gilt also auch a > b. Zusammengenommen: a = b.

Die Menge B := {z € R | x > M} enthilt s und ist deshalb nicht leer,
und A := R\ B ist auch nicht leer, denn M C A. Weiterhin gilt A < B. Denn
andernfalls gébe es ein ¢ € A und ein b € B mit a > b. Wegen b > M hitte
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man auch a > M, also a € B, im Widerspruch zu AN B = (). Zusammengefasst:
(A, B) ist ein Dedekindscher Schnitt.

Es sei t die zugehorige Schnittzahl. Fiir diese gilt also A <t < B.Da M C A,
ist t eine obere Schranke. Angenommen, ¢’ wire eine obere Schranke von M mit
t' < t. Fiir u:= £(t+t') gilt: ¢’ < u < ¢, also insbesondere v > M. Dann lige u
in B, und u < t widerspriche t < B.

Fiir das Infimum nach unten beschrénkter Mengen schliefft man analog. O

Satz 2.18 (Archimedisches Axiom) — Fiir jedes x € R existiert ein n € N mit

n>x.

Beweis. Andernfalls wire die Menge N nach oben beschrankt und hétte deshalb
ein Supremum s. Dann kann s — 1 keine obere Schranke von N sein und es gibt
ein n € Nmit s — 1 < n. Aber jetzt folgt s <n + 1 € N im Widerspruch dazu,

dass s ein Supremum sein soll. O

Bemerkung 2.19 — Es sei (K, +, -, <) ein angeordneter Koérper. Man sagt, K
sei archimedisch angeordnet, wenn fiir jedes a € K ein n € N mit a < n existiert.
Mit dieser Bezeichnung sagt der Satz, dass jeder angeordnete Korper, in dem
das Axiom vom Dedekindschen Schnitt gilt, archimedisch angeordnet ist. Satz

2.20 und Satz 2.21 gelten allgemeiner in archimedisch angeordneten Korpern.

Satz 2.20 (Bernoullische Ungleichung) — Es seix € R, ¢ > —1, und n € N.
Dann gilt
1+z)">1+nx

und Gleichheit tritt nur fiir n =1 oder x = 0 ein.

Beweis. Fiir z = —1 wird behauptet, dass 0™ > 1 — n, mit Gleichheit genau fiir
n = 0. Das ist sicher wahr. Wir nehmen also an, dass (x +1) > 0, und beweisen
die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, die Behauptung sei wahr fiir
n. Es folgt:

142" = Q4+2)"-1+2)>0+nz) 1+2)
1+(n+1) -2+ na?

> 1+(n+1)-2

Gleichheit kann hier nur eintreten, wenn nz? = 0, also z = 0. Und dann gilt
tatsachlich auch Gleichheit. O
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Satz 2.21 —
1. Esseig € R, g > 0. Fiir alle a € R existiert ein n € N derart, dassn-g > a.
2. Esseig € R, g > 1. Fiir alle a € R existiert ein n € N derart, dass g" > a.
3. Fiir allee € R, € > 0, existiert ein n € N derart, dass 0 < % <e.

4. Fiir allee € R, ¢ > 0, und alle g € R, 0 < g < 1, existiert ein n € N
derart, dass 0 < g" < e .

Beweis. Zu 1.: Es gibt ein n € N mit n > %. Da g > 0, folgt n- g > a.
Zu 2.: Da g > 1,ist (g — 1) > 0. Es existiert also ein n € N mit n(g — 1) > a.
Mit der Bernoullischen Ungleichung folgt:

=010+ @-1)">1+n(g—1)>1+a>a.

Zu3.:Es gibteinn € Nmitn > 1. Dae>0und 1 >0, folgt: e > L.
Zu4.: Aus 0 < g < 1 folgt: % > 1. Daher existiert ein n € N mit (%)” = g% > 1
Es folgt 0 < g™ < e.

O

Bezeichnungen 2.22 — Wir schreiben Ryo := {z € R|2z > 0} und analog
Rzo, R<o und Rgo.

Satz 2.23 — Es sei x € R>o, und n € N. Dann existiert eine eindeutig be-
stimmte Zahl y € Ryo mit y™ = x. Die Zahl y heifit die n-te Wurzel aus x und
wird mit {/z :=y bezeichnet.

Ich weise ausdriicklich darauf hin, dass das Symbol {/z nur fiir z > 0 defi-

niert ist. Fiir den Beweis brauchen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.24 — Es seien y, 2 € R>¢ und n € N. Dann gilt:
y<z Sy
Beweis. Es sei ohne Einschrinkung n > 2. Dann gilt
e L V)[R A e S S}

Falls y = z = 0, ist nichts zu zeigen, und andernfalls ist der Ausdruck a :=
y" L+ y" 22 4+ ... + 21 positiv. Daraus folgt: Ist y — 2z > 0, so gilt auch
y™ — 2" = a(y — z) > 0, und ist umgekehrt y™ — 2™ > 0, so gilt auch y — z =
(y™ = 2")/a > 0. O
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Zum Beweis des Satzes. Aus dem Lemma folgt sofort die Eindeutigkeit der
Wurzel. Wir miissen die Existenz zeigen. Dazu betrachten wir die Menge A :=
{z € R>o | 2™ < x}. Da 0 € A, ist A nicht leer. Falls z > 1, so gilt 2™ > . Fiir
u := max{1,z} folgt in jedem Falle u™ > z, und aus dem Lemma erhilt man
A < u. Demnach ist A nach oben beschrinkt und besitzt eine Supremum y.

Wir wollen zeigen, dass y™ = z. Dazu fiithren wir die Annahmen y™ > x und
y" < 2 zum Widerspruch.

1. Fall: y™ > z. Es sei C := ny™™' + (3)y""2 + ... + 1. Dann gilt fiir
e = min{1, (y™ — z)/C} die folgende Abschitzung:

n
(y—e)™ = y"—ny™ e+ <2> Yy et — (=)
n n—1 n n—2 n—1
> y'—elny + 9 Yy e+ ... +¢€
> y"—eC, weile <1,

> x,weil eC <y" —z.

Also wire auch noch y — ¢ eine obere Schranke von A, im Widerspruch zur
Definition von y.

2. Fall: y™ < z. Es sei € so gewdhlt, dass 0 < ¢ < min{1, (x — y™)/C}, und
C wie im ersten Fall. Dann zeigt man ganz wie im ersten Fall, dass (y 4+ ¢)™ <
y"+eC < x. Es folgt, dass y+e € A. Aber die Ungleichung y < y+¢ widerspricht
der Annahme, dass y eine Supremum von A sein soll.

Es bleibt also insgesamt nur die Moglichkeit y™ = x, wie gewiinscht. O

2.4 Der Absolutbetrag

Definition 2.25 — Fiir jedes z € R heifst || := max{z, —z} der Absolutbetrag

(oder Betrag) von z.
Die folgenden Rechenregeln ergeben sich unmittelbar aus der Definition.
Satz 2.26 (Eigenschaften des Betrags) — Fiir alle reellen Zahlen x,y, z gilt:
1) |z| > 0, und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
2) |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung).
3) |z -yl = 2| - ly|
4) —lz| <z <|zl.

Folgerung 2.27 — Fiir alle reellen Zahlen a,b,c,a; € R gilt:
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1 |Z?:1 Cli| S Z?:l |U”i|‘
2. la—c¢| < |a—b|+ |b— ¢| (Dreiecksungleichung).
3. la—b| = |la] — |b]].

Beweis. 1. folgt durch Induktion aus der Dreiecksungleichung.

2. folgt aus der Dreiecksungleichung, angewendet auf (a —b) + (b—c¢) = (a —¢).

Zu 3.: Wendet man die Dreiecksungleichung auf (a — b) + b = a an, so erhilt

man |a| < |a—b| + |b], also |a| — |b] < |a — b|. Die Situation ist symmetrisch in a

und b, also gilt auch |b| — |a|] < |b—a| = |a — b|. Daraus folgt ||a| — |b]| < |a - b.
O

2.5 Die erweiterte Zahlengerade

Wir fiigen der Menge R zwei neue Elemente hinzu, die mit den Symbolen —oo

und oo bezeichnet werden.

Definition 2.28 — Die Menge R := R U {—00, 00} heifit erweiterte Zahlenge-
rade. Die Relation < wird auf R durch —oo < a < oo fiir alle a € R erweitert.

Die Rechenoperationen sind auf R nur teilweise definiert:

1. Fir alle a € RU {0} sei a + 00 := a — (—0) := 00, und fiir alle a €
RU{—o00} sei a — 00 :=a+ (—00) := —00.

2. Fiir alle a > 0 setzen wir a - 0o := 00, a - (—00) := —o0, und fiir alle a < 0
entsprechend a - 00 := —00, a - (—o0) := 0.

3. Fir allea € R sei & := ——:=0.

Man beachte, dass alle Ausdriicke, die nicht in der obigen Liste vorkommen,

nicht definiert sind und keine Bedeutung haben, also etwa 0o — 00, &, = usw.

0’

2.A Beispiel eines nichtarchimedisch angeordneten Korpers

Man kann angeordnete Korper auch in einer anderen Weise charakterisieren, die

zur Definition 2.7 dquivalent ist.

Definition 2.29 — Es sei K ein Korper. Eine Teilmenge P C K heifst Positiv-

bereich, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Fiir alle a,b € P gilt a+b € P und ab € P.
2. Fiir jede Zahl a € K gilt genau eine der drei Méglichkeiten a € P, —a € P

oder a = 0.
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Es ist nicht schwer sich das folgende klarzumachen:

1. Ist < eine Halbordnung auf K, die K zu einem angeordneten Korper
macht, so ist die Menge P := {z € K |z > 0} ein Positivbereich.

2. Ist dagegen P C K ein Positivbereich, so wird durch
a<b & a=boderb—a€P

eine Anordnung auf K definiert.

3. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinander und geben eine Bijek-
tion zwischen der Menge aller Anordnungen auf K und der Menge aller

Positivbereiche auf K.

Wir machen uns diese Beschreibung einer Anordnung zunutze, um ein Beispiel
fiir einen angeordneten Korper anzugeben, der nicht archimedisch angeordnet
ist.

Wir betrachten den Kérper Q(X) = {f/g| f, € QX], g # 0} aller rationalen
Funktionen in einer Unbestimmten. Die rationalen Zahlen QQ bilden einen Unter-
korper von K: Wir identifizieren eine Zahl mit der entsprechenden konstanten
Abbildung. Ein beliebiges Element a € Q(X)* lasst sich immer auf die folgende

Weise beschreiben:
o= X"+ ..+ 1 X+ fo

ImX™+ ...+ go
wobei f;, g; rationale Zahlen und F,, g, # 0 sind. Der Quotient f,, /g, hingt

nicht von der Wahl der Darstellung a = f /g mit Polynomen f und g ab. Deshalb
ist die Menge
P:={a € QX)|fn/gm > 0}

wohldefiniert. Aufserdem ist nach den Regeln fiir das Rechnen mit Briichen klar,
dass P ein Positivbereich ist. Insbesondere liefert uns diese Konstruktion eine
Anordnung auf Q(X).

Diese Anordnung ist nicht archimedisch: Es sei n € N eine beliebige natiir-
liche Zahl. Das Polynome X —n € Q(X) hat den Leitkoeffizienten 1 und liegt
deshalb in P. Anders gesagt: X — n > 0. Durch Addition von n folgt X > n.
Aber n war beliebig, d.h. X > n fiir alle n € N.
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§3 Folgen

3.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 3.1 — Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Abbil-
dung f : N — R. Ist a, := f(n), so schreibt man (a,) anstelle von f. Hiufig
betrachtet man auch Folgen, deren Index von einem anderen Wert als 1 an 13uft,
so bedeutet (an)n>n, formal eine Abbildung f:{n € Z|n >ne} — R.

Definition 3.2 — Es sei a € R und ¢ > 0. Die Menge
Ucfa) ={zeR ||z —a| <e}
heifit e-Umgebung von a.

Definition 3.3 — Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifit konvergent mit Grenz-
wert a € R, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N mit der Eigenschaft gibt, dass
an € U(a) fiir alle n > ng. In diesem Falle schreibt man

o= g (an)

oder a,, — a fiir n — 0. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.
Eine nicht konvergente Folge heifst divergent.

Satz 3.4 — Ist (a,) eine konvergente Folge, so ist der Grenzwert eindeutig

bestimmt.

Beweis. Angenommen, (a,,) konvergiere sowohl gegen a als auch gegen a’ und es
gelte a # a'. Es sei 6 := |a—a’|. Dann gibt es ein n; so, dass fiir alle n > ny gilt:
lan —a| < g, und es gibt weiter ein ny so, dass fiir alle n > ny gilt |a, —a'| < %.

Fiir alle n > n3 := max{ni,ns} folgt:

)
d=la—adl| < |la—an| + |an—a'|<§+§=6.

Widerspruch! O

Beispiele 3.5 —

i) Die konstante Folge (a,) = (a) konvergiert gegen a.

ii) Die harmonische Folge (1) ist eine Nullfolge. Es sei némlich ¢ > 0 vor-

gegeben. Dann gibt es nach dem archimedischen Axiom ein ng € N mit
nl—o < e. Fiir alle n > nyg folgt: % < nio < g, und das heifst: % € U.(0).
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iii) Das Konvergenzverhalten der geometrischen Folge (a™) hingt vom Abso-

lutbetrag von a ab:

1.Fall 0 < |a| < 1. Zu jedem & > 0 existiert dann ein ng € N derart, dass
|a™| < e. Fiir alle n > ng folgt |a”| < |a™]| < e. Das bedeutet:
lim, .. a™ = 0.

2. Fall |a] = 1. Das heifit entweder: ¢ = 1, und dann ist (a™) konstant
und lim1™ = 1, oder: @ = —1, und dann alterniert das Vorzeichen
((-1)*) =(-1,1,-1,...): Die Folge ist divergent.

3. Fall |a] > 1. Zu jedem N € N existiert dann ein n mit |a”| > N. Die
Folge (a™) ist unbeschriankt und muss geméf dem folgenden Lemma

divergieren.

Definition 3.6 — Eine Folge (a,,) heifit beschrankt (bzw. nach oben oder nach
unten beschrankt), wenn dies fiir die Menge {a, | n € N} gilt.

Lemma 3.7 — Jede konvergente Folge ist beschrénkt.

Beweis. Es sei (a,,) eine konvergente Folge und a := lim(a,,). Es gibt ein ng € N

derart, dass fiir alle n > ng gilt: |a — a,| < 1. Es folgt fiir alle n > ng:

lan| = la+(an—a)| < [a| + |an —q
< la| +1.
Dann ist s := max{|a|] + 1, |a1],...,|@n,—1|} eine Schranke fiir (a.,). O

Satz 3.8 — Sind (a,) und (b,) konvergente Folgen, so ist auch (a, + b,) kon-
vergent, und es gilt

(O be) = i (0) + i, (Bn).
Beweis. Es sei a := limy, o0 Gn, b := lim, o by. Ist € > 0 vorgegeben, so

existieren nq,no € N derart, dass
€
la —an| < 3 Vn>mn
b — byl <§ V> n,.
Jetzt gilt fiir alle n > ng := max{ny,na}
l(@+b) = (an +bn)| < |a—an|+[b—byl

< €+6_E
2 2 7
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Satz 3.9 — Sind (a,) und (b,) konvergente Folgen, so ist auch (a,, - b,) kon-

vergent, und es gilt

lim (@, - b,) = lim (a,) - lim (b,).

n— o0 n— o0 n—oo

Beweis. Es sei a := lim,,—y00 an, und b := lim,, o b,. Filir n € N gilt:
lab —anb,| < |a-(b—by)|+ |bn - (a—an)|
= a|-[b—"ba| + |bn| - |a — anl.

Die Folge (b,,) ist konvergent, also auch beschrénkt. Wir wihlen s > 0 so, dass

|bn] < sV n € N. Es sei nun € > 0 vorgegeben. Es existieren n;,n2 € N derart,

dass
[b—bn| < 2(1i\a\) Vn>n
la — an| < 5 YV n > no.

Fiir alle n > ng := max{ni,n2} gilt somit

|ab—anbn| < al-[b—bal+ |bn] - @ — an]

€ €
< el sasqey T4
€, &
< 5 + 5 =E€.
Das bedeutet: lim,,_, o a,b, = ab. O

Folgerung 3.10 — Ist A € R und ist (a,) konvergent, so konvergiert auch
(M\a,) und
lim (Aan) = A- lim (a,).

n—o0 n— oo

Beweis. Wahle b,, .= AVneN O

Folgerung 3.11 — Sind (a,), (b,) konvergent, so auch (a, — b,), und es gilt

limy, oo (An — by) = limy, 00 @y — limy 00 by

Satz 3.12 — Es sei (b,) konvergent, b, 0V n € N, und b := lim,,—, o by, # 0.

Dann ist auch (3-) konvergent, und es gilt lim,, o0 1/b, = 1/b.

Beweis. Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt ein n; € N so, dass fiir alle n > n; gilt:
[bn, —b] < % Insbesondere folgt:
bn| = b= (b—bn)|
= [b] = [b—bnl

1 1
> |- §|b| = §|b|~
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Es gibt weiter ein ngy so, dass fiir alle n > ny gilt:
1
bn—b -2
b b <2310

Damit folgt fiir alle n > ng := max{ni,ns}:

|__1|_|bn_b| 5'%|b|2_8
bn b bnl [0l " 510l [0

Folgerung 3.13 — Sind (a,,), (by,) konvergente Folgen, a := lim a,,, b := lim b,,,
und gilt b, # 0V n € N und b # 0, so ist auch (3) konvergent, und es gilt

Beweis. Betrachte () = (an - L. 0

Beispiel 3.14 — Es gilt

.o nP+mm+2 1
lim ————— = _,
n—oo3n2 +8n+7 3

denn
n?+Tn+2  1+4+7-425
3n>+8n+7 3+8L+7L

und lim, 00 1 + 72 + 25 =1 sowie lim, 00 3+ 82 + 75 = 3.

Beispiel 3.15 (Die Fibonaccizahlen) — Leonardo di Pisa” (=Fibonacci) hat
die folgende Zahlenfolge in die Mathematik eingefiihrt, und zwar um das Wachs-

tum einer Kaninchenpopulation zu beschreiben:
fo=1, fi=1, fo=2, f3=3, fu=5 [f5=8,...
Das Bildungsgesetz der Folge lautet
fna1 = fo+ foo1 fiir allen > 1.

Man sieht induktiv, dass die Abschitzungen f, < f,11 < 2f, bestehen. Wir
betrachten die Folge der Quotienten auf einander folgender Fibonaccizahlen:

Ty = fnt1/ fn. Wir bekommen:

358
njn = 1727_7_7_7---
(Ea)nzo = (1,2,5,3,5,..)

"Leonardo di Pisa, * 1170 1 1250.
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Die Rekursionsgleichung der f,, iibersetzt sich in die Gleichung

1

r, =1+ .
Tn—1

(3.1)

Wir zeigen, dass die Folge (x,,) konvergiert.

1. Schritt. Wir nehmen zunichst an, wir wiissten bereits, dass die Folge kon-
vergiert, und berechnen den Grenzwert . Indem wir in (3.1) auf beiden Seiten
zum Grenzwert {ibergehen, folgt

=14+ —. 2
et +a (3.2)

Aufserdem wissen wir, dass fiir alle n gilt 1 < z,, < 2. Von den beiden Wurzeln

der quadratischen Gleichung X2 — X — 1 = 0 muss « die positive sein, also

1
o= V54 ~ 1,618.
2
2. Schritt. Wir zeigen lim z,, = «. Dabei nutzen wir aus, dass \/52’1 = \/52+ T~ Es
folgt nun:
VE+1 1. V541
n - = 1 —) =
Il T Ty T+~
R 1 _|xn—@|<2 V541
T, @_|x|~|@| 3" 2 ’
2 n 2
weil z, > 1 und @ > 3. Induktiv bekommt man
V541 2\" V5+1
Tntl — > < 5 X1 — 5 . (33)

Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen 0.
Die Zahl «, oder manchmal auch 1/a, heifit der Goldene Schnitt.

Bemerkung 3.16 — Der goldene Schnitt taucht geometrisch unter anderem
am reguldren Fiinfeck auf, ndmlich als Verhiltnis einer Diagonalen zur Kanten-

lange. Beweis?
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Satz 3.17 — Es seien (a,,), (b,) konvergente Folgen, und es gelte a,, > b, fiir
fast alle n € N. Dann gilt auch lim a,, > limb,,.

Beweis. Angenommen, a := lima, < b :=limb,,. Wir setzen ¢ := b — a. Dann
gibt es ny,no € Nderart,dassVn > ny : la—an| < SundVn > ny : [b—b,| < 5.
Es folgt fiir n > max{nj,na}:

€ €
a, < a-+ ke b— 3 <b,<an Widerspruch!

Definition 3.18 — Eine Folge (a,) in R heifft uneigentlich konvergent mit
Grenzwert oo , falls fiir alle ¢ € R ein ng € N existiert derart, dass a,, > c¢ fiir alle

n > no. Man schreibt lim,,_, o, a, = 00. Analog definiert man lim,,_, o, a, = —00.

Satz 3.19 — Es seien (a.), (bn) (eigentlich oder uneigentlich) konvergente Fol-
gen. Falls in den folgenden Gleichungen die rechte Seite definiert ist, so ist die
Folge auf der linken Seite (uneigentlich) konvergent, und es besteht die behaup-
tete Gleichheit:

1) lim(ay, + b,) =lima, + limb,,
2) lim(a, — b,) =lima, — limb,

3) lim(a,, - b,) = lima, -limb,

4) lim(§=) = {24 falls b, # 0 und limb, # 0.

lim by, ?

Beweis. Zur Ubung. Geht &hnlich wie bei den Sitzen 3.8 und 3.9. O

Definition 3.20 — Eine Folge (z,) reeller Zahlen heifft monoton wachsend
(streng monoton wachsend, monoton fallend, streng monoton fallend), falls fiir
alle n € N gilt: a,, < ang1 (an < Ani1, Gn > Gy, DZW. Ay > Apg1), und sie

heifst monoton, wenn sie monoton wachsend oder fallend ist.

Satz 3.21 — Jede monotone Folge konvergiert (uneigentlich) in R.

Beweis. Wir nehmen an, dass (a,) monoton wichst. Den Fall einer fallenden
Folge behandelt man analog. Es sei a := sup{a,|n € N} € R. Es sind zwei
Falle moglich:

1. Fall: a = . Es sei dann M > 0 vorgegeben. Nach Definition des Supre-
mums gibt es ein n € N mit a,, > M. Wegen der Monotonie gilt a,, > a, > M

fir alle m > n. Das bedeutet: lim a,, = oo.
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2. Fall: a € R. Es sei € > 0 vorgegeben. Dann ist a — € keine obere Schranke
mehr. Es gibt also ein n € N derart, dass a — e < a, < a. Wegen Monotonie

folgt fiir alle m > n, dass a — ¢ < a, < a,, < a. Das bedeutet: lima,, =a. O

Folgerung 3.22 — Beschrinkte monotone Folgen konvergieren in R.

Beispiel 3.23 — Kann man das Groflenwachstum der Folge der mittleren Bi-

2
( ”) . 2,6,20,70...

n

nomialkoeffizienen

genauer beschreiben?

Wir betrachten die beiden Folgen

24 2n 1
= 13 o1 U
p - 2.4 2 1
T 13 7 am—1 e+l

und stellen fest: Fiir alle n gilt a, > b,, und

lima—"zlim\/n_‘_1 =1.
b, n

Falls also eine der beiden Folgen konvergiert, so konvergiert auch die andere,

und zwar gegen denselben Grenzwert.

Aus der Ungleichung

Qi1 2_ 2n + 2 n 2_ 4n? + 4n <1
an, T \2n+1Vn+1) T 4n2+4n+1

folgt, dass (a,) monoton fillt. Analog sieht man, dass (b,) monoton wéchst.

Da stets b, < an, sind beide Folgen beschrinkt und damit konvergent. Es sei
p:=lima, = limb,. Wir formen a,, etwas um:
2.4.--2n _22-42---(271)2 22n

1-3-2n—=1Dyn n)Vn = (2:)\/5 (3.4)

an =

Die Antwort auf die Frage nach dem Wachstum der Binomialkoeffizienten lautet:
2n 4m

~ 3.5

( n ) pvn 33

in dem Sinne, dass das Verhaltnis der beiden Ausdriicke fiir n — oo gegen 1

geht. Wir werden spéter im Beweis von Satz 9.32 sehen, dass p = /7.
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3.2 Der Satz von Bolzano-Weierstrafs

Definition 3.24 — Es sei (a,,) eine Folge und (ng);, eine streng monoton wach-

sende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge (an, )r eine Teilfolge von

(an).

Definition 3.25 — Es sei (a,,) ein Folge. Eine Zahl a € R heifft Hiufungspunkt
von (an), wenn es zu jedem € > 0 und jedem n € N ein m > n mit a,, € U-(a)
gibt.

Mit anderen Worten: a ist genau dann ein Haufungspunkt von (a.,,), wenn

in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder liegen.

Lemma 3.26 — Die folgenden Aussagen iiber eine Folge (a,) und eine Zahl

a € R sind dquivalent:
1. a ist ein Haufungspunkt.
2. Es gibt eine Teilfolge (ay, ) mit limg_ o0 an, = a.

Beweis. 1. = 2.: Da a Haufungspunkt ist, gibt es zu je zwei natiirlichen Zahlen
k und n eine Zahl N (k,n) € N derart, dass ayx,n) € Ui r(a) und N(k,n) > n.
Wir definieren jetzt rekursiv n; := N(1,1) und ng41 := N(k + 1,ni). Dann
gilt stets ngy1 > ng, d.h. die Folge (ny)r ist streng monoton wachsend, und
A, € Uyyp(a), d.h. limg o0 an, = a.

2. = 1.: Ist a Grenzwert einer Folge, so liegen in jeder e-Umgebung alle
Folgenglieder bis auf endlich viele Ausnahmen. Also ist a sicher ein Hiufungs-
punkt. Aber jeder Haufungspunkt einer Teilfolge ist auch Haufungspunkt der
Folge selbst. O

Beispiele 3.27 — 1. Falls (a,,) konvergiert, so ist lim a,, der einzige Hiufungs-
punkt.

2. Die Folge ((—1)™) hat zwei Haufungspunkte, ndmlich 1 und —1.

3.Es sei f : N — Q eine Bijektion. Jede (!) reelle Zahl ist Hiufungspunkt dieser
Folge. O

Es sei nun (a,,) eine nach oben beschrinkte Folge von reellen Zahlen und
b, :=sup{ag |k >n}, firalleneN.

Aus der Definition ist sofort klar, dass by, > bp41, d.h. (by,) fillt monoton. Daher

konvergiert die Folge (b,,) eigentlich oder uneigentlich in R.
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Definition 3.28 — Unter dem Limes superior einer Folge (a,) reeller Zahlen

verstehen wir den folgenden Punkt in R:
lim a,, = inf{sup{ax |k > n}|n € N},
falls (a,) nach oben beschrinkt ist, und
lima, = o
andernfalls. Analog ist der Limes inferior gegeben durch
lim a,, = sup{inf{ay |k > n}|n € N},
falls (a,) nach unten beschrinkt ist, und
lima, := —00
andernfalls.

Eine andere Schreibweise fiir den Limes superior bzw. inferior ist lim (a,) =

lim sup(a,) bzw. lim (a,) = liminf(a,).

Satz 3.29 — Es sei (ay,) eine Folge reeller Zahlen. Dann gilt:
1. lim (a,) = —lim (—ay,).
2. lim (a,,) = 0o & (as,) ist nicht nach oben beschrénkt.
3. lim (a,) = —00 & (a,) konvergiert gegen —oo.

4. Ist lim (a,) = a € R, so ist a ein Hiufungspunkt von (ay,), und ist a’ ein

weiterer Haufungspunkt, so gilt o’ < a.
Analoge Aussagen gelten fiir den Limes inferior.

Beweis. Die Aussage 1. folgt aus der Bemerkung, dass fiir jede Menge X C R
und —X := {—z|z € R} gilt: sup(—X) = —inf(X).

Die Aussage 2. ist klar nach Definition.

Zu 3. und 4.: Da wir nicht in der Situation der Aussage 2. sind, ist (a,) nach
oben beschriinkt und lim (a,,) = lim b,, mit b,, := sup{ax|k > n}.

Zu 3.: Nach Annahme gilt limb,, = —oo. Fiir jedes M > 0 existiert daher
ein n mit b, < —M. Nach Definition von b,, folgt ar < b, < —M fiir alle k > n.
Das zeigt lim a,, = —o0.

Zu 4.: Es sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein ng so, dass fiir alle n > ng

gilt b, € U.(a). Da die Folge b, monoton fillt, gilt genauer a < b, < a + ¢ fiir
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alle n > ng. Nach Definition von b,, existiert ein k, > n mit b, —e < ag, < by,.

Das ergibt insgesamt:
a—e<b,—e<ag, <b,<a+e,

also ax, € Ug(a). Es gibt also in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Fol-
genglieder ag, , und das heifit: a ist ein Haufungspunkt.

Es sei nun o' > a. Wir setzen € := a/ — a. Nach Definition von a gibt es ein
no s0, dass fiir alle n > ng gilt a < b, < a+ §. Nach Definition von by, gilt fiir
alle k > ng, dass ax < bn,. Insbesondere gilt daher ax, < a + § = o' — § fiir alle

k > ng. Damit kann o’ kein Hiufungspunkt von (a,) sein. O

Folgerung 3.30 — Es sei (a,,) eine beschrinkte Folge. Dann sind lim (a,,) und

lim (a,,) Hiufungspunkte, und fiir jeden anderen Hiufungspunkt o' gilt
lim (a,) < a' < lim (a,,).
Die Folge (a,,) konvergiert genau dann, wenn lim (a,) = lim (a,,).

Der folgende Satz fasst die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Satz 3.31 (Bolzano®-Weierstraf®) — Jede beschréiinkte Folge reeller Zahlen be-

sitzt einen Haufungspunkt und daher eine in R konvergente Teilfolge.

Definition 3.32 — Eine Folge (a,) reeller Zahlen heiflt Cauchyfolge!® wenn es

zu jedem € > 0 ein ng € N gibt derart, dass fiir alle n,m > ng gilt |an —an| < €.

Satz 3.33 — Eine Folge reller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine

Cauchyfolge ist.

Beweis. Es sei zunichst (a,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a = lim a,,.
Zu jedem & > 0 existiert daher ein ng so, dass fiir alle n > ng gilt: |a—a,| < &/2.
Fiir alle n,m > ng folgt mit der Dreiecksungleichung:

€

225.

£
|an—am|§|an—a|+|a—am|<§+

D.h. (a,) ist ein Cauchyfolge.

Es sei nun umgekehrt (a,) eine Cauchyfolge. Es gibt dann ein ng derart, dass
|an — any| < 1 fiir alle n > ng. Insbesondere gilt |a,| < |a,,|+ 1 fiir alle n > no.
Die Folge (an) ist durch die Zahl max{|ay|,...,|@no—1],|a@ne| + 1} beschrankt.

8Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, * 5.10.1781 t 18.12.1848.
9Karl Wilhelm Theodor Weierstraf, * 31.10.1815 t 19.2.1897.
10 Aygustin Louis Cauchy, * 21.8.1789 t 23.5.1857.

40



Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt (a,) einen Haufungspunkt a. Es
bleibt noch zu zeigen, dass lim a,, = a. Dazu sei ein € > 0 vorgegeben. Es gibt ein
ng derart, dass |an, —an| < €/2 fiir alle n,m > ng. Nun ist a ein Haufungspunkt.
Es gibt folglich ein m > ng mit |a — an| < /2. Fiir alle n > ny weiff man jetzt,
dass

|an —a| < |an — am| +|la —am| <e/2+e/2=c¢.

Also konvergiert (a,) gegen a. O
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§4 Die komplexen Zahlen

Wir versehen die Menge
C:=RxR={(a,b)|a,beR}

mit zwei Verkniipfungen:

(a,0) + (a',V)) = (a+d,b+?¥)
(a,b) - (a',b') = (aad’ —bb',ab’ +a'd).

Satz 4.1 — (C, +,-) ist ein Korper.

Beweis. Kommutativitat, Assoziativitdt und Distributivitat von Addition und
Multiplikation verifiziert man leicht durch Rechnung. Ebenso sieht man schnell,
dass O¢ := (0,0) und 1¢ := (1,0) Neutralelemente der Addition bzw. der Mul-
tiplikation sind und dass (—a, —b) ein additives Inverses zu (a,b) ist. Es bleibt
zu zeigen, dass jedes Element (a,b) # (0,0) ein multiplikatives Inverses besitzt.
Aus (a,b) # (0,0) folgt a® + b?> > 0. Also ist das Element

_a _—b
a2+b2’a2+b2

definiert und es gilt

a —b
(a2+b2’a2+b2).(a’b)
a -b —b a
- (a'a2+b2 i e +ba2+b2)
- (1,0).

4.1 Eigenschaften der komplexen Zahlen

Durch die Zuordnung a — (a,0) wird der Kérper R injektiv nach C abgebildet.
Diese Abbildung ist ein Kérperhomomorphismus, d.h. sie schickt die Eins und
die Null aus R auf die entsprechenden Elemente in C und ist mit allen Rechen-
operationen vertraglich. Wir identifizieren R mit dem Bild dieser Abbildung,
fassen also R immer als Unterkdrper von C auf, und schreiben (a,0) = a fiir alle
a € R. Das Element ¢ := (0, 1) heifit imaginére Einheit. Mit seiner Hilfe kdnnen

wir nun beliebige komplexe Zahlen wie folgt beschreiben:
(a,b) = (a,0) +(0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi.
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Auferdem gilt:
i?=(0,1)? =(-1-1,0) = —1.

Dies ist der entscheidende Vorteil, den die komplexen Zahlen gegeniiber den
reellen Zahlen haben: In C besitzen auch negative Zahlen Quadratwurzeln. Das

bezahlen wir teuer:

Satz 4.2 — Der Koérper C lisst sich nicht anordnen.

Beweis. In einem angeordneten Kérper K gilt fiir alle a € K stets a2 > 0, und

insbesondere —1 < 0. In C haben wir dagegen i2 = —1. O

Ist z = (a,b) € C, so heifit Re(z) := a der Realteil und Im(z) := b der
Imaginérteil von z. Ferner ist Z := a — bi die zu z konjugierte komplexe Zahl
und

|z| := v/Re(z)? 4+ Im(z)>?

der Absolutbetrag von z.
Wir stellen komplexe Zahlen geometrisch durch Punkte in der sogenannten

GauRschen!! Zahlenebene dar:

v Re(2)
|z Im(z)
¥4

Der Zahl z entspricht ein Punkt mit den Koordinaten (Re(z),Im(z)). Der Abso-
lutbetrag von |z| ist der Abstand zum Koordinatenursprung. Die zu z konjugier-
te Zahl erhalt man durch Spiegelung an der z-Achse. In diesem Bild entspricht

die Addition zweier komplexer Zahlen der Vektoraddition.

Lemma 4.3 — Fiir alle z,w € C gilt:

1. Z = 2. Es gilt 7 = z genau dann, wenn z € R, und 7 = —z genau dann,
wenn z € iR = {ia|a € R}.

2 z+tw=Z4+wW,Z-W=2-W.

1 Carl Friedrich GauR, * 30.4.1777 1 23.2.1855.
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3. z-%Z = |z|?. Insbesondere gilt fiir z # 0, dass 271 = %

4. z = Re(z) + Im(z)i und Z = Re(z) — Im(2)i. Umgekehrt gilt
Re(z) = (2 4+ 7) und Im(2) = £ (2 — 2).

Beweis. Ubung. O

Lemma 4.4 — Fiir alle z,w € C gilt:
1. |z| > 0, und |z| = 0 gilt genau dann, wenn z = 0.
2. |z-w| = 2| |wl.
3. |z +w| < |z + |w|.
4. max{[Re(z)|, [fm(2)[} < |2| < [Re(2)[ + [Tm(2)].

Beweis. Zu 3.: Wir schreiben z = a + bi und w = x + yi. Aus 0 < (ay — bx)?
erhilt man
2abzy < a’y? + b?z?

und
(ax+by)? = a®2® +2abzy +b°y? < a’z®+a’y? +b%2° +b%y? = (a® +b?) (2 +y?).

Durch Wurzelziehen folgt hieraus

azx + by < \/a2+b2\/x2+y2

und
(a+ 22 +b+y)? = (a®+2°+ 2ax + 2by + b* +¢?)
< (@ +0) +2Va + 222 + 2 + (2 + ¢?)
= (Va2 +02+ Va2 +y?)%.
Das besagt aber gerade, dass |z + w|? < (|z] + |w|)?. O

4.2 Komplexe Folgen

Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung auch fiir den komplexen Absolutbetrag
hat zur Folge, dass wir alle Aussagen und Beweise, die mit dem reellen Be-
trag arbeiten, aus R iibernehmen koénnen. Vorsicht ist allerdings geboten mit
Aussagen und Beweisen, die die Kleinerrelation benutzen, da man C, wie wir
gesehen haben, nicht anordnen kann. Aus Bequemlichkeit vereinbaren wir, dass
eine Formulierung wie £ > 0 implizit immer mit einschliefit, dass ¢ eine reelle
Zahl ist.
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Definition 4.5 — 1. Fiir jedes € > 0 und jedes z € C heifit die Menge
Uc(z) :={w e Cl||z —w| < &}

die e-Umgebung von z.

2. Eine Folge (zn) komplexer Zahlen heifst konvergent mit Grenzwert z € C,
wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt derart, dass fir alle n > ng gilt:
|z — zn| < e.

3. Eine komplexe Folge (z,) heifft beschrankt, wenn es ein M > 0 gibt derart,
dass |z,| < M fiir allen € N.

4. Eine komplexe Folge (z,) heifit Cauchyfolge, wenn es fiir jedes £ > 0 ein

no € N gibt derart, dass fiir alle n,m > ng gilt |2, — 2| < .

Entsprechend verallgemeinern wir die Begriffe Teilfolge und Haufungspunkt,
aber nicht die Begriffe monoton wachsend, limes superior usw., die zu ihrer

Definition die Anordnung von R benétigen.

Lemma 4.6 — Eine komplexe Folge (z,) konvergiert genau dann, wenn die

Folgen der Real- und Imaginérteile konvergieren, und in diesem Falle gilt:
Re(lim z,,) = limRe(z,), Im(limz,) = lim(Imz,,).
Beweis. Fiir jedes z € C gilt:
max{|Re(z — zn)|, [Im(z — z,,)|} < |2 — 20| < |Re(z — 2,)| + [Im(2 — 2,)|.

Falls nun (z,) gegen z konvergiert, falls also |z — z,|] — 0, so folgt aus der
ersten Abschitzung, dass auch Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z). Hat
man umgekehrt die Konvergenzen lim Re(z,) = @ und lim Im(z,,) = b und setzt

z = a + bi, so folgt aus der zweiten Abschitzung, dass z,, — z. O

Satz 4.7 — (Bolzano-Weierstraf, komplexe Fassung)
Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen besitzt einen Hiufungspunkt und da-

mit eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Ist (z,,) eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen, so sind auch die Fol-
gen (Re(z,)) und (Im(z,)) beschrankt. Aus der reellen Version des Satzes von
Bolzano-Weierstraf folgt zunéchst, dass es eine Teilfolge (z,, ) gibt derart, dass
Re(zn, ) konvergiert. Erneute Anwendung des Satzes auf die Teilfolge liefert uns
eine Teilfolge (25,,) mit der Eigenschaft, dass (Im(zy,,)) konvergiert. Natiir-
lich konvergiert die Folge der Realteile immer noch. Nach dem vorigen Lemma

konvergiert die Folge (27, )- O

46



Ebenso zeigt man:

Satz 4.8 — Jede Cauchyfolge komplexer Zahlen konvergiert.

4.3 Kubische Gleichungen

Bekanntlich lassen sich quadratische Gleichungen
?+ar+b=0

durch quadratische Ergidnzung 16sen, und man st&fst auf die Losungsformeln

fiir die Losungen. Bei positiver Diskriminante 3—2 — b erhilt man zwei verschie-
dene Losungen, die bei verschwindender Diskriminante zusammenfallen, bei ne-
gativer Diskriminante findet man iiberhaupt keine reelle Losung, weil negative
reelle Zahlen keine Quadratwurzel besitzen. Erweitern wir die reellen Zahlen zu
den komplexen, so finden wir stets zwei (manchmal zusammenfallende) Losun-
gen.

Historisch traten die komplexen Zahlen allerdings im Zusammenhang mit
den kubischen Gleichungen ins Rampenlicht. Die Verwendung komplexer Zah-
len bei quadratischen Gleichungen hat némlich etwas rein formales. Wir kénnen
zwar Losungen hinschreiben, aber diese sind eben nicht reell. Bei kubischen
Gleichungen tritt das Phinomen auf, dass man zwischendurch komplex rechnen
muss, um am Ende wieder zu einer reellen Losungen zu gelangen. Die Verwen-
dung komplexer Zahlen fiihrt hier also nicht auf formale, sondern sozusagen
echte Losungen. Der erste, der kubische Gleichungen systematisch 16sen konnte,
scheint del Ferro'2 gewesen zu sein, der seine Losungsmethode aber geheimbhielt.

Wir beginnen mit einer allgemeinen kubischen Gleichung
2 +ar +br+c=0.
Durch kubische Ergénzung kénnen wir den quadratischen Term eliminieren:
a\3 a? b a®
(334‘5) = (?— >.’L’+ (2—7—6).
Damit haben wir die urspriingliche Gleichung auf die Form

3
v =ay+p
12Scipione del Ferro, * 6.2.1465 1 29.10.1526.
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mit den Abkiirzungen y =z + 3, a = “3—2 —bund g = %b - % — ¢ reduziert.

Man 16st diese Gleichung mit dem Ansatz y = u + v. Daraus gewinnt man
y® = (u+v)% =u® + 3uv(u+v) +0° = 3uvy + (u® +0*).
Durch Vergleich mit der Ausgangsgleichung erhalten wir die Gleichungen
Juww=a, u+03=p
zur Bestimmung von u und v. Multiplikation mit u® liefert:
a 3
fud = ul +uPv® =ub + (5) .

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir u3. Auf die iibliche Weise finden wir

) @)

=u-+ a
y= 3u’

Dies sind die nach Cardano'® benannten Cardanischen Formeln, der sie zwar

also

und am Ende

nicht selbst gefunden, aber im Jahre 1540 in seinem Buch Ars Magna — unter

Nennung des Entdeckers Fontanal4— veréffentlicht hat.

Beispiele 4.9 1. Die Gleichung 2® = 6z + 9 fiihrt auf
3[9 81 39 7
— b — _8 = —4+—-—=2
2 + 4 8 \/2 + 2

2. Wie man sofort einsieht, hat die Gleichung #® = 15z + 4 die reelle Losung

unda::2+3%:3.

x = 4. Die Cardanischen Formeln fiihren auf das Problem, eine dritte Wurzel

aus einer komplexen Zahl zu ziehen:

u=1\/2+VE—125 = /2 + 11i.

Tatséchlich zeigt eine kurze Rechnung, dass (2+1)3 = 2+ 114, und damit findet

man = (2+14) + 525 = (2+1) + (2 —4) = 4. In diesem Beispiel finden wir also

eine reelle Losung nur {iber den Umweg iiber die komplexen Zahlen.

Satz 4.10 — Jede quadratische Gleichung z? + az+b = 0 mit a,b € C hat eine
Losung in C.

13Girolamo Cardano, * 24.9.1501 1 21.9.1576.
4 Nicolo Fontana (Tartaglia = Der Stotterer), * 1500 t 13.12.1557.
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Beweis. Mit quadratischer Ergdnzung reduziert man das Problem darauf, eine
Losung der reinen Gleichung z? = w fiir vorgegebenes w € C zu finden. Mit dem

Ansatz w =z + iy und z = £+ ni, x,y,&,n € R, fithrt das auf die Gleichungen:
&-nt=x 2n=y.

Der Vergleich der Absolutbetriige liefert auferdem noch £2 + n? = /22 + y2.
Damit findet man

1
§2=§( x2+y2+x)

und

1 - ;
n2:—(\/x2+y2—a:).

2
Durch diese Gleichungen sind & und 7 bis auf die Vorzeichen eindeutig bestimmt.
Letztere wahlt man so, dass 2{n = y gilt. Man verifiziert nun, dass die so

gewonnenen Zahlen £ und n sich zu einer Lésung z = £ + 7 zusammensetzen.
O
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§5 Reihen

5.1 Reihen

Es sei (an)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Wir bezeichnen

n
Sp 1= E a,
v=0

als die n-te Partialsumme. Die Folge (s,) heifit unendliche Reihe und wird mit
>
n=0

oder mit

ao+air +az+---

bezeichnet. Falls die Folge (s,) gegen s konvergiert, so heift die Reihe konver-

gent, und wir schreiben
oo
E an = 8.
n=0

Reihen konnen natiirlich nicht nur bei 0 sondern auch bei jedem anderen ganz-

zahligen Index anfangen. Reihen, die nicht konvergieren, heifsen divergent.

Beispiel 5.1 — Die Reihe % + 21—3 + ﬁ + ... konvergiert und es gilt:

oo

1

Sl

“—~n(n+1)
Beweis. Fiir alle n € N gilt ﬁ = + — &5 Damit erhalt man fiir die n-te
Partialsumme:

" (1 1 1 11 1 1 1

n= e ) =(1-- o) e—) =1 ——.
s kz—1<k k+1) < 2)+(2 3) <k k+1> k+1
Im Grenziibergang k — oo folgt s, — 1. O

Beispiel 5.2 — Es sei ¢ € C. Die Reihe )~ ¢" heiit geometrische Reihe.
Die Konvergenz hangt davon ab, ob |g| < 1 oder|g| > 1 ist. Man findet fiir die
n-te Partialsumme den Ausdruck

1— qn+1

=y dt =14atd 4=

k=0

Ist nun |g| < 1, so gilt s, — ﬁ, d.h.

o L
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Ist dagegen |q| > 1, so muss die Reihe nach dem Kriterium des folgenden Satzes

divergieren.

Satz 5.3 — Konvergiert die Reihe Y . an, so ist (an) eine Nullfolge.

Beweis. Es sei s, = Y.;_,ar, und es gelte lim(s,) = s. Dann gilt in gleicher

Weise lim(s,,_1) = s und
lim(a,) = lim(s,, — sp—1) = lim(s,) — lim(s,—1) =s—s=0.
O

Dass (a,,) eine Nullfolge ist, ist aber nur ein notwendiges Kriterium fiir die
Konvergenz der Reihe > a, und keinesfalls hinreichend, wie das folgende Bei-

spiel zeigt:

Beispiel 5.4 — Die harmonische Reihe )~ , % divergiert.

Beweis. Fiir jedes k und n mit 25=! < n < 2* konnen wir den Bruch 2 durch 2 >

% abschiitzen. Das ergibt die folgende Abschétzung fiir die 2*-te Partialsumme:

k 2f 1 k 2t 1 1 A
spo=1+), > ~214) > =14) =1+
=1 n=2¢-1_1 =1 n=2¢-1_1 =1

Da die Folge (s,) monoton wichst, zeigt diese Rechnung, dass lim(s,,) = co. O

Bemerkung 5.5 — Euler!® hat die Divergenz der harmonischen Reihe be-
nutzt, um einen anderen Beweis fiir den Satz von Euklid'® zu geben, dass es
unendlich viele Primzahlen gibt. Er argumentiert wie folgt: Es seien py, ..., ps
verschiedene Primzahlen und N C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, in

deren Primfaktorzerlegung nur diese Primzahlen vorkommen. Dann gilt:

s

1 11 11 1
H—=0+—+5+. ) (+—+5+..)=) -
el p1 P s p? Son

Wiren nun pq,...,ps olle Primzahlen, so wire auch N = N. Das Produkt
| 1T1p£ ist nun eine endliche Zahl, wihrend die Reihe Y-, .y L divergiert.
Aus dem Widerspruch folgt, dass es unendlich viele Primzahlen geben muss.
Man kann das Argument verfeinern, um genauere Aussagen iiber die Primzahl-

verteilung zu gewinnen. Euler hat bereits die spiter nach Riemann'” benannte

15T,eonhard Euler, * 15.4.1707 t 18.9.1783.
16Fuklid, * ca. 325 v. Chr. { ca. 265 v.Chr.
17Bernhard Riemann, %17.9.1826 1 20.7.1866.
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Zetafunktion

1
¢(s) = s
n=1 n

studiert. Die Riemannsche Vermutung macht eine Aussage iiber die Lage der

Nullstellen dieser Funktion.

Satz 5.6 — Sind ) a, und )b, konvergente Reihen und A € C, so konver-
gieren auch die Reihen Y (a, + by) und > (\a,), und es gilt > (an + b,) =

San + > b, und Y (Aan) = A> ap.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem analogen Satz fiir Folgen. O

5.2 Konvergenzkriterien

Wir stellen eine Reihe von hinreichenden Kriterien fiir die Konvergenz einer
Reihe zusammen. Vorher halten wir die einfache Beobachtung fest, dass wir bei
Konvergenzbetrachtungen immer eine beliebige endliche Anzahl von Anfangs-
termen vernachléssigen konnen. Diese beeinflussen natiirlich das Ergebnis der

Summation, nicht aber die Frage, ob die Reihe iiberhaupt konvergiert.

Satz 5.7 (Cauchykriterium) — Eine Reihe ) a,, konvergiert genau dann, wenn

es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt derart, dass fiir alle m > n > ng gilt:
m
S
k=n

Beweis. Es sei sy = Zivzo ay, die N-te Partialsumme. Dann sind die folgenden

<e.

Aussagen dquivalent:
1. Die Reihe Y a, konvergiert.
2. Die Folge (s,) konvergiert.
3. (sn) ist eine Cauchyfolge.

4. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng derart, dass fiir alle m,n > ng gilt:

[$m — sn| < €.

Da s,, — s, = Z;”:TLH ag, folgt hieraus die Behauptung. O

Satz 5.8 (Majorantenkriterium) — Es sei ) b, eine konvergente Reihe mit
reellen Reihengliedern und (a,) eine Folge komplexer Zahlen. Gilt |an| < by, fiir

alle n > ny fiir irgendein ng € N, so ist die Reihe Y a,, konvergent.
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Beweis. Es sei e > 0 vorgegeben. Da > b,, konvergiert, existiert ein n; derart,
dass fiir alle m > n > n; die Abschitzung > ;- br < e besteht. Fiir alle

m > n > max{ng,n; } folgt:

m m m
Zak < Z|ak| < Zbk <e.
k=n k=n k=n

Nach dem Cauchykriterium konvergiert die Reihe > ay,. O

In der Situation des Satzes heifst die Reihe > b, eine Majorante der Reihe

> an.

Beispiel 5.9 — Fiir jedes s € R, s > 2, konvergiert die Reihe Y >, L. Fiir

n=1 ns

jedes n > 2 gilt némlich die Abschiitzung L < L < ﬁ Da die Reihe

>, ﬁ konvergiert, folgt aus dem Majorantenkriterium, dass auch die

Reihe Y77 | - konvergiert.
Definition 5.10 — Eine Reihe Y a,, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
>~ |an| konvergiert.

Satz 5.11 — Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.
Beweis.. Y |a,| ist eine Majorante von Y a,. O

Die Umkehrung des Satzes ist falsch: Es gibt sehr wohl Reihen, die konver-
gieren, ohne absolut konvergent zu sein. Ein Beispiel ist die Reihe 1— % + % —
von der aus dem néchsten Satz folgt, dass sie konvergiert, wihrend wir bereits

gesehen haben, dass die harmonische Reihe divergiert.

Satz 5.12 (Leibnizkriterium'®) — Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge re-
eller Zahlen, so ist die Reihe Y -, (—1)""'a,, konvergent.

n=1
Beweis. Wir setzen s, := > ._, (—1)"*"'a;, und betrachten die Teilfolgen (s2,,)

und ($2,41). Dann wichst die Folge (s2,) monoton, denn

S2n42 — S2n = A2n41 — A2ny2 > 0.

Ahnlich sieht man, dass (s2n+1) monoton fallt. Da andererseits aber auch 0 <
Son+1 — San = Gan+1 — 0 fiir n — 0o, miissen die Folgen (s2,,) und (s2n41)

konvergieren, und zwar gegen denselben Grenzwert. Das war zu zeigen. O

18Gottfried Wilhelm Leibniz, * 1.7.1646 t 14.11.1716.
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Satz 5.13 (Quotientenkriteriumm) — Es sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen.
Es gebe ein ¢ € R, 0 < ¢ < 1, und ein ng € N derart, dass fiir alle n > ng gilt:

an # 0 und < q. Dann ist die Reihe ) a,, absolut konvergent.

an41
an

Beweis. Fiir alle n > ng gilt:

|Cbn+1| < Q|an|
Ebenso
|anta| < glanii| < ¢lan|

und induktiv

fiir alle n > ng. Da die geometrische Reihe konvergiert, konvergiert die Reihe

> |an| nach dem Majorantenkriterium. O

Beispiel 5.14 — Die Reihe > 7 i—", heifst Exponentialreihe. Sie konvergiert

n=0

sicherlich fiir z = 0. Ist z # 0, so ist a,, = i—", # 0 und

An+1| _ |2]
an n+1

<1
9’

sobald n > 2|z|. Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Exponentialrei-

he nunmehr fiir alle z € C.

Beispiel 5.15 — Es seien a, z € C. Die Reihe

heift Binomialreihe. Zur Erinnerung: () =1 und

(a) a-(a—l)-...~(a+1—n)‘

n) n-n-—1)-...-1

Falls z = 0, so konvergiert die Reihe trivialerweise. Falls a € N, so sind nur
endlich viele der Binomialkoeffizienten von Null verschieden. In diesem Falle ist

die Summe endlich, und wir wissen, dass
B,(z) = (14 2)~.

Wir nehmen also an, dass z # 0 und dass a € Ny. In diesem Falle ist a, =
(2)2™ # 0 fiir alle n € Ny, und es gilt

a/n-{—l
Gn

_la—n|
Con+1

2.
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Fiir n — oo geht dieser Ausdruck gegen |z|. Falls |z] < 1, ist das Quotienten-
kriterium anwendbar, und es folgt, dass die Binomialreihe B, (z) fiir beliebiges

a € C konvergiert, solange nur |z| < 1.

Satz 5.16 (Wurzelkriterium) — Ist (a,) eine Folge komplexer Zahlen und gilt
lim /]a,| < 1, so konvergiert die Reihe 3" a,, absolut.

Beweis. Es sei p = lim {/]a,| und ¢ eine Zahl mit p < ¢ < 1. Dann existiert
ein no derart, dass fiir alle n > ng gilt: {/|an| < ¢. Das ist gleichbedeutend
mit |a,| < ¢™. Die Behauptung folgt also aus der Konvergenz der geometrischen

Reihe und dem Majorantenkriterium. O

Das Wurzelkriterium 14sst sich genauso gut umdrehen: Gilt lim {/]a,| > 1, so
muss die Reihe Y a,, divergieren, weil die Folge (a,) nicht einmal eine Nullfolge

ist.

Satz 5.17 (Verdichtungskriterium) — Es sei (a,) eine monoton fallende Folge
reeller Zahlen. Dann konvergiert die Reihe Y a, genau dann, wenn die Reihe

>~ 2"ag~ konvergiert.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass (a,) eine Nullfolge ist, denn
andernfalls divergieren beide Reihen. Insbesondere sind also alle a,, > 0.
Fiir n = 2* folgt:

Z —al—}—z Z alzal—}—z Z Aye = ay + — Z2a2f

=1 =1 3=26-141 =1 4=26-141
Divergiert also die Reihe ) 2™agn, so auch die Reihe > a,,. Andererseits gilt fiir
n=2F—1:

2t1 2t1

n
IR 3D DR o DERRED pr
=1 =1 ;=2¢-1 =1 ;=2¢-1
Konvergiert also die Reihe Y 2"ag, so auch die Reihe Y a.,. O

5.3 g-adische Entwicklung
Esseige N, g > 2.
Satz 5.18 — ( Existenz einer g-adischen Entwicklung)

Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es ein N € Ny und a,, € {0,1,...,9 — 1} fiir
alle n > — N derart, dass



Beweis. Es sei z € R>q vorgegeben. Da g > 1, existiert ein N € Ny mit gV ! >
x. Wir setzen x_pn_1 := x und konstruieren induktiv fiir alle n > —N reelle
Zahlen z, mit 0 < z,, < ¢~™ und Ziffern a, € {0,1,...,9 — 1} wie folgt:

Es sei n > —N und x,_; bereits konstruiert, so dass also 0 < z,-19™ < g.

Mit an, := [zn—19™] gilt dann
0 S gnxn—l — Qan < 1.

Und fir z,, := o1 — ;—;’ besteht die Beziehung 0 < z,, < g™ ™.
Diese Konstruktion liefert also eine beschrénkte Folge (a,) und eine Nullfolge
z,,. Folglich konvergiert die Reihe Y o> %, und zwar gegen z, denn

a .
x— = =z, —0 fir n— oo.
gl/
v=—N

O

Diese Reihendarstellung heifst g-adische Entwicklung von x. Wir schreiben
statt # = 3°0° v o= in der Regel

X =0a-NG_N+41"°*QA-100,Q102a3 " ,

wobei die Zahl g aus dem Kontext klar sein muss. Aufierdem werden fiihrende
Nullen weggelassen. Diese Darstellung ist eindeutig nur bis auf die aus dem

elementaren Rechnen vertraute Tatsache, dass

4,376999999 - - - = 4, 377000000 - - -

Satz 5.19 — (Eindeutigkeit der g-adischen Entwicklung)

Sindz =37 o= )Y g—z zwei g-adische Entwicklungen von z, so gilt
entweder a,, = b, fiir alle v € Z, oder es gibt einn € Z mit a, = b, fiirallev < n
und a,, # b,. Ist dann ohne Einschrinkung a.,, < b, so gilt weiter b,, = an + 1

und a, = g — 1, b, =0 fiir alle v > n.

Beweis. Indem wir mit fiihrenden Nullen anfiillen, kénnen wir annehmen, dass
N = M. Falls a, = b, fiir alle v > —N, so ist nichts zu zeigen. Es sei also
n die kleinste ganze Zahl mit a,, # b,. Wie im Satz konnen wir wegen der
Symmetrie zwischen den beiden Reihen annehmen, dass b,, > a,,. Wir betrachten
die Differenz der beiden Reihen und multiplizieren mit g™. Mit der Bezeichnung

¢, := b, — a, folgt:

> cn—‘,—i
O0=c¢, + Z —.
=1 9
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Nach Konstruktion gilt ¢pq; € {1-9,...,—1,0,1,...,9 — 1} fiir alle ¢ € N und
cn € {1,...,9 — 1}. Damit haben wir die folgenden Abschitzungen:

cnz—i%gig:1=1gcn.
1=1 1=1

9

Da die linke und die rechte Seite gleich sind, muss {iberall Gleichheit gelten, und
das ist gleichbedeutend damit, dass ¢, = 1 und ¢,4; = 1 — g fiir alle ¢ € N. Fiir
die a, und b, bedeutet dies: b, = a, + 1, und any; = g — 1, bpy; = 0 fiir alle
teN O

Bemerkung 5.20 — Im Beweis des Existenzsatzes ist genau genommen ein
préziser Algorithmus angegeben, wie man ausgehend von einer nichtnegativen
reellen Zahl z die Ziffern a,, der g-adischen Entwicklung berechnet. Daraus kann
man noch die genauere Aussage herleiten, dass rationale Zahlen eine periodische
Entwicklung besitzen:

Ist = eine rationale Zahl, so bleiben auch die durch den Algorithmus kon-

struierten Zahlen z,, alle rational, genauer gilt fiir alle n > —N:

n 1

9" Tn = g(g" " " Tn_1) — an.

Lisst sich nun ¢g" 'z, ; als Bruch mit Nenner ¢ schreiben, so gilt das fiir
g™z, auch, denn g und a,, sind ganze Zahlen. Nun gilt einerseits 0 < x,9" <
1; andererseits liegen zwischen 0 und 1 nur endlich viele Briiche mit festem
Nenner ¢. Deshalb muss nach spitestens ¢ Schritten eine der Zahlen x,¢™ ein
zweites Mal auftreten. Von jetzt an wiederholen sich alle Rechnungen, und die
Entwicklung wird periodisch.

Umgekehrt ist es eine leichte Ubung zu zeigen, dass z = >N Z—z eine
rationale Zahl ist, wenn es ein n und ein p > 1 gibt mit a, = a,4, fiir alle

vV2>n.

5.4 Umordnungssitze

Die zentrale Frage dieses Abschnitts lautet: Darf man Reihen umordnen, oder
hat die Reihenfolge der Reihenglieder Einfluss auf die Konvergenz oder den Wert
der Summe? Das folgende Beispiel von Dirichlet!® zeigt, dass man im allgemei-

nen sehr vorsichtig sein muss:

Beispiel 5.21 — Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe

L1yt ey
stz gtz =L

19Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, * 13.2.1805 t 5.5.1859.
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Dann gilt auch

¢ 1 1+1 1+
2 2 4 6 8 7
= 0+1+0 1+0+1+0 1+0+
B 2 4 6 8 T

Addieren wir die beiden Reihen von ¢ und £/2, so heben sich die Hélfte der
Terme mit geradem Nenner weg und wir erhalten:

S P I U

2 3 2 5 7 4
Aber rechts stehen jetzt dieselben Reihenglieder wie in der urspriinglichen Reihe

von ¢, nur in anderer Reihenfolge!

Das Beispiel zeigt, dass man im Allgemeinen Reihen eben nicht ohne schwer-
wiegende Folgen umordnen darf. Um zu untersuchen, unter welchen Bedingun-
gen man umordnen darf, fithren wir den Begriff der summierbaren Familie ein.

Eine Abbildung a : M — N nennt man auch eine von M indizierte Familie
von Elementen in N und schreibt a,, statt a(m) und (am)men anstelle von
a: M — N. M heifit die Indexmenge der Familie. Eine von N indizierte Familie
ist also dasselbe wie eine Folge.

Im Folgenden betrachten wir Familien (a;);c; von komplexen Zahlen. Fiir
jede endliche Teilmenge J C I heifst

Sy = Z a;
icJ
eine Partialsumme der Familie (a;);¢c;. Eigentlich miissten wir in der Definition
der Partialsumme genauer festlegen, in welcher Reihenfolge wir die einzelnen
Summanden addieren wollen. Aber da die Indexmenge J endlich ist und da in

C das Kommutativ- und das Assoziativgesetz gelten, kommt es darauf nicht an.

Definition 5.22 — Eine Familie (a;);c; komplexer Zahlen heifit summierbar
mit Summe s, falls fiir jedes ¢ > 0 eine endliche Teilmenge Iy C I existiert
derart, dass fiir jede endliche Menge J, Iy C J C I, gilt: |s — sj| < e. Wir

s = E a;.

icl

schreiben dann

Der folgende Satz gibt ein schlagkriftiges Kriterium fiir Summierbarkeit.
Um ihn bequem formulieren zu konnen, setzen wir noch 3; := 3. ;|a,| fiir

jede endliche Teilmenge J C I.

Satz 5.23 — Eine Familie (a;);c1 ist genau dann summierbar, wenn die Menge
{8;|J C I endlich} beschrankt ist.

59



Beweis. 1. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Ist die Familie (a;);c; sum-
mierbar, so gilt dies auch fiir die Familien (Re(a;))i;cr und (Im(a;))ic; und
umgekehrt. Da ferner |z| < |Re(z)| + |Im(z)|, kénnen wir im folgenden ohne
Einschrankung annehmen, dass die Familie (a;);cs reell ist.

2. Es sei zunéchst (a;);cr eine summierbare Familie reeller Zahlen und s :=
> icr @i- Es existiert eine endliche Teilmenge Io C I derart, dass fiir jede endliche
Menge J, Iy C J C I, gilt: |[s—sy| < 1. Es sei nun K C I eine beliebige endliche
Teilmenge. Dann gilt K = (K U Io) \ (Io \ K) und somit sx = sxur, — S1,\k-

Damit erhalten wir die Abschétzung
Isk| = (sxut, —8) + (s = 81,) + (51 — 81\ k)| <1+ 1+ K| <2+ 5y,

Wendet man diese Abschitzung speziell auf die Teilmengen K := {i € K |a; >
0} und K_ := {i € K |a; < 0} von K an, so folgt:

Sk = sk, —skx_ <4+ 23y,

und das ist die gesuchte Beschrinktheitsaussage.
3. Es sei nun umgekehrt die Menge {$x | K C I endlich} beschrénkt und §
ihr Supremum. Zu jedem n € N existiert dann eine endliche Teilmenge I,, C I

mit § — % < 3y, . Fiir jede endliche Teilmenge J C I mit J N I, = @ folgt nun:
- s . . 1
SIn +SJ=S]n+JSS<S[n +E

und somit

. 1
|SJ| <355< —.
n

Fiir alle n.m € N folgt daher:

1 2
= - <—+-<——
S 1\ L = SLu\I | m + n = min{m,n}

|s1, — 51,

Das zeigt, dass die Folge (s1,)n € N eine Cauchyfolge ist. Es sei s = lim(sy,, ).
Wir zeigen jetzt: s = >, ; ai.

Dazu sei € > 0 vorgegeben und ng € N so gewahlt, dass fiir alle n > ng gilt:
|s — s1,| < §. Wir wihlen mg € N mit mo > max{ng, 2}. Jetat gilt fiir jede
endliche Menge J, I,,,, C J C I:

1 €
<z
mo — 2

<+ +
- =E£.
2

N ™

Is =57l =1[(s = 81,0) = S7\Ln,

Satz 5.24 — Eine Familie (a)nen ist genau dann summierbar, wenn die Reihe

Y peq Gn absolut konvergiert, und in diesem Falle gilt Y " | an =Y, cx Gn-
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Beweis.— Ist die Reihe ) a,, absolut konvergent, so folgt fiir jede endliche Teil-
menge J C N mit max J =: NV, dass

N oo
5= 0l <3 Janl <3 Janl.
icJ n=1 n=1
Somit ist die Familie summierbar.

Es sei nun umgekehrt die Familie summierbar und s = ZneN a,. Dann bleibt
zundchst einmal >"_ |a,| = 2ve{1,2,..n} lav] fiir alle n beschréinkt, d.h. die
Reihe konvergiert absolut.

Es bleibt zu zeigen, dass Y - | a, = s. Ist dazu e > 0 vorgegeben, so existiert
eine endliche Teilmenge Iy C N derart, dass fiir jede endliche Menge J, Iy C J C
N, gilt: |s — sj| < . Das wenden wir speziell auf die Menge J := {1,2,...,N}
an, wobei N eine beliebige natiirliche Zahl mit N > max{Io} ist. Es folgt:

N
|S—Zan| =|s—ss|<e.
n=1

Satz 5.25 (Umordnungssatz) — Ist > -, a, eine absolut konvergente Reihe
und ist 0 : N = N eine beliebige Bijektion, dann ist die Reihe ) " | ay(n)
ebenfalls absolut konvergent, und es gilt Y " | Gg(n) = D peyq An-

Beweis. Die beiden Reihen sind nach Satz 5.24 genau dann absolut konvergent,
wenn die entsprechenden Familien summierbar sind. Aber fiir eine beliebig in-
dizierte Familie (a;);cs ist es vollig klar, dass eine Bijektion der Indexmenge in

sich keinen Einfluss auf die Summierbarkeit und die Summe hat. O

Satz 5.26 — Ist (a;)ier summierbar, dann ist die Menge I' = {i € I'|a; # 0}
abzéhlbar.

Beweis. Es gibt ein M € R mit der Eigenschaft, dass fiir jede endliche Teilmenge
J C Igilt: 3 ,c;laj| < M. Wir definieren nun Iy := {i € I|[a;| > 1} und
Iy ={i€I|f >la] > ﬁ} fiir jedes £ € N. Dann ist offensichtlich I’ die
disjunkte Vereinigung der Mengen I, k € Ny. Ist J C I endlich, so folgt nun

Bl
<« )
1S Z|al| <M
i€J
und
|J| < M(k+1).
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Da aber J eine beliebige endliche Teilmenge von I, war, muss jede der Mengen
Iy, k € Ny, endlich sein. Damit ist I’ eine abz&hlbare Vereinigung von endlichen

Mengen und somit selbst abzdhlbar. O

Geht man die letzten Sdtze noch einmal durch, so kénnte der Eindruck ent-
stehen, der Begriff der Summierbarkeit sei vollig {iberfliissig: Der letzte Satz
besagt, dass jede summierbare Familie bis auf irrelevante Glieder, die Null sind,
abzihlbar sein muss, sich also genauso gut durch N indizieren liefe und damit
eine Folge wire, und nach Satz 5.24 ist eine durch N indizierte Familie genau
dann summierbar, wenn die Reihe absolut konvergiert. Dem ist zunichst nicht
zu widersprechen. Allerdings gibt uns der Begriff der summierbaren Familie eine
grofe Freiheit, die Indizierung der Familie nach Belieben und nach Bedarf zu &n-
dern, und dass macht gewisse Schlussweisen durchsichtiger, als sie es bei sturem
Festhalten an der Reihennotation wiren. Das sah man schon beim Umordnungs-
satz und wird beim folgenden Satz und den daraus abgeleiteten Aussagen von

Neuem deutlich.

Satz 5.27 (Grofer Umordnungssatz) — Es sei (a;)ic; eine summierbare Fa-
milie komplexer Zahlen und (I,).cm eine Familie von Teilmengen von I mit
I =1l,ep I Dann ist fiir jedes p € M die Familie (a;)ic1, summierbar. Ist
Su =D ic 1,, @i, S0 ist auch die Familie (8u)uem summmierbar, und es gilt

Sa=¥o-% (L)

i€l peM peEM \iel

Beweis. 1. Schritt: Summmierbarkeit. Es ist klar, dass fiir jedes p € M die
Familie (a;)ics, summierbar ist; es sei s, die Summe. Wir setzen noch 5 :=

Zie[ |ail.

Es ist zu zeigen, dass es eine obere Schranke fiir die Menge

{>_ Isul| L C M endlich}

peL
gibt. Es sei dazu §, := 3 ;. |ai| fiir jedes p € M. Ist L C M eine beliebige
nicht leere endliche Menge, so existiert zu jedem p € L eine endliche Teilmenge
I, C I, derart, dass
§H—i< > lail < 5.
H

Daraus folgt:

Dlsul <> 5. <Y Z|ai|+ﬁ <1+ ) e <143

peL peL HEL \i€l], iEU;neL I,
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2. Schritt: Es ist zu zeigen, dass die beiden Summen s := ), ;a; und
8" := 37 Su gleich sind.

Es sei dazu ein € > 0 vorgegeben. Falls I leer ist, ist die Behauptung trivial.
Wir nehmen also an, dass I # 0.

Die Summierbarkeit der Familie (a;);c; bedeutet, dass es eine endliche Men-
ge Iy C I gibt derart, dass fiir jede endliche Menge I' mit Iy C I' C I gilt:
|s = > e ail < e. Fiir jedes p € M sei Iy, := Io N I,, ferner My := {u €
M | Iy, # 0}. Die Mengen Iy, 4 € M, und M sind endlich.

Weil die Familie (s,).cn summierbar ist, gibt es eine endliche Teilmenge
M; C M derart, dass fiir jede endliche Menge M’ mit M; C M’ C M gilt:
Is" = > e Sul < e Wir wihlen speziell M’ = Mo U M;. Ohne Einschrénkung
kénnen wir annehmen, dass M’ # 0.

Weiter ist nach Voraussetzung fiir jedes p € M’ die Familie (a;)ics, sum-
mierbar. Es gibt daher eine endliche Teilmenge 1,0 C I, derart, dass fiir jede
endliche Menge I, mit I,0 C I}, C I, gilt:

|s, — Z ai| < MZ—'|
i€ll,
Wir wahlen nun speziell I;’L = I,0UIp, und I’ := Uyemr I}IL und sammeln alle
bisherigen Abschéitzungen zusammen:
Wir haben einerseits, weil Iy C I':
|s — Z a;| <e.
el

Andererseits gilt mit der Dreiecksungleichung:

|s'—Zai| = |¢ - Z Za,-|

iel’ nEM' i€l},
S I = D sl D Ise= ) ad
ueM’ peM’ i€l
g
N
< e+ 4 2¢e
peM’

Zusammengenommen folgt hieraus, dass |s — s'| < 3e. Da ¢ aber beliebig war,

folgt s = s', was zu zeigen war. O

Satz 5.28 (Doppelreihensatz)— Es sei (amn)(m’n)eNg eine summierbare Fami-
lie. Dann ist fiir jedes m € Ny auch die Familie (amn)nen, summierbar. Ferner

ist die Familie (3_, cn, Gmn)men, summierbar und es gilt:

Y o= X (Tem)

(m,n)ENg meNy \neNy
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Beweis. Das folgt sofort aus dem grofien Umordnungssatz, wenn man die Menge

No x Ny in die Teilmengen {m} x Ny zerlegt. O

Definition 5.29 — Es seien > >° ja, und > ° b, zwei Reihen. Ist ¢, =
> heo @kbn_k so heiRt die Reihe ) ° ¢, das Cauchyprodukt der beiden Reihen
oo gan und Y507 by,

Im allgemeinen ist nicht klar, ob das Cauchyprodukt zweier konvergenter
Reihen wieder konvergiert und ob in diesem Falle der Wert der Reihe gleich dem
Produkt der Werte der Ausgangsreihen ist (vgl. Folgerung 8.29). Der folgende

Satz gibt ein hinreichendes Kriterium.

Satz 5.30 — Sind Y, a, und Y . b, absolut konvergente Reihen, so ist
auch ihr Cauchyprodukt Y ", ¢, absolut konvergent und es gilt

oo oo oo
E an - E b, = E Cn-
n=0 n=0 n=0

Beweis. Wir betrachten die Familie (an.0n)(m,n)en-

1. Schritt: Die Familie (@mbn)(m,n)en, ist summierbar.

Ist ndmlich J C Ny xNj eine beliebige endliche Teilmenge, so gibt es myg, ng C
No so, dass J C {0,1,...,mo} x {0,1,...,n0}. Nun folgt:

mo no [eS) oo
S Jambal €3 fanl - 3 [bal € 3 faml - 3 [bal:
m=0 n=0 n=0 n=0

(m,n)eJ
Das bedeutet, dass wir fiir alle J eine einheitliche Schranke fiir die Summe
> (m,n)es |ambn| gefunden haben. Daraus folgt die Summierbarkeit.

2. Schritt. Nach dem Doppelreihensatz gilt:

> (X o)

N
&)
3
o
Il

(m,n)ENg meNy \neNg
= E am ( E bn)
méENg n€ENp

(z+) (5)

3. Schritt. Wir zerlegen die Menge Ny x Ny in die Teilmengen
L= {(m,n)|m+n=p}, el

Dann ist

©
E ambn = E akb”,k =ICy-
k=0

(m,n)GI,,
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Nach dem grofien Umordnungssatz ist > ueN, Cp summierbar, also das Cauchy-

produkt Y°7° ¢, absolut konvergent, und es gilt:

(m,n)EN2

5.5 Potenzreihen

Es sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen. Eine Reihe der Form

oo
E anz"
n=0

mit z € C heifit Potenzreihe. Die Konvergenz einer solchen Reihe ist dann nicht

allein durch die Koeffizienten a,, bestimmt, sondern hingt von z ab.

Satz 5.31 — Konvergiert die Reihe Y a,z™ fiir ein z € C, so konvergiert die
Reihe Y a,w™ absolut fiir alle w € C mit |w| < |z].

Beweis. Ist Y. ; a,2" konvergent, so ist die Folge (a,2™) eine Nullfolge, also
insbesondere beschrinkt. Es sei M = sup{|a,2"||n € Np}. Fiir jede komplexe
Zahl w mit |w| < |z| und jedes n € Ny folgt dann:

n
|anw"|=|anz”I-\g\ SM'\E
A A

Nach dem Majorantenkriterium konvergiert > an,w™ absolut. O

Definition 5.32 — sup{|z|| 3_ a,z™ konvergiert} € R heifit Konvergenzradius

der Potenzreihe > a,z™.

Nach Definition kann der Konvergenzradius R einer Potenzreihe Y a, 2™ den
Wert R =0, R € R,p oder R = o0 annehmen. Falls R = 0, so konvergiert die
Reihe ) a,2™ nur fiir z = 0. Falls 0 < R < o0, so ist die Reihe }_ a,2™ fiir
jedes z in der offenen Kreisscheibe Ur(0) absolut konvergent und divergiert
fiir jedes z mit |z| > R. Uber die Konvergenz fiir solche z mit |z| = R kann
man keine allgemeingiiltigen Aussagen treffen, sondern muss diese Frage fiir
jede Potenzreihe und jedes fragliche z getrennt untersuchen. Falls R = oo, so

konvergiert die Reihe > a,z™ absolut fiir alle z € C.

Beispiel 5.33 — Wir haben schon frither gesehen, dass die Exponentialreihe
$%° 2 fiir jede komplexe Zahl z absolut konvergiert. Der Konvergenzradius

n=0 nl

der Exponentialreihe ist also oo.

65



Beispiel 5.34 — Die geometrische Reihe ) > /2™ hat den Konvergenzradius
1. Denn einerseits ist die Reihe fiir alle z € C mit |2| < 1 absolut konvergent,

andererseits fiir z = 1 sicher divergent.

Beispiel 5.35 — Die Arkustangensreihe

w

2 25 Z R 2n+1
EJA S S Dle e

hat Konvergenzradius 1, denn sie konvergiert nach dem Leibnizkriterium fiir

z —

z = 1, divergiert aber fiir z = 4, weil fiir jedes n € N gilt:

n

1 1 1
|Z 2u+1|_|z2u+1|—22u—+1’

und die harmonische Reihe divergiert!

Satz 5.36 (Konvergenzradius nach Cauchy-Hadamard®*®) — Es sei (a,,) eine
Folge komplexer Zahlen und L := lim ¥/|a,|. Dann ist der Konvergenzradius
der Potenzreihe 3 a,2™ gegeben durch L1, falls L # 0, und ist oo, falls L = 0.

Beweis. Es sei R:= L1, falls L # 0, und R := oo, falls L = 0. Gilt |2| < R fiir
eine komplexe Zahl z, so ist lim §/]a,2"| < 1, und die Reihe 3 a,,2™ konvergiert
nach dem Wurzelkriterium. Ist dagegen |z| > R, und ist a,, eine Teilfolge mit
lim "m = L, so ist die Folge an, 2™ keine Nullfolge, die Reihe Y a, 2™ muss

also divergieren. O

Satz 5.37 — Es sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen und ng € N so, dass

, SO

an, # 0 fiir alle n > ng. Existiert der uneigentliche Grenzwert R = lim ‘#11

ist R der Konvergenzradius der Reihe ) a,z"

an

Beweis. Der Grenzwert R = lim existiere. Fiir z mit 0 < 2| < R folgt:

Intl

(2%

tenkriterium 5.13. Umgekehrt ist fiir z mit |2| > R die Folge |a,2"| unbeschrénkt

lim < 1. Damit konverglert die Reihe > a,,2™ absolut nach dem Quotien-

und die Reihe Y a,2™ muss divergieren. O

Sind Y0 ja,2™ und Y .°  b,2™ zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien
R; und R, so haben die Reihen Y >° (a, +bn)2z" und Y o0 o (30 arbn_i) 2"
jeweils einen Konvergenzradius, der grofer oder gleich R := min{R;, Ry} ist,

und fiir alle 2z mit |z| < R gilt:

Zanz +sz Zan+bn)z”
n=0

20 Jacques Salomon Hadamard, * 8.12.1865 1 17.10.1963.
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und

oo oo oo n
E anz" - E b,2" = E arbn_r | 2™.
n=0 n=0 k=0

n=0

Ersteres ist sofort klar, und letzteres folgt aus Satz 5.30.

Lemma 5.38 — Essei y . a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >
0. Dann existiert zu jedem N € Ny und jedem r < R eine Konstante C derart,
dass fiir alle z € C, |z| < r, gilt:

oo
E anz"

n=N-+1

<C- oM

Beweis. Da r < R, konvergiert die Reihe Y a,r™ absolut. Es sei

oo
C:= Z |y |rm N1
n=N+1
Dann gilt fiir alle z, |2z| < 7:
© © n—N-1
Z a2t = |z|N+1 Z anr—N-1 (f)
n=N+1 n=N-+1 r
oo
< |Z|N+1 Z |an|ran71
n=N-+1
— C|Z|N+1.

Satz 5.39 — Es sei a(z) = Y .. ,an2" eine Potenzreihe mit positivem Kon-
vergenzradius R. Ferner seien nicht alle a,, = 0. Dann existiert eine, 0 < € < R,
derart, dass a(z) in der offenen Kreisscheibe U.(0) hdchstens eine Nullstelle im
Ursprung hat.

Beweis. Wir zeigen dass in einer hinreichend kleinen Umgebung der 0 die einzige
mogliche Nullstelle z = 0 ist. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es zu
jedem k € N ein 2z, mit 0 < |zi| < % und a(zx) = 0. Nach Voraussetzung
verschwinden nicht alle a,,. Es sei N minimal mit ay # 0. Da z; eine Nullstelle
ist, gilt: o
aNz,]cV = — Z an 2y, -
n=N+1

Nach dem vorigen Lemma exisitiert aber eine Konstante C' so, dass fiir alle z
mit |z| < R/2 gilt:

< Clz|N*L

oo
E an?”

n=N+1
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Wendet man dies auf die z; an, so erhilt man:

0 < |an| < Clzxl
fiir alle k, im Widerspruch dazu, dass (z;) eine Nullfolge ist. O
Folgerung 5.40 — Sind a(z) = Y " janz" und b(z) = Y, b,z™ Potenzrei-

hen mit positiven Konvergenzradien und ist (zx) eine Nullfolge in C \ {0} mit
a(zr) = b(zg) fiir alle k, so folgt a,, = b,, fiir allen € Ny .

Beweis. Man wende den Satz auf die Potenzreihe ) (a, — b,)z™ an. O

5.5.1 Die Exponentialfunktion

Die Exponentialreihe hat den Konvergenzradius oco. Wir kénnen also fiir z € C

die Exponentialfunktion
oo zn
exp(z) 1= Z )
n=0

definieren.
Satz 5.41 — Fiir alle komplexen Zahlen z und w gilt

exp(z) - exp(w) = exp(z + w). (5.1)
Insbesondere ist exp(z) # 0 fiir alle z € C.

Beweis. Es seien z und w beliebige komplexe Zahlen. Dann gilt

exp(z) -exp(w) = Z % ) Z %

Die zweite Aussage folgt als Spezialfall aus der allgemeinen Multiplikativitat

mit w = —z. O
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Satz 5.42 — Fiir alle z € C gilt

oo n n
S = lim (1+3) .
= n!  n—oo n

Beweis. Es sei 2z € C. Die Reihe > > 2

n
n=0 n!

konvergiert absolut. Zu vorgegebenem

oo 2"

e > 0 finden wir also ein N so, dass >~y = < . Wir miissen die beiden

folgenden Reihen vergleichen:

2 3 4

22 2z
exp(z) = 1+Z+§+§+Z+---
Z\" 22nn—1) z23n(n—1)(n-2)
(1+E) = 1+Z+§T+§T+

Daraus ergibt sich:

exp(z) — (l + %)n

INA

o k
+ & 14+ 1_1 1_2 1_@ .
k! n n n
k=N
Im zweiten Summanden auf der rechten Seite ist der geklammerte Faktor kleiner
als 2, der gesamte Summand nach Wahl von N also < 2¢. Der erste Summand

ist eine endliche Summe, die fiir n — oo gegen 0 geht. Da ¢ beliebig war, folgt
exp(z) = lim (1 + £) O

n

Bemerkung 5.43 — Der Grenzwert lim (1 + %)n taucht bei der Diskussion
stetiger Verzinsung auf: Ein Kapital K erhoht sich bei einem Zins z nach Ab-
lauf eines Jahres auf K (1 + z). Wird halbjahrlich verzinst und der Zins wieder
mitangelegt, so erhéilt man stattdessen K (1+ 2/2)?, bei monatlicher Verzinsung
K (1+2/12)'2, bei stetiger Verzinsung also K lim (1 + 2)". Die Existenz dieses
Grenzwertes besagt also insbesondere, dass das Kapital bei stédndiger Verzin-
sung nicht ins Unermessliche steigt, sondern durch die Zahl exp(z) beschrankt
bleibt.

Derselbe mathematische Zusammenhang besteht bei allen Wachstums- (Bak-
terienkulturen) oder Zerfallsprozessen (radioaktive Stoffe) bei denen das Wachs-
tum oder der Zerfall proportional zur vorhandenen Stoffmenge ist. Wir kommen

spater darauf zuriick.
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Definition 5.44 — Die Zahl
1 1\"
= — =1i 1+ — 2
e=) —=lm ( + n) (5.2)
heifdt Eulersche Zahl.

Satz 5.45 (Euler) — e ist eine irrationale Zahl.

Beweis. Angenommen, es gilte e = % mit p,q € N. Durch Multiplikation von
1 =1
0<e=) —= 3 —
n=0 n=q+1

mit ¢! erhilt man:

— g
0 < N.—p(q—l)!—zm
n=0
R ! + ! +
g+1 (¢+1)(@+2) (@+D(@+2)(q+3)
oyt Lt
g+1 (¢g+1)2  (¢+1)*
1
= -<1
q

Man sieht nun leicht, dass IV einerseits eine ganze Zahl ist, andererseits zwischen

0 und 1 liegen soll. Das ist unmoglich. Die Annahme, e ware rational, war falsch.

O
5.5.2 Die trigonometrischen Funktionen
Wir definieren fiir beliebiges z € C die Sinusfunktion
0 z2n+1
i = -t 5.3
sinls) == Y-V Gy (53)
und die Kosinusfunktion
0 an
cos(z) := HZ:O(—I) o) (5.4)

Beide Reihen haben den Konvergenzradius co. Offensichtlich ist sin(z) eine un-

gerade und cos(z) eine gerade Funktion, d.h.
sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z).

Durch Vergleich mit der Exponentialreihe erhilt man die Eulersche Formel:
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Satz 5.46 — Fiir jedes z € C gilt exp(iz) = cos(z) + sin(z)i.

Da andererseits exp(—iz) = cos(z) — sin(z)i, gelten fiir jedes z € C die

Umkehrformeln
1 . . . 1 . .
cos(z) = i(exp(zz) + exp(—iz)), sin(z) = 2—Z_(exp(zz) —exp(—iz)).

Benutzt man nun noch die Multiplikativitit der Exponentialfunktion (5.1) so

erhilt man die Additionstheoreme

Satz 5.47 — Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z +w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w), (5.5)

cos(z+w) = cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w). (5.6)
Insbesondere gilt fiir alle z € C:

cos(z)? +sin(z)? = 1. (5.7)

5.5.3 Die Binomialreihe

Die Binomialreihe

n=0
hat den Konvergenzradius oo, falls a € Ny, denn dann sind alle bis auf die
ersten a Terme identisch 0. Falls o & Ny, so zeigt die Uberlegung in Beispiel

5.15 zusammen mit dem Kriterium 5.37, dass der Konvergenzradius genau 1 ist.

Satz 5.48 — Fiir beliebige o, 8 € C und fiir alle z € Uy(0) gilt

B, (z2) - Bg(2) = Bayp(2).

Insbesondere gilt fiir alle n € N:

Beweis. Mit dem Satz tiber Cauchyprodukte 5.30 folgt fiir alle z € U;(0):

> ()

n=0 m=0

- S (2 (O00):

Ba(2)Bgs(2)
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Zum Beweis der Behauptung geniigt es also, die folgende Identitdt von Binomi-

alkoeffizienten zu beweisen:

kio (:) (n ? k) N (a :L_ B)' (5.8)

Wir tun dies durch Induktion {iber n. Fiir n = 0 oder n = 1 ist die Behauptung
offensichtlich richtig. Wir nehmen an, die Behauptung sei schon bewiesen fiir
ein n > 1 und zeigen, dass sie dann auch fiir n + 1 richtig ist. Nun gilt in der
Tat:

(a+ﬁ> B a+5—n<a+ﬂ)
n+1/) n+1 n

- a6

1
NE
=
3|
+ 3
=1+
;?-
N
> 9
N——

>
Il
<}

Il
ol
gk
' 3
S|+
+ | =
=
-
/N
> 9

S

I
:?:rM
3
3|+
4+ | =
=1
S
/N
> Q

+
= O

T (Z) (mf—k)'

o

Das beweist die erste Aussage des Satzes, die zweite Aussage des Satzes folgt

durch Induktion aus der ersten. O

Satz 5.49 — Es sei z € C und n € N. Dann gibt es ein w € C mit w™ = z.

Beweis. 0. Schritt: Die Behauptung ist klar fiir z = 0.
1. Schritt: Es gelte Re(z) > 0. Dann ist |z — 1| < |z + 1|, und folglich liegt

TRES % in U1(0). Umgekehrt ist z = 1=%. Daher sind die Zahlen B ;,(u) und

By /n(—u) definiert und haben die Eigenschaft
Bi/n(u)" =1+wu, Byp(—u)"=1—-u#0.
Schlieflich ist w := By, (u)/B1/n(—u) definiert, und es gilt
wh=(1+u)/1-u) =z,

wie verlangt.
2. Schritt: Ist z eine beliebige komplexe Zahl # 0, so wissen wir aufgrund

von Satz 4.10, dass es ein v € C mit v* = z gibt. Aber jede der Zahlen v, := vi¥
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hat die Eigenschaft v2 = z. Wir wihlen v so, dass z’ := vi” einen positiven
Realteil hat. Nach Schritt 1 gibt es dann ein w’ € C mit (w')™ = 2’. Mit der
Wahl w := (w’)* folgt w™ = (2')* = 2. O

5.6 Vom richtigen Zihlen

Potenzreihen konnen in vielen Fillen erfolgreich in der Kombinatorik eingesetzt
werden. Das Vorgehen ist wie folgt: Angenommen, a, ist fiir jedes n € Ny
die Losung eines von n abhingigen Zahlproblems. Wir bilden die Potenzreihe
f(z) = 3507 anz™. Diese Potenzreihe heift in diesem Zusammenhang die er-
zeugende Funktion zu der Folge (a, ). Man leite fiir die a,, rekursive Beziehungen
her und iibersetze diese in Aussagen iiber die Funktion f(z). Die Analyse der
Eigenschaften von f(z) hilft oft, das urspriingliche kombinatorische Problem zu

16sen. Wir besprechen diese Idee exemplarisch an zwei Beispielen.

Beispiel 5.50 — Die Fibonaccizahlen

Wir haben die Fibonaccizahlen (f,)nen, rekursiv wie folgt definiert:
fO =1, fl =1, fn+1 = fn + fn—l fir alle n > 1.

Das Problem lautet nun: Kann man fiir die f, eine explizite Formel angeben, die
also erlauben wiirde, direkt f, auszurechnen, ohne vorher alle fo, f1,..., fn_1

zu berechnen? Wir bilden die Potenzreihe

1) =3 foa
n=0

Wir wissen auferdem, dass lim % = @ Also ist der Konvergenzradius der
Reihe durch VB
2 5—-1
= = ~ 0,618
VE+1 2

gegeben. Die Beziehung fn4+1 = fn+ fn—1 ist zusammen mit den Anfangsbedin-

gungen fo = f1 = 1 dquivalent zu der Aussage:

f(z) = 2f(z) = 2°f(z) = 1.

Demnach gilt fiir alle 2, |z| < R:

_ 1
T l—z—2?

f(2)

Die Nullstellen des Polynoms 22 + z — 1 sind 3 = —@ und v = \/52_1. Wir
machen den Ansatz
1 _ B, C
1—2—22 f—2z ~—2z
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Das fiihrt auf die Bedingungen
By+Cf=-1 und B+C=0

an B und C mit der eindeutigen Losung

Damit haben wir:

f(z):_% (ﬁ-kviZ)

Die rechte Seite besteht aus zwei geometrischen Reihen. Lisen wir nach diesen

auf, so folgt:
= 1 1 1
> == 7 3 (s = )
n=0 \/3 n=0 6 v

Folgerung 5.40 erlaubt den Koeffizientenvergleich der beiden Reihen. Damit fin-

den wir schliefilich die explizite Formel

1 i+ (s
f= 2 < . ) +(—1)< - ) . (5.9)

Man beachte, dass der zweite Term in der Summe stets kleiner als 1 ist und iiber-

dies fiir n — oo gegen 0 geht. Man erhilt also f,, vereinfacht durch Rundung

n+1
% (‘/3; 1) . (5.10)

der irrationalen Zahl

Beispiel 5.51 — Die Catalanschen?' Zahlen
Es bezeichne ¢, die Anzahl der Mdglichkeiten, ein (nicht assoziatives) Produkt
aus n Faktoren (in vorgegebener Reihenfolge) zu klammern. Man findet sofort,
dass c; =1, ¢co =1, c3 = 2, ¢4 = 5. Kann man eine allgemeine Formel fiir ¢,
angeben?

Wir leiten zunichst die folgende Rekursionsformel fiir die ¢, her: Fiir alle
n > 2 gilt

n—1
Cn = Z CiCn—i.- (5.11)
=1

Das Bestehen dieser Beziehung sieht man so: Bei einem Produkt aus n Faktoren
werden n — 1 Verkniipfungen ausgefiihrt. Die zuletzt vorgenommene Multiplika-
tion verkniipft ein irgendwie geklammertes Produkt der ersten ¢ Faktoren mit
einem irgendwie geklammerten Produkt der letzten n —i Faktoren fiir ein gewis-

ses i € {1,2,...,n — 1}. Fiir festes i gibt es ¢; Moglichkeiten den ersten Faktor

21Eugéne Charles Catalan, * 30.5.1814 1 14.2.1894.
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und ¢, ; Moglichkeiten, den zweiten Faktor zu klammern. Da jede Kombination
von Moglichkeiten zuldssig ist und zu verschiedenen Produkten fiihrt, hat man
¢iCn—; Moglichkeiten. Lasst man jetzt noch 4 laufen, so erhélt man die Formel
(5.11).

Wir betrachten die erzeugende Funktion
c(z) = Z cn2™. (5.12)
n=0

Es ist zweckmifig, die noch unbestimmte Zahl ¢y als 0 zu wihlen, denn dann

kann man die Beziehung (5.11) in die Form

Cn = Zcicn,i (5.13)
1=0

bringen, in der die rechte Seite, abgesehen von einem Faktor z", der n-te Ko-
effizient des Cauchyproduktes von c¢(z) mit sich ist. Wir erhalten formal die
Gleichung

c(z) = c(2)® + 2. (5.14)

Der Summand z kommt hinzu, weil die Gleichung (5.13) nur fiir n > 2 gilt.
Gleichung (5.14) ist zunichst nur eine formale Gleichung, da wir das Wachs-
tumsverhalten der Koeffizienten c¢,, nicht kennen und daher auch keine Aussa-
gen iiber den Konvergenzradius der Reihe c¢(z) machen kdnnen. Insbesondere
wissen wir nicht, ob die Gleichung (5.14) iiberhaupt fiir irgendeine Zahl z # 0
gilt. Um weiterarbeiten zu konnen, nehmen wir an, der Konvergenzradius sei
positiv, miissen aber daran denken, diese Annahme am Ende zu rechtfertigen.
Aus (5.14) erhilt man:

1—4dz=1—4c(2) + 4c(2)? = (1 — 2¢(2))2

Wir kennen bereits eine Potenzreihe, deren Quadrat 1 — 4z ist, ndmlich die Bi-

nomialreihe By /5(—4z) mit dem Konvergenzradius ;. Das fiihrt auf den Ansatz

- 1
é(z) := 5(1 — By3(—42)) (5.15)
Diese Potenzreihe &(z) hat nun die folgenden Eigenschaften: Erst einmal ist der

konstante Term é = 0. Zweitens hat sie denselben Konvergenzradius wie die

Binomialreihe, also ;. Deshalb gilt fiir alle z mit |z| < I die Beziehung

1—dz=(1-2¢2))% =1 —4&(2) + 4é(2)?,

und dies {ibersetzt sich wegen ¢y = 0 in die Rekursionsgleichungen

n—1
571: E 6ién_i und 6121.
=1
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Durch diese Gleichung sind die Koeffizienten &, aber bereits vollstindig be-
stimmt, miissen also mit den c¢,,, die derselben Beziehung geniigen, iibereinstim-
men. Damit haben wir die Hypothese iiber den Konvergenzradius gerechtfertigt

und koénnen daran gehen, die ¢, = &, auszurechnen. Wir finden:
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§6 Stetigkeit

6.1 Stetige Funktionen

Es sei D eine Menge. Abbildungen f : D — R oder f : D — C heifien reelle

bzw. komplexe Funktionen.

Definition 6.1 — Es sei D C C. Eine Funktion f : D — C heifit stetig im
Punkt a € D, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt derart, dass fiir alle z € D
mit |z —a| < 6 gilt [f(2) — f(a)| < e. Ist f in allen Punkten a € D stetig, so

nennt man f kurz eine auf D stetige Funktion.

Hier ist die Reihenfolge, in der € und ¢ erscheinen von entscheidender Wich-
tigkeit: Erst wird ein € > 0 vorgegeben. Dazu muss man ein passendes § > 0
mit bestimmten Eigenschaften finden. Dieses 6 hingt in der Regel sowohl von
dem € wie von der Stelle a ab, fiir die Stetigkeit behauptet wird. Hiufig ver-
sucht man dies dadurch deutlich auszudriicken, dass man schreibt: ,,...gibt es
ein 6 = §(a,¢e) ...« Die logische Abhangigkeit zwischen € und § muss in Fleisch
und Blut {ibergehen. Man stelle sich den Sachverhalt wie einen Dialog vor: A
behauptet die Stetigkeit. B widerspricht. Daraufhin darf B ein beliebig kleines

¢ vorgeben, und A muss in der Lage sein, mit einem geeigneten § zu antworten.

Beispiel 6.2 — Die Funktion f : C — C, z +— 22, ist in allen Punkten stetig.
Beweis. Es sei a € C und ¢ > 0 vorgegeben. Es sei § := min{1l,e/(2|a|] + 1)}.

Dann gilt fir alle z mit |z — a| < 4:
f(2) = f(a)| = |2* —a®| = |z —a| -[2a + (2 — a)| < 8(2]al +0) < 6(2lal +1) < e.

O

In diesem Beispiel sieht man deutlich die Abhéngigkeit von § sowohl von

a € C wie von e. Gelegentlich gilt aber etwas mehr:

Definition 6.3 — Es sei D C C. Eine Funktion f : D — C heifst gleichmifig
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt so, dass fiir alle z,a € D gilt: Aus
|z —a| < d folgt |f(2) — f(a)| < e.

Es ist klar, dass aus der gleichméfigen Stetigkeit die Stetigkeit in allen Punk-

ten des Definitionsbereichs folgt.

Beispiel 6.4 — Fiir jedes n € N ist die Funktion {/—: R>og — R gleichméfig
stetig.
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Beweis. Sind zunéchst s,t > 0 beliebige reelle Zahlen, so folgt

s+0m=Y" (:”) ST > g 4

=0

Speziell mit s = {/a und t = /b folgt hieraus
Ya+ Vb > Va+b,

und daraus fiir beliebige z,y > 0:

V7 = 3yl < Vle -yl

Damit bekommt man schnell die gleichméfige Stetigkeit: Ist € > 0 vorgegeben,

so sei 6 = ™. Fiir beliebige z,a > 0 mit |z — a| < ¢ folgt nun:

|%/z — ¥a| < V/]z—a| < V5 =e.

Das war zu zeigen. O

Beispiele 6.5 — Andere Beispiele fiir gleichméfig stetige Funktionen sind die
identische Funktion id : C — C, die komplexe Konjugation ~: C — C, und die
Projektionen auf Real- und Imaginérteil Re : C — R, Im : C — R, sowie der
Absolutbetrag | — | : C — R.

Satz 6.6 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit) — Es sei f : D — C eine Funktion
und a € D C C. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. fist in a € D stetig.
2. Fiir jede Folge (z,) in D mit lim z, = a gilt lim f(z,) = f(a).

Beweis. 1.=2.: Es sei also f stetig in a und (z,) eine Folge in D mit lim z,, = a.
Wir miissen zeigen, dass f(z,) gegen f(a) konvergiert. Ist € > 0 vorgegeben, so
existiert wegen Stetigkeit ein 6 > 0 derart, dass fiir alle z € D mit |z —a| < §
gilt | f(2) — f(a)| < e. Da die Folge (z,) gegen a konvergiert, gibt es ein ng € N
derart, dass fiir alle n > ng gilt: |2, — a|] < §, nach Konstruktion also auch
|f(zn) — f(a)| < e. Also konvergiert f(zn) gegen f(a).

2.=1.: Es gelte also die Bedingung 2. Ware f nicht stetig in a, so gibe es
ein € > 0, zu dem fiir jedes > 0 ein z € D existierte mit |z — a| < J, aber
|f(z) = f(a)] > €. Insbesondere gibt es dann zu jedem n € N ein z, € D mit
|zn —al < £ und |f(2n) — f(a)| > . Das bedeutet aber, dass lim z, = a, ohne

dass lim f(z,) = f(a), im Widerspruch zur Annahme. O
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Sind f,g : D — C Funktionen, so bezeichnet man mit f + g, fg: D — C

die Funktionen

(f+9)(2) == f(2) +9(2) und (fg)(2) := f(2)g(2).
Analog definiert man zu f : D — C die Funktionen Re(f),Im(f),|f| : D — R

und f : D — C. Gilt g(z) # 0 fiir alle z € D, so ist g : D — C durch

i(z) = % definiert.

Satz 6.7 — Sind f,g : D — C in a € D stetig, so auch f + g und fg. Ist
g(a) # 0, so gibt es ein n > 0 derart, dass g(z) # 0 fiir alle = € DN U, (a), und

5 ist auf D N U,(a) definiert und in a stetig.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus dem Folgenkriterium und den Re-
chenregeln fiir Grenzwerte von Folgen: Ist ndmlich (z,) eine Folge in D mit
lim(a,) = a, so gilt:

Hm(f + g)(zn) = lim(f(zn) + 9(zn)) = lim f(zn) +lim g(zn)
fla) +g(a) = (f + 9)(a).

Analog beweist man die Aussage fiir das Produkt fg.

Ist nun g(a) # 0, so gibt es wegen der Stetigkeit von g in a ein > 0 derart,
dass fiir alle z € D NU,(a) gilt: |g(z) — g(a)| < 1|g(a)|. Mit der Dreiecksunglei-
chung folgt fiir solche z: |g(z)| > %|g(a)|, also insbesondere g(z) # 0. Der Rest

der Aussage folgt wieder mit dem Folgenkriterium. O

Satz 6.8 — Essei f : D — D' C C stetigina € D und g : D' — C stetig in
f(a) € D'. Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion go f : D — C stetig

in a.

Beweis. Folgt sofort aus dem Folgenkriterium. O

Folgerung 6.9 — Ist f : D — C stetig in a € D, so auch die Funktionen
Re(f), Im(f), ||, und f.

Beispiel 6.10 — Jedes Polynom f = fo + f1X + ...+ f,X™ € C[X] definiert
eine stetige Funktion f : C — C, 2z = f(2) = fo + fiz + ... + fnz". Denn
trivialerweise sind konstante Funktionen und die identische Funktion X : C —
C, z — z, stetig, und nach den obigen Satzen alle daraus durch Addition und
Multiplikation gebildeten Funktionen.

Beispiel 6.11 — Als zusammengesetzte Funktion ist auch v/3+ X2 : R - R
stetig.
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6.2 Grenzwerte

Definition 6.12 — Es sei D C C und a € C. Eine Funktion f : D — C hat in

a den Grenzwert ¢ € C, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Es gibt eine Folge (z,,) in D \ {a} mit lim z, = a.
2. Fiir jede solche Folge gilt lim f(z,) = c.

In diesem Falle schreibt man lim,_,, f(z) = c.

Man beachte, dass in dieser Definition a kein Punkt von D zu sein braucht.
Insbesondere ist f also in a nicht notwendigerweise definiert. Andererseits hat
der Wert f(a), falls a doch in D liegt, keinen Einfluss auf den Grenzwert, da
die Folgen ja nur in D \ {a} gebildet werden.

Definition 6.13 — 1. Es sei D C C. Ein Punkt a € C heifft Hiufungspunkt
von D, wenn es eine Folge (z,,) in D \ {a} mit lim z, = a gibt.

2. Eine Menge D C C heifit abgeschlossen, wenn D alle ihre Haufungspunkte
enthilt.

Lemma 6.14 — 1. Es sei D C C. Ein Punkt a € C ist genau dann Hiufungs-
punkt von D, wenn fiir jedes e > 0 gilt (D \ {a}) N U:(a) # 0.

2. Eine Menge D C C ist genau dann abgeschlossen, wenn es zu jedem a € C\ D
ein € > 0 mit U.(a) C C\ D gibt.

Bemerkung 6.15 — Eine Funktion f : D — C ist stetig in a € D genau dann,

wenn entweder a kein Haufungspunkt von D ist oder lim,_,, f(z) = f(a) gilt.

Fiir Funktionen, die auf Teilmengen von R definiert sind, sind die Begriffe

des rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwertes zweckméfig:

Definition 6.16 — Es sei D C R und a € D. Eine Funktion f : D — C besitzt
in a einen rechtsseitigen Grenzwert ¢, wenn die beiden folgenden Bedingungen

erfiillt sind:
1. Es gibt eine Folge (z,,) in D mit z, > a fir alle n und lim z,, = a.
2. Fiir jede solche Folge gilt lim f(z,) = c.

In diesem Falle schreibt man lim,, f (z) = ¢. Analog definiert man den links-

seitigen Grenzwert lim,4, f(2).
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Schliefslich treten hiufig noch die folgenden uneigentlichen Grenzwerte auf.
EsseiDCRund f: D — R

1. lim, 4o f(2) = ¢ bedeutet: Es gibt eine Folge (2,,) in D mit lim z,, = oo,
und fiir jede solche Folge gilt lim f(2,) = ¢. Analog: lim,_,  f(z) =c.

2. lim,_,, f(2) = oo bedeutet: Es gibt eine Folge (2,,) in D\ {a} mit lim z,, =
a, und fiir jede solche Folge gilt lim f(z,) = co. Analog: lim,_,, f(z) = —c0.

3. Schliefslich gibt es weitere Grenzwerte, deren Definition sich aber unmittel-
bar aus der Notation erschliefst, wie etwa lim,_,o, f(2) = oo oder lim. |, f(2) =

—0Q.

Satz 6.17 — (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Es sei D C R und f,g : D — R Funktionen. Existieren die Grenzwerte
lim, ,, f(2) und lim,_,, g(2) im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne, und
sind die rechten Seiten der folgenden Ausdriicke definiert, so existieren auch die

Grenzwerte auf der linken Seite und es gilt:
1. lim, o (f(2) + g(2)) = lim,—q f(2) + lim, 4 g(2).

2. lim, 4 (f(2)g(2)) = (limzq £(2)) - (lim.a g(2))-

3. Ist g(z) # O fiir alle z € D, so gilt auch lim,_,, ﬁg)) = %

Die entsprechenden Aussagen gelten fiir einseitige Grenzwerte lim, |, etc. und

uneigentliche Grenzwerte lim,_, ., etc.

Beweis. Der Satz ergibt sich aus den analogen Aussagen fiir Grenzwerte von
Folgen. O

6.3 Zwischenwertsatz und Anwendungen

Satz 6.18 (Zwischenwertsatz) — Es seien a,b € R, a < b, und es sei f : [a,b] —
R eine stetige Funktion. Gilt f(a) <y < f(b) oder f(a) >y > f(b), so existiert
ein x € [a,b] mit f(z) =y.

Beweis. Falls y = f(a) oder y = f(b), so sind wir sofort fertig. Wir nehmen
also an, dass f(a), f(b) und y verschieden sind, und kdnnen sogar noch ohne
Einschrdnkung annehmen, dass f(a) < y < f(b), indem wir andernfalls f durch
—f ersetzen.

Dann ist die Menge M := {z € [a,b] | f(2) > y} nicht leer, denn b € M. Es sei
x := inf M. Nach Konstruktion gibt es dann eine Folge (2,,) in M mit lim z,, = z,

und wegen Stetigkeit folgt: f(x) = lim f(z,) >y > f(a). Insbesondere ist x > a,
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und es gibt eine Folge (2,) in [a, b] mit 2, 1 z. Fiir diese gilt f(z,) < y fiir alle

n, also auch f(z) = lim f(z,) < y. Zusammengenommen folgt f(z) = y. O

Beispiel 6.19 — Ist f := fo + fiX + ... + foX™ € R[X] ein reelles Polynom
von ungeradem Grad, so besitzt f eine reelle Nullstelle, d.h. es gibt ein a € R
mit f(a) =0.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass f,, = 1. Wir schreiben

f(z)=2" (1+f"_1+...+f—2)
z z

fir alle z € R*. Da lim,_, % =0und lim,_, % = 0, folgt:

lim (1+f”1+...+&):1
z n

z—Fo0 z
und somit

lim f(z) =00, lim f(z) = —oc.
Also gibt es ein N € N mit f(N) > 0 und f(—N) < 0. Nach dem Zwischen-
wertsatz existiert ein a € [N, N] mit f(a) = 0. O

Wir kennen den Begriff eines abgeschlossenen Intervalls [a, b]. Daneben be-

trachtet man noch halboffene Intervalle
[a,b) = {z € R|a < z < b},
(und entsprechend (a, b]), offene Intervalle
(a,b) ={z € Rla < z < b},
sowie uneigentliche Intervalle
(a,00) ={z € R|a < =z},

(und entsprechend [a, o), (—00, b), (—00, b], (—o0, 00)). Man iiberlegt sich leicht,
dass eine Teilmenge I C R genau dann ein Intervall ist, wenn fiir alle a,b € I
mit a < b gilt: [a,b] C I.

Es sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit monoton wachsend, wenn
fiir alle a,b € D, a < b, gilt f(a) < f(b), und streng monoton wachsend, wenn
scharfer f(a) < f(b) gilt. Analog: (streng) monoton fallend.

Satz 6.20 — Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine injektive stetige
Funktion. Dann gilt:
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1. J := f(I) ist ebenfalls ein Intervall.

2. f : I — J und die Umkehrfunktion f~' : J — I sind entweder beide

streng monoton wachsend oder beide streng monoton fallend.
3. Die Umkehrfunktion f~! ist stetig.

Beweis. zu 1.: Es sei J = f(I). Sind a,b € I und a < b, so liegt nach dem
Zwischenwertsatz das ganze abgeschlossene Intervall mit den Grenzen f(a) und
f(b) in J. Somit ist J selbst ein Intervall.

zu 2.: Falls I nur aus einem Punkt besteht, ist nichts zu zeigen. Es seien
also a,b € I und a < b. Wir nehmen weiterhin an, dass f(a) < f(b). Ist nun
z € (a,b) und wire f(z) < f(a), so gidbe es nach dem Zwischenwertsatz ein
z € (z,b) mit f(z) = f(a). Aber das widersprache der Injektivitit von f. Ebenso
schlieft man den Fall f(z) > f(b) aus. Demnach bleibt nur die Moglichkeit
fla) < f(z) < f(b). Sind nun z,y € (a,b) mit a < z < y < b, so folgt
durch erneute Anwendung dieser Schlussweise, dass f(a) < f(z) < f(y) < f(b).
Demnach folgt aus der Annahmen f(a) < f(b), dass f auf dem Intervall [a, b]
streng monoton wichst.

In gleicher Weise zeigt man, dass aus der Annahme f(a) > f(b) folgt, dass
f auf dem Intervall [a, b] streng monoton fallt.

Damit legen aber a und b bereits das Monotonieverhalten von f auf ganz I
fest, denn jede endliche Teilmenge von [ liegt in einem geeigneten abgeschlos-
senen Teilintervall, das a und b enthilt.

Es ist klar, dass f~! genau dann streng monoton wachsend bzw. fallend ist,
wenn dies fiir f gilt.

zu 3.: Wir miissen zeigen, dass fiir jede Folge (z,,) in J mit limz, =z € J
gilt lim f=1(2,) = f~!(z). Wir nehmen wieder ohne Einschréinkung an, dass f
streng monoton wichst.

Es sei M := {zn|n € N} und @ = inf M und b = sup M. Dann liegen a und
b selbst in J. Fiir b sieht man das so: Entweder ist b das Maximum von M, d.h.
liegt selbst in M, oder b ist der Limes einer Teilfolge der z,. Aber eine solche
konvergiert zwangslaufig gegen z, so dass also b = z € J. Fiir a schliefit man
genauso.

Jedenfalls ist f~! in a und b definiert, und wegen der Monotonie folgt aus
a < z, < bauch f~Ya) < f~Yz,) < f~1(b) fiir alle n. Die Folge f~1(2,)
ist daher beschrinkt. Es sei u := limf~'(z,) und v := limf~!(2,). Ist zn,
eine Teilfolge mit lim f!(z,,) = wu, so folgt aus der Stetigkeit von f, dass
f(u) = f(lim fY(2p,)) = lim f(f 1(2n,)) = lim z,, = z, und ebenso f(v) = 2.
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Nun ist f injektiv, und man bekommt u = v. Aber das bedeutet gerade, dass

die Folge f~1(z,) konvergiert, und zwar gegen u = v = f~!(z2). O

Beispiel 6.21 — Fiir jedes n € N ist die Abbildung X™ : R>o — R>( streng
monoton wachsend und stetig. Nach dem vorigen Satz ist also auch die Umkehr-
funktion {/— : R>qg — R>( streng monoton wachsend und stetig. Das ist ein

neuer Beweis einer friitheren Aussage.

6.4 Die Exponentialfunktion

Lemma 6.22 — Fiir jede komplexe Zahl z mit |z| < 1 gilt:
|exp(z) — 1| < |z|(e = 1).

Beweis. Fiir z mit |z] < 1 gilt:

n—1
!

lexp(z) ~ 1] =130 2 < =130 o < oY = Jel(e— 1),
n=1 n=1 n=1

Satz 6.23 — Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig. Insbesondere

sind auch die Sinus- und die Kosinusfunktion stetig.

Beweis. Es sei a € C und € > 0 vorgegeben. Es sei § := min{1, m}

Dann gilt fiir alle z € Us(a) nach dem vorigen Lemma :

|exp(z) — exp(a) lexp(a)| - [exp(z —a) — 1]

IA

lexp(a)l - [z —al - (e — 1)
|exp(a)|d(e — 1) <e.

A

Der Rest ist klar. O

Wir schrinken uns jetzt auf die reelle Exponentialfunktion ein. Es ist klar,

dass fiir z € R auch exp(z) eine reelle Zahl ist.

Satz 6.24 — Fiir alle x € R ist exp(z) > 0. Die Funktion exp : R — Rsq ist
stetig, bijektiv und streng monoton wachsend. Es gilt lim,_,, exp(x) = oo und

lim,_, o exp(z) = 0.

Beweis. Fiir positive x gilt exp(z) > 1 + 2 > 1. Daraus erhélt man fiir x < 0,

dass 0 < exp(z) < ﬁ < 1. Aus diesen beiden Abschétzungen folgt erstens,
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dass exp(z) > 0 fiir alle z € R , und zweitens ergeben sich die Grenzwerte
limg_, 0 exp(z) = 0o und lim,_, o exp(z) = 0. Mit dem Zwischenwertsatz folgt,
dass exp(R) = Rsq. Auflerdem gilt fiir beliebige reelle Zahlen mit = < y, dass
exp(y) — exp(x) = exp(x)(exp(y —x) — 1) > 0. Demnach ist exp streng monoton

wachsend. O

Definition 6.25 — Die Umkehrfunktion
log: Ry — R
der Exponentialfunktion heiftt Logarithmusfunktion.

Haufig spricht man auch vom natiirlichen Logarithmus (logarithmus natura-
lis) und schreibt In(z) statt log(z).

Satz 6.26 — Der Logarithmus log : R — R ist stetig, bijektiv und streng

monoton wachsend. Fiir alle a,b > 0 gilt:
log(ab) = log(a) + log(b), und log(a™"') = —log(a).

Beweis. Die ersten Aussagen folgen direkt aus Satz 6.20. Die beiden letzten
Aussagen ergeben sich aus der Funktionalgleichung exp(u + v) = exp(u) exp(v)

der Exponentialfunktion. O

Da lim, o exp(x) = 00, gilt auch lim,_, . log(z) = co. Der nichste Satz
zeigt aber einen grofien Unterschied: Die Exponentialfunktion wichst schnel-
ler als jede Potenz, der Logarithmus dagegen langsamer als jede noch so hohe
Wurzel:

Satz 6.27 — Fiir allen € N gilt:

exp(z) _
Tzn T

1. limg_, 0.

2. limy o0 % =0.

Beweis. Es sei n € N. Fiir alle z > 0 gilt dann

exp(x) S _ @
zr T (n+ 1)V

Im Grenziibergang folgt hieraus die erste Behauptung. Wahlt man z = log(y),

so erhilt man stattdessen logz!y)" > (IZi(f)),

zum Kehrwert iiber, so bleibt:

Zieht man die n-te Wurzel und geht

log(y) _ ,.[(n+1)!
Yy —\ log(y)
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Im Grenziibergang y — oo folgt die zweite Behauptung. O

Ein Bild der Exponential- und der Logarithmusfunktion:

3,

] exp

27
Y]

log

1 1 x 2 3
1
i
3

Dass exp und log Umkehrfunktionen von einander sind, bedeutet algebraisch,

dass
exp(z) =y & log(y) = z,

und geometrisch, dass die Graphen der beiden Funktionen beziiglich der Diago-

nalen {(z,y) € R? |z = y} spiegelsymmetrisch zueinander liegen.

6.5 Sinus- und Kosinusfunktion. Die Zahl =«

Aus den Eulerschen Formeln sin(z) = 5 (exp(zi) — exp(—zi)) und cos(z) =
+(exp(iz) + exp(—iz)) und der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt, dass
die Sinus- und die Kosinusfunktion auf ganz C stetig sind. Da andererseits alle
Koeffizienten in der Reihendarstellung der beiden Funktionen reell sind, ist klar,
dass sin(z) und cos(z) reelle Zahlen sind, wenn das Argument x reell ist. In
diesem Abschnitt wollen wir die stetigen, reellen Funktionen sin : R — R und
cos : R — R niher betrachten. Wir wissen bereits, dass fiir alle x € R die
Beziehung sin(z)? + cos(z)? = 1 besteht. Sinus und Kosinus kdnnen also auf

ganz R nur Werte im Intervall [—1, 1] annehmen.
Lemma 6.28 — Fiir alle z € [0, 2] gilt:

3
X .
x—g<sm(x)<:c
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und

2 .’L'2 .’L’4

x
1- = -2 47
2<cos(glc)< 2+24

Beweis. Fiir alle z € [0,2] und alle n € N gilt die Beziehung
" :L.n+2

n! = (n+2)!

Aus den Darstellungen

i AR z’ a2

I
—
&
|
w| 8,
~——
_+_
—
S
|
|8,
N
+

und
$2 .’11'4 .’IJ6
cos(a) = (1‘ 5) * (I‘E) *
z? ozt 2% 28
T (6!_8')_

folgt die Behauptung.

Das Lemma in Bildern fiir die Sinusfunktion

und fiir die Kosinusfunktion

Folgerung 6.29 — Es gilt:
1. cos(z) > 0 fiir alle z € [0,/2].

2. cos(v/6 — V/12) < 0.
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3. Es gibt ein z € (v/2,1/6 — v/12) mit cos(z) = 0.

Beweis. Offenbar gilt 1 — 22/2 > 0 fiir alle € [0,4/2], und aus dem vori-
gen Lemma folgt die erste Abschéitzung. Das Polynom 1 — 2—? + % hat bei
V6 — V12 & 1,592 eine Nullstelle, und aus dem vorigen Lemma folgt die zwei-
te Behauptung. SchlieRlich folgt aus cos(v/2) > 0 und cos(v/6 — v/12) < 0 die

letzte Aussage nach dem Zwischenwertsatz. O

Definition 6.30 — Die Zahl
m:=2inf{z € [0,2]] cos(z) =0}
heiRt Kreiszahl oder Ludolphsche Zahl?2.

Lemma 6.31 — Es gilt
cosg =0 und sing =1.
Insbesondere gilt
exp(mi/2) =i, exp(wi) = —1, exp(3mi/2) = —i, exp(2mi) = 1.

Beweis. Nach Definition des Infimums und wegen Stetigkeit gilt cos(w/2) = 0.
Wegen sin(a)? + cos(a)? = 1 fiir alle a € C, kann der Sinus in einer Nullstelle
des Kosinus nur die Werte 1 oder —1 annehmen. Wir wissen aber nach Lemma
6.28, dass der Sinus auf dem Intervall (0,2] strikt positiv ist. Es folgt, dass
sin(w/2) = 1. Die restlichen Aussagen folgen aus den Eulerschen Formeln und

exp(z + y) = exp(z) exp(y) fir z,y € C. O

Lemma 6.32 — Fiir alle z € C gilt:
1. sin(z + %) = cos(z) und cos(z + §) = —sin(z).
2. sin(z + 7)) = —sin(z) und cos(z + 7) = — cos(z).
3. sin(z + 2m) = sin(z) und cos(z + 27) = cos(z).
Sinus- und Kosinusfunktion sind also 2w-periodisch.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus den Additionstheoremen fiir die trigonome-
trischen Funktionen und den Beziehungen cos(m/2) = 0 und sin(7/2) = 1. Die

zweite und dritte Aussage folgen durch wiederholte Anwendung. O

22Ludolph van Ceulen, % 28.1.1540 1 31.12.1610.
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Folgerung 6.33 — Fiir alle x € R gilt:
1. sin(x) = 0 genau dann, wenn ¢ = kr fiir ein k € Z.
2. cos(z) = 0 genau dann, wenn x = /2 + kr fiir ein k € Z.

Beweis. Der Sinus ist eine ungerade Funktion, aus sin(z) > 0 fiir alle z €
(0,7/2] folgt daher sin(z) < 0 fiir alle ¢ € [—7/2,0). Die Periodizitét des vorigen
Lemmas liefert sin(x) # 0 fiir alle x € R\ Z7 und sin(z) = 0 fiir € Zr. Fir

den Kosinus schliefst man ahnlich. O

Satz 6.34 — Die Abbildung
p:[0,2m) — St :={z€C||z] =1}, am exp(ia),
ist stetig und bijektiv.

Beweis. Es ist klar, dass die Abbildung p stetig ist. Wir zeigen die Surjektivitat.
Es sei zunichst ein z € S! mit z = Re(z) > 0 und y = Im(2) > 0 vorgegeben.
Wegen 22+y? = 1 hat man y € [0, 1]. Daher existiert nach dem Zwischenwertsatz
ein a € [0,7/2] mit sin(a) = y. Da 22 =1 —y? = 1 —sin(a)? = cos(a)?, und
da sowohl z > 0 wie cos(a) > 0, muss cos(a) = x gelten. Das bedeutet aber
gerade, dass exp(ia) = cos(a) + isin(a) = 2. Ist z € S! beliebig, so gibt es
eine Potenz i™, m € {0,1,2, 3}, derart, dass Re(z/i™) > 0 und Im(z/i™) > 0.
Folglich existiert ein a € [0,7/2] mit z/i™ = exp(ia). Da exp(im/2) = i, folgt:
z = exp(i(a + mm/2)).

Es bleibt die Injektivitit zu zeigen. Angenommen, wir haben a,a’ € [0, 27)
mit o < o' und exp(ia) = exp(ia’). Fiir die Differenz § := o' — a € (0, 27) gilt
dann exp(id) = 1. Folglich ist sin(d) = 0. Das lisst im angegebenen Intervall

nur die Moglichkeit § = w. Aber exp(iw) = —1, Widerspruch. O

Satz 6.35 — Die Abbildung exp : C — C* ist ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus von der additiven Gruppe (C,+) in die multiplikative Gruppe
(C*,). Der Kern des Homomorphismus ist die Untergruppe 2miZ C C.

Beweis. Wir wissen bereits, dass exp(z +w) = exp(z) - exp(w) fiir alle z,w € C,
und das bedeutet gerade, dass exp ein Gruppenhomomorphismus ist.

Es sei z € C* vorgegeben. Dann gibt es nach dem vorigen Satz ein a € R
mit exp(ia) = z/|z|. Wir wihlen r = log|z|. Dann gilt exp(r + ia) = exp(r) -
exp(ia) = z.

Angenommen, exp(z) = 1. Da |exp(z)| = exp(Re(z)), ist z = iy fiir ein
y € R Essei k:= |5£] € Z. Dann ist o := y — 27k € [0,27), und es gilt
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exp(ai) = exp(yi)/ exp(2mik) = 1/1 = 1. Aus dem vorigen Satz folgt, dass

a =0, also z = 2wik. O
Wir haben also gezeigt, dass sich jede komplexe Zahl z in der Form

z = rexp(ip)

mit reellen Zahlen r > 0 und ¢ darstellen lisst. Dabei ist r der Absolutbetrag
von z. Fir r = 0 ist ¢ vollig irrelevant, fiir » # 0 ist ¢ eindeutig bis auf die

Addition ganzzahliger Vielfache von 27. Die Restklasse
[¢] € R/27Z

heiffit das Argument von z. Jede Klasse [¢] hat einen eindeutigen Reprisen-
tanten aus dem Intervall [0,27). Diese Darstellung erlaubt eine geometrische
Deutung der Multiplikation zweier komplexer Zahlen: Gilt z = rexp(ip) und
2" =1 exp(iy’), so folgt:

22" = (rr') exp(i(p + ¢')).

Man multipliziert also zwei komplexe Zahlen, indem man ihre Radien multipli-

ziert und ihre Argumente addiert.

6.6 Kompakte Teilmengen von C

Definition 6.36 — Eine Teilmenge K C C heifft kompakt, wenn jede Folge

(z5) in K eine Teilfolge (z,,) besitzt, die gegen ein z € K konvergiert.

Satz 6.37 — Es sei K C C. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
1. K ist abgeschlossen und beschrénkt.
2. K ist kompakt.

Beweis. 1. = 2.: Es sei (z,) eine Folge in K. Da K beschrinkt ist, gibt es
nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf eine konvergente Teilfolge (z,, ). Es sei
z = lim z,,. Es ist zu zeigen, dass z € K. Nun gilt entweder z = z, fiir ein n,
so dass z € K, oder z, # z fiir alle n, dann ist z ein Hiufungspunkt von K.
Nach Voraussetzung ist K abgeschlossen. In jedem Falle gilt also z € K.

2. = 1.: Wire K unbeschrinkt, so gibe es zu jedem n € N ein z, € K mit
|2r| > n. Dann gilt fiir jede Teilfolge (2, ) von (z,), dass |z,, | = oo fiir k — 0.
Keine Teilfolge kann demnach konvergieren, im Widerspruch zur Annahme, dass
K kompakt ist. Somit ist K beschrankt. Es sei ferner a ein Haufungspunkt von

K. Nach Annahme existiert eine Folge (z,,) in K mit lim 2z, = a. Da K kompakt
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ist, gibt es eine Teilfolge (z,,), die gegen ein z € K konvergiert. Es gilt aber
auch lim z,, = z. Das zeigt a = z € K. Da a ein beliebiger Haufungspunkt war,

ist K abgeschlossen. O

Lemma 6.38 — Es sei K C R kompakt und nicht leer. Dann besitzt K ein

Maximum und ein Minimum.

Beweis. K ist beschrankt und nicht leer, also besitzt K Supremum und Infimum
in R Es sei M := sup K. Es gibt eine Folge z,, € K mit lim z,, = M. Da K
abgeschlossen ist, liegt M in K und ist damit nicht nur ein Supremum von K,

sondern ein Maximum. Fiir das Minimum schliefst man analog. O

Lemma 6.39 — Es sei K C C kompakt und nicht leer und f : K — C eine
stetige Funktion. Dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis. Es sei (z,) eine Folge in f(K). Fiir jedes n wihlen wir ein z, € K
mit f(zn) = z,. Da K kompakt ist, hat die Folge (x,) eine Teilfolge (zn, )
mit lim z,, = ¢ € K. Die Funktion f ist stetig. Es folgt daher: lim z,, =
lim f(zn,) = f(z) € f(K). 0

Satz 6.40 — Es sei K C C kompakt und nicht leer. Jede stetige Funktion
f: K = R nimmt auf K ihr Maximum und Minimum an, d.h. es gibt Punkte
a € K mit f(a) =inf{f(2)|z € K} und b € K mit f(b) =sup{f(z)|z € K}.

Beweis. Nach den beiden vorstehenden Lemmata ist f(K) C R kompakt und

besitzt daher ein Maximum und ein Minimum. O

Ein wichtiger Spezialfall des Satzes sind stetige Funktionen f : [a,b] — R
auf abgeschlossenen Intervallen. Es gibt dann stets einen Punkt z¢ € [a, b] mit
f(zo) > f(=) fur alle x € [a,b]. Die Aussage ist falsch, wenn das Intervall nicht

abgeschlossen oder wenn f nicht stetig ist. Beispiele?

6.7 Fundamentalsatz der Algebra

Satz 6.41 (Fundamentalsatz der Algebra) — Es sei f € C[X] ein nichtkon-

stantes Polynom. Dann besitzt f in C eine Nullstelle.

Beweis. Es sei f = fo+ fiX + ...+ foX" ein Polynom vom Grad n € N mit
komplexen Koeffizienten f; € C und M :=inf{|f(2)||z € C}.
1. Schritt: Es gibt ein a € C mit |f(a)| = M.
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Indem wir gegebenfalls f durch f/f, ersetzen, konnen wir erreichen, dass f

normiert ist, also einen Leitkoeffizienten f,, = 1 hat. Wir setzen

Ry := max{y/2n|fn—i| |1 =1,...,n}

und
Ry = 3/2(M +1).

Fiir alle z mit |z| > R := max{R;, Ry} folgt

I e
> |zn|<1_2|f}}zz|>
1=1
1
2 |Zn|'<1—z%>
=1

<
I

1
= ey > (M 1),
Wir betrachten jetzt die abgeschlossene Kreisscheibe
K :={z€C||z| <R}

von Radius R. Nach dem gerade Bewiesenen gilt |f(z)| > M +1 fiir alle z ¢ K.
Das bedeutet, dass M = inf{|f(z)| |z € K}. Aber die stetige Funktion |f| muss
ihr Minimum auf der kompakten Menge K annehmen, etwa im Punkt a € K.
Das zeigt |f(a)| = M.
2. Schritt: M = 0. Insbesondere ist a eine Nullstelle von f.

Wir fithren die Annahme M # 0 wie folgt zum Widerspruch: Zuné#chst

vereinfachen wir die Rechnung, indem wir zu dem Polynom

9(z) :=f(z4+a), gz)=go+qz+...+gn2",

ibergehen. Dann hat |g(z)| bei z = 0 ein globales Minimum M = |go|. Indem wir
g durch g/go ersetzen, konnen wir aufferdem erreichen, dass 1 = go = g(0) = M.

Es sei m € N minimal mit g, 7# 0. Wir haben dann:
9(2) =14 gmz™ + gma12™ T + ..+ gu2™

Wir wihlen w € C so, dass w™ = —1/gm, und setzen N := Y7 . |g;w'|. Fiir
€ € R mit 0 < e < min{1,1/N} folgt:

n
glew) =1 —e™ 4+ em*! Z giw'e ™
1=m+1
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also
lglew)| < (1 —e™) +e™MN < 1—-e™(1—¢N) < 1.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass |g| das Minimum 1 hat. O

Folgerung 6.42 — Jedes komplexe Polynom f vom Grad n € N zerfillt in ein
Produkt
fX) =a(X —21)(X — 22) - - (X — zn)

mita € C* und z; e Cfiri=1,...,n.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz besitzt f eine Nullstelle z. Mit Polynomdi-
vision sieht man, dass es ein Polynom g vom Grad n — 1 gibt so, dass f(X) =
(X — 2)g9(X). Durch Induktion iiber den Grad findet an eine Zerlegung der
behaupteten Form fiir f. O
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§7 Differenzierbare Funktionen

7.1 Differentialquotienten und Rechenregeln

Definition 7.1 — Es sei M C R und a € M. Eine Funktion f : M — R heifst

in a differenzierbar, wenn
1. a ein Hiufungspunkt von f ist, und

2. der Grenzwert
1o 1) = 1(@)

T—a Tr—a

existiert.

In diesem Falle wird der Grenzwert mit f'(a) bezeichnet und heifit die Ableitung
oder der Differentialquotient von f in a. Die Funktion f heifit differenzierbar,
wenn f in allen Punkten a € M differenzierbar ist. Dann versteht man unter
der Ableitung von f die Funktion f': M — R, a +— f'(a).

Bemerkung 7.2 — Es sei f: M — R in a differenzierbar. Die Funktion

f(@)—=f(a)

fii d
Aof : M =Rz r—a ir 7 #a, un
f'(a) fir x = a,

heifit der Differenzenquotient von f im Punkt a. Nach Definition der Differen-

zierbarkeit ist die Funktion A, f im Punkt a stetig, und es gilt fiir alle z € M:

f(x) = fla) + Auf(2) - (z —a). (7.1)

Umgekehrt kénnte man so auch die Differenzierbarkeit definieren: Eine Funktion
f M — R heifit in a € M differenzierbar, wenn a ein Hiufungspunkt von M
ist und wenn es eine in a stetige Funktion A : M — R mit der Eigenschaft
f(x) = f(a) + A(z)(z — a) fiir alle x € M gibt. In diesem Falle gilt fiir z # a

f(z) — f(a)

r—a

= A(z). (7.2)

Da die rechte Seite in a stetig ist, existiert der Grenzwert der linken Seite fiir
x = a, und es gilt f'(a) = A(a) und A = A, f.

Lemma 7.3 — Ist f : M — R in a differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis. In der Gleichung (7.1) ist die rechte Seite stetig in a, also auch die linke.
O
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Beispiele 7.4 — 1. Konstante Funktionen ¢ : R — R, = — ¢, sind differenzier-
bar mit der Ableitung ¢’ = 0.

2. Die identische Abbildung X : R — R, z — z, ist differenzierbar mit der
Ableitung X' = 1.

3. Der Absolutbetrag | — | : R — R ist in 0 nicht differenzierbar, denn
lim M =1, aber lim M =—1.
N0 T — z0 x—0

Satz 7.5 (Summenregel) — Sind f,g: M — R in a € M differenzierbar, so ist

auch f + g in a differenzierbar, und es gilt

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).

Beweis. Wenn die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, ist a sicherlich ein

Haufungspunkt. Fiir alle z € M, = # a gilt:
(f+9)@) = (f+9)(a) _ f(#) = fla)  g(z) —g(a)

T —a T —a x—a
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte existiert der Grenzwert auf der linken
Seite, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren, und ist gleich der

Summe dieser Grenzwerte. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 7.6 (Produktregel) — Sind f,g: M — R in a € M differenzierbar, so ist

auch fg in a differenzierbar, und es gilt

(f9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Beweis. Fiir alle x € M, x # a, gilt:

(f9)(@) = (F9)(a) = (f(z) = f(a))g(x) + f(a)(9() = g(a)),

also

(f9)(z) = (f9)(z) f(x)—f(a)g(fo(a)g(x)—g(a)_

r—a r—a zT—a
Der Grenzwert der rechten Seite fiir z — a existiert, weil f und g differenzierbar
sind und weil g nach Lemma 7.3 in a stetig ist. Fiir  — a erhélt man (fg)'(a) =

f'(a)g(a) + f(a)g'(a)- O

Satz 7.7 (Quotientenregel) — Sind f,g: M — R in a € M differenzierbar und
ist g(a) # 0, so existiert ein € > 0 so, dass g(z) # 0 fiir alle x € M N U(a).
Weiterhin ist die Funktion

L oMAU.() =R

9
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in a differenzierbar und hat die Ableitung
([)' (a) = f(a)g(a) — f(a)g'(a)
g g(a)? '
Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall f = 1. Da g stetig ist, gibt es nach
Satz 6.7 ein € > 0 derart, dass g(z) # O fiir alle z € M N U.(a). Fiir alle
x € MNU(a), z # a, gilt:

1

1
9@ 9@ __9&)—gla) 1
T—a T—a g(x)g(a)’
Der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, weil g in a differenzierbar und

daher insbesondere in a stetig ist. Demnach ist die Funktion 1/g in a differen-

() 0=t

Die Aussage fiir allgemeines f folgt hieraus und aus der Produktregel. O

zierbar, und es gilt

Folgerung 7.8 — 1. Ist f = fo + fiX + foX? + ...+ f, X" ein Polynom, so
ist f : R — R differenzierbar und hat die Ableitung

ff=f+2LX+.. . +nf, XL
2. Rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar.

Beweis. Zu 1.: Konstante Polynome sind differenzierbar mit Ableitung 0, und
die identische Funktion X ist differenzierbar mit Ableitung 1. Durch vollstan-
dige Induktion und mit Hilfe der Produktregel folgt, dass X™ fiir jedes n € N
differenzierbar ist und die Ableitung (X™)’ = nX™"! hat. Die Behauptung fiir
beliebige Polynome folgt hieraus und aus der Summenregel.

Zu 2.: Die Aussage folgt aus 1. und der Quotientenregel. O

Satz 7.9 (Kettenregel) — Es sei f : M — M' ina und g : M’ — R in f(a)
differenzierbar. Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion go f : M — R

in a differenzierbar, und es gilt

(g0 ) (a) =d'(f(a))- f'(a).

Man spricht in diesem Zusammenhang h#ufig von der dufleren Ableitung
¢'(f(a)) und der inneren Ableitung f’(a).

Beweis. Der folgende Beweis ist falsch!
HLEUr alle x € M, x # a gilt:

9(f(z)) —g(f(a)) _ g(f(z)) —g ‘
r=a f(x) = f(a) r=a




Fiir x — a geht f(x) — f(a). Daher existieren die Grenzwerte auf der rechten
Seite, und es folgt:
(g0 f)(a) =g'(f(a)) - f'(a),

was zu zeigen war.“
Das Problem ist, dass wir bei dieser Vorgehensweise unter Umsténden durch 0
teilen. Wir haben zwar sorgfiltig den Fall z = a ausgeschlossen, wir wissen aber
nicht, ob nicht f(z) = f(a). Tatséchlich bricht der Beweis schon zusammen,
wenn wir fiir f die konstante Funktion f = 1 wéhlen.
Korrekt kann man den Satz wie folgt beweisen:

Mit dem in f(a) stetigen Differenzenquotienten Af(,)g : M' — R schliefit
man wie folgt: Fiir alle y € M’ gilt

9(y) = g(f(a)) + (y — f(a)) Asa)9(¥),

also speziell fiir alle x € M \ {a}

9(f(2)) = 9(f(a)) + (f(2) — f(a)) Ap9(f(2)),

und somit

9 @) = o(f(@) _ @ = 1@y ooy

r—a r—a

Der Grenzwert der rechten Seite fiir z — a existiert, weil f in a differenzierbar

und Ay, g o f in a stetig ist, und man erhélt

(gof)(a) =f'(a)- Apayg(f(a) = f'(a) - g'(f(a)).
O

Es sei nun I ein Intervall und f : I — J stetig und bijektiv. Angenommen,
sowohl f also auch die Umkehrfunktion f~! : J — I sind differenzierbar. Dann
hingen die Ableitungen von f und f~! eng miteinander zusammen. Fiir alle
x € I gilt f~1(f(z)) = z, und aus der Kettenregel folgt (f~1)'(f(x))- f'(z) =1,
also (f Y)'(y) = 1/f'(f~'(y)) fiir alle y € J. Wir haben allerdings die Diffe-
renzierbarkeit von f~1 in dieser Herleitung vorausgesetzt, und miissen sie erst

noch beweisen.

Satz 7.10 (Ableitung inverser Funktionen) — Es sei I C R ein Intervall und
f : I — J eine bijektive Funktion. Weiter sei f in a € I differenzierbar und f~!
in b:= f(a) € J stetig. Gilt f'(a) # 0, so ist die inverse Funktion f=1:J — I

in b differenzierbar und es gilt



Beweis. Fiir alle z € I'\ {a} gilt
f(x) — f(a)

r—a

= Auf(z). (7.3)

Da f bijektiv ist, ist die linke Seite stets # 0, und wir konnen zum Kehrwert
{ibergehen. Fiir alle y € J \ {b} und z := f1(y) gilt folglich

') —f1'0) z-a 1

y=b f@) = @)~ A JU )
Nun sind f~!in b und A,f in f1(b) stetig, und A, f(f (b)) = f'(a) # 0.

Folglich ist die rechte Seite von (7.4) stetig in a, und der Grenzwert der linken
Seite fiir y — b existiert und hat den Wert 1/A, f(f~1(b)). Das bedeutet: f~1
ist in b differenzierbar mit Ableitung 1/f'(a). O

(7.4)

Bezeichnungen 7.11 (Hohere Ableitungen) — Eine Funktion f : M — R
heift einmal differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist. Wir schreiben f(© := f,
fO = f'. Weiter ist f k-mal differenzierbar, k € N, wenn f differenzierbar ist,
und wenn f’: M — R selbst (k — 1)-mal differenzierbar ist. Die k-te Ableitung
ist f®) := (f")*~1). Ferner heifit f k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal
differenzierbar und f(*) stetig ist. Man schreibt

CO(M) :={f: M — R| f ist stetig}

und
CH(M) :={f: M — R| f ist k-mal stetig differenzierbar},

sowie

Bemerkung 7.12 — Aus der Summenregel folgt, dass C*(M) fiir alle o €
No U {00} ein reeller Vektorraum ist. Der folgende Satz zeigt aufserdem, dass
C*(M) sogar eine R-Algebra ist.

Satz 7.13 (Leibnizregel) — Es seien f, g : M — R k-mal differenzierbare Funk-

tionen. Dann ist auch das Produkt fg k-mal differenzierbar, und es gilt

k
kN o) (ki
ra® =3 (§) r0g.

=0

Beweis. Durch Induktion nach k mit Hilfe der Produktregel. O
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7.2 Die Ableitungen der Standardfunktionen

Beispiel 7.14 (Die Exponentialfunktion und der Logarithmus) — Fiir alle re-
ellen Zahlen z, |z| < 1, gilt

— z” 2 L2
lexp(@) 12| = |3 2 < b - - = faf*(e —2).
n>2 n>2
Es folgt fiir alle z mit « # 0 und |z| < 1:

exp(z) — 1 1
x

‘< |z|(e — 2).

Fiir x — 0 geht die rechte Seite gegen 0. Das zeigt:

lim SP@ =1
z—0 x
Fiir beliebige a € R folgt:
— —a)—1
lim exp(z) — exp(a) = exp(a) lim exp(z — a)
Tr—ra r—a r—a r—a
h)y—1
= exp(a) lim exp(h) — 1 = exp(a).
h—0

Die Exponentialfunktion ist also differenzierbar mit der Ableitung
exp’(z) = exp(z) fiir alle z € R.

Mit Satz 7.10 iiber die Ableitung der inversen Funktion kdnnen wir auch den
Logarithmus behandeln. Da exp(z) # 0 fiir alle z € R, folgt fiir alle y € Ry

und z = log(y): Die Logarithmusfunktion ist in y differenzierbar und es gilt:

oy 11
e W) = o Ty

Beispiel 7.15 (Potenz- und Wurzelfunktionen) — Es sei ¢ € N, p € Z, und
r := p/q. Nach den Rechenregeln fiir Logarithmus und Exponentialfunktion gilt
fiir alle x > 0

(exp(rlog(x)))? = exp(grlog(z)) = exp(plog(z)) = exp(log(z”)) = 2”

und somit
exp(rlog(z)) = VaP = z".

Fiir beliebiges r € R ist 2" als Grenzwert lim 2™ fiir eine beliebige Folge (r,,) ra-
tionaler Zahlen mit 7, — r definiert. Da exp(a log(z)) bei festem x als Funktion

von « stetig ist, erhilt man die Identitdt
z® = exp(alog(x)) (7.5)

fiir jedes a € R. Die Kettenregel liefert nun die folgenden Aussagen:
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1. Fiir « € R ist die Funktion X* : Ryg — R, z — x?®, differenzierbar und
(X)) = aX2 1,

2. Fiir b > 0 ist die Funktion X : R = R, z ~— b®, differenzierbar und
(BX) = log(b)b* .

3. Die Funktion XX : Ryo = R, 2 — 2%, ist differenzierbar und
(XX) = (log(X) + 1) X X.

Beispiel 7.16 (Die trigonometrischen Funktionen) — Fiir alle z € (0, 2) gelten
nach Lemma (6.28) die Ungleichungen

T cos(z) —1 <0
2~ T -
und ) )
. O
6 — =«
Im Grenziibergang folgt:
1 i
lim M =0 und lim w =1.
N0 T N0 x

Da der Kosinus eine gerade und der Sinus eine ungerade Funktion ist, gelten
dieselben Aussagen auch fiir den linksseitigen Grenzwert.
Es sei nun a € R beliebig. Mit dem Additionstheorem fiir Sinus und Kosinus,

angewendet auf das Argument z = a + (z — a), folgt:

sin(x) — sin(a) cos(x —a) — 1 sin(x — a)

lim —————~ = sin(a) lim + cos(a) lim
T—a T —a T—a r—a T—a r—a
= cos(a)
und
- cos(r —a)—1 Si -
lim cos(z) = cos(a) = cos(a) lim cos(z—a) =1 _ sin(a) lim sin(@ — a)
r—a xr—a T—a xr—a T—a r—a

= —sin(a).

Das zeigt: Die Funktionen sin und cos sind auf ganz R differenzierbar, und es
gilt

sin’(z) = cos(x) und cos'(z) = —sin(x).

Die Ableitung der Tangensfunktion ergibt sich jetzt leicht mit Hilfe der Quoti-
entenregel: tan ist auf dem ganzen Definitionsgebiet differenzierbar und es gilt

1

tan'(z) = cos(@)?
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Beispiel 7.17 (Die Bogenfunktionen) —
1. Da sin’(z) = cos(z) = /1 —sin(z)? # 0 fiir alle z € (—7/2,7/2), ist die

Arkussinusfunktion in allen Punkten y € (—1, 1) differenzierbar, aber nicht in

y = —1 oder y = 1. Und mit der Bezeichnung z = arcsin(y) gilt:
1 1 1
sin’(z) /1 —sin(z)? B V1—y?
2. Da cos'(z) = —sin(x) = —+/1 —cos(z)? # 0 fir alle z € (0,w), ist die

Arkuskosinusfunktion in allen Punkten y € (-1, 1) differenzierbar, aber nicht in

arcsin’(y) =

y = —1 oder y = 1. Und mit der Bezeichnung = = arccos(y) gilt:

1 1 1
arccos' (y) = =— = -

— sin(z) 1 — cos(z)? Vi-y®

3. Da tan'(z) = m = 1+tan(x)? # O fiir alle z € (—7/2,7/2), ist die

Arkustangensfunktion in allen Punkten y € R differenzierbar, und mit der Be-

zeichnung x = arctan(y) folgt:

1 1 1
arctan’(y) = —— = = .
tan'(z) 1+tan(z)? 1+92

7.3 Der Mittelwertsatz

Definition 7.18 — Es sei I C R ein Intervall und a € I, aber keine Inter-
vallgrenze. Eine Funktion f : I — R hat bei a ein lokales Maximum (bzw.
Minimum), wenn es ein ¢ > 0 gibt derart, dass fiir alle z € I N U.(a) gilt
f(z) < f(a) (bzw. f(z) > f(a)). Wenn einer der beiden Fille eintritt, sagt

man, f habe bei a ein lokales Extremum.

Satz 7.19 — Es sei f : I — R differenzierbar und a € I ein lokales Extremum
von f. Dann gilt f'(a) = 0.

Beweis. Es sei a ein lokales Maximum. (Den Fall eines Minimums behandelt

man analog.) Dann gilt:

@) — i L@ = 1@

<0,
zN\a r—a

weil fiir jedes x > a in einer kleinen Umgebung von a der Differenzenquotient

negativ ist. Ebenso sieht man

f'(a) = lim f@) - f(a) > 0.
z,a r—a
Zusammengenommen folgt die Behauptung. O

Vorsicht: Die Umkehrung des Satzes ist im allgemeinen falsch!
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Satz 7.20 (Satz von Rolle) — Es sei f : [a,b] — R stetig und f|(,,) differen-
zierbar. Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein c € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Da f stetig und [a,b] kompakt ist, gibt es Punkte ¢;,c2 € [a,b] mit
fler) = max{f(z) |z € [a,b]} und f(c2) = min{f(z) |z € [a,b]}.

Falls f(c1) > f(a) = f(b), soist ¢; ein lokales Maximum, und es gilt f'(c) =0
nach dem obigen Satz.

Falls f(c2) < f(a) = f(b), soist ¢z ein lokales Minimum, und es gilt f'(c) =0
nach dem obigen Satz.

Falls dagegen f(c1) = f(a) = f(b) = f(c2), soist f auf dem ganzen Intervall
konstant, und fiir jeden Punkt ¢ € (a,b) gilt f'(c) = 0. O

Satz 7.21 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) — Es seien f, g : [a,b] — R ste-
tige Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind. Weiterhin gelte g(a) # g(b)
und ¢'(x) # 0 fiir alle € (a,b). Dann gibt es ein ¢ € (a, b) mit

f) = fla) _ f'(e)
g(b) —g(a)  g'(c)

Beweis. Wir definieren fiir z € [a, b] die Funktion

Nach dem Satz von Rolle existiert ein ¢ € (a,b) mit F'(c) = 0, und dies ist

dquivalent zur Behauptung. O

Speziell fiir g(z) = x erhélt man den gewdhnlichen Mittelwertsatz:

Satz 7.22 (Mittelwertsatz) — Es sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-

renzierbar. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit

f(0) - fla)

(]
Folgerung 7.23 Es sei I ein Intervall und f : I — R differenzierbar.
1. Ist f'(z) = 0 fiir alle ¢ € I, so ist f konstant.
2. Ist f'(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton wachsend.

3. Ist f'(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton fallend.
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Beweis. Es seien a,b € I, a < b. Dann gibt es ein ¢ € (a, b) mit

f®) = fla) = (b=a)- f'(c).

Da (b — a) > 0, ist die linke Seite = 0, > 0 bzw. < 0 je nachdem, ob f'(c) =,
> 0 oder < 0. O

Folgerung 7.24 — Es sei I ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Gibt
esm,M € R mit m < f'(x) < M fiir alle x € I, so gilt fiir alle a,b € I, a < b:

m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b - a).
Insbesondere gilt |f(b) — f(a)| < (b — a)sup{|f'(z)||z € I}.

Satz 7.25 — Es sei f € C*(I) und a € I keine Intervallgrenze von I. Gilt
f'(a) =0 und f"(a) <0 (bzw. f"(a) > 0), dann hat f in a ein lokales Maximum

(bzw. Minimum).

Beweis. Wir betrachten den Fall f”’(a) > 0. (Den Fall f”(a) < 0 behandelt man
analog.) Weil f" stetig ist, gibt es ein solches e > 0, dass f”(z) > 0 fiir jedes
x € I mit |a — x| < . Fiir ein solches z existiert nach dem Mittelwertsatz ein ¢
zwischen ¢ und x mit f(z)—f(a) = f'(c¢)(z—a). Wieder nach dem Mittelwertsatz
existiert ein d zwischen a und ¢ mit f'(¢) = f'(¢) — f'(a) = (¢ — a)f"(d).

Zusammengenommen zeigt dies:

f@) = f(a) = (z — a)(c — a) f"(d).

Die rechte Seite ist nicht negativ, weil £ und ¢ auf derselben Seite von a liegen
und weil f”(d) > 0 ist. Folglich ist a ein lokales Minimum. O

Satz 7.26 (Regel von de I'Hospital?®) — Es sei I ein Intervall, a € I, und
f,g : I = R stetige Funktionen, die auf I \ {a} differenzierbar sind. Es sei
g(a) = 0= f(a), aber g(x) # 0, ¢'(x) # 0 fiir alle z € I\ {a}. Existiert nun der
Limes Fo)

e (@)
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne, so existiert auch der Limes

lim @

7

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

23Guillaume Francois Antoine Marquis de ’Hospital, * 1661 1 2.2.1704.
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Beweis. Fiir alle z € I, z # a, existiert nach dem verallgemeinerten Mittelwert-
satz ein c, strikt zwischen z und a mit

f@) _ f@) = (@) _ f'es)

9(x)  g(z) —gla)  g'(ca)
Fiir z — a geht auch ¢, — a. Jetzt folgt die Behauptung. O

Satz 7.27 (Regel von de I’Hospital II) — Es sei b > 0, und f,g : [b,00) = R

seien differenzierbare Funktionen, mit g(x) # 0, ¢'(z) # 0 fiir alle x € [b, ).

Ferner gelte lim, o, f(z) = 0 und lim,_, g(x) = 0. Existiert nun der Limes
f'(z)

zl—>nolo g'(x)

im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne, so existiert auch der Limes

lim M
20 g(x)

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

Beweis. Man fiihrt diese Regel auf den obigen Satz zuriick, indem man auf
[0,1/b] die Funktion f(z) = f(1/z) fiir  # 0, und f(0) = 0, und entsprechend
§ einfiihrt und die Regel von de ’Hospital auf f und § anwendet. O

Satz 7.28 (Regel von de I’'Hospital III) — Es seien f, g : [b,00) — R differen-
zierbare Funktionen, mit g(x) # 0, ¢'(z) # 0 fiir alle x € [b,00). Ferner gelte

lim, 00 f(2) = 00 und lim,_,« g(z) = co. Existiert nun der Limes

in R, so existiert auch der Limes
lim ——=,

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

Beweis. Es sei ¢ := lim, o0 f'(2)/9'(x). Zu vorgegebenem & > 0 existiert dem-
nach ein ¢ so, dass fiir alle £ > zq gilt | f/(£)/g'(§) — ] < e.

Weil nach Voraussetzung lim, o f(2) = oolim,_, g(z), gibt es ein z; >
b derart, dass fiir alle x > =z gilt f(z) # 0 und |f(zo)/f(z)] < 1, sowie
|g(x0)/g(x)| < 1. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es zu jedem
x > max{zg,z1 } ein £ € (zg,x) mit

FO _ f@) - flw)  fa) 15

g€ gl®)—glxo) glx) 1- Zg_z()l ’




oder etwas umgeformt,

f@) S 1= e f -9 e

! z0 =7 0 + [
gl@) g€ 1-1zd € 1L g
Hieraus folgt
1< |79 58-S |11e
9(x) 19 - ) 9 (&)

fir alle > max{zo,z1}. Geht nun x gegen oo, so bleibt |f'(£)/g'(€) — c| be-
schrankt durch e und |f'(£)/g'(§)| durch |¢| + ¢, wahrend der Faktor

F(zo) (o)
7@ 9@
~7G0)
(6

gegen Null geht. Folglich gibt es ein 25 > max{zg,x1} derart, dass

8 o<

g(z)

fiir alle > z2. Das zeigt: Der Grenzwert lim,_, . f(z)/g(x) existiert und hat
den Wert c. O
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§8 Funktionenfolgen

8.1 Gleichmiafiige Konvergenz

Definition 8.1 — Es sei M eine Menge und (f,) eine Folge von Funktionen
fn: M — C.

1. Die Folge (f,) konvergiert punktweise gegen die Grenzfunktion f : M —
C, wenn fiir jedes x € M gilt lim,,_, o, fu(z) = f(2).

2. Die Folge (f,) konvergiert gleichmifig gegen f, wenn fiir jedes e > 0 ein
no € N existiert so, dass fiir alle n > ng gilt: |f.(z) — f(z)| < ¢ fiir alle
x € M.

Wir schreiben f, LN fund f, LN f fiir punktweise bzw. gleichméifige Kon-

vergenz.

Jede gleichméfig konvergente Funktionenfolge konvergiert auch punktweise.

Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 8.2 — Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die reellen Funktionen
fn = X"|jo,1)- Fiir jedes x € [0,1) ist die Folge (2") eine Nullfolge. Und fiir
x = 1 ist die Folge (z™) sowieso konstant. Man sieht, dass die Folge f, punkt-
weise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, die durch f(z) =0 fiir z € [0,1)

und f(1) = 1 gegeben ist. Diese Konvergenz ist nicht gleichméafig, wie man der

Skizze fiir die Funktionen X", n = 1,2, 3, 10, entnimmt,

1.24

0.8
¥0.6 1
0.4

0.2

02 O 02 04 06 08 1 1.2
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und wie folgt beweist: Es sei € € (0,1/2) und n € N beliebig. Wegen der Stetig-
keit von X™ an der Stelle 1 gibt es ein § > 0 so, dass fiir alle z € (1 — 4,1] gilt
|1 = fo(z)] <1/2. Fir z € (1 —6,1) folgt |f(z) — fn(z)| = fo(z) > 1/2 > €.

Definition 8.3 — Es sei M eine Menge. Fiir jede Funktion f : M — C defi-

nieren wir die Supremumsnorm von f durch

Iflla := sup{|f(z)| |z € M} € RU {o0}.

Die Funktion f heifit beschrinkt, wenn || f||a» < oco.

Lemma 8.4 — Die Supremumsnorm hat die folgenden Eigenschaften:
1. ||fllar > 0, und es gilt || f||m = 0 genau dann, wenn f = 0.
2. Fiir jedes f: M — C und a € C gilt ||laf||sm = |a| || f]|a-
3. Fiir alle f,g: M — C gilt ||f + gllaz < |Ifllaz + |92z

4. Fiir alle f,g : M — C gilt ||fgll < |[flla - lgllm, falls die rechte Seite
definiert ist.

Beweis. Die beiden ersten Aussagen sind klar. Fiir jedes x € M gilt auflerdem
| (@) +9(@)| < |f(@)| +1g(@)| < Ifllas + llgllas- Da dies fiir alle z € M gilt, hat
man auch ||f+glla < |flla +1|g]|as- Bei der letzten Aussage muss man nur den

Fall ausschlieffen, dass f = 0 und g unbeschrinkt ist oder umgekehrt. a

Bemerkung 8.5 — Mit dem Begriff der Supremumsnorm kann man gleichmé-
kige Konvergenz auch so formulieren: Fiir eine Folge (f,) von Funktionen auf
M gilt

Fo 25 f o If = fallu =0

Lemma 8.6 (Eigenschaften der gleichméfigen Konvergenz)
Lfa 2y = 2y
2. fa g'—k'>f = afn g'—k'>af fiir jedes a € C.
3. Aus fn 25 f und gn 255 g folgt fo + g0 255 F 4.

4. Sind f und g beschréinkt, so folgt aus f, 255 f und gn <% g, dass

k.
fagn 2= fg.
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Beweis. Zur letzten Aussage: Nach Voraussetzung ist f beschrankt. Da f,, gleich-
mafkig gegen f konvergiert, gibt es ein ng so, dass fiir alle n > ng auch f,

beschrankt ist. Fiir solche n gilt

Ifngn = Fall < [1fnlgn = DI+ I(Fn = Fgll
< nllllgn = gl + 1l £n = £l 19l
=== IfIl-0+0-[lg]l = 0.

O

Definition 8.7 — Es sei M C C. Eine Folge (f,) von Funktionen f,, : M — C

konvergiert lokal gleichméifig gegen die Grenzfunktion f : M — C, wenn es
k.

Uy (a)NM g—) F

zu jedem a € M ein 1 > 0 gibt derart, dass f, U, (a)nM- Wir

schreiben in diesem Falle f,, Lok, f-

Satz 8.8 — Essei M C C und (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : M — C.
Gilt f, Lok, f fiir eine Funktion f : M — C, so ist die Grenzfunktion f stetig.

Beweis. Es sei a € M. Nach Voraussetzung gibt es ein n > 0 derart, dass die
Folge f,

zur Stetigkeit von f|y, (a)nas ist, konnen wir M durch M N U, (a) ersetzen und

U, (a)nm gleichméfig konvergiert. Da die Stetigkeit von f in a dquivalent

somit annehmen, dass die Konvergenz schon auf M gleichmé&fig ist.

Es sei nun ein ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der Gleichméfigkeit der Konvergenz
gibt es ein n mit ||f — fn||lm < €/3. Die Funktion f, ist stetig in a. Daher gibt
es in & > 0 derart, dass fiir alle z € M, |z —a| < 6, gilt |fn(z) — fu(a)] < /3.
Es folgt

[f(a) = f(@)] < |f(a) = fa(a)l + | fn(a) = fa(@)| + [ fn(2) = f(2)|

g & g
< S4848_
S gtgtg=e

Beispiel 8.9 — Wir haben oben ein Beispiel gesehen, wo die Grenzfunktion ei-
ner punktweise konvergierenden Folge von stetigen Funktionen nicht mehr stetig
war. Damit keine Mifiverstdndnisse aufkommen, gebe ich hier noch ein Beispiel
an, wo die Grenzfunktion stetig ist, obwohl die Konvergenz nur punktweise, aber
nicht gleichm&fig ist. Dazu betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Funktionen
fn, n > 2, mit

ne z €[0,1/n]
fa(®) =< 2—nz falls z€[l/n,2/n]
0 x € [2/n,1].
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Diese Folge konvergiert punktweise gegen die Funktion f = 0.

1

0.87

0.67

0.4+

0.2+

0 0.2 0.4 06 08 1

Denn fiir z = 0 ist f,(x) = 0 fiir alle n, und fiir jedes > 0 gilt f,(z) = 0 fiir
allen > 2/z.

Bemerkung 8.10 — Die analoge Aussage fiir differenzierbare Funktionen, d.h.
,die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge von differenzierbaren
Funktionen ist differenzierbar®, ist falsch. Hier miissen wir etwas mehr fordern.
Das geschieht im n#chsten Satz. Bevor Sie den Beweis des Satzes studieren,
iiberlegen Sie sich an einfachen Gegenbeispielen, was passiert, wenn man auf

die eine oder die andere der beiden Bedingungen im Satz verzichtet.

Satz 8.11 — Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und f, : I — R eine Folge

differenzierbarer Funktionen. Gilt
1. die Folge (f],) konvergiert gleichméifig, und
2. es gibt ein xq € I derart, dass f,(xo) konvergiert,

so konvergiert ( fr,) gleichméfig gegen eine differenzierbare Funktion f, und (f])
konvergiert gleichméfig gegen f'.

Beweis. Es sei g die Grenzfunktion der Folge f). Nach Satz 8.8 ist g stetig.
Ferner sei ¢ := lim f,, (o).

Wir betrachten fiir ein a € I die Funktionen A, f,, und zeigen zunéichst, dass
die Folge (A, f.) auf I gleichmifig konvergiert. Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann
existiert ein ng derart, dass fiir alle n > ng gilt ||f., — g|| < /2. Fiir n,m > ng

existiert nach dem Mittelwertsatz fiir jedes € I ein 2, in I mit

[(Aafn = Aafm)@)| = |(fr, = Fr) )| < fr = Frall < M1 fn =gl +1lg = frall < e
(8.1)
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Das zeigt, dass fiir jedes z die Folge (A, fr(z)) eine Cauchyfolge ist und deshalb
konvergieren muss. Es sei A,(z) := lim A, f,,(z). Wir haben gesehen, dass A, f,
punktweise gegen A, konvergiert. Diese Konvergenz ist aber sogar gleichméafig,

denn aus (8.1) folgt durch den Grenziibergang m — oo, dass
||Aafn - Aa” S €,

und das bedeutet gerade, dass A, f,, gleichmifig gegen A, konvergiert.

Wir wenden dies speziell auf die Wahl a = z¢ an. Es gilt fiir alle z € I:

fn() = fn(z0) + (2 = 20) Agy fn(2). (8.2)

Da das Intervall I nach Voraussetzung abgeschlossen ist, ist die lineare Funktion
X — z¢ ebenso wie die stetige Funktion A,, beschrénkt. Daher konvergiert die
rechte Seite von Gleichung (8.2) gleichmifig gegen eine Funktion f.

Jetzt, wo wir schon wissen, dass f,, gleichmifig gegen f konvergiert, konnen

wir denselben Schritt mit beliebigem a € I wiederholen und sehen, dass
f(.fl?) :f(a)+($_a)Aa(x)a VZ'EI,

mit der stetigen Funktion A,. Damit ist f in a differenzierbar und hat die
Ableitung f'(a) = Ag(a) =lim A, f,(a) = lim f/ (a). O

8.2 Funktionenreihen

Definition 8.12 — Es sei (f,) eine Folge von Funktionen f, : M — C.
Unter einer Reihe Y >° ; f, verstehen wir die Folge (s,) der Partialsummen
Sn := Y o fi- Entsprechend sprechen wir von punktweiser, gleichméfiger oder
lokal gleichméBiger Konvergenz der Reihe Y >° o f,, wenn dies fiir die Folge
(sn) gilt, und schreiben >~ f, = f, wenn die Folge (s,) punktweise gegen die

Grenzfunktion f konvergiert.

Satz 8.13 — Es sei (f,) eine Folge von Funktionen f, : M — C. Konvergiert
die Reihe ), || ful|lnm, so konvergiert die Reihe ) f, gleichméfig und in jedem
Punkt x € M absolut. Fiir die Grenzfunktion f gilt ||f||xr < >, || fnllM-

Beweis. Fiir jeden Punkt © € M ist nach Voraussetzung ||f.||» eine Majo-
rante der Folge f,(z). Daher konvergiert die Reihe > 7  fn(z) absolut. Wir
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bezeichnen den Grenzwert mit f(z). Aufierdem gilt fiir jeden Punkt z € M:

@) =S f@ < S 1A
1=0 1=n+1

< S Willw
1=n+1

— 0 fiir n — 0.

Das beweist die gleichméRige Konvergenz. Aus || Y0 fill < > i || fi]| folgt im
Grenziibergang n — oo die letzte Behauptung. O

Lemma 8.14 — Die Potenzreihen Y " anz™ und Y " ((n+1)an412™ haben

denselben Konvergenzradius.

Beweis. Wir betrachten die Reihen A =30 ((n + 1)an412™ = > oo g Nan2™ 1,
B =% na,z" und C = > a,z". Die Reihe A konvergiert genau dann,
wenn die Reihe B konvergiert, denn sie unterscheiden sich nur um den Faktor
z. Um zu sehen, dass die Reihen B und C' denselben Konvergenzradius haben,

geniigt es nach Satz 5.36, sich das Folgende zu iiberlegen: Es gilt
lim {/|na,| = lim {/n lim {/|a,| = lim {/|a.|,

weil lim ¢/n = 1. O

Satz 8.15 — Essei f(z) =Y., an2" eine komplexe Potenzreihe mit Konver-
genzradius R. Dann konvergiert fiir jedes r, 0 < r < R, die Potenzreihe auf der
abgeschlossenen Kreisscheibe K, := {z € C||z| < r} gleichméfig. Insbesondere
ist f : Ur(0) — C stetig.

Beweis. Da r < R, konvergiert die Reihe ) a,r™ absolut. AuRerdem gilt
lan X"k, < |an|r™. Nach Satz 8.13 konvergiert die Reihe )" a,X™|k, gleich-
miRig gegen f|k,. Fiir jeden Punkt z € Ug(0), r := (|z| + R)/2 und € := r — ||
liegt U.(z) ganz in K,. Demnach konvergiert die Reihe > a,X™ auf Ug(0)
gleichmafig in einer Umgebung eines jeden Punktes von Ug(0). Die einzelnen
Glieder der Reihe sind stetige Funktionen, nach Satz 8.8 ist auch f stetig. O

Satz 8.16 — Essei f(z) =), anz™ eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten
an und Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion f : (—R,R) — R
differenzierbar, und fiir alle z € (—R, R) gilt

fl(z) = Z nan,z™ L.

n>1
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Insbesondere ist f € C°((—R, R)).

Beweis. Nach Lemma 8.14 haben die Reihen Y 07 jan,X™ und Y 07 jna, X" !
denselben Konvergenzradius und konvergieren nach Satz 8.15 auf jedem abge-
schlossenen Intervall [—r, 7], r < R gleichméfig. Nach Satz 8.11 ist f auf jedem
dieser Intervalle (und somit auch auf (—R, R)) differenzierbar, und die Ablei-
tung von f ist gegeben durch die Reihe Y ., na, X" !. Die letzte Behauptung
des Satzes folgt durch Induktion. - O

Beispiel 8.17 — Die auf (—1, 00) definierte Funktion log(1 + X) hat die Ab-
leitung 1/(1 + X). Diesen Bruch koénnen wir als geometrische Reihe entwickeln:
Fiir alle z € (—1,1) gilt

1
—— =l-—z+4+—2+t—. ...
1+ 2

Wir definieren eine Funktion F', indem wir die Reihenglieder formal integrieren:

$2 .’E3 4 (_1)n71 N
F(m)::x—;—k— +...=ZT.Z'.

x
3 4 =

Nach den obigen Sitzen hat die Reihe F' denselben Konvergenzradius wie die

geometrische Reihe, also 1, und ist auf (—1,1) eine C*°-Funktion mit der Ablei-

tung

1
Fl:]_-}——X :10g(1+X)'

Insbesondere ist die Funktion F'—log(1+ X) auf (—1, 1) konstant. Da aufierdem
F(0) =0 =log(1+40), gilt F = log(1+X) auf dem Intervall (—1,1). Mit anderen
Worten:

Fir allex, -1 <z < 1, gilt

2?2 23 2t

_ D
log(l+2z) =2 2+3 4+...—T;1 " (8.3)

Die Reihe gestattet die Berechnung von log(y) zunéchst nur fiir y € (0,2). Fiir
y > 2 wiahlt man ein m € N mit y/e™ < 2 und bekommt

log(y) = m + log(y/e™).

Alternativ kann man so vorgehen: Wir betrachten neben der Reihe (8.3) noch

die folgende, die durch Auswertung in —z entsteht:

logl—-2)=-2—- ——— —— — (8.4)



Indem man die Reihen voneinander subtrahiert, gewinnt man die Darstellung

log

1+2x o m?n—‘,—l
=2 > (8.5)

|
Die Abbildung z — y = (1 + z)/(1 — z) liefert eine Bijektion von (—1,1)
auf (0,00). Deshalb kann man die Formel (8.5) zur Berechnung von log(y) fiir

beliebig grofie y verwenden.

Beispiel 8.18 — Die Arkustangensfunktion arctan : R — (—1,1) hat die

Ableitung arctan’(z) = Im Intervall (—1,1) kdnnen wir die Ableitung als

_1
1+22"
geometrische Reihe mit Konvergenzradius 1 entwickeln:

1 - n,_2n
T2 = E (=1)"z°".
n=0
Die Reihe
S x2n+l
= -1 —
o) = S G

die durch gliedweises Integrieren entsteht, hat darum ebenfalls den Konvergenz-
radius 1, ist auf (—1,1) differenzierbar und hat dort dieselbe Ableitung wie der
Arkustangens. Folglich ist arctan —g eine konstante Funktion. Andererseits gilt
arctan(0) = 0 = ¢(0), woraus arctan = g folgt. Wir halten fest:

Fiir alle x € (—1,1) gilt

S x?n—i—l
t =" (-1)" :
arctan(z) nzo( ) 1
Konnten wir hier z = 1 einsetzen, so wiirden wir die folgende Entwicklung
erhalten (Leibnizsche Reihe)
1 1 1
%:arctan(l):l—g—}—g—?—}—

Diese Entwicklung ist tatséchlich giiltig. Zu ihrer Begriindung reichen die bis-
herigen S#tze aber nicht aus. Wir kommen spéter darauf zuriick. Unabhingig
von der Rechtfertigung dieser Reihe sieht man nach einigem Ausprobieren, dass
die Reihe sehr langsam konvergiert. Eine sehr viel schnellere Konvergenz erhilt
man folgendermafsen:
Fiir den Tangens gilt die Additionsformel

tan(a) + tan(Q)

1 F tan(a) tan(s3)

fiir alle o, B mit o, 8,8 € R\ (n/2+7Z). Das folgt aus den Additionsformeln

fiir Sinus und Kosinus. Speziell fiir & = arctan1/5 und § = arctan 1/239 erhalt

tan(a + 3) =

man

5 120
tan(2a) = 12 tan(4a) = —

4o —pB) = 1.
19> tan(da—p)
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Es folgt
E
4
Das liefert die schnell konvergente Darstellung

1 1
=4a — [ = 4arctan — — arctan —.
5 239

PR (-~ - (-~
T=163, (2n + 1)52nH1 4 (2n + 1)23927+1°

n=0 n=0
8.3 Taylorreihen
Es sei f := Y, ~0anX" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Wir

haben gesehen, dass f auf (—R, R) unendlich oft differenzierbar ist, und dass
die k-te Ableitung durch

¥ () = Z nn—1)---(n—k+1)a, X "
n>k

gegeben ist. Insbesondere findet man fiir den Wert in 0:
£ 0) = Klay.

Will man also eine gegebene Funktion f in einer Umgebung der 0 durch eine
Potenzreihe darstellen, so muss, wenn es iiberhaupt moglich ist, diese Funktion
unendlich oft differenzierbar sein, und die Koeffizienten der Reihe miissen durch

AR

n!

an

gegeben sein. Wir werden sehen, dass diese Bedingungen aber nicht hinreichend

sind.

Definition 8.19 — Es sei I ein Intervall und f : I — R n-mal differenzierbar.

Das Polynom

™ W) (g
Trf ::Zf ( )(X—a)”
v=0
heifit das n-te Taylorpolynom von f in a. Falls f € C*°(I), heifst

— /“)(a) v
T.f=) —— (X —a)
v=0
die Taylorreihe von f im Punkte a.
Wir stehen den folgenden Problemen gegeniiber:

1. Wie genau approximiert das n-te Taylorpolynom die Funktion f?

2. Konvergiert die Taylorreihe T; f, d.h. hat die Reihe einen positiven Kon-

vergenzradius?
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3. Falls die Taylorreihe konvergiert, gilt T, f(z) = f(z) und fiir welchen Ar-

gumentbereich?

Lemma 8.20 — Es sei I ein Intervall, a € I, und f auf I n-mal differenzierbar.
Fiir alle k < n gelte f*)(a) = 0. Dann existiert fiir jedes € I eint € (0,1) mit

_ f™a+ta—a)
n!

f(x) (z —a)"

Beweis. Fiir z = a ist die Aussage klar. Wir nehmen also an, dass = # a.

Wir wenden den verallgemeinerten Zwischenwertsatz auf die Funktionen f
und (X — a)” an und schliefen: Es gibt eine Zahl x; strikt zwischen a und z
mit ,

f@) _ f@-f@) )
(x—a)* (z—a)"—(a—a)® n(xg—a)* 1’

Fiir den Quotienten auf der rechten Seite kdnnen wir das Argument wiederholen.

Induktiv finden wir also Elemente 1, ..., Zn, jeweils x;; strikt zwischen x; und

a, mit der Eigenschaft:

f@ Py ) @)
(z—a) n(ry—a)» ' nn—1)(x2 —a)*2 n!
Setze t = (¢, — a)/(xz — a). O

Satz 8.21 (Abschitzung mit Lagrangeschem Restglied) — Es sei I ein Inter-
vall, a € I, und f : I — R sei (n + 1)-mal differenzierbar. Dann existiert fiir
jedes x € I ein t € (0,1) so, dass

" (n)

f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+fz—(f)(x—a)2+...+fT!(a)(x—a)"+Rn+1 (8.6)
mit

Rn+1 — f(n+ )(a + t(w - a)) (.%' _ a)n+l. (87)

(n+1)!

Natiirlich kann man eine Gleichung wie (8.6) immer hinschreiben, wenn man
das Restglied R, 1 passend wihlt. Die eigentliche Aussage des Satzes ist also,
dass das Restglied R, 1 durch die Formel (8.7) beschrieben werden kann. Die-
se Beschreibung nennt man das Lagrangesche Restglied. Es gibt auch andere

Darstellungen.

Beweis. Die Funktion g := f — T f ist n + 1-mal differenzierbar, und es gilt
g(a) - = g(n) (a) =0, g(n+1) — f(n+1).
Nach Lemma 8.20 existiert ein ¢ € (0, 1) mit

Y (a+ t)z — a))

(n+1)' ($_a)n+1‘

Rny1 = g(x) =
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Satz 8.22 — Es sei I ein Intervall, a € I, und f € C*°(I). Gibt es Konstanten
M,r > 0 mit |[f*)(2)|/k! < Mr~* fiir allek € Ny und z € INU,(a), so konver-
giert die Taylorreihe T, f auf I N U,(a) lokal gleichméfig gegen f. Insbesondere
gilt

®_ 4(n) (g
fa) =3 Dy

n=0

fiir jedes x € I N U,(a).
Beweis. Es sei n € N. Nach Satz 8.21 gibt es fiir jedes z € I ein ¢ € (0, 1) mit

) (a +t(x - a)) <y <|x—a|>n+1
= r .

(n+1)!

(x —a)™ !

|f(2) = T3 f(2)] =
Fiir jedes s, 0 < s < r, folgt:

lf = T2 fllrov,a) < M(s/r)™.

Dies bedeutet gerade, dass die Folge T f auf I N Us(a) gleichmafig und somit
auf I NU,(a) lokal gleichm&Rig gegen f konvergiert. O

Beispiel 8.23 — Wir betrachten die Funktion X* : R > 0 - R mit a € R.
Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, die k-te Ableitung ist gegeben
durch

a-(a=1)---(a—k+1)X*"

und indem wir an der Stelle 1 auswerten, finden wir, dass Taylorreihe an der
Stelle 1 im wesentlichen, d.h. bis auf eine Verschiebung im Argument, die Bino-

mialreihe zu « ist:

oo

nxe =Y (Z) (X —1)" = Ba(X — 1).

n=0

Auf einer r-Umgebung von 1 ist die n-te Ableitung beschrinkt durch

(-

fiir n > o. Wir wissen, dass die Folge der Binomialkoeffizienten (%) beschrénkt
ist, etwa durch C. Fiir 0 < r < 1/2 folgt » < 1 — r und somit

n

(O‘> 1-r)* " <Cl—r)* r

fiir alle k¥ > a. Der obige Satz sagt nun, dass die Taylorreihe auf (—1/2,3/2)
lokal gleichmé&fig gegen X* konvergiert.
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8.3.1 Eine nicht analytische Funktion

C*-Funktionen f : I — C, die in einer Umgebung eines jeden Punktes ihres Defi-
nitionsgebietes in eine Potenzreihe entwickelt werden kdnnen, heifien analytisch.
Wir werden uns damit genauer in der Vorlesung Funktionentheorie beschéfti-
gen. Sehr viele, wenn nicht die meisten in der Praxis auftretenden Funktionen
sind analytisch, aber in einem gewissen Sinne gibt es viel mehr Funktionen,
die nicht analytisch sind. Bei vielen Konstruktionen, mit denen man sich fiir
bestimmte Zwecke Funktionen mit vorgegebenen Eigenschaften nach Maff zu-
sammenschneidert, spielen aber gerade nicht analytische Funktionen eine grofse
Rolle.

Das folgende Beispiel beschreibt eine sehr niitzliche C*°-Funktion, die nicht

analytisch ist.

Lemma 8.24 — Fiir allen € Z gilt lim,_,o z"e =7 = 0.

Beweis. Fiir n > 0 ist weniger zu zeigen als fiir n < 0. Es geniigt also, das
Problem

_ 1
. e 2% 2
lim -0
z—0

fiir K € Ny zu betrachten. Aus Symmetriegriinden geniigt es ferner, sich den ein-
seitigen Grenzwert lim,\ o anzuschauen. Schlieflich reduziert die Substitution
x = 1/y das Problem darauf,

k/2

lim 7
y—oo eY

=0

zu beweisen. Aber wir wissen schon, dass die Funktion exp schneller wichst als
jede Potenz (s. Satz 6.27). O

Es sei @ : R — R die Funktion, die durch

B(z) = { exp(—Z) falls z # 0,
0 sonst.

gegeben ist. Hier ist ein Bild von ®. Man beachte, wie sehr sich der Graph der

Funktion an die z-Achse anschmiegt.

0.6
0.4
0.2

-15 1 05 O 05 1 15
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Es ist klar, dass die Funktion ® aufserhalb des Koordinatenursprungs eine C*°-

Funktion ist und dass ihre Ableitungen durch

2 _z:% (I)”(:L') = 6_3%2

' (x) = e

und allgemeiner

pe(x) _

o) () = xgk)e -
gegeben sind, wobei pi(z) ein hier nicht weiter interessierendes Polynom vom
Grad 2k ist. Jetzt folgt induktiv, dass die Funktion ® auch im Nullpunkt unend-
lich oft differenzierbar ist und dass alle Ableitungen verschwinden: Fiir £ = 0
folgt dies aus dem vorigen Lemma; und ist bereits bekannt, dass ®(*)(0) = 0,

so ergibt sich mit erneuter Anwendung des Lemmas, dass der Grenzwert

(k)
L 2W@)

z—0 x

existiert, d.h. dass die (k + 1)-te Ableitung in 0 existiert, und den Wert 0 hat.

Die Konsequenz hieraus ist: Die Taylorreihe To® verschwindet identisch und

stellt — aufser im Nullpunkt — nirgends die Funktion ® dar.

8.A Der Abelsche Grenzwertsatz

Theorem 8.25 (Abelscher Grenzwertsatz) — Konvergiert die komplexe Po-
tenzreihe ) anz" in w € C, w # 0, so konvergiert die Reihe fiir jedes ¢ > 1
auf der Menge M. = {z € C||1 — z/w| < ¢(1 — |z/w|)} gleichméRig gegen eine

stetige Grenzfunktion.

Folgerung 8.26 — Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt
lim a,(tw)"™ = an,w".
mEmer=x,

Beweis. Wie man anhand der Definition von M, sofort sieht, liegt die Strecke
{tw|t € [0,1]} in jeder der Mengen M., ¢ > 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Im iibrigen haben die Mengen M, etwa die folgende Form. Das Bild zeigt den
Rand der Menge M. fiir w = 1 und ¢ = 1.85. Man beachte, dass die Randkurve

bei z = 1 nicht glatt ist, sondern eine Spitze hat.
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Beweis des Satzes. Nach Voraussetzung konvergiert fiir jedes n > 0 die Reihe
Sp = Z a;w’,
>n

und (s,,) ist eine Nullfolge. Weiter gilt a,w*

= Sk — Sk+1-
Fiir |z| < |w| konvergieren die Reihen ) s,(z/w)™ absolut. Deshalb diirfen

wir fiir solche z die Umordnungen in der folgenden Rechnung vornehmen:
Zakzk = Zakwk(z/w)'C
k=n k=n

= > (sk = ska1)(z/w)"

=n

= Z sp(z/w)* — Z skt (z/w)"
k=n

=n

bl

=

= Zsk(z/w)k— Z sp(z/w)k1
k=n k=n+1
= 52/ 0)" + (5w = 1)) S smyren(z/w0)

k=0

Mit der Bezeichnung C), := max{|sx||k > n} konnen wir die Summe jetzt wie

<c, (14022,

1—[z/w]

folgt abschitzen:

Fiir z = w gilt sowieso

< Ch.

co
E akzk
k=n

Da fiir jedes ¢ > 1 und z € M, entweder z = w oder |z| < |w]| gilt, folgt:

oo
E akzk

k=n

< Cn(l+¢).
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Wegen der Konvergenz der Reihe )" a,w” ist (C,) eine Nullfolge. Zu jedem

e > 0 gibt es daher ein ng derart, dass C,, < lic. Fiir alle n > ng und z € M,
folgt

<e.

oo
E akzk
k=n

Das beweist die gleichméfige Stetigkeit auf M.. O

Folgerung 8.27 — Z=1- % +

3=

+...

S

Beweis. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe ano(_l)n%
auch noch im Punkt z = 1. Auf dem offenen Intervall (—1,1) wird durch die
Reihe die auf ganz R stetige Funktion arctan dargestellt. Nach dem Abelschen
Grenzwertsatz stellt die Reihe auch noch auf (—1,1] eine stetige Funktion dar.

Es folgt

Folgerung 8.28 — log(2)

1,1 _1
1_§+§_Z+....

Beweis. Die Reihe Zn>1(—1)”_1% stellt auf (—1,1) die auf (—1,00) stetige
Funktion log(1 + z) dar und konvergiert noch im Punkt z = 1. Nach dem
Abelschen Grenzwertsatz stellt die Reihe auf (—1, 1] eine stetige Funktion dar.
Es folgt:
1 1 1
l—-+-=——-4+...= .
stz 7t log(1 + 1)

Folgerung 8.29 — Es seien ), - an und ) ., b, konvergente Reihen und
> >0 Cn ihr Cauchyprodukt, d.h. ¢, = Y.}_; arbn—y fiir alle n > 0. Ist die
Reihe ano ¢n, konvergent, so gilt

S Yh= Y
n>0 n>0 n>0
Beweis. Fiir alle z € C mit |z| < 1 konvergieren die Potenzreihen
Sat Yhet Ve
n>0 n>0 n>0
nach Satz 5.30 absolut, und es gilt

Z apnz™ - Z bpz™ = Z cn 2.

n>0 n>0 n>0
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Fiir z = 1 konvergieren alle Potenzreihen immer noch und stellen auf den im
Abelschen Grenzwertsatz eingefiihrten Mengen M. stetige Funktionen dar. Aus
der Stetigkeit fiir z — 1, z € (—1, 1], folgt die Behauptung. O
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§9 Integration

9.1 Das Riemannintegral

Definition 9.1 — Eine Zerlegung des abgeschlossenen Intervalls I = [a, b] ist
eine endliche Folge Z = (to,...,tn), n € Ny, mit a =ty < --- < t,, = b. Eine
weitere Zerlegung Z' = (&,

von Z, in Zeichen: Z' > Z, wenn {to,...,tn} C {t,..-,th, }-

.,t.) heiflt feiner als Z oder eine Verfeinerung

Bemerkung 9.2 — Sind 2’ = (t;,...,t),) und 2" = {t5,....t,,} zwei Zer-
legungen von I, so gibt es stets eine gemeinsame Verfeinerung Z, d.h. eine
Zerlegung Z mit Z > Z' und Z > Z”. Dazu muss man nur die Menge

{th, ..., t. YU {ty,..., 1t} ordnen und neu numerieren.

Definition 9.3 — Es sei I ein abgeschlossenes Intervall, f : I — R eine be-
schrinkte Funktion und Z = (tg,...,t,) eine Zerlegung von I. Dann heifien

n

o(f,2) = Z(ti —t;1)sup f([ti1,t:])

i=1

und

n

U(f,2) =) (ti = tica) inf f([ti1, ti])

i=1
die Ober- bzw. Untersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.
Lemma 9.4 — Ober- und Untersumme haben die folgenden Eigenschaften:
1. Aus Z2' > Z folgt O(f,2") < O(f,Z) und U(f,Z") > U(f, 2).
2. Fiir beliebige Zerlegungen Z und Z' von I gilt U(f, 2) < O(f, Z").
3 U(-f,2)=-0(f2).
4. Fiir alle a > 0 gilt U(af, Z2) = aU(f, Z), O(af, Z) = aO(f, Z).
5. U(f,2)+U(9,2) <U(f+9,2) <O(f +9,2) <O(f,2) + O(g, 2).

Beweis. Zu 1.: Es sei 2’ = (tg,...t,,) eine Verfeinerung von Z = (to,...,t,).
Dann gibt es Indizes 0 = po < - -+ < pn, = M mit t:“ =t firallei=0,...,n.
Mit diesen Bezeichnungen folgt

i

ti—tia= > (tj—ti_y)

j=pi—1+1

und
sup f([t;—_1,t;]) <sup f([ti—1,t:]), inf f([tj_1,¢}]) > inf f([t:—1,t])
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fiir alle j mit p; 1 < j < p;. Nun folgt

O(f,2") = Y (t)—t;_1)sup f([tj—y,t}])
j=1
n Hi
= Z Z (t; —t;_y)sup f([t;_4,t}])
=1 j=p;—1+1
n Hi
Do > (@ =ty sup f([ti-1,t)
=1 j—pi_1+1
= ) (ti—tio1) sup f([ti—1, t:])
7=1

= O(f,2).

IA

Fiir die Untersumme schliefft man analog.
Zu 2.: Es sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’. Mit dem Ergebnis
aus 1. folgt

U(f,2) SU(f,2) <O(f,2) < O£, 2").

Zu 3. und 4.: Fiir jede beschrinkte Teilmenge A C R und jedes a > 0 gilt
inf(—A) = —sup(4), inf(ad) = ainf(A) und sup(aAd) = asup(A). Wendet
man dies auf alle Summanden in der Ober- bzw. Untersumme an, so folgt die
Behauptung.
Zu 5.: Fiir jedes Teilintervall J C I gilt: Fiir £ € J hat man f(z) + g(z) <
sup f(J)+sup g(J), also auch sup(f+g)(J) < sup f(J)+sup g(J). Daraus folgt
die Behauptung.

O

Definition 9.5 — Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R be-

schrinkt. Dann heiffen
O(f,I) := inf{O(f, Z) | Z Zerlegung von I }

und
U(f,I) :=sup{U(f, 2) | Z Zerlegung von I }

Ober- bzw. Unterintegral von f auf I.

Lemma 9.6 — Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R beschrénkt.
Dann gilt

1. U(=f,I) = —O(f,I).

2. Ulaf,I) =aU(f,I) und O(af,I) = aO(f,I) fiir alle a > 0.
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3 UMD +U(g, ) <U(f+9,1) <O(f +9,1) <O(f,1) + Oy, I).

Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus Lemma 9.4. O

Definition 9.7 — Es sei I = [a, b]. Eine beschrankte Funktion f : I — R heifst
im Riemannschen Sinne integrierbar, wenn O(f,I) = U(f,I). In diesem Falle

nennt man
b
[ @ = [ f@ds = ots,1) = U5,
a I

das Riemannintegral von f zwischen den Grenzen a und b.

Die Funktion f nennt man den Integranden.

Satz 9.8 — Es sei I = [a,b]. Das Riemannintegral hat die folgenden Eigen-

schaften:

1. Ist f : I — R integrierbar und o € R, so ist auch af integrierbar, und es

gilt

/ab af(x)dzr = a/ab f(z)dz.

2. Sind f,g : I — R integrierbar, so ist auch f + g integrierbar, und es gilt
b b b
[ G+o@is = [ s+ [ g
3. Sind f,g : I — R integrierbare Funktionen und gilt f(z) > g(z) fiir alle

/a ' fla)de > / " y(@)da.

Beweis. Zu 1.: Die Aussage folgt aus Lemma 9.6, und zwar zunichst fiir o > 0

x € I, so gilt auch

und a = —1, und durch Verbindung der beiden Aussagen fiir beliebige a.

Zu 2.: Sind f und g integrierbar, so gilt U(f,I) = O(f,I) und U(g,I) = O(g, I).
Aus Lemma, 9.6 Aussage 3. folgt O(f +¢,I)=U(f +g9,I) =U(f,I) +U(g,I).
Das war zu zeigen.

Zu 3.: Ist f(x) > g(z) fiir jedes x € I, so gilt inf f(J) > inf g(J) fiir jede Teil-
menge J C I. Fiir jede Zerlegung Z folgt U(f, Z) > U(g, Z). Durch Ubergang
zum Supremum {iber alle Zerlegungen folgt U(f,I) > U(g,I), und da f und g

als integrierbar vorausgesetzt sind, folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 9.9 — Der Satz sagt, dass die integrierbaren Funktionen einen
Untervektorraum Z([a, b]) im Raum B([a,b]) der auf [a, b] beschrankten Funk-

tionen bilden und dass das Integral

/abd:c: ([0, b)) — R f|—>/abf(:c)dx,

eine lineare Abbildung ist, die iiberdies monoton ist:
b b
f(x) > g(z) Vz € [a,b] = / f(z)dz Z/ g(z)dz.

Satz 9.10 — Es sei I ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine be-

schrankte Funktion. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. f ist integrierbar.

2. Zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlegung Z von I mit der FEigenschaft

O(f,2)-U(f,2) <e (9.1)

Beweis. 1. = 2.: Zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es eine Zerlegung Z’ mit
O(f,2") < O(f,I) + ¢/2. Ebenso gibt es eine Zerlegung Z" mit U(f, Z2") >

U(f,I)—e/2.Es sei Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z’ und Z”. Dann gilt

O(f,2)=U(f,2) <O(f,2")=U(f,2") < (O(f, 1) +¢/2) = (U(f, 1) —¢/2) =&.

2. = 1.: Es sei € > 0 und Z eine Zerlegung mit O(f, Z) — U(f, Z) < e. Es folgt
0<O(f,I)-U(f,I) <O(f,2)-U(f,2) <e

Da ¢ beliebig war, folgt O(f,I) — U(f,I) =0, d.h. f ist integrierbar. O

Beispiel 9.11 — Es sei a # —1 und 0 < a < b. Wir wollen zeigen, dass die
Funktion X : [a,b] — R integrierbar ist, und dass

/b z%dr = LH — aaH.

a a+1

Dazu betrachten wir die folgende Zerlegung von [a, b]. Fiir N € Nsei ¢ := Y/b/a
und Z, := (to,...,ty) mit t; = ag'. Je nachdem, ob a > 0 oder a < 0, ist die
Funktion X auf [a, b] monoton wachsend oder fallend. Wir rechnen hier nur den
Fall o > 0 weiter, der andere Fall geht ganz analog. Dann wird das Supremum

bzw. das Infimum von X* auf jedem Teilintervall [t;_1,¢;] an der rechten bzw.
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an der linken Intervallgrenze angenommen und hat dementsprechend den Wert

% = a%¢" baw. t& | = a®q"D*. Damit ergibt sich fiir die Obersumme:

N
O(XQ,ZN) = Z(tl - ti—l) sup Xa([ti_l,ti])
=1
N . . .
— Z(aqz _ aqul)aaqla
=1
N .
= o g-1)g* ) (¢*T)
1=1
_ a+1 q— 1 a( N(a+l) _
- a qa+1 _ lq (q ]')

@ q- 1 a a
= Q +1qa+17_1((b/0/) 1 1)(] .
(An dieser Stelle geht die Annahme « # —1 ein, denn fiir @ = —1 wird ¢'** —1
Null.) Geht nun N gegen Unendlich, so geht ¢ gegen 1, und mit der Regel von
de I’Hospital folgt:

q—1 . 1 1

lim — 2~ — = .
s} getl —1 P (a+1)g> a+1

Es folgt

. N patl _ gatl
NI, OO 2n) =
Fiir die Untersummen erhélt man denselben Grenzwert. Nach dem Integrations-
kriterium Satz 9.10 ist die Funktion X ¢ integrierbar, und das Integral hat den

angegebenen Wert.

Satz 9.12 — Es seien f,g : I = [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann sind

auch die folgenden Funktionen integrierbar:

1. |f], max{f,g}, min{f, g},
2. fiir jedes p € [1,00) die Potenzen |f|?,
3. das Produkt fg.

Beweis. Zu 1.: Es gilt

max{f,g}:f;_g+ |f;g|

und min{f, g} =

f+g |f-yl
2 2

Es geniigt daher zu zeigen, dass |f| integrierbar ist.

Fiir beliebige reelle Zahlen z,y in einem Teilintervall J von I gilt
@)= fWI] < [f(@) = f(y)| < sup f(J) —inf f(J)
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und somit

sup [f(J)| — inf [f(J)| < sup f(J) — inf f(J).
Fiir jede Zerlegung Z von I folgt
und im Grenziibergang

0<O(fI, 1) =U(f,1) £ O(f, 1) = U(f, ).

Ist f integrierbar, so verschwindet die rechte Differenz, also auch die linke. Damit
erweist sich |f| als integrierbar.

Zu 2.: Der Mittelwertsatz sagt fiir die Funktion y — y? und Zahlen y;,y2 > 0,
dass y7 —yb = p- (y1 —y2)EP ! fiir eine Zahl £ zwischen y; und y». Insbesondere

gilt fiir beliebige Punkte x;1, 2, in einem Teilintervall J von I, dass

[f @)l = [f (@2)|” = (1f (@1)] = | £(w2)]) - pE7~

fiir einen Wert £ zwischen | f(x1)| und |f(z2)|. Da f beschrankt ist, gilt in jedem
Falle £ < ||f||1- Es folgt:

sup | f|P(J) —inf | £[7(J) < p(sup | £[(J) = f [F(D)IFITT (92)
Insbesondere gilt
o(f,2) = U(fP,2) <p (O(f],2) = UL, 2) A7 (9-3)
fiir jede Zerlegung Z, und im Grenziibergang zu feineren Zerlegungen:
0<O(fP, D) =U(fP. 1) <p(OUf, D) = U(fI, D) IIFIF

Nach 1. ist | f| integrierbar. Damit verschwindet die rechte Seite, und wir schlie-

fsen, dass auch |f|? integrierbar ist.

Zu 3.: Wegen

fg:(f+g)2;(f—g)2 (9.4)
folgt die Behauptung aus Teilaussage 2. mit der Wahl p = 2, angewendet auf
f+gund f —g. O

Satz 9.13 — Es seien a < b < ¢ reelle Zahlen und f : [a,c] = R eine reelle
Funktion. f ist genau dann integrierbar, wenn f|, s und f|s o integrierbar sind,

und in diesem Falle gilt

/a " f@)de + /b " f@)ds = / " f(w)da. (9.5)
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Beweis. Es sei Z eine Zerlegung von [a, ¢]. Durch Hinzunahme von b als Zerle-
gungspunkt erhélt man eine Verfeinerung Z = (to,...,ty) > Z mit b = t,, fiir
ein n < N. Dann sind 2’ = (to,...,tn) und 2" = (t,,...,tn) Zerlegungen von
[a,b] bzw. [b,c], und es gilt

U(f,2) U Z) = Ulflia), 2 + U flp,ep 27)-

Umgekehrt kann man beliebige Zerlegungen Z' und 2" von [a, b] bzw. [b, c] auf
diese Weise erhalten. Durch Ubergang zu den Suprema folgt:

U(f,la,c]) = U(f,]a,b]) + U(f,[b, c]). (9.6)

Ebenso schliefft man fiir die Oberintegrale und erhélt

O(f,la,c]) = O(f, [a, b]) + O(f, [b, c]).-

Wir subtrahieren die beiden Gleichungen voneinander und erhalten

0 < O(f[a,c]) = U(f; [a, c]) = (O(f; [a,b]) — U(f, [a,8])) + (O(f, [b,c]) — U(f, [b, c]))-

(9.7)
Wir schliefen wie folgt: Sind f|j, 5 und f|p, o integrierbar, so verschwindet die
rechte Seite von (9.7). Folglich ist f auf [a,c] integrierbar, und es gilt wegen
(9.6) die im Satz behauptete Additivitit des Integrals.

Ist umgekehrt f auf [a, c] integrierbar, so verschwindet die rechte Seite von
(9.7). Da die einzelnen Summanden aber in jedem Falle > 0 sind, miissen sie
jeweils fiir sich verschwinden. Folglich ist f auf [a, b] wie auf [b, ] integrierbar.

O

Definition 9.14 — Ist f : [a,b] — R integrierbar, so setzen wir

/ba f(z)dx = —/ab f(z)dz.

Folgerung 9.15 — Ist I ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine

integrierbare Funktion, so gilt fiir beliebige a,b,c € I

/abf(x)dx+/bcf(x)dx - /:f(m)dx.

9.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Lemma 9.16 — Es sei K C C eine kompakte Menge und f : K — C stetig.
Dann ist f sogar gleichmékRig stetig.

129



Beweis. Andernfalls gibt es ein € > 0 und zu jedem § > 0 Punkte z,y € K
mit |z —y| < § und |f(x) — f(y)| > €. Insbesondere finden wir fiir jedes n € N
Punkte 2,y € K mit [z, —yn| < 1/nund |f(2,) — f(yn)| > €. Da K kompakt
ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (z,, ) mit Grenzwert z. Weiter gibt es eine
konvergente Teilfolge y»,, mit Grenzwert y. Wegen der Stetigkeit von f gilt auch
f(@n,,) = f(x) und f(yn,,) = f(y). Das fiihrt auf den folgenden Widerspruch:

L. Da |Zn,, = Yn,,| < 1/ny, fir alle ¢, folgt im Grenziibergang fiir £ — oo:

x=y.

2. Aus |f(@ny,) = f(yns,)| > € folgt im Grenziibergang |f(z) — f(y)| > ¢!

Satz 9.17 — Es sei f : I = [a,b] — R stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma, ist f gleichméfig stetig. Ist daher ¢ > 0
vorgegeben, so existiert ein 6 > 0 derart, dass |f(z) — f(y)| < 7= fiir alle
x,y € [a,b] mit |z —y| < §. Wir wihlen N € N so grof, dass (b—a)/N < 4, und
betrachten die Zerlegung Z = (to,...,tx) mit t; = a +i(b — a)/N. Fiir jedes
Teilintervall J = [t;—_1, ;] folgt

€

sup f(J) —inf f(7) < .

Fiir die Differenz von Ober- und Untersumme ergibt sich

b—a
N

M-

o(f,2)-U(f,2) = (sup f([ti-1,t:]) — inf f([tio1, £]))

=1

—a €
N b—a

M:

< =e

1

2

Nach dem Integrationskriterium Satz 9.10 ist f integrierbar. O

Satz 9.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) — Es sei I ein Intervall und
f : I = R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu beliebigen a,b € I ein £

zwischen a und b mit

b
/ f(@)dz = (b - ) (£).

Beweis. Ohne Einschrinkung ist ¢ < bund I = [a, b]. Da f stetig und I kompakt

ist, gibt es Punkte 2’ und z” in I mit
f@")=inf f(I) und f(z") = sup f(I).
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Es folgt
b
@) 0= < [ f@)is < f6") 6~ a)
wegen der Monotonie des Integrals. Nach dem Zwischenwertsatz 6.18 fiir stetige

Funktionen gibt es ein £ zwischen 2’ und z" mit

b
5o [ f@s = ).

Das war zu zeigen. O

Satz 9.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) — Es sei I ein
Intervall und f : I — R eine stetige Funktion. Ferner sei a € I und F : I - R
die durch

Fz) = / F(t)dt
definierte Funktion. Dann ist F differenzierbar und hat die Ableitung F' = f.

Beweis. Es seien b, z aus I. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein v, zwischen b

und x mit

T T b
(= b)f () = / f(tydt = / f(t)dt - / f(tydt = F(z) - F(b).

Fiir z — b geht auch v, — b, weil v, zwischen z und b liegt. Aufierdem ist die
Funktion f stetig. Daher existiert der Grenzwert

lim F(x) — F(b)
z—b r—>b

= lim f(32) = /(0).

Definition 9.20 — Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

1. Eine Funktion F' : I — R heifst Stammfunktion von f, wenn F' differen-
zierbar ist und die Ableitung F’ = f hat.

2. Eine Funktion F' : I — R heifst unbestimmtes Integral von f, wenn f auf
jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,b] C I integrierbar ist, und wenn
das Integral durch fab f(x)de = F(b) — F(a) gegeben ist. Hiufig werden
unbestimmte Integrale durch [ f(z)dz bezeichnet.

Lemma 9.21 — 1. Falls f eine Stammfunktion besitzt, ist diese bis auf eine
additive Konstante eindeutig bestimmt.
2. Falls f ein unbestimmtes Integral besitzt, ist dieses bis auf eine additive

Konstante eindeutig bestimmt.
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Beweis. Zu 1.: Sind F und G zwei Stammfunktionen von f, so folgt (F —G)' =
f — f = 0. Die Funktion F' — G ist also auf I konstant.

Zu 2.: Sind F und G unbestimmte Integrale von f, so ist F'—G ein unbestimmtes
Integral von f — f = 0. Es folgt (F — G)(b) — (F — G)(a) = [’ 0da = 0. Also ist
(F — G)(b) = (F — G)(a) = const. O

Bemerkung 9.22 — Mit diesen Bezeichnungen sagt der Hauptsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion
besitzt und dass fiir stetige Funktionen Stammfunktionen und unbestimmte

Integrale dasselbe sind.

Beispiel 9.23 — Die Funktion

1, z >0,
sgn:R—=R  f(z) = 0, falls =0,
-1, z >0,
besitzt ein unbestimmtes Integral, ndmlich die Betragsfunktion | — |, aber keine

Stammfunktion, da die Betragsfunktion bekanntlich im Nullpunkt nicht diffe-

renzierbar ist.

Bemerkung 9.24 — Ist f : I — R auf jedem Teilintervall integrierbar, so ist
jede Stammfunktion F' von f ein unbestimmtes Integral von f. Denn angenom-
men, [a,b] C I ist ein abgeschlossenes Teilintervall von I und Z = (to,...,t,) ei-
ne Zerlegung von [a, b]. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, ange-
wendet auf F, gibt es zu jedem i ein &; zwischen ¢;_; und ¢; mit f(&;)(t;—ti—1) =
F(t;) — F(t;—1). Damit folgt:

n n

F(b) = F(a) = ) (F(t:) = F(ti-1) = Y _(ti — tic1) f(&)-

1=1 1=1
Wegen inf f([ti—1,t:]) < f(&) < sup f([ti—1,t:]) gilt

Diese Abschétzung gilt fiir jede Zerlegung. Aufierdem ist f nach Voraussetzung
auf [a, b] integrierbar, und somit folgt F'(b) — F(a) = f; f(x)dx.

Bemerkung 9.25 — Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

nung findet man mit einem Schlage unbestimmte Integrale fiir eine grofie Klasse
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von Funktionen:

f@) [ 1)
X, fir a € R\ {-1} H—aXlJr“
Xt auf R\ {0} log | X|

ﬁ arctan(X)
sin(X) —cos(X)
cos(X) sin(X)

tan(X) auf (—m/2,7/2) | log(cos(X))
exp(X) exp(X)

Satz 9.26 (verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung) —
Es seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, und es gelte g(z) # 0 fiir alle
€ (a,b). Dann gibt es ein £ € (a, b) mit

b b
| t@s@ds =56 [ garaa.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes hat g auf (a,b) stets dasselbe
Vorzeichen. Fiir die Funktion G(z f g(t)dt, die nach dem Hauptsatz diffe-
renzierbar ist, gilt G( ) # 0 fiir alle x > a. Damit sind fiir die Funktionen G
und F(z) := f f(t)g(t)dt die Voraussetzungen des verallgemeinerten Mittel-
wertsatzes 7.21 erfullt, und es gibt ein £ € (a, b) mit

F®)—Fla) _ F'(§) _ f(§)g(§)

Ga-co) o eo
Ersetzt man noch F(b) f f(x)g(z)dxr und G(b) f g(x
so erhdlt man die Behauptung des Satzes. D

9.3 Partielle Integration

Satz 9.27 (Partielle Integration) — Fiir f,g € C'([a,b]) gilt
b b
| @ (@)ds = - [ r@gts

Dabei bedeutet f(a:)g(a:)[ = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Schreibt man die Regel mit unbestimmten Integralen, so bekommt sie die

[ 9z =t9~ [ 1'ga

Beweis des Satzes. Nach der Produktregel fiir das Differenzieren gilt

folgende Form

(f9)' =fg' + f'g.
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Das bedeutet nach dem Hauptsatz

fg‘b /ab(fg)'dx = /ab fq'dz +/ab f'gdx.

a

Beispiel 9.28 — Ein haufig brauchbarer Trick besteht darin, f = = zu wéhlen:

[ sta)iz = a9(0) - [ ag'@)

Das funtioniert zum Beispiel sehr gut, wenn man den Logarithmus integrieren

will: Es bezeichne F), eine Stammfunktion fiir log™. Dann gilt:
F, = /log(x)"dx = zlog(x)" — /a:n log(x)”*lédx =zlog(z)” —nF,_1.
Beginnt man mit Fy = z, so erhdlt man rekursiv
/log(az)da: = z(log(z) — 1),
/log(x)zdx = z(log(z)? — 2log(z) + 2),
/log(m)3dm = z(log(z)® — 3log(x)? + 6log(x) — 6),

etc.

Beispiel 9.29 — Partielle Integration liefert

/cos(a:)zda: = sin(z) cos(z) + / sin(z)?dz = sin(x) cos(z) + /(1 — cos(z)?)dz,

also

2/cos(x)2da; = z + sin(x) cos(z).
Beispiel 9.30 — Wir betrachten fiir n > 0 das Integral

/2
I, := / sin(z)"dz.
0

Man verifiziert sofort

I0=71'/2 und 11:1.

Weil 0 < sin(z) <1 fiir alle « € [0, 7/2], besteht die Abschitzung

I,y <I, firn>0. (9.8)
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Weiter sieht man mit partieller Integration fiir n > 2:

/2

/2
/0 sin(z)"(x)dz = — cos(z)sin(x)"(x)

0

+(n—-1) /W/2 cos(x)? sin(z)"?dx.
0
/2
= (n— 1)/0 sin(z)" 2dx

—(n—-1) /OW/2 sin(x)"dz.

Das ergibt die Rekursionsgleichung

-1
L,=2""1.
n

Fir n = 2k heifit das

;o 2k—1 2k-3 317

T ok 2k—2 4 2 2
und firn =2k+1

Lo 2%k 2k-2 2

AT oyl 2% —1 3

Nun erinnern wir uns, dass wir im Abschnitt §3 die folgende Folge betrachtet
haben:

2 4 2n 1 2 4 2n —2
W= o, =2 2 - 2/n.
=13 w1 Un 35 =1 V"
Mit dieser Bezeichnung gilt also
G, ™
= =21, d =20,
\/ﬁ 2 ! u \/ﬁan 2

Wegen der Ungleichung (9.8) erhilt man

An+41 T

an
< —
Vn+1 = Vna, — /n

und umgeformt

n+1
ant1an < 7 < a2,

Wir haben gesehen, dass die Folge a,, konvergiert. Es folgt

lim a, = /7.

n—oo

Satz 9.31 (Formel von Wallis)



Beweis. Behauptet wird, dass die Folge

by

2 by =

gegen /2 konvergiert. Da die Faktoren 235 und % gegen 1 konvergieren,

geniigt es zu zeigen, dass die Folge

L 22 2 2
"1 3 77 2n—1 2n+1
gegen 7/2 konvergiert. Nun gilt
Cn = 1a a I noeo T
R R VP 2
O
Satz 9.32 — Es gilt
2n 4n
~ 9.9
(o)~ v ©9

in dem Sinne, dass der Quotient (2:) / % fiir n — oo gegen 1 konvergiert.

Beweis. Dies ist einfach Formel (3.5), wo der Grenzwert p = lim a,, durch den

gerade berechneten Wert p = /7 ersetzt ist. O.

9.4 Substitutionsregel

Satz 9.33 (Substitutionsregel) — Es sei f : I — R eine stetige Funktion und
@ : [a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

b w(b)
/fwwwmmz/ F()da.
e #(a)

Beweis. Es sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt

(Fro)'(t) = F'(p()¢' (t) = fe(t)¢'(2).

Demnach ist F o ¢ eine Stammfunktion fiir (f o ¢) - ¢'. Es folgt:
@ (b)

|| S0 i =Peo) ~Fe@) = [ e
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Beispiel 9.34 — Mit der Substitution z = (t) := t* + 1 bekommt man

1
/t3 log(1+ tY)dt = Z/log(x)daz

— < (zlog(a) — )

— ] =

= (1 +t")log(l +t*) — (t* +1)).

S~

Beispiel 9.35 — Integrale der Form

/R@MWﬂM@W%

wo R irgendeine rationale Funktion in zwei Variablen bezeichnet, kdnnen durch
die folgende Substitution in Integrale iiber rationale Funktionen in einer Varia-

blen iiberfiihrt werden:
@ := 2arctan(t), t = tan(p/2).

Man findet:
2t 1—¢2 2t 2
i = —F, = —F, t = —F, ! t = ,
sinp) = 1z, €08(9) = T tan(p) = T, ¢ = o

und das bedeutet:
/ R(sin(y), cos()dp = 2 / R (

Die rechte Seite ist jetzt das Integral iiber eine rationale Funktion, das man

2t 1—¢2\ dt
14+¢2714¢82) 142

nach den iiblichen Regeln 16st, gegebenenfalls mit Partialbruchzerlegung. Zum

dp  [1+¢ 2dt _ [dt _ _ ®
/sin(go) _/ 2t 1+ —/?—log(t)_logtang.

Der geometrische Hintergrund fiir diese Regel ist der folgende:

Beispiel:
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Es sei S = (cos(yp), sin(p)) ein Punkt auf dem Einheitskreis und P = (0,¢) der
Schnittpunkt der Geraden durch S und @ = (—1,0) mit der y-Achse. Durchlauft
o den Bereich (—m, ), also S den gesamten Kreis ohne den Punkt Q, so lauft ¢
durch alle relle Zahlen und umgekehrt. Aus dem Diagramm ergeben sich leicht

die Umrechnungsformeln

t = tan(p/2) = % (9.10)

Die Abbildung t +— (};—g, %) ist eine Parametrisierung des Kreises durch
rationale Funktionen. Man spricht deshalb von einer rationalen Parametrisie-

rung des Kreises, im Gegensatz etwa zu der transzendenten Parametrisierung

@ = (cos(p), sin(p)).

Bemerkung 9.36 — Ein pythagoraisches Zahlentripel ist ein Tripel (a,b,c)
von natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft a? + b*> = ¢2. Nach dem Satz des
Pythagoras ist ein Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ rechtwinklig. Bekannt sind

seit Jahrtausenden die Losungen
32442 =52 5%24122=13% 724 24%2=25%

Wenn man ein Tripel (a,b,c) hat, kann durch Erweitern mit einer natiirlichen
Zahl d trivialerweise ein neues bekommen: (da, db, dc). Besitzen umgekehrt zwei
der drei Zahlen a, b, ¢ einen gemeinsamen Teiler d, so teilt d auch die dritte Zahl,
und man kann d herauskiirzen. Interessant sind also speziell solche Tripel, die
paarweise teilerfremd sind.

Die oben besprochene rationale Parametrisierung des Kreises erlaubt es,
einen Uberblick iiber alle teilerfremden Lsungen zu gewinnen. Denn ist (a, b, ¢)
ein pythagoriisches Zahlentripel, so ist (a/c,b/c) ein Punkt auf dem Einheits-
kreis mit rationalen Koordinaten. Ist umgekehrt (x,y) ein Punkt auf dem Ein-
heitskreis mit positiven rationalen Koordinaten und ist ¢ der Hauptnenner von
x und y, so ist (zec,yc,c) ein teilerfremdes pythagordisches Zahlentripel. Wir
miissen also alle Punkte auf dem Einheitskreis mit rationalen Koordinaten be-
stimmen.

Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 9.35 gilt nun: Sind z und y rational, so
ist auch t = 1 rational, und ist umgkehrt ¢ rational, so auch y = 2t/(1 + t?)
und z = (1—¢2)/(1+#%). Dabei sind z und y genau dann positiv, wenn t € (0,1).

Mit dem Ansatz t = 7, m,n € N, erhélt man
a:=n%=m?% b:=2mn, c:=n®+m
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Das Tripel (a,b,c) ist genau dann teilerfremd, wenn m und n teilerfremd und

nicht beide ungerade sind. Zuldssige ¢ mit kleinem Nenner sind also

T231105 R

was auf die Tripel
(a,b,c) = (3,4,5), (5,12,13), (15,8,17), (7,24, 25), (23, 20,29), (9,40,41),
fiihrt.

Beispiel 9.37 — Integrale der Form [ R(z,v/1 — z?)dz, wo R irgendeine ra-
tionale Funktion in zwei Variablen ist, lassen sich wie folgt behandeln: Durch

die Substitution z = sin(¢)) erhilt man

/R 1 —x2 dx = /R sin(%)), cos(¢))cos(v)di.

Falls sich dieses Integral nicht mit anderen Mitteln integrieren l&sst, kann man
die im vorigen Beispiel besprochene Substitution tan(¢/2) = t anwenden. Die
beiden Substitutionen kann man natiirlich auch in einem Schritt durchfiihren
und bekommt mit z = H_tg, t=(1- \/l—l——xQ)/w

/R(:c,\/l—xQ)d:c:/ﬂ%( 2t 1_'52) 1t dt.

1+8271+82"(1412)2

Beispiel 9.38 — Integrale der Form [ R(z,v/1+ 2z?)dz, wo R irgendeine ra-
tionale Funktion in zwei Variablen ist, lassen sich mithilfe der Substitution

z = tan(y) losen. Man bekommt

/R 1+ x2)dx = /R (taun(@b)7 cosl(¢)> coj(lfp)Q'

Auch hier muss man gegebenenfalls erneut substituieren, etwa mit ¢ = tan(y/2).
Und in einem Schritt bedeutet dies z = 245, t = (V1422 — 1)/2 und

2t 1+t2\ 1+¢
2 —
/R 1+2 )dx /2R(1_t2,1_t2) (1—t2)2dt'

9.5 Hyperbelfunktionen

Wir definieren fiir beliebige komplexe Argumente den sinus hyperbolicus und

den cosinus hyperbolicus durch die Formeln

2k+1 &

sinh(z i 2E T 1) und cosh(z Z &

k:O k:O

Beide Reihen haben unendlichen Konvergenzradius.
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Lemma 9.39 (Rechenregeln fiir sinh und cosh) — Fiir alle z € C gilt:
1. sinh(z) := (e — e #)/2, cosh(z) := (e* + e *)/2.
2. cosh(z)? —sinh(z)% = 1.
3. sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w).
4. cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w).
5. sinh(iz) = isin(z), cosh(iz) = cos(z).

Beweis. Aussage 1. ergibt sich sofort aus der Definition, und alle anderen Aus-

sagen folgen hieraus und den Eigenschaften der e-Funktion. O

Analog definiert man den tangens hyperbolicus und den cotangens hyperbo-

licus:
sinh(z) e?* -1

cosh(z) T et 1

tanh(z) :=
fiir z # (2k — 1)mi, k € Z, und

cosh(z) e**+1
h(z) := =
cteh(z) sinh(z) e?*—1

fiir z # 2kwi, k € Z.
Fiir reelle Argumente z sind sinh(z), cosh(z), tanh(z) und ctgh(z) ebenfalls
reell. Diese reellen Funktionen sind auf ganz R bzw. im Falle des ctgh auf R\ {0}

definiert und dort uendlich oft differenzierbar mit den folgenden Ableitungen:
1. sinh’(z) = cosh(z), cosh’(z) = sinh(z).

2. tanh’(z) =1 — tanh?(z) = —%

~ cosh? (z)°

3. ctgh'(z) =1 — ctgh®(z) = _sinhlﬁ(z)'

Die Funktionen sinh : R — R und tanh : R — (—1,1) sind bijektiv und
besitzen Umkehrfunktionen arsinh : R — R, den area sinus hyperbolicus, und
artanh : (—1,1) = R, den area tangens hyperbolicus. Diese lassen sich auch wie

folgt ausdriicken:

1 1
arsinh(z) = log(z + v/1+22) und artanh(z) = 3 log %
Nach dem Satz iiber die Ableitung inverser Funktionen sind die Areafunktionen
differenzierbar. Die Ableitungen sind

1 1
arsinh’(z) = ——= und artanh’(z) =

V1422 1—22
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Beispiel 9.40 — Wir berechnen den Flicheninhalt des Kreissektors, der im
Einheitskreis durch den Punkt P = (cos(y), sin(y)) bestimmt wird. Diese Fliche
F ist gleich dem Flichenstiick OQPS, vermindert um das Dreieck OPS.

Daraus folgt:
1 sin(¢)
F+ §sin<pcos<p= V1 —y2dy.
0

Mit der Substitution y = sin(¢), dy = cos(t)dt, erhilt man
1 @ .
F+ 1 sin(2¢) = / cos(t)?dt
0

t 1 .
= (5 +1 sm(2t)) &

1
g + 1 sin(2¢).

Es folgt F = /2. Wir erhalten als geometrische Deutung des Parameters ¢,
dass ¢ gleich dem doppelten Flicheninhalt des durch ¢ bestimmten Kreissektors
ist. Insbesondere ergibt sich fiir ¢ = 27, dass der Flacheninhalt des Einheits-
kreises 7 ist. Im n#chsten Semester werden wir sehen, dass sich ¢ auch als
Lange des zugehorigen Kreisbogens auffassen 1dsst. Daher leitet sich der Name
Bogenfunktion fiir die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen her.

Beispiel 9.41 — Die Hyperbelfunktionen lassen eine dhnliche Deutung an der
Hyperbel mit der Gleichung

T° — y2 =1
zu. Fiir jedes ¢ € R ist P = (cosh(yp), sinh(p)) ein Punkt auf dieser Hyperbel.
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Wir berechnen den Fliacheninhalt F' des Hyperbelsegments OQR auf dieselbe
Weise wie oben:

1 sinh(yp)
F+ 3 sinh(¢p) cosh(p) = V1+y2dy.
0
Mit der Substitution y = sinh(t), dy = cosh(t)dt, erhdlt man hieraus

@

1
F+ Zsinh(Qap) = / cosh(t)%dt

0
“1

= / —(cosh(2t) + 1)dt
0o 2

7]
_ ot 1 _e 1.
= (2 +4smh(2t)) ) =3 + 4smh(2<p).

Ahnlich wie im vorigen Beispiel hat ¢ die geometrische Deutung als das Doppelte
des Flicheninhalts des Hyperbelsegments. Dieses Ergebnis rechtfertigt auch die

Benennung der Flichenfunktionen area sinus hyperbolicus etc.
9.6 Partialbruchzerlegung
Definition 9.42 — Es sei K ein Korper. Ein Polynom

f= ann+fn—1Xn_1 +...4+ fo € K[X]

heiffit normiert, wenn der Leitkoeffizient f,, = 1 ist. Ein normiertes, nicht kon-
stantes Polynom f heifst irreduzibel, wenn es keine normierten Polynome klei-
neren Grades g, h € K[X] mit der Eigenschaft f = gh gibt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes normierte, nicht kon-

stante Polynom f € C[X] eine Zerlegung

f=X—-z)™ - - (X —25)™
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mit komplexen Nullstellen z; und Vielfachheiten n; € N. Die z; und die n; sind
eindeutig bestimmt. Ist ndmlich z € C beliebig, so ist die Nullstellenordnung

von f in z durch
n:=inf{k| f®(z) # 0}

gegeben. Hier ist der Fall n = 0 durchaus zugelassen und bedeutet eben nichts
anderes, als dass z keine Nullstelle von f ist.

Die einzigen komplexen irreduziblen Polynome sind also die Polynome vom
Grad 1. Im Reellen ist dagegen das quadratische Polynom X2 + 1 irreduzibel,
denn wire es zerlegbar, X241 = gh, so miissten g und h lineare Polynome sein,
dh. X2 + 1 miisste reelle Nullstellen haben, aber die einzigen Nullstellen sind
bekanntlich ¢ und —i.

Ist f = fr,X™+ ...+ fo ein komplexes Polynome, so sei
f=f.X"+...+f

das zu f konjugierte komplexe Polynom. Die folgenden Rechenregeln sind of-
fensichtlich.

Lemma 9.43 — Fiir alle f,g € C[X] und z € C gilt:

3. f = f genau dann, wenn f € R[X].

Jedes reelle normierte Polynom g € R[X] ist natiirlich auch ein komplexes

Polynom und besitzt als solches eine Zerlegung
gX)=(X —2z)™ - ... (X —2)™

mit komplexen Nullstellen. Konjugieren wir das Polynom, so erhalten wir

Aus der Eindeutigkeit der Faktorzerlegung folgt fiir jede Nullstelle z;:
1. Entweder ist z; reell,

2. oder es gibt einen eindeutig bestimmten Index j # ¢ mit z; = Z; und

n; = ng.
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Die Nullstellen von g sind also entweder reell, oder sie kommen in Paaren (z;, Z;)
komplex konjugierter Zahlen vor. Wir fassen die Faktoren, die zu nicht reellen

Nullstellen gehoren, in diesem Sinne paarweise zusammen:
(X —2z)X—-7%) = X2 - 2Re(z) X + |Z,’|2 = X? + u; X + ;.
Damit folgt:

Lemma 9.44 — Es sei g € R[X] ein normiertes Polynom. Dann existiert eine

Zerlegung

s t

9(X) = H(X — i)™ H(X +upX + o)™

=1 k=1
mit paarweise verschiedenen irreduziblen Faktoren aus R[X]. Die Zerlegung ist

eindeutig bis auf die Anordnung der Faktoren.

Beispiel 9.45 — Es sei ¢ = exp(2mi/8) = (1+1i)/v/2. Das Polynom X* +1 hat
die Nullstellen €' mit ¢ = 1,3, 5,7. Damit finden wir die Produktdarstellungen

Xt41 = X4+X +E)X+E)X +€)
[(X +e)(X + €] [(X + €)X +¢”)]
= (X24+V2X +1)(X2 - V2X +1).

Die erste Zeile ist die Zerlegung von X* + 1 in irreduzible Faktoren in C[X], die
letzte Zeile die Zerlegung in irreduzible Faktoren in R[X]. Letztere kann man

auch mit dem folgenden Trick finden:

X*+1 = (X*+2X?+1)-2X?
= (X24+1)2 - (V2X)? = (X2 +V2X +1)(X? - V2X +1).

Lemma 9.46 — Es sei K = R oder C. Es sei g € K[X] ein nicht konstantes
Polynom, z € K eine Nullstelle von g der Vielfachheit n und h € K[X] so, dass
9(X) = (X — 2)"h(X). Zu jedem f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte b € K
und f € K[X] derart, dass

fX) b f(X)

gX) T X =2 T (X =2 (X))

Beweis. Wenn es iiberhaupt b und f mit den verlangten Eigenschaften gibt, so

muss gelten

F(X) = bh(X) + (X — 2) f(X).

Dadurch ist b eindeutig festgelegt: b = f(z)/h(z). Definiert man umgekehrt
b auf diese Weise, so hat das Polynom f(X) — bh(X) bei z eine Nullstelle.
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Durch Polynomdivision findet man das eindeutig bestimmte Polynom f(X) =
(f(X) = bh(X))/(X — 2). O

Satz 9.47 (Partialbruchzerlegung, komplexe Fassung) — Es sei F' = f/g eine

rationale Funktion mit f,g € C[X], g normiert vom Grad n. Es sei
g(X):(X—Zl)nl'...'(X—Zs)ns, SGNo,ZiE(C

die Zerlegung von g in Linearfaktoren. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Po-

Iynom r € C[X] und eindeutig bestimmte Zahlen a;;,i=1,...,s,7=1,...,n,,
so, dass

F= — 9.11

L ®-wy o1

Diese Zerlegung heiit die Partialbruchzerlegung von F.

Beweis. Wir beweisen Existenz und Eindeutigkeit durch Induktion nach dem
Grad von g.

Falls grad(g) = 0, also g = 1, ist F ein Polynom, und es ist nichts weiter zu
zeigen. Die Behauptung sei also wahr fiir alle rationalen Funktionen mit einem
Nenner vom Grad < grad(g).

Nach dem Lemma gibt es ein eindeutig bestimmtes b =: a1, derart, dass

b, fx)
K= T X =) L X =20

F(X) =

Subtrahieren wir von F(X), so hat der Rest einen Nenner kleineren

b
X—z1)"1
Grades als g. Durch Induktion folgt die Behauptung. O

Lemma 9.48 — Es sei g € R[X] ein nicht konstantes Polynom, z € C\ R eine
komplexe, nicht relle Nullstelle von g der Vielfachheit n und (X — 2)(X — %) =
X2 + Xu + v). Ferner sei h € R[X] so, dass g(X) = (X? + Xu +v)"h(X). Zu
jedem f € R[X] gibt es eindeutig bestimmte b,c € R und f € R[X] derart, dass

f(X) b+cx f(Xx)

9g(X) (X24+Xu+v)» (X2+ Xu+v)" 1h(X)

Beweis. Wenn es iiberhaupt b, ¢ und f mit den verlangten Eigenschaften gibt,

so muss gelten
FX) = (bX + )h(X) + (X2 + Xu +v) f(X).
Dadurch sind b und ¢ als Losungen des Gleichungssystems

f(2)/h(z) = bz+c
f@/hE) = bzZ+c
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eindeutig festgelegt:

p= {QE) - 1@/RE) - ZF )/~ 2f(2)/hE)

2=z zZ—z

Definiert man umgekehrt b und ¢ auf diese Weise, so sind b und c¢ reelle Zahlen,
und das Polynom f(X) — (bX + ¢)h(X) hat Nullstellen bei z und bei z, spaltet
also den reellen Faktor X2 + Xu + v ab:

f(X) = (bX + )h(X) = (X% + Xu+v) f(X).

Satz 9.49 (Partialbruchzerlegung, reelle Fassung) — Es sei F = f /g eine ra-
tionale Funktion mit f,g € R[X], g normiert vom Grad 1. Es sei

s 1

9(X) = H(X — ;)™ l_I(X2 + upX + vp)™*

mit n;,m; € N, und z;,uj,v; € R, uj —4v; < 0, die Zerlegung von g in
irreduzible Faktoren in R[X]. Dann gibt es eindeutig bestimmte reelle Zahlen
aij,t=1,...,8,7=1,...,n; und bgg,cpe, k=1,...,t, £ =1,...,my, und ein

eindeutig bestimmtes Polynom r € R[X] mit

_T+ZZ +zt:§k: bre X + cre 9.12)
X — ;) 1 =1 (X2 +upX +op)t '

11]1

Beweis. Der Beweis verlduft wie im Beweis zu Satz 9.47: Fiir reelle Nullstellen
verwendet man wieder Lemma 9.46, und komplexe Nullstellen behandelt man
mit Lemma 9.48. O

Der Beweis liefert zugleich einen Algorithmus, wie man die Partialbruch-
zerlegung einer rationalen Funktion f/g wirklich durchfiihrt. In jedem Falle
braucht man dazu zunéchst die Faktorzerlegung des Nenners. Ist diese gegeben,
so kann man entweder dem Algorithmus des Beweises folgen, oder man macht
den Ansatz nach Gleichung (9.12) mit Unbestimmten a;;, bxe, cre- Bringt man
nun alles auf den Hauptnenner, so fithrt Koeffizientenvergleich auf ein lineares
Gleichungssystem fiir die Unbestimmten, das man nach den iiblichen Regeln der

linearen Algebra 16st.

Satz 9.50 — Reelle rationale Funktionen F' lassen sich geschlossen integrieren.

Beweis. Das soll heifien, dass rationale Funktionen Stammfunktionen besitzen,
die sich durch elementare Funktionen beschreiben lassen. Genauer geschieht das
wie folgt: Wegen der Existenz der Partialbruchzerlegung geniigt es, Integranden

von folgendem Typ zu betrachten:
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1. Polynome.
2. rationale Funktionen der Form

—_ R .
X—ap’ a€RneN

3. rationale Funktionen der Form

bX +¢

—— b R
X2+ Xu+o) ,e,u,v € Rn €N,

mit irreduziblem Nenner.

Es ist klar, wie man Polynome integriert. Ferner gilt

d.’E 1
/(x_a)”__(n—l)(m—a)n—l’ fallsn > 1

dx
=log|z — al.
r—a

Interessant ist darum nur noch der Fall 3. Mit der linearen Substitution

r=vv—u?/dt—u/2

und

bekommt man
2 tur+v=(v—u?/4) (> +1).

Diese Substitution fiihrt und also auf die Betrachtung der folgenden Integrale

t 1

Fiir den ersten Term findet man leicht die Stammfunktion

/ bt _ 1 fallsn > 1
1+t 2n—-1)(1+ )1’

zuriick:

und

tdt 1
/ = —log(1 +t%) =log V1 + 2,

1+ 2
wie man durch Differenzieren verifiziert. Durch partielle Integration erh&lt man

weiter
/ dt _ t +2n/ t2dt
(1+t2)n - (1+t2)n (1+t2)n+1

t 49 / dt _y / dt
(1 +t2)n n (1 +t2)n n (1 +t2)n+1'

Daraus ergibt sich die Rekursionsgleichung

/ dt _1_t - 1/ dt
(14 2)n+1 2 (1 + t2)» 2n (14 ¢2)n"
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Die Rekursion endet bei dem Integral

dt
/ = arctan(t).

14 ¢2
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§10 Die Bernoullizahlen

10.1 Definition der Bernoullizahlen

Die Reihe 9
e —1 z z
:1+5+§+... (10.1)

konvergiert {iberall in C. Der Kehrwert dieser Funktion hat eine Reihenentwick-

lung

z
=1-2+%Z B— .
e 2+ - § k (10.2)

mit einem positiven Konvergenzradius.

Definition 10.1 — Die Koeffizienten By, heiffen Bernoullizahlen24

Nach Definition der Bernoullizahlen gilt

2k 2*

;B’“H';W:L (10.3)
Koeffizientenvergleich fiir das Monom 2™, m > 1, gibt uns die Bedingung

i __ ! B0 (10.4)

= El(m +1—k)!

Daraus lassen sich die Bernoullizahlen rekursiv gewinnen. Die Gleichung wird
etwas schoner, wenn man sie mit (m + 1)! multipliziert. Man erhélt so die erste

Aussage des folgenden Lemmas:

Lemma 10.2 — 1. Es gilt By =1 und

m—1
1
B, = <m+ ) (10.5)
m+1
k=0

fiir alle m > 1. Insbesondere sind alle By, rationale Zahlen.
2. Fiir alle ungeraden k > 1 ist By = 0.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Gleichung (10.4). Die zweite Aussage

ist eine Konsequenz der Tatsache, dass die Funktion

z z e+1 =z z
B —=— = —ctgh= .
2 ’° 1+2 2 e -1 28 (106)
k>0,k#1
gerade ist, so dass also alle ungeraden Taylorkoeffizienten verschwinden. O

24Jacob Bernoulli, * 27.12.1654 1 16.8.1705.
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Bemerkung 10.3 — Fiir kleine k findet man die folgenden Werte von By:

ko 1 2 4 5 6 7 & 9 10 11 12
Bell -3 50 % 0% 0 % 0% 0 %

Satz 10.4 — In einer Umgebung von 0 € C gelten die Entwicklungen

z z > sz
Zetgl = i(—n’“B%z—% (10.8)
2753 = k)’
0 2k—1
tan(z) = Z(—l)k_14k (4k — 1)B2km (109)
k=1 ’

Beweis. Die Aussage des ersten Satzes haben wir bereits im Beweis des Lemmas
gesehen. Durch Einsetzen von iz fiir z geht (10.7) in (10.8) iiber. Weiter gilt die
Verdopplungsformel

tan(z) = ctg(z) — 2ctg(2z). (10.10)

Setzt man jetzt die Potenzreihen aus (10.8) fiir den Kotangens ein, so folgt die

Behauptung. O

Folgerung 10.5 — Fiir alle k > 1 gilt
B
(—1)F—14%(4F 1)2—2]: eN. (10.11)
Beweis. Vergleicht man die rechte Seite von (10.9) mit der Taylorformel fiir
den Tangens, so sieht man, dass der Ausdruck in Gleichung (10.11) genau
tan(2*=1)(0) ist. Wir miissen also zeigen, dass die ungeraden Ableitungen des
Tangens, ausgewertet in 0, stets positive ganze Zahlen sind. Differenziert man

den Tangens, so findet man nach der Kettenregel die folgenden Ausdriicke

tan’(z) = 14+ tan(z)?
tan”(z) = 2tan(z)(1 +tan(z)?) = 2tan(z) + 2tan(z)3
tan”(z) = (2+ 6tan(z)?)(1 +tan(z)?) = 2 + 8tan(x)? + 6 tan(x)*

usw. Der Mechanismus ist klar: Definiert man ganzzahlige Polynome mit po-
sitiven Koeffzienten rekursiv durch Py := X und P,41 := P, - (1 + X?), so
gilt:

1. tan(™ = P, (tan) fiir alle m € Ny,

2. grad(Pn,) = m + 1, und schreibt man P,,(z) = Z;’;ng amiz®, so folgt

induktiv: a,; = 0, falls m + ¢ gerade, und a,,; € N, falls m + ¢ ungerade.
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Insbesondere ist also tan(®*~1)(0) = Py, _; (tan(0) = agx_1,0 € N. O

Satz 10.6 — Fiir alle z € C\ 7Z gilt

ctg(z) = = + Z o k27r2 (10.12)

Wir zerlegen den Beweis des Satzes in mehrere Lemmata:

Lemma 10.7 — Der Kotangens hat die folgenden Eigenschaften:
1. ctg : C\ 7Z — C ist eine ungerade, stetige Funktion,
2. lim,_o(ctg(z) — 1) = 0.

Fiir alle z € C\ nZ gilt aufierdem

3. ctg(z + ) = ctg(z),

4. ctg(z) = tctgZ + etg=ET.

Beweis. Als Quotient zweier stetiger Funktionen ist ctg(z) = cos(z)/sin(z) auf
C\ 7Z stetig. Nach Gleichung (10.8) folgt

ctg(z i

k:l

2z Zh=1 (10.13)

Die rechte Seite ist eine stetige Funktion. Setzt man z = 0, so erhilt man die
zweite Behauptung.

Kosinus und Sinus wechseln bei Verschiebung des Arguments um 7 das Vor-
zeichen, der Kotangens ist daher w-periodisch. Weiterhin ist cos eine gerade und
sin eine ungerade Funktion, und somit ctg ungerade. Fiir z ¢ nZ gilt schlieflich
cos(z/2 sin(z/2
ctg(2/2) — tan(z/2) = singz;2)) B cosiz§2§
cos(z/2)? — sin(z/2)? cos(z)

- sin(z/2) cos(z/2) - 2sin(z) = 2ctg(2)-

ctg(z/2) + ctg((z +7)/2)

O

Man sieht leicht, dass die Reihe F(2) := L + 327 25— fiir jedes z ¢

C\7Z absolut konvergiert, denn bis auf Vorfaktoren ist > - ; 2 eine Majorante.

Lemma 10.8 — Die Funktion F hat die folgenden Eigenschaften:

1. F :C\ 7nZ — C ist eine ungerade, stetige Funktion,
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2. lim,,o(F(2) — L) = 0.
Fiir alle z € C\ 77 gilt aufserdem
3. F(z+m) = F(z),
4. F(z) = 1F(2/2) + s F((z + 7)/2).

Beweis. Fir n € Ny sei

n

1 2z 1
Sn(z) = ; + Z m == 2 . (1014)

z—km
k=1 k=—n

Es sel nun R € Ryo. Dann gelten fiir z € C und k,n € Nmit |z] < R<n <k
die Abschétzungen |z|> < k? und |22 — k*7?| > k*(7% — 1). Daraus folgt:

2|Z| Z
k2

Das zeigt, dass die auf C \ 7Z stetigen Funktionen S,(z) auf jeder Teilmenge

oo

2
Z 22 2271.2

k=n

|F(2) = Sn1(2)| =

Ugr(z) \ 7Z gleichméifig gegen F' konvergieren. Folglich ist F' auf C\ 7Z stetig.
Man sieht sofort aus der Definition, dass F' ungerade ist.

Ferner gilt

F(&)— 21 = [F() — So(e)| < 2 2 .

7T—].

Fiir z — 0 geht die rechte Seite gegen 0.
Fiir n — oo geht S, (z) — Sn(z + 7) bei festem z gegen F(z) — F(z + 7).
Andererseits gilt

" 1 " 1
Sn(2) = Snlz+m) = Z 2 —kr Z 24+ —kr
k= k=

1 1
 z—nm z+(m+Drm
_ (2n + 1)71' n—oo 0
(22 + 72) — (n? + n)7w?) e
Daraus folgt F(z + m) — F(z) = 0.
Ahnlich schliefen wir fiir die letzte Aussage: Die Differenz
1 1
Son(z) — ESn(z/Z) - §Sn((z +7)/2) (10.15)

geht bei festem z fiir n — oo gegen F(z) — F(2/2)/2 — F((z + 7)/2)/2. Ande-
rerseits ist der Ausdruck (10.15) gleich

2n n

1 1 " 1 1
2. z—km 2 z—2k7r_k;nz—(2k—1)7r__z+(2n+1)7r

k=—2n k=—n
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und geht fiir n — oo gegen 0. O

Wir definieren nun ®(z) : C — C durch

B(2) = { ctg(z) — F(z) falls z € C\ nZ.

0 sonst.
Lemma 10.9 — & hat die folgenden Eigenschaften:
1. ® ist ungerade und stetig, und ®(0) = 0.
2. ®(z) = ®(z + ) fiir alle z € C.
3. ®(z) = 3®(2/2) + 1®((2 + 7)/2) fiir alle z € C.
Die einzige Funktion ® : C — C mit den Eigenschaften 1.-3. ist die Nullfunktion.

Mit diesem Lemma ist offenbar auch Satz 10.6 bewiesen.
Beweis. Die Funktion ® ist 7-periodisch, d.h. ®(z + 7) = ®(2): Fiir z ¢ 7Z
folgt das aus der analogen Aussage fiir ctg und F', und fiir z € 7Z ist es nach
Definition klar.

® ist stetig auf ganz C: Fiir z € C\ 7Z folgt dies aus der Stetigkeit fiir ctg
und F'. Die Behauptung muss also noch fiir alle z € 7Z gezeigt werden. Wegen
der w-Periodizitat kann man sich ferner auf den Fall z = 0 zuriickziehen. Da
nach Definition ®(z) = 0, muss gezeigt werden, dass lim,_,o ®(z) = 0. Nun gilt
nach den obigen Lemmata

lim &(z) = lim (ctg(z) - %) ~ fim (F(z) - 1) —0.

z—0 z—0 z—0 VA

Die Verdopplungsformel ®(z) = 1+ ®(2/2) + 1 ®((z + m)/2) ist fiir 2 € C\ 7Z
wahr, weil sie fiir ctg und F gilt. Fiir z € 7#Z kann man sich wegen m-Periodizitét
auf den Fall z = 0 beschréinken. Zu zeigen ist dann: 0 = ®(0) = 18(0)+1®(r/2),

also ®(m/2) = 0. Nun ist ® ungerade und m-periodisch, woraus
®(r/2) = —®(—7/2) = —®(r/2)

und somit ®(w/2) = 0 folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass ® identisch verschwindet. Angenommen, ® ist nicht
die Nullfunktion, etwa ®(z) # 0 fiir ein 2 € C. Wir wahlen R > max{|z|, 7} und
setzen K := {z € C||z|] < R}. Dann ist |®| auf der kompakten Kreisscheibe
K g nicht Null. Wegen der Kompaktheit von K gibt es ein a € Kg mit |®(a)| =
sup |®(Kr)| =: M # 0. Die Kreisscheibe ist aber auch konvex. Mit a liegen also
auch die Punkte a/2 und (a 4+ 7)/2 in K. Aus der Verdopplungsformel folgt:

M =18(a)| < 318(a/2)| + 51B((a+m)/2)| < SM + M = M.
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Daher muss {iberall Gleichheit gelten, insbesondere haben wir |®(a)| = |®(a/2)|.
Das Argument l4sst sich mit a/2 statt a wiederholen. Induktiv folgt |®(a/2™)| =

M. Im Grenziibergang erhalten wir wegen der Stetigkeit von ® den Widerspruch
M = li_>m |®(a/2™)] = |B( li_)m a/2™)| = |®(0)| = 0.
Das zeigt ®(z) = 0 fiir alle z € C. O

Jetzt konnen wir ernten. Ich erinnere daran, dass die Riemannsche Zetafunk-

tion fiir s > 1 wie folgt definiert ist:

((s) = g ni (10.16)

Satz 10.10 — Fiir alle ¢ € N gilt
¢(20) = 2 ki =(-1)" 1%324. (10.17)

Speziell ergeben sich die Formeln
2,}—%2 i::ki—g; g:ki_&. (10.18)

Beweis. Kombiniert man die Aussage von Satz 10.6 mit der Potenzreihenent-

wicklung des Kotangens, so folgt:

Z Bze ))2'Z = zctg(z) =1+ Z 22]:271'2
=0 k=1
Sy )

k=1n=1

Die Doppelsumme konvergiert absolut fiir alle z mit |2| < m und darf umgeord-

net werden:

2n°°

_1_22 2n2k2n

Koeffizientenvergleich liefert also die Beziehung

2 1 Lo 22
w2 = (CD By

Das war zu zeigen. O
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10.A Die Trapezregel

Es sei f : [a,b] = R eine stetige Funktion. Eine sehr grobe Naherung an das
Integral f; f(z)dz ist durch die Fliche des Trapezes gegeben, das durch die
Punkte (a,0), (a, f(a)), (b, f(b)) und (b,0) abgesteckt wird. Der Flacheninhalt
(f(a) + f(b)

F:(b—a)i2 .

ist

Die Naherung wird etwas besser, wenn man das Intervall weiter unterteilt. Es sei
N € Nund h := (b—a)/N. Betrachtet man die Trapeze iiber allen Teilintervallen
[ti—1,t;] mit t; = a+1ih,i=0,..., N, so erhilt man als Gesamtfliche

F=n i fe+ L2, (10.19)

f@) TN

Die Frage, wie gut die Trapezsumme F das Integral fab f(z)dz approximiert,

ldsst sich quantitativ beantworten, wenn f zweimal stetig differenzierbar ist.

Satz 10.11 — Es sei f € C?([a,b]). Ferner sei N € N, h = (b — a)/N und
t; =a+ih fiiri =0,...,N. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
h2

fla) = £(b) "
T+ ; f(ti)+T —(b—a)ﬁf (&).

/ab flx)de =h

155



Beweis. 1. Schritt: Es sei a = 0, b = 1, N = 1. Durch zweimalige partielle
Integration folgt:

1
Af@Mr= (- ) f(@)

1.2
+/ z xf"(a:)dx
o 7O 2

1
Der Term [EZT_E ! (x)] ‘0 verschwindet. Die Funktion x? — x hat auf (0,1) keine
Nullstellen. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung
9.26 gibt es ein £ € (0,1) mit

1.%'2—.%' " o 1$2_$ _ f”(é-)
A : f@ﬁ—f@A ~Car =L

Das bedeutet:

1 1 "
[t = LE1O_ 10
0 2 12
2. Schritt: a < b beliebig, aber N = 1. Mit der Substitutionsregel und der
Substitution = a + (b — a)t, t € [0, 1], folgt aus dem Ergebnis des 1. Schritts:
fla)+f(®) (b—a)®

b
J R e A CLED

3. Schritt: a < b beliebig, N € N. Wir wenden (10.20) auf jedes Teilintervall

[ti—1,t;] an. Durch Aufsummieren folgt:

A?ww

fla) = OIS
th"‘;f(ti)‘FT] —ﬁ;f (&)

3
P Npe),

= h 12

fla) & ()
T+;f(ti)+7

wobei die & € (t;_1,t;) geeignete Zwischenpunkte fiir jedes ¢ = 1,..., N sind
und ¢ mit Hilfe des Zwischenwertsatzes so gewéhlt ist, dass f(&1)+...+f(En) =
N f(§)- O

10.B Die Summenformel von Euler-Maclaurin

Die Methode, wie wir die Trapezregel mit partieller Integration hergeleitet ha-
ben, lédsst sich noch weiter ausbeuten. Dies fithrt auf die Summenformel von

Euler und Maclaurin.
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Satz 10.12 — Es seim > 1 und g € C?>™([0,1]). Dann gibt es ein £ € (0,1) so,

dass

1

~ g™ (©).

Wir brauchen ein paar Vorbereitungen:

Definition 10.13 — Die Polynome

B, (z) := Z <TZ) Biz™ %, meN (10.21)
k=0
heifen Bernoullipolynome.

Die ersten Bernoullipolynome lauten also

1 1
Bo(z) =1, Bi(z)==xz— 3 By(z) =a2® —x 4+ =

3 1 1
Bs(z) = 2 — §x2 + 3% By(z) = 2* — 22° + 2% — 30"
Lemma 10.14 — Die Bernoullipolynome haben die folgenden Eigenschaften:
1. BO = 1,
2. LB, (x) ist eine Stammfunktion von B, 1.
3. Joy Bm(z)dz = 0 fiir alle m > 1.

Die Bernoullipolynome sind durch diese Eigenschaften eindeutig gekennzeichnet.

Beweis. Unmittelbar aus der Definition folgt:

m—1
B (z) = By, (7:) (m — k)zm™~1F
k=0
m—1
- mS B, (m - 1) p(m—D) K
k
k=0
= mB,,_1(x)

D. h. B,,(z)/m ist eine Stammfunktion von B,,_;. Deshalb ist die Aussage 3.

dquivalent zu der Aussage



fiir m > 2. Und das sieht man so:

Bo(1) = ;:Bk (’Z) =B + gBk (’Z) = By, = B (0).

Beim vorletzten Schritt wurde die Rekursionsgleichung (10.4) fiir m — 1 statt m
benutzt. Die Eigenschaften 1.-3. charakterisieren die Bernoullipolynome in der
Tat eindeutig, denn sind By,..., B, _1 schon gegeben, so ist By, als Stamm-
funktion von B, ; eindeutig bestimmt bis auf eine Integrationskonstante, und
diese wird durch die Normierungsbedingung 3. festgelegt. Alle B,, sind also
durch By und die Forderungen 1. und 2. bestimmt. O

Lemma 10.15 — Die Bernoullipolynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. Es gilt B, (1 — z) = (=1)™B,,,(z) fiir alle z € R und alle m > 0. Insbe-
sondere gilt B,,(1) = B,,(0) = B,, fiir alle m > 2.

2. Fiir alle ungeraden m verschwindet B, (x) auf dem Intervall (0,1) nur an
der Stelle x = 1/2.

3. Fiir alle geraden m > 2 gilt By, (z) # By, fiir alle z € (0,1).

Beweis. Zu 1.: Die Polynome (—1)™B,,(1 — z), m € Ny, erfiillen die Bedin-
gungen von Lemma 10.14 ebenso wie die By, (x) selbst. Da die Bernoullipoly-
nome durch diese Bedingungen eindeutig charakterisiert sind, folgt B, (z) =
(=1)"Bp (1 — z). Die Identitit B,,(1) = B, (0) = B,, haben wir schon im
Beweis des vorigen Lemmas eingesehen.

Zu 2.: Die Behauptung ist offensichtlich wahr fiir B;. Wir wissen weiter, dass
fiir alle ungeraden m > 1 gilt B,,(0) = 0 = B,,(1). Wegen der Symmetrie
B,.(1 — z) = —B,,(x) muss auch B,,(1/2) = 0 sein. Wir zeigen durch Induk-
tion iiber alle ungeraden m, dass B,, in (0, 1) keine weiteren Nullstellen haben
kann. Angenommen, dies ist fiir m — 2 bereits gezeigt. Wére nun £ € (0,1/2)
eine weitere Nullstelle — den Fall £ € (1/2,1) behandelt man analog —, so
gibe es nach dem Satz von Rolle ein &' strikt zwischen 0 und £ und ein &”
strikt zwischen £ und 1/2 derart, dass B! (¢') = B! (¢") = 0. Erneute An-
wendung des Satzes von Rolle gibt uns ein 7 strikt zwischen £ und &” mit
0 = B!l (n) = m(m — 1)B,,—2(n). Aber dies widerspricht der Annahme, dass
B,,,—2 keine Nullstellen zwischen 0 und 1/2 hat.

Zu 3.: Angenommen, es gibe ein x € (0,1) mit B,,(z) = By,. Nach dem Satz

von Rolle gibe es dann zwei verschiedene Nullstellen ¢’ und ¢” von B!, (z) =
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mB,,_1(x) im Intervall (0,1). Mindestens eine davon ist ungleich 1/2 und wi-
derspricht der Teilaussage 2. des Lemmas, wonach B,, 1 auf (0,1) nur in 1/2

verschwindet. O

Es sei nun g € C*™([0,1]) fiir ein m > 1. Durch wiederholte partielle Inte-

gration erhilt man die folgenden Identitdten:

[ st = . / B o) (e
= B - B @)+ 5 [ B
- kzz_l (—l)k—lBkk_(!x)g(k—l)(x)‘;_/o ‘(B;#—l(l))g@m D (2)da

— g(O) ;g(l) _ Z_ BQZ' (9(22)(1) _ g(2£) (0))

2 20!
- [ e @

Fiir den Beweis von Satz 10.12 geniigt es deshalb zu zeigen:

Lemma 10.16 — Es seim > 1 und g € C?*™([0,1]). Dann gibt es ein £ € (0,1)
mit

! B m— m— B m m

Beweis. Erneute partielle Integration liefert

1Bzm—l 2m—1 Bom(2) — Bom (2m—1 !
/0 (2m—(1:§2( apdo = (())‘ ),

/ BQm BQm (Qm)( )d

Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet, weil Bay, (0) = Bam (1) =
Boy,. Auf den zweiten Summanden wenden wir den verallgemeinerten Mittel-
wertsatz 9.26 der Integralrechnung an. Dies ist zuldssig, weil nach Lemma 10.15
B,.(x) # B,, fiir alle z € (0, 1). Folglich existiert ein £ € (0, 1) mit

' Bom(2) = Bam (om _ om ! Bym(z) = Bam
/0 ST @) = g (6 / P,

und weil

1
1 1

By (z)dr = ———Bom, ‘:0,
/0 2m () dz 2m+1"° +1(x)0
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folgt schliefslich

Satz 10.17 (Euler Maclaurinsche?® Summenformel) — Es sei N € N und g €
C?™([0, N]). Dann gibt es fiir jedes i € {1,...,N} ein & € (i — 1,4) so, dass

4(0 N-1 N B N
AN - 2m (2m) (¢,
; Zog [ o+ o 3o
m—1 B
2k ( (2k—1) _ (2k—1)
> G (9700 = 0 (0)).

Beweis. Wir wenden Satz 10.12 nacheinander auf die Teilintervalle [i — 1,4] ,

1 =1,...,N, an und summieren auf. O

Folgerung 10.18 — Fiir alle n, N € N gilt:

Y= %H(BMI(N) — Bop1). (10.22)

Das verallgemeinert unsere frither durch Induktion bewiesenen Formeln

3 N1 4 3 2
et NN po N N
3.2 67 ¢ 4 2 4
Vermutlich hat Jacob Bernoulli die nach ihm benannten Zahlen gefunden, indem
er die Formeln (10.22) fiir viele kleine n bestimmt und die dabei auftretenden

Koeffizienten untersucht hat.

Beweis. Wir wenden die Euler-Maclaurinsche Summenformel auf die Funktion
g(xz) = 2™ an. Wihlen wir m > n, so ist ¢®*™ = 0, und die &; enthaltenden

Terme verschwinden. Aufserdem l&sst sich das Integral leicht auswerten:

N N Nn+1
/ g(x)dx = / x"dr = .
0 0 n+1

Man erhélt
N-1 n n41 n+1
Z¢"+N—=N +3 Bak (n+1\ yn(2r-1)
prt 2 n+1 k:1n+1 2k

25Colin Maclaurin, * Februar 1698 1 14.6.1746.
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Daraus folgt nach Definition der Bernoullipolynome, dass

Satz 10.19 (Stirlingformel?®) — Es gilt

T ——
e VEmn (2)

Genauer existiert fiir jedes m > 1 eine Zahl t € (0,1) so, dass

n! =v2mn (E)nex mzl By, + tB2m
' e) TP\ & 2k@k — )n2 T T @m)2(n — 1)2rT

(10.23)

) (10.24)

Beweis. Zunachst sieht man, dass die Formel (10.23) aus der Formel (10.24) folgt.
Bei festem m geht das Argument der Exponentialfunktion in (10.24) gegen 0,

der ganze Faktor also gegen 1.

Wir zeigen jetzt (10.24). Dazu seien m,n € N und n > 2. Wir wollen die

Euler-Maclaurinsche Summenformel Satz 10.17 auf die Funktion g(z) = log(z+

1) und N = n — 1 anwenden. Das Integral lisst sich leicht ausrechnen:

/n—l log(x + 1)dz = [(z+1)log(x +1)— 2] .
0

= nlog(n)—n+1 =nlogg

n—1

+1.

Satz 10.17 sagt: Es gibt Punkte & € (1 — 1,4) fir i = 1,...,n — 1 so, dass

n—1
Zlog(i)—k%log(n) = nlog%+1
— (2m —1)!
2m 21 (1+4¢)?
m—1

26 James Stirling, * Mai 1692 { 5.12.1770.
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Dabei beachte man, dass die Zwischenpunkte & nur von i und m, nicht aber

von n abhéngen. Diese Gleichung kénnen wir wie folgt umschreiben:

lo n! _ 1— Tg sz Bgm Z
EmE)” 24 22k 1) 1+§z )2
m—1

ng 1
+ ; Thoh = 1) 2 (10.25)

Bm
2 Z1+£

Wir bezeichnen die drei Summanden auf der rechten Seite mit A, B und C. Nun

gilt:
1. A ist unabhéngig von n.
2. Bei festem m ist B eine endliche Summe und geht fiir n — oo gegen 0.

3. C lasst sich wie folgt abschitzen:

oo

C 1 1 1 1
0< = e P — N
= Bom 2m ; (L+ &)™ = 2m = ™
1 [ du
< — — 10.26
2m J, 1 u?m ( )

1
(2m)2(n — 1)2m—1

Insbesondere gilt C' — 0 fiir n — 0.

Es folgt: Der Grenzwert
n!
lim log

e v (e)”
existiert und ist gleich A. Aber das zeigt, dass A auch von m nicht abhéngt.
Zur Bestimmung von A greifen wir auf die Formel (9.9)
47’L
n—oo ﬂ—n( n )

zuriick. Wegen

folgt nun

exp(A)

= i () (m(é?/'evn)l
= lim 2—[ =2
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Setzen wir A = log(v/27) in der obigen Rechnung (10.25) ein, so bleibt:

n!

oo Z By 1 c
V2mn(nfe)r = 2k(2k — 1) n2k—1 ’

log

und wir haben bereits oben gesehen (10.26), dass

c 1

0< < ; .
By, (2)2m(n —1)2m-1

Definiert man jetzt t als den Quotienten der beiden Ausdriicke dieser Unglei-

chung, so folgt die Behauptung. O

Bemerkung 10.20 — Die Reihe

i Boy 1
_ 2k—1
= 2k(2k—1)n

konvergiert fiir kein n! Man kann also nicht einfach in der Stirlingformel (10.24)

m gegen unendlich gehen lassen.
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