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1 Topologische Grundbegriffe

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir uns mit reellen und komplexen Zahlen beschif-
tigt. Ein zentraler Punkt war die prizise mathematische Formulierung davon, was es
bedeuten soll, dass eine Folge von Zahlen sich einer gegebenen Zahl beliebig genau
nihert, d.h. gegen diese Zahl konvergiert. Der Konvergenzbegriff war entscheidend fiir
die Definition der Stetigkeit einer Funktion und aller anderen analytischen Begriffe,
wie der Ableitung oder des Integrals, bei denen eine GroBe zunédchst ungefihr hinge-
schrieben wird, etwa die Tangentensteigung als Steigung der Sekante oder das Integral
als Ober- oder Untersumme, bevor man den entscheidenden Grenziibergang vornimmt.

In diesem zweiten Semester wollen wir uns aus der Eindimensionalitit 16sen und
Analysis und Geometrie auf hoherdimensionalen Gebilden betreiben. So héngt die
Lufttemperatur als Funktion des Ortes eben von drei rdumlichen Koordinaten ab und
die Temperatur einer eingeschlossenen Gasmenge von Druck und Volumen. Umge-
kehrt miissen wir die Bahn eines Massenpunktes im Anschauungsraum durch drei
Funktionen der Zeit beschreiben.

Wir wollen allgemeiner Differentialrechnung fiir Funktionen f : R™ — R™ be-
treiben. Dafiir brauchen wir einen Konvergenzbegriff fiir Folgen im R™. Wir gehen
spétestens hier von einer algebraischen zu einer geometrischen Sprechweise iiber und
sprechen von Punkten statt von Zahlen. Wir konnen alle Definitionen aus der Analysis
I sofort iibertragen, sobald wir wissen, was e-Umgebungen sein sollen. Und was das
sein wird, ist nicht schwer zu erraten, sobald wir einen Abstandsbegriff fiir Punkte im
R™ haben.

In der euklidischen Ebene ist der Abstand zweier Punkte mit den Koordinaten

(z1,y1) und (x2, y2) bekanntlich durch den Ausdruck

V(@ —22)> + (y1 — y2)?

gegeben. Das ist der Satz des Pythagoras. Im Raum geht es genauso, und die Ver-

allgemeinerung fiir den R™ springt ins Auge. Tatsdchlich hat der Anschauungsraum
eine weitere Eigenschaft: Wir konnen nicht nur den Abstand zweier Punkte angeben,
sondern auch den Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden. Mathematisch
abstrahieren wir diese Erfahrungen zum Begriff des Skalarproduktes. Vektorrdume mit
Skalarprodukt werden im ersten Unterabschnitt dieses Kapitels besprochen. Die pro-
minentesten Beispiele sind der R” und der Raum der stetigen Funktionen auf einem
kompakten Intervall. (Dieses letzte Beispiel werden wir spiter betrichtlich verallge-
meinern.)

Wir haben aber bereits oben gesehen, dass wir fiir die Diskussion von Konvergenz
gar nicht alle Informationen benétigen, die ein Skalarprodukt bereitstellt. Wenn wir

nur noch die Linge eines Vektors zuriickbehalten und die Eigenschaften des Lingen-



begriffs axiomatisieren, erhalten wir den Begriff einer Norm. Wir haben die Niitzlich-
keit des Normbegriffs bereits im letzten Semester gesehen, als wir iiber gleichméaBige
Konvergenz von Funktionenfolgen gesprochen haben.

Die Abstraktion geht aber weiter: Wenn wir nur noch iiber Abstidnde reden, so
kommt es gar nicht mehr darauf an, dass der Raum, in dem wir Konvergenz betrach-
ten, ein Vektorraum ist. Uber Konvergenz von Punktfolgen zu reden, ist sicher auch
dann sinnvoll, wenn die Punkte auf einer Kugeloberfliche oder irgendeiner anderen
gekriitmmten Fliche liegen, obgleich es sinnlos wire, solche Punkte addieren oder mit
einem Skalar multiplizieren zu wollen. Die axiomatische Definition dessen, was man
von einem Abstandsbegriff auf einer beliebigen Menge erwarten sollte, fithrt auf den
Begriff des metrischen Raumes.

Noch ist der letzte Schritt nicht getan. Wenn wir bei dem Bild einer Punktfolge
auf einer Kugeloberfliche bleiben, die gegen den Nordpol konvergiert, so d@ndert sich
anschaulich an dieser Konvergenz gar nichts, wenn wir die Kugel ein wenig aufblasen
oder, gesetzt, sie wire aus Gummi, etwas verformen und auseinander ziehen. Ubrig
bleibt nur noch der Umgebungsbegriff. So landen wir schliellich beim Begriff des to-
pologischen Raumes. Aus Griinden der Einfachheit stellen wir aber nicht Umgebungen,
sondern offene Mengen an den Anfang der Definition.

Dies gibt die Marschrichtung fiir die folgenden Abschnitte an. Wir gehen vom Spe-
ziellen zum Allgemeinen, von Vektorrdumen mit Skalarprodukt zu topologischen Riu-
men. Auf jeder allgemeineren Ebene gilt etwas weniger als vorher. Dafiir sind umge-
kehrt alle Sitze, die im allgemeinen bewiesen werden, im speziellen erst recht wahr,

und das ist der Witz.

1.1 Skalarprodukte

Definition 1.1 — Es sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung b : V x V' — Riist
ein Skalarprodukt auf V', wenn b die folgenden Eigenschaften hat:

1. bist bilinear, d.h. fiir alle v, v1,v2 € V, A1, Ay € R gilt
b()\l’l}l + )\21)2, ’U) = )\1b(’01, ’U) + )\Qb(UQ, ’U),
b(’l)7 Avr + )\2’02) = )\1b(’U, ’U1) + /\gb(v, ’1}2);

2. bist symmetrisch, d.h. fiir alle v, v’ € V gilt b(v,v") = b(v', v);
3. bist positiv definit, d.h. es gilt b(v,v) > 0 fir alle v € V' \ {0}.

Ublicherweise werden Skalarprodukte mit Klammern geschrieben, also zum Bei-

spiel (v, w) oder (v, w) oder < v, w >.



Beispiel 1.2 — Auf dem R" wird fiir z = (z1,...,2,)  und y = (y1,...,y,)" durch
(@,y) = a'y = wy,
i=1

ein Skalarprodukt definiert, das sogenannte Standardskalarprodukt. Wenn nicht aus-
driicklich etwas anderes gesagt wird, so betrachten wir auf dem R" stets dieses Skalar-
produkt.

Das ist aber reine Konvention. Es gibt ndmlich noch viele andere Skalarprodukte
auf dem R", die alle im Prinzip zum Standardskalarprodukt gleichwertig sind. Sie
lassen sich alle folgendermaBen erhalten: Es sei A € M,,(R) eine (n x n)-Matrix.

Die Abbildung

n
a:R"xR" =R, a(x,y) = 2" Ay = Z ;i Aijy;
ij=1
ist bilinear. Sie ist ein Skalarprodukt, wenn A die folgenden Bedingungen erfiillt:
A ist symmetrisch, d.h. A = Al (& Aij = Ay, fiir alle 4, j), und positiv definit,
d.h. 2t Az > 0 fiir alle z € R™ \ {0}.

Um zu entscheiden, ob A positiv definit ist, hat man das folgende Kriterium:

Satz 1.3 (Hurwitz' -Kriterium) — Eine symmetrische Matrix A € M, (R) ist genau
dann positiv definit, wenn det(A*)) > 0 fiir jede der (k x k)-Matrizen

AW = (Aijhicijer k=1,....n.

Beweis. Lineare Algebra. (]

Beispiel 1.4 — Es sei V' = C°([a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b], a < b. Wir definieren fiir Funktionen f,g € V den
Ausdruck:

b
(f.9) 12/ f(x)g(z)dx.

Aus den Rechenregeln fiir das Integral folgt, dass (—, —) bilinear ist. AuBerdem ist die
Symmetrie (f, g) = (g, f) offensichtlich. Tatséchlich ist (—, —) ein Skalarprodukt auf
V. Dazu miissen wir noch nachweisen, dass (—, —) positiv definit ist, d.h. wir miissen

zeigen: Ist f nicht die Nullfunktion, so gilt

b
(. f) = / f()%dz > 0.

Das sieht man so: f ist nach Annahme nicht die Nullfunktion. Also gibt es ein zg €

[a,b] so, dass f(xo) # 0. Wegen der Stetigkeit von f2 gibt es ein ¢ > 0 derart, dass

! Adolf Hurwitz, * 26.3.1859 1 18.11.1919.



f(@)? > 1 f(x0)?firalle z € U.(20) N [a, b]. Definieren wir die Funktion g durch die
Vorschrift: g(z) = 3 f(x0)? fiir & € U.(x0), und g(x) = 0 sonst, so gilt f(z)? > g(x)
fiir alle z € [a,b]. Die Funktion g ist auf [a, ] integrierbar. Man erhilt wegen der

Monotonie des Integrals:
(1.0) = [ FePde= [ gors = 370?050,
wobei ¢ die Linge des Intervalls U, (xo) N [a, b] ist. Das reicht. O

Skalarprodukte gestatten die Definition von Lingen von Vektoren und von Winkeln

zwischen Vektoren.

Definition 1.5 — Es sei (—,—) ein Skalarprodukt auf V. Fiir jeden Vektor v € V heif3t
[o]l == v/ (v, v)
die Léange oder euklidische Norm von v.

Satz 1.6 .— Es sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (—, —) und zugehéri-
ger euklidischer Norm || — ||. Dann gilt fiir alle v,w € V und A € R:

LA o] = [A]-lv]l.
2. |lv|| > 0, und ||v]] =0 < v =0.
3. v+ wll < vl + fJwll-
4. (Cauchy?-Schwarz®-Ungleichung)
(v, w)| < o]l - [Jw]]-
AuBerdem gilt Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhidngig sind.

Beweis. 1. und 2. ergeben sich sofort aus den Eigenschaften des Skalarproduktes.
4. = 3.: Es seien v,w € V beliebig. In der zweiten Zeile benutzen wir die Bilinea-
ritdt des Skalarproduktes, in der dritten die Symmetrie und in der vierten die Cauchy-

Schwarzsche Ungleichung:

v+ w|? = (v+w,v+w)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w)
= [0l +2 - (v,w) + [Jw]®
< ol + 2 ol - Jwll + [lwl* = (loll + [[w])*.

2Baron Augustin-Louis Cauchy * 21. August 1789 t 23. Mai 1857
3Hermann Amandus Schwarz



Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel und sind fertig. Allerdings miissen wir noch
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigen.

Zu 4.: Falls (v, w) = 0, ist die Behauptung sicher wahr. Es sei also (v, w) # 0. Dann
gilt auch v, w # 0 und ||v||, ||w]] # 0. Nach 2. gilt fiir jede reelle Zahl ¢:

0 < [lv+ twl* = [[o]|* + 2t(v, w) + *[lw]®

= (thot + S22 4 (P ol - ()

[[w]
Speziell fir ¢t = tg := — ?ﬁuﬁg verschwindet das erste Quadrat, es bleibt
0< g (ol - (v.w)?)
[[wll

Daraus ergibt sich sofort die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Gilt sogar Gleichheit, d.h.
(v, w)| = [[oll - Jwl,

so folgt

||v + t0w||2 =0,

und wegen Eigenschaft 2. ergibt sich v + {pw = 0. Demnach sind v und w linear

abhingig. Gilt andererseits v = Aw, so folgt
(v, w)| = [w, w)| = Al - (w,w) = [A] - [w]® =[] - [Jw]]

Nachbemerkung: Die Punkte v + tw, t € R, liegen auf der Geraden, die durch den
Aufpunktvektor v und den Richtungsvektor w bestimmt ist. ||v + tw|| ist der Abstand
des Geradenpunktes vom Ursprung. Der Punkt v+ tyw ist derjenige Geradenpunkt, der

den kiirzesten Abstand vom Ursprung hat. (]

Bemerkung 1.7 — Fiir den wichtigen Spezialfall des Standardskalarproduktes im R"™

kann man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung samt Zusatz auch wie folgt beweisen:

n n n 2
R WED DA ety
i=1 j=1 =1
= (wiy; — 1) > 0.
i<j
Gleichheit tritt in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung genau dann ein, wenn die

Summe in der letzten Zeile verschwindet. Dazu miissen aber alle Ausdriicke

Ty — Yy = det () §})



einzeln verschwinden. Nach einem Kriterium der Linearen Algebra passiert dies genau
dann, wenn die nur aus den Spaltenvektoren x und y gebildete (n x 2)-Matrix den Rang

< 1 hat, d.h. wenn die beiden Vektoren x und y linear abhéngig sind. (I

Sind v, w # 0, so gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

< (uw)
=l ol =

Nun ist die Abbildung cos : [0, 7] — [—1, 1] bijektiv. Wir konnen also auf den Bruch

die Umkehrabbildung arccos anwenden.

Definition 1.8 (Winkel und Orthogonalitit) —

1. Sind v,w € V' \ {0}, so heifit

J (v, w) := arccos m € [0, 7]

der Winkel zwischen v und w.

2. Zwei Vektoren v,w € V stehen senkrecht aufeinander (oder sind zueinander

orthogonal) beziiglich (—, —), in Zeichen: v_Lw, wenn (v, w) = 0.
Mit dieser Bezeichnung kann man also schreiben:
(v, w) = [Jo]| - Jw][ - cos < (v, w).
Aber das ist wohl gemerkt nur eine Umschreibung der Definition des Winkels.

Beispiel 1.9 — Im R* steht der Vektor = (1,2, —2, 3) senkrecht auf dem Vektor
y=(1,2,-2,-3),denn (z,y) = 1 +4+4 — 9 = 0. Im Vektorraum C°([0, 27]) steht

der Vektor sin senkrecht auf dem Vektor cos, denn

2m 2m
1 1 2
(sin, cos) = / sin(x) cos(z)dx = = / sin(2z)dx = —— cos(2z)| =0.
0 2 Jo 4 0

1.2 Normen

Definition 1.10 — Es sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung p : V' — R heifit

Norm, wenn p die folgenden Eigenschaften hat:
1. Homogenitit: p(Av) = |A| - p(v) firalle A € Rund v € V.
2. Positivitit: p(v) > 0 fiir alle v € V, und p(v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

3. Dreiecksungleichung: p(v + w) < p(v) + p(w) fiir alle v, w € V.



Wenn statt 2. nur die schwichere Bedingung p(v) > 0 fiir alle v € V erfiillt ist, heifit

p Halbnorm. Ein Vektorraum mit fest gewihlter Norm heif3t normierter Raum.

Beispiel 1.11 — Im R" ist die euklidische Linge

el = \fa? + ..+ a2
eine Norm. Ist allgemeiner V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (—, —), so ist
1
[[o]] = (v, 0)*

eine Norm auf V. Das steht in Satz 1.6.

Beispiel 1.12 — Im R" sind auch ||z||oc = max{|z;||i = 1,...,n} und |z|, =
>, |z:| Normen. In beiden Fillen ist die Homogenitit und die Positivitit klar. Nach-
zurechnen bleibt jeweils die Dreiecksungleichung. Da nun fiir Vektoren x und y und

jeden Index ¢ die gewohnliche Dreiecksungleichung in R gilt:
i + yil < lail + Jyil,
folgt auch
12+ ylloo = max{|z; +yil |1} < max{|a;|[i} + max{|yi|[i} = [|z]loc + Y]l

und

lz+yll =Dl +yil <Dl + D lwil = Nl + Iyl
i %

i

Beispiel 1.13 — Es sei p > 1. Dann ist

1
n P
]l = (Z |in”)
i=1

eine Norm auf R™, die sogenannte p-Norm. Der Beweis ist etwas aufwendiger und wird
weiter unten gefiihrt (siche Satz 1.18 und das folgende Korollar). Speziell fiir p = 2
erhdlt man wieder die euklidische Norm. Fiir beliebige p interpolieren die p-Normen

zwischen der 1-Norm und der co-Norm. Genauer gilt:
lim_ |z, = [
p—00

Das sieht man so: Fiir jedes p gilt

1

n P
1 1
[#]loc = max{l|a;|} < [lz], = (Z |in”> < nv max{|z;|} = n7 ||z,

i=1

und fiir p — oo geht ny — 1.



Bemerkung 1.14 — Jedes Skalarprodukt (—, —) bestimmt eine Norm

1
ol = (v, )2

und ldsst sich umgekehrt aus dieser Norm zuriickgewinnen, denn

(v,w) = 5 ([lv +w|* = [Jv]]* = [[w]*).

5
Dieser Vorgang heiflt Polarisierung. Aber nicht jede Norm entsteht auf diese Weise.

Der folgende Satz gibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.

Satz 1.15 — Es sei (V,|| — ||) ein normierter Vektorraum. Genau dann existiert ein
Skalarprodukt (—, —) mit ||v||? = (v, v) fiir allev € V, wenn die Norm die Parallelo-

grammgleichung
lv+wl|? + flv = wl]* = 2 [Jo]|* + 2 [|w]|?
fiir alle v, w € V erfiillt.

In Worten ausgedriickt sagt die erste Hilfte des Satzes: In einem Parallelogramm in
einem Vektorraum mit Skalarprodukt ist die Summe der Quadrate iiber den Diagonalen

gleich der Summe der Quadrate iiber den vier Seiten des Parallelogramms.

Der Satz und sein Beweis werden in der Vorlesung nicht weiter gebraucht. Ich gebe
ihn hier nur der Vollstiandigkeit halber an.
Beweis. Die eine Richtung ist einfach: Ist (—, —) ein Skalarprodukt, so gilt nach Defi-

nition der zugehorigen Norm:
lv +wl* + lv—w]* = (v+w,v+w)+ (v —w,v—w)
= (@) +20,w) + (w,w)) + ((0.0) = 2(0,w) + (w,w))
= 2(v,0) +2(w,w) = 2|* + 2[Jw|.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass die Parallelogrammgleichung gilt. Wir definieren

durch Polarisierung den Ausdruck

1
(lv +wl* = [[v]]* = [lw]®).

(va) = 5



|2, so dass

Es ist klar, dass dieser Ausdruck symmetrisch ist. AuBerdem ist (v, v) = ||v
auch die Positivitit gesichert ist. Es bleibt zu zeigen, dass (v, w) in beiden Variablen
linear ist, und wegen der Symmetrie geniigt es zu zeigen, dass (v, w) als Funktion von

w bei festem v linear ist. Wir zeigen der Reihe nach:
1. Firalle z,y € V gilt (v, z) + (v,y) = (v,z + y).
2. Firalle A € Qund z € V gilt (v, Az) = A(v, x).
3. Firalle A € Rund z € V gilt (v, \x) = A(v, x).
Ad 1: Nach Definition von (—, —) gilt
2(v,a+b) +2(v,a—b) = |v+a+b|*—|v]®—|la+b|?
Ho+a =) = [[ol* — [la—b|®
= (lv+a+bl*+llv+a—0]*=2v+al* - 2I]*)
= (la+bl* + lla = b]|* = 2[lal|* — 2}b]*)
+2 (o +al* = [lvl* — [la]l?)

= 4(”50')7

denn die beiden ersten geklammerten Terme sind Null nach der Parallelogrammglei-
chung, und der dritte Term ist gerade 2(v, a). Das heift, wir haben gezeigt: Fiir belie-

bige Vektoren v, a, b gilt
(v,a+b)+ (v,a—0b) =2(v,a). (L.1)
Wir spezialisieren zu a = b und finden wegen (v, 0) = 0 dass
(v,2a) = 2(v,a). (1.2)
Andererseits gilt mita = (x + y)/2und b = (x — y)/2:
(0,2) + (0,9) = 200, (@ + 1)) = (v, + 1), (1.3)

Ad 2: Aus (1.3) folgt
(v, Az) = A(v, x) (1.4)
fiir alle A € N. Andererseits ergibt sich aus (v, —z) + (v, z) = (v, —z + ) = (v,0) =
0, dass (v, —z) = —(v, z). Insbesondere gilt (1.4) fiiralle A\ € Z.Ist ¢ € Nund p € Z,
so gilt
q(v, (p/q)x) = (v, q(p/9)z) = (v,px) = p(v, T),

und das bedeutet



Damit gilt (1.4) sogar fiir alle A € Q.
Ad 3: Aus der Definition von (v, 2) und der Dreiecksungleichung gewinnt man die

folgende Abschitzung
(v, )| = % [llo+2l* = [lv]l* — [l]?|
< %|(Hvll +llz)? = lloll* = llz]1?] = vl |-
Insbesondere geht (v, z) — O fiir ||z|| — 0. Ist \,, eine Folge rationaler Zahlen, die
gegen ein vorgegebenes \ € R konvergiert, so konnen wir wie folgt argumentieren:

AMv,z) = lim A\,(v,z) = lim (v, \,2)

n—oo n—oo

= (v, z)+ lim (v,(A\, — N)z) = (v,Az) + 0.
Das war zu zeigen. (]

Wir kehren zu den p-Normen zuriick. Es sei p > 1, und es sei ¢ > 1 die eindeutig
bestimmte Zahl mit
1 1
4+ =1
rp q
oder dquivalent

p-1)-(¢g-1)=1

q heifit der zu p konjugierte Exponent. Wir hatten im vorigen Abschnitt die p-Norm auf

dem R" durch )
el = (z )
i

definiert. Es bleibt allerdings noch zu zeigen, dass dies wirklich eine Norm ist. Dies
wollen wir nun nachholen. Es ist klar, dass || Az ||, = |A| - ||z||, firallex € R™, A € R,
und dass ||z||, > O fiir alle  # 0. Aufwendiger ist der Nachweis der Dreiecksunglei-

chung. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung.

Lemma 1.16 (Verallgemeinerte Youngsche* Ungleichung) —
Es sei f : [0,00) — [0, 00) stetig, monoton wachsend und bijektiv. Ferner sei g die

Umkehrfunktion von f. Dann gilt fiir alle a,b > 0:

abé/oa f(x)dx+/0bg(y)dy-

Beweis. 1. Fall: b = f(a). Jede Zerlegung X = (0 = zg,...,z, = a) von [0, a]
entspricht einer Zerlegung Y = (0 = yo, ...,y = b) von [0,b] mity; = f(x;). Da f
und g monoton sind, lassen sich Unter- und Obersummen direkt hinschreiben:

n n

U, X) =D (@i —zio)yior, O(f;X) = (i — zi1)ys,

i=1 =1

4William Henry Young, * 20.10.1863 1 7.7.1942.
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n n

U(g,Y) = Z(yz —¥i-1)zi-1, 0(g,Y) = Z(yz = Yi—1)Ti.

i=1 i=1
Es folgt:

n

O(f, X) —U(f,X) =0(g,Y) —U(g,Y) = Z(fﬂi = i-1)(Yi — Yi-1) =: 0.

i=1
Auflerdem gilt

n

O(f, X) +U(g, V) = (xi — zim)yi + I (Ui — Yi-1)Ti1
=1 i=1
= Z(xzyz — Ti-1Yi-1)

i=1

= TpYn — ToYo = ab.

Daraus ergibt sich

ab/oa f(x)dx/obg(y)dy

Oa f(z)dx — O(f,X)’ +

IN

b
A 9(y)dy —U(g,y)|
< §4+6=26.

Fiir hinreichend feine Zerlegungen X" wird die Differenz beliebig klein. Also bleibt

ab = /Oaf(x)dx + /Obg(y)dy-

2. Fall: b < f(a). Das bedeutet : @ > g(b) =: ¢. GemiR dem gerade behandelten Fall
gilt

c b
cb=/ f(x)dfer/ 9(y)dy.
0 0
Es folgt:

/()af(x)d:c+/0bg(y)dy—ab = (/()cf(z)dx+/()bg(y)dy—cb>

+/af(x)dx—(a—c)b20,

weil f(z) > f(c) =bfirallex > c.

3. Fall: b > f(a). Geht analog mit vertauschten Rollen. O

11



Folgerung 1.17 — Fiir alle a,b > 0 gilt ab < %a” + %bq.
Beweis. Lemma 1.16 mit f(x) = 2P~ ! und g(y) = y?~! O

Satz 1.18 — Fiirp,q > 1 gelte % + % = 1. Fiir alle x, y € R™ bestehen die folgenden
Ungleichungen:

1. (Youngsche Ungleichung)

(@) < ool + ol
2. (Holdersche’ Ungleichung)

(2,9) < llzllp - lyllq

3. (Minkowskische® Ungleichung)

Iz +yll, < llzllp + llylly

Beweis. Zu 1.: Firalle: = 1, ..., n gilt:
i < Slail? + 2l

Aufsummieren gibt die Behauptung.

Zu 2.: Falls (x,y) = Oist alles klar. Wir nehmen also an, dass (x, y) # 0. Dann ist auch
z,y # 0und ||z

Vektoren sind normiert, d.h. ||Z|, = 1 und ||§||q = 1. Auf diese Vektoren wenden wir

0. Wir setzen # = ——xz und §j = ——y. Diese neuen
v ylla # B U= Ty

die Youngsche Ungleichung an:

(z,y) o 1., . 1, . 1 1
T = (&,9) < - Zh+ -7l = -+- = 1L
zllp - lyllq p P g p g

Multipliziert man mit dem Nenner der linken Seite, so folgt die Behauptung.

Zu3.:Essei z = z +y. Falls || z||, = 0, so ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also ohne
Einschrinkung an, dass 0 # |[|z[|h = >_|2;|?. Wegen der Dreiecksungleichung in R
gilt |z;| < |z;| + |y;|. Damit folgt:

D I L A N EA L A

50tto Ludwig Holder, * 22.12.1859 1 29.8.1937.
6Hermann Minkowski,  22.6. 1864 T 12.1.19009.
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Wir wenden die Holdersche Ungleichung auf jeden der beiden Summanden an:

Bl <Z|Zi|(p—1)q)5 . (Z|xi|p)% n (Z|Zi|(p—1)q)% _ (Z|yi|p)%
— (1) - el + 1)

= 121571 Uy + llyllp)-

Da ||z||, # 0 nach der eingangs gemachten Annahme, konnen wir kiirzen und finden

121l < llllp + [yllp-

Folgerung 1.19 — Fiir jedes p > 1 ist|| — ||, eine Norm auf R™. O

Bemerkung 1.20 — Fiir p = 2 erhilt man die euklidische Norm zuriick

lzll2 =

Die Holdersche Ungleichung spezialisiert sich zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Da-

gegen ist || — ||, fiir p < 1 keine Norm. Was geht schief?

1.3 Metrische Riume

Definition 1.21 — Es sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifit
Metrik auf X, wenn d die folgenden Eigenschaften hat. Fiir alle =, y, z € X gilt:

1. d(z,y) > 0,und d(z,y) =0z = y.
2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Eine Menge mit fest gewihlter Metrik heifit metrischer Raum. Die Elemente eines

metrischen Raumes heiflen Punkte.

Beispiel 1.22 — Im R” ist der euklidische Abstand

d(z,y) = [lv —yl =

eine Metrik. Ist allgemeiner (V|| — ||) ein normierter Vektorraum, so ist d(v,w) :=

||lv — w]|| eine Metrik auf V. Dies ist eine Konsequenz der Eigenschaften einer Norm.
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Beispiel 1.23 — Ist (X, d) ein metrischer Raum und X’ C X eine Teilmenge, so
istd = d|, .
auf dem R™ durch Einschriinkung eine Metrik auf der Einheitssphire S"~1 = {z €
R™ | [l = 1}.

eine Metrik auf X’. Zum Beispiel liefert die euklidische Metrik

Beispiel 1.24 — Es sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Metrik auf X ist durch

0, fallsz =y,
d(z,y) =
1  sonst,

definiert.

Beispiel 1.25 — Es sei X eine endliche Menge, die wir Alphabet nennen. Die Menge
X = X" besteht dann aus allen Wortern der Lange n mit Zeichen aus dem Alphabet

¥.. Wir definieren auf X den sogenannten Hammingabstand’ durch

d(z,y) = [{i|x: # yi}l,

d.h. der Abstand zweier Worter ist die Anzahl der Stellen, an denen sie sich unterschei-

den. Diese Metrik spielt in der Codierungstheorie eine wesentliche Rolle.

Definition 1.26 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Firz € X und € > 0 heif3t
U.(z) := {2’ € X|d(z,2) < e}
die e-Umgebung von z.

2. Eine Menge U C X heiit Umgebung von z, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass
U:(z) CU.

3. Eine Menge V' C X heifit offen (beziiglich der Metrik d), wenn V' eine Umge-

bung von jedem x € V ist.

Lemma 1.27 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1. Ist U C U’ und ist U eine Umgebung von z, so ist auch U’ eine Umgebung von

x.
2. Sind U, U’ Umgebungen von x, so ist auch U N U’ eine Umgebung von x.

Beweis. Zu 2.: Es seien U, U’ Umgebungen von x. Dann gibt es £, > 0 mit U, (z) C
Uund U/ (x) C U'. Setze n = min{e, '}. Dann gilt U, (z) CUNU". O

"Richard Wesley Hamming, * 11.2.1915 + 7.1.1998
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Lemma 1.28 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
1. Fiiralle x € X und alle e > 0 ist U (z) offen.

2. U ist genau dann eine Umgebung von x, wenn es eine offene Menge V mit

r €V CU gibt.

Beweis. Zu 1.: Es sei y € U.(z) und €’ := d(z,y) < e. Fiir beliebiges z € U._./(y)
folgt:
d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) <& + (e —¢') =e.

Das zeigt, dass z € U.(x) und somit dass U._./(y) C U.(x). Folglich ist U, (z) offen.
]

Zu 2.:Ist V offen mit x € V' C U, so ist V Umgebung von z, also U erst recht.
Es sei umgekehrt U eine Umgebung von z. Nach Definition existiert ein € > 0 mit
Ue(z) C U, und nach Teil 1 ist U, (x) offen.

Satz 1.29 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
1. X ist offen. Sind V1, V5 offen, so auch V; N V5.

2. Qistoffen. Ist {V; } ;¢ eine beliebige Familie offener Mengen, so istauch | J,.; Vi

offen.

Beweis. Folgt sofort aus den Eigenschaften von Umgebungen. (]

Bemerkung 1.30 — Diese Eigenschaften offener Mengen sind fundamental. Durch
Induktion bekommt man aus der ersten Aussage die allgemeinere Formulierung: Ist

{V:}ier eine endliche Familie offener Mengen, so ist auch (,.; V; offen. Man pré-

i€l
ge sich diesen grundsitzlichen Unterschied ein: Endliche Durchschnitte und beliebi-
ge Vereinigungen offener Mengen sind offen. Fiir beliebige Durchschnitte wire diese
Aussage definitiv falsch: Der Durchschnitt aller offenen Kreisscheiben U,.(0) C R?
um den Ursprung mit Radius » > 0 besteht nur aus {0}. Aber diese einelementige
Menge ist nicht offen.

Spéter werden wir diese Eigenschaften offener Mengen zu ihrer axiomatischen

Charakterisierung benutzen.

Definition 1.31 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,,) eine Folge von Punk-
tenin X.

1. (z,) konvergiert gegen x, wenn es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt derart, dass

x, € U () fiir alle n > ng.
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2. z heifit Haufungspunkt von (z,,), wenn es fiir jede Umgebung U von z unendlich

3.

vielen € Nmit z,, € U gibt.

(z,) heiBt Cauchyfolge, wenn es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt derart, dass

d(Xp, ) < e fir alle n,m > ng.

4. (z,) heiBt beschrinkt, wenn es ein € X und ein ¢ > 0 gibt mit

d(x,x,) < cfirallen € N.

Bemerkungen 1.32 — Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

1.

Falls (z,,) konvergiert, so ist der Grenzwert eindeutig: Sind x, 2’ € X verschie-

dene Punkte und ist r = %d(, z'), so folgt aus der Dreiecksungleichung, dass
Up(x)NU.(z") = 0.

Ein Folgenpunkt x,, kann also nicht zugleich in U,.(z) und U,.(2") liegen.

. Es sei (z,) beschriinkt, etwa d(x,,, z) < cfiir alle n € N. Fiir beliebiges 2’ € X

folgt
d(zp,2') < d(xn,z) +d(x,2") <c+d(z, o) = ¢.

Es kommt also auf x € X gar nicht an.

. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

. Eine Cauchyfolge mit konvergenter Teilfolge ist selbst konvergent.

Ist  ein Haufungspunkt von (z,,), so gibt es eine Teilfolge, die gegen « konver-

giert: Firk € Nsei I, ={n € N|z, € U% ()}.Danngiltly DI, D 13D ...,

und weil z ein Hiaufungspunkt ist, ist jede der Mengen I, unendlich. Deshalb
konnen wir rekursiv Zahlen ny, k € N, so wihlen, dass ng1 > ng und ny, € Ix.

Es folgt d(xy,,, x) < % und das bedeutet: limy_, o z,, = .

Satz 1.33 (Bolzano®-Weierstral® fiir R") — Jede beschriinkte Folge in R™ besitzt

einen Hiufungspunkt.

Ich erinnere daran, dass wir den R™ immer mit der euklidischen Metrik versehen,

wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt ist.

8Bernard Bolzano, * 5. Oktober 1781 in Prag, t 18. Dezember 1848 in Prag. Béhmischer Mathematiker

und Religionswissenschaftler
9Karl WeierstraB,  31. Oktober 1815 in Ostenfelde (Westf.), T 19. Februar 1897 in Berlin
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Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass jede beschriankte Folge in R™ eine
konvergente Teilfolge besitzt. Fiir n = 1 ist das der klassische Satz von Bolzano-
Weierstrall aus Analysis I. Die Behauptung sei also wahr fiir n — 1. Gegeben sei eine
beschrinkte Folge (., ). Wir schreiben jeden Punkt x,,, in der Form

T = (z),,20) ER"I xR=R"

m?

und erhalten Folgen (#7,) im R"~! und (z”,) im R. Da

m m

i |* = 21 + 217,
sind beide Folgen beschriinkt. Nach Induktion existiert eine konvergente Teilfolge (7, )
mit Grenzwert ' = lima;, . Als Teilfolge einer beschrinkten Folge ist x;,, be-

schrinkt. Es gibt also eine konvergente Teilfolge xﬁw mit Grenzwert . Es sei z :=

(2',2") € R™. Dann gilt:

H2 " ||2

|z = 2, * = |l = ., % + [|=” — i, IIP — 0,

fiir { — oo. Also konvergiert die Teilfolge (2, )cen gegen . O

Definition 1.34 — 1. Ein metrischer Raum heift vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
konvergiert.

2. Ein vollstindiger normierter Raum heit Banachraum'”.

3. Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der beziiglich der zugehorigen euklidischen

Norm vollstindig ist, heiBt Hilbertraum''.

Folgerung 1.35 — Der R" ist vollstindig.

Beweis. Jede Cauchyfolge ist beschrinkt, besitzt also nach Bolzano-Weierstrall eine

konvergente Teilfolge und muss deshalb schon selbst konvergieren. (]

Beispiel 1.36 — Der Satz iiber gleichmifBige Konvergenz stetiger Funktionen lésst
sich auch so ausdriicken: Der Vektorraum C°([a, b]) der stetigen Funktionen auf dem

Intervall [a, b] versehen mit der Supremumsnorm

[1f1l{a,e) = sup|f([a, b])]

ist ein Banachraum.

10Stefan Banach, * 30. Mirz 1892 in Krakau,  31. August 1945 in Lemberg.
""David Hilbert, * 23. Januar 1862 in Konigsberg, t 14. Februar 1943 in Géttingen.
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1.4 Topologische Ridume

Definition 1.37 — Es sei X eine Menge. Eine Teilmenge T' C B (X ) heiBt Topologie

auf X, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. X eT.Sind V;,Vo € T,soistauch Vi NV, € T.
2. 0 € T.1Ist {V;};cs eine Familie von Mengen V; € T, so gilt auch U;c;V; € T.

Ist T' eine Topologie, so heilen die Mengen V' € T' offen beziiglich 7". Eine Men-
ge mit einer fest gewihlten Topologie heif3it topologischer Raum. Die Elemente eines

topologischen Raumes heiflen Punkte.

Beispiel 1.38 — Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bilden die beziiglich d offenen
Mengen nach Satz 1.29 eine Topologie. Diese Topologie heifit die von d induzierte
metrische Topologie. Insbesondere versehen wir den R™ immer mit der Topologie, die
durch die euklidische Metrik gegeben ist, es sei denn, etwas anderes wird ausdriicklich

gesagt.

Beispiel 1.39 — Es sei X eine beliebige Menge.
1. {0, X} ist eine Topologie, die Klumpentopologie.

2. P(X) ist eine Topologie, die diskrete Topologie.

Die diskrete Topologie ist genau die metrische Topologie zur diskreten Metrik.
Denn angenommen, d bezeichnet die diskrete Metrik auf X. Fiir einen beliebi-
gen Punkt x € X enthilt der beziiglich d offene Ball U, /5(x) nur ein einziges
Element, ndmlich x. Das bedeutet, dass alle einelementigen Mengen offen sind.
Aber da beliebige Vereinigungen offener Mengen offen sind, ist jede Teilmenge

von X offen. Das ist genau die diskrete Topologie.

Beispiel 1.40 — Es sei (X, T') ein topologischer Raum und X’ C X eine Teilmenge.
Dannist 77 = {X' NV | V € T} eine Topologie auf X, die Teilraumtopologie.
Beweis. Firalle V; € T gilt: (V1N X')N(VeNX') = (V1 NV,) N X’ und

Uwvinx’) = (U m-) nx'.

%

Definition 1.41 — Es sei (X, T') ein topologischer Raum. Eine Menge U C X heif3t
Umgebung von x € X, wenn es eine offene Menge V mitx € V' C U gibt.
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Satz 1.42 — Es sei (X, T') ein topologischer Raum.
1. Sind U, U’ Umgebungen von x, so auchU N U".
2. IstU C U’ und ist U Umgebung von x, so auch U’.
3. V C X ist genau dann offen, wenn V' Umgebung aller Punkte aus V ist.

Beweis. Zu 1.: Sind U, U’ Umgebungen von x, so gibt es offene Mengen V, V' mit
z eV cU,x €V’ C U DerDurchschnitt VNV”istoffenund z € VNV’ Cc UNU".
Zu 3.: Ist V offen, so ist V' sicher Umgebung aller Punkte. Es sei umgekehrt V' Um-
gebung aller Punkte von V. Dann gibt es zu jedem =z € V eine offene Menge W, mit
v €W, CV.EsfolgtV =, {2} C U,y Wa C V. Also gilt iiberall Gleichheit,
und V' = J, oy, W, ist als Vereinigung offener Mengen selbst offen. (]

Bemerkung 1.43 — Wir iibernehmen die Begriffe konvergente Folge, Grenzwert und

Hiaufungspunkt aus den vorigen Abschnitten fiir einen allgemeinen topologischen Raum:

1. Eine Folge (x,,) von Punkten in X konvergiert gegen x € X, wenn es zu jeder
Umgebung U von z ein ng € N gibt derart, dass z,, € U fiir alle n > ny.
Man beachte, dass nach dieser Definition eine Folge gegen mehrere verschiede-
ne Punkte konvergieren kann. Ist zum Beispiel X eine unendliche Menge mit
der koendlichen Topologie und ist (x,,) eine Folge aus paarweise verschiedenen
Punkten, so konvergiert (x,,) gegen jedes x € X. In metrischen Réumen ist der

Grenzwert dagegen eindeutig!

2. x € X heiBt Hiufungspunkt der Folge (x,,), wenn in jeder Umgebung U von x

unendlich viele Folgenglieder liegen.

Definition 1.44 — Es sei X ein topologischer Raum, A C X.

1. z € X heiBt Randpunkt von A, wenn fiir jede Umgebung U von z gilt: UNA # ()
und U N (X \ A) # 0.

0A := {x € X | x ist Randpunkt von A}

heiBt Rand von A.

2. A° = A\ OA heifit Inneres von A, und Punkte in A° heifien innere Punkte von
A.

3. A= AU 9JA heiBt Abschluss von A.

4. A heiBt dicht in X, wenn A = X.
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Beispiel 1.45 — 1. Es sei A = (0,1] € X = R. Der Rand von A besteht nur aus den
Intervallgrenzen 0A = {0, 1}, das Innere von A ist das offene Intervall A° = (0, 1),
und der Abschluss von A ist das abgeschlossene Intervall 4 = [0, 1].

2. Die Menge QQ der rationalen Zahlen liegt dicht in R: Ist x eine beliebige reelle
Zahl, so gibt es in jeder noch so kleinen e-Umgebung von x sowohl rationale wie

irrationale Zahlen. Deshalb ist jedes € R ein Randpunkt von Q.

Lemma 1.46 — Es sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.
1. 0A=9(X \ A).

2. A° ist offen. Ist V. C A offen, so gilt V. C A°, d.h. A° ist die groBte offene

Teilmenge von A.
3. Aistoffen & A = A°.
4. X\ A= (X\A)°.

Beweis. 1. ist klar.

2.Essei V C Aoffen. DaV N (X \ A) = 0, ist kein Punkt von V ein Randpunkt
von A. Das zeigt V' C A°.

Ist z € A°, so gibt es eine Umgebung V von z mit V N (X \ A) = . Es gibt dann
auch eine offene Menge U, mitx € U, C V, also U, N (X \ A) = (. Das bedeutet
U, C A°.Esfolgt: A° = U, ist offen.

3. folgt sofort aus 2.

Zu4.:

reA°

X\A=X\(AUBA) = (X \ A)\ 94 = (X \ 4)\ (X \ 4) = (X \ A)°.

Folgerung 1.47 — Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. A=A

2. X\ A ist offen.
Definition 1.48 — A C X heiBt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Satz 1.49 — Es sei X ein topologischer Raum.
1. () ist abgeschlossen. Sind A1, A> abgeschlossen, so auch Ay U As.

2. X ist abgeschlossen. Ist { A;};c; eine Familie abgeschlossener Mengen, so ist

auch ;. ; A; abgeschlossen
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Beweis. Dies sind genau die komplementiren Eigenschaften zu den Eigenschaften of-
fener Mengen aus der Definition einer Topologie 1.37. Der Beweis besteht also nur aus

der Anwendung der De Morganschen Regeln. L.

1.5 Stetige Abbildungen

Definition 1.50 — Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X —
Y heiBt stetig in @ € X, wenn fiir jede Umgebung V von f(a) in Y das Urbild f=(V)

eine Umgebung von @ in X ist. f heilit stetig, wenn f in allen Punkten von f stetig ist.

Satz 1.51 — Die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : X — Y von topologi-

schen Raumen sind dquivalent:
1. f ist stetig.
2. Urbilder offener Mengen sind offen.
3. Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. 1. = 2.: Es sei V' C Y offen. Zu zeigen ist, dass f~1(V) C X offen ist.
Fiir jedes z € f~1(V) ist V eine Umgebung von f(z). Noch Voraussetzung ist also
f~1(V) eine Umgebung von x. Das gilt fiir alle x € f~1(V), also ist f~1(V) offen.
2.= 1.:Es sei x € X und U eine Umgebung von f(x). Dann existiert eine offene
Menge V C Y mit f(z) € V C U, und es folgt = € f~1(V) C f~1(U). Nach
Annahme ist f~1(V) offen in X, also f~1(U) eine Umgebung von z.

2.4 3.: Fiir alle Teilmengen A C Y gilt f~1(Y \ 4) = X \ f~1(4). O

Satz 1.52 — Die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : X — Y zwischen

metrischen Rdumen sind &dquivalent:
1. fiststetigina € X.
2. Fiir alle ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 mit f (Us(a)) C U.(f(a)).
3. limz, =a = lim f(z,) = f(a)

Beweis. 1. = 3.: Es sei (z,,) eine Folge mit Grenzwert a. Ist U eine Umgebung von
f(a), so ist f~1(U) eine Umgebung von a. Also existiert ein ng € Ny so, dass
fiir alle n > ng gilt: ,, € f~1(U). Das ist dquivalent zu f(z,) € U. Es folgt:
lim f(2,) = f(a).

3. = 2.: Wenn 2. nicht gilt, existiert ein £ > 0 so, dass fiir alle § > 0 gilt: f(Ug(a)) [oa
U.(f(a)). Insbesondere gibt es zu jedem n € N ein , € Ui (x) mit f(z,) ¢
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U.(f(a)). Das bedeutet: limz,, = a, aber f(z,,) # f(a), im Widerspruch zur An-
nahme.

2.= 1.:Es sei U eine Umgebung von f(a). Dann gibtes eine > 0 mit U, (f(a)) C U.
Wiihle > 0 so, dass f(Us(a)) C U.(f(a)). Dann folgt Us(a) C f~*(U), und wir
schlieBen, dass f~!(U) eine Umgebung von a ist. O

Satz1.53 — Esseien f : X — Y undg : Y — Z stetige Abbildungen von topo-
logischen Rdumen. Dann ist auch die zusammengesetzte Abbildung go f : X — Z

stetig.

Beweis. Es sei U eine beliebige offene Menge in Z. Dann ist wegen der Stetigkeit von g
auch g~1(U) offen in Y. Wegen der Stetigkeit von f ist (go f)~1(U) = f~ (g~ (U))
offen in X. Da U beliebig war, bedeutet das nach Satz 1.51, dass g o f stetigist. [

Satz1.54 — Essei f : X — Y stetigund A C X ein Teilraum. Dann ist auch die
Einschrinkung f|a : A — Y stetig.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir jede offene Menge U C Y die Menge (f|4)~(U)
offen in A ist. Nun gilt offenbar

(fla~' ) = fHU) N A

Da f stetig ist, ist f -1 (U) offen in X, und der Durchschnitt mit A ist nach Definition
der Teilraumtopologie (in Beispiel 1.40) offen in A. (]

Satz 1.55 — Es sei X ein topologischer Raum und f : X — R" eine Abbildung mit
Komponentenfunktionen f; : X — R, 4 = 1,...,n. Dann ist f genau dann stetig,

wenn alle Komponentenfunktionen f; stetig sind.

Beweis. Die Projektion pr; : R — R, = (z1,...,z,) — z;, auf die i-te Kompo-
nente ist stetig. Ist nun f stetig, so folgt aus Satz 1.53, dass auch f; = pr; o f stetig
ist.

Wir nehmen nun umgekehrt an, dass alle f; stetig sind. Es sei z € X und U eine
Umgebung von f(z) in R™. Dann existiert ein € > 0 so, dass Uc(f(z)) € U. Wir
setzen ) := £//n. Diese Wahl ist so getroffen, dass

Uy (f1(2)) % ... x Uy(fu(z)) C Us(f(x)) C U.

Denn y liegt in dem Produkt auf der linken Seite, wenn |y; — f;(x)| < n fiir alle 4, und
daraus folgt

ly = f(2)]? = Z lyi — fi(2)]2 < np® = €.
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Aus der Stetigkeit von f; folgt: Es gibt eine Umgebung W; von x in X derart,
dass f;(W;) C Uy(fi(x)). Dannist W = Wi N ... N W, eine Umgebung von z mit
fi(W) C U, (fi(x)) fur alle ¢, und das bedeutet:

fW) CUy(f1(z)) x ... Uy(fulz)) C U.

Das war zu zeigen. U

Beispiele 1.56 — 1. Die Funktionen +, - : R? — R sind stetig.

2.Sind f,g : X — R stetig, so auch f 4+ g und f - g. Denn nach dem vorigen Satz ist
zuniichst die Abbildung (f,g) : X — R2?, x — (f(x), g(v)) stetig, und f + g bzw.
f - g erhélt man aus (f, g) durch Komposition mit den stetigen Abbildungen + und -.
3. Die Funktion i : R\ {0} — R, z +— 271, ist stetig.

4.Ist f : X — Rstetigund f(x) # 0 fiir alle z, so ist auch die Funktion z — 1/f(x)

stetig, denn sie entsteht aus f durch Komposition mit der stetigen Funktion ¢ aus 3.

Beispiel 1.57 — Alle Polynomabbildungen

. n _ V1, V2 Un
p:R" - R,z p(x) = E ayxt ey - ay
v

sind stetig. Dabei ist v = (v4, ..., 1,) € N ein Multiindex, und die Summe lduft iiber
eine endliche Teilmenge von Njj. Man nennt z¥ := z]'z5? - - - ¥~ ein Monom vom

Multigrad v und Totalgrad |v| := vy + . .. + v,. Die Stetigkeit von p folgt durch zwei-
fache Induktion iiber die Anzahl der Summanden in p und den Totalgrad der einzelnen

Monome.

1.6 Kompakte Riume

Definition 1.58 — Ein topologischer Raum X heifit Hausdorffraum, wenn es zu zwei
verschiedenen Punkten x und 2’ in X disjunkte Umgebungen U von x und U’ von 2’

gibt.

Beispiel 1.59 — Jeder metrische Raum ist Hausdorffsch: Denn sind = und z’ ver-
schieden und ist r := d(z, 2") ihr Abstand, so sind die offenen Bille U = U, />(x) und
U’ = U, o(«") disjunkt, wie aus der Dreiecksungleichung folgt: Lige y € U N U’ so

hitte man den Widerspruch

r=d(z,2’) <d,y) +dly,2") <r/2+r/2=r
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Beispiele 1.60 — 1. Ist X Hausdorffsch und ist A C X ein Teilraum, so ist auch A
Hausdorffsch.

2. Ist X eine unendliche Menge mit koendlicher Topologie, so ist X nicht Haus-
dorffsch. Denn sind  und 2’ verschiedene Punkte und sind U und U’ beliebige Umge-
bungen von x bzw. 2/, so sind die Komplemente von U und U’ endlich. Also ist auch
X\(UNU') = (X\U)U(X\U’) endlich. Da aber X nach Annahme eine unendliche
Menge ist, muss U N U’ unendlich sein. Insbesondere konnen U und U’ nicht disjunkt

gewdhlt werden.

Satz 1.61 — In einem Hausdorffraum sind alle endlichen Mengen abgeschlossen.

Beweis. Es sei X ein Hausdorffraum, a € X. Wir betrachten zunichst die einelementi-
ge Menge {a} C X.Esseib € X\{a}. Nach Annahme gibt es disjunkte Umgebungen
U von a und U’ von b. Dann liegt U’ ganz in X \ {a}. Da b beliebig war, ist die Menge
X \ {a} Umgebung aller ihrer Punkte und damit offen. Folglich ist {a} abgeschlos-
sen. SchlieBlich sind endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

Dabher sind alle endlichen Teilmengen von X abgeschlossen. (]

Definition 1.62 — Es sei X ein topologischer Raum. Eine Familie &/ = {U, };c; heifit
Uberdeckung von A C X, wenn A C Uier Us- Ist I' C Tundist U’ = {U; }scp auch
eine Uberdeckung, so heiBt I’ eine Teiliiberdeckung von /. Man nennt { offen, wenn

alle U; offen sind, und endlich bzw. abzihlbar, wenn I endlich bzw. abzihlbar ist.

Definition 1.63 — Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn
1. X Hausdorffsch ist, und
2. jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Ist nur 2. erfiillt, so nennt man X quasikompakt.

Beispiel 1.64 — Die offenen Intervalle {(n — 1,1 + 1) },,cz bilden eine offene Uber-
deckung von R, aber keine echte Teilfamilie tiberdeckt R, denn man wiirde mindestens
eine ganze Zahl n € R verpassen. Dann kann also erst recht keine endliche Teilfamilie
R iiberdecken. R ist nicht kompakt.

Beispiel 1.65 — {(2,1)},,cn ist eine offene Uberdeckung des Intervalls (0, 1). Aber
offenbar existiert keine endliche Teiliiberdeckung. Denn ist I C N endlich und N =
max I, so gilt

UJ@/n,1) = (@1/N,1) # (0,1).

nel
Das Intervall (0, 1) ist nicht kompakt.
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Lemma 1.66 — . Ist X kompakt und A C X ein abgeschlossener Teilraum, so ist A
kompakt.
2. Ist X Hausdorffsch und A C X kompakt, so ist A abgeschlossen.

Beweis. Ad 1.: Als Teilraum eines Hausdorffraumes ist A zunichst einmal selbst wie-
der Hausdorffsch. Es sei i = {U, };c; eine Uberdeckung von A durch offene Mengen
U; C X. Da A abgeschlossen ist, ist Uy := X \ A offen, und U’ := {U;};cp mit
I’ = T U {0} ist eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, geniigen endlich
viele Mengen aus U’, um X zu iiberdecken. Dieselben Mengen geniigen erst recht, um
A zu tiberdecken. Falls die Menge Uy unter diesen endlich vielen Mengen ist, konnen
wir sie einfach weglassen, weil sie mit A einen leeren Schnitt hat. Es gibt also eine
endliche Teilfamilie nicht nur von ¢/’, sondern von U/, die A iiberdeckt.

Ad 2.: Es sei jetzt A kompakt und X Hausdorffsch. Wir miissen zeigen, dass das
Komplement U := X \ A offen ist. Es sei € U beliebig. Da X Hausdorffsch ist,
gibt es zu jedem Punkt ¢ € A disjunkte offene Umgebungen V, von a und W, von
x. Offenbar gilt A C |

iiberdecken, etwa

wc A Va- Endliche viele dieser Umgebungen geniigen, um A zu

ACVy U.. .UV, =V

fiir Punkte ay,...,ap € A. Als Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist
W = W,, N...NW,, eine offene Umgebung von z. AuBerdem gilt VN W = . Aus
A C Violgt W C U.Dax € U beliebig war, haben wir gezeigt, dass U Umgebung
aller Punkte z € U ist. Folglich ist U offen und A = X \ U abgeschlossen. i

Satz 1.67 — Ist X kompakt, so besitzt jede Folge in X einen Hiufungspunkt.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, kein Punkt in X sei

Héufungspunkt der Folge (z,,). Es sei
U =X\ {zn|n >k}
Wir zeigen, dass die Mengen U}, die folgenden Eigenschaften haben:
1. {Ug}ren ist eine Uberdeckung von X.
2. Uy, ist offen fiir jedes k.

Ad 1. Es sei p € X beliebig. Da p kein Hdaufungspunkt ist, gibt es eine offene Um-
gebung U und ein n(p) € N so, dass x,, ¢ U fiir alle n > n(p). Das bedeutet
p €U C Up(p. Bsfolgt X =, ey Un.

Ad2.Esseip € Uy, und U und n(p) mdgen dieselbe Bedeutung wie in 1. haben. Die
Menge J = {z; |m < j < n(p)} ist endlich (oder leer). Da X Hausdorffsch ist, ist J
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abgeschlossen, also U’ = U\ J eine offene Umgebung von p mit U’ C U, ;) \J C Up,.
Da p € U,, beliebig war, ist U, offen.

Jetzt kénnen wir die Behauptung zeigen: Nach 1. und 2. ist {U,;, } men eine offe-
ne Uberdeckung, und endlich viele Mengen, etwa U,,, , ..., U,,,, geniigen, um X zu

iiberdecken. Es sei M = max{my, ..., my}. Wir erhalten den Widerspruch

4
X=|JUn =UugX
i=1

Satz 1.68 — Es sei A C R". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. A ist kompakt.
2. Jede Folge in A besitzt einen Hiufungspunkt in A.
3. A ist abgeschlossen und beschréinkt.

Beweis. 1. = 2. Haben wir gerade allgemein bewiesen.
2. = 3.Ista € JA, so gibt es eine Folge (a,) in A mit a,, — a. Nach Annahme hat
(ay) einen Hiufungspunkt in A. Da a der Grenzwert ist, ist a der einzige Hdufungs-
punkt und liegt deshalb in A. D.h. 0A C A. Somit ist A abgeschlossen. Wire A nicht
beschrinkt, so gibe es eine Folge (a,,) in A mit ||a,|| — oo. Diese Folge hat keinen
Hiaufungspunkt, im Widerspruch zu 2.
3. = 2. Ist (a,) eine Folge in A, so ist sie beschrinkt, denn A ist beschriinkt. Nach
Bolzano-Weierstraf} besitzt (a,,) einen Hiufungspunkt a in R™. Da in jeder Umgebung
von a Punkte aus A liegen, gehort a zu A oder A. Nach Annahme ist A abgeschlos-
sen. Es folgt a € A.
2. = 1. Als Teilraum eines Hausdorffraums ist A selbst Hausdorffsch. Wir miissen zei-
gen, dass A quasikompakt ist. Es sei also 4 = {U;};c eine offene Uberdeckung. Es
ist zu zeigen, dass es eine endliche Teiliiberdeckung gibt. Wir tun das in zwei Schritten
und behandeln zunichst den Fall einer abzihlbaren Uberdeckung:

1. Fall: I ist abzdhlbar. Ohne Einschrinkung ist I = N. Ist X nicht kompakt, so
gilt X ¢ Uy U...UU, fir alle n. Wir wihlen also

i=1

Nach Voraussetzung hat (x,,) eine konvergente Teilfolge (z,,) mit Grenzwert z. Nun

bilden die {U,,} eine Uberdeckung. Daher existiert ein m mit 2 € U,, und ein £, mit
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Zn, € Uy, fiir alle £ > {,. Man kann ¢ > £, so wihlen, dass n; > m. Dann haben wir

den Widerspruch z,,, € U, und zugleich
T, €ULU...UU, U...Uy,.

2. Fall: I beliebig. Wir betrachten die Familie

T = {Ur(q)}(r,q)ela

wobei
I={(r,q) € Q=0 x Q" | esgibteini € I so,dass U,.(q) C U;}.

Dann ist U eine abzdhlbare Familie von offenen Mengen: Die Abzéhlbarkeit ergibt
sich daraus, dass die Menge Q¢ x Q™ abzéhlbar ist.

% ist eine offene Uberdeckung von A: Denn zu jedem a € A gibt es ein i € I mit
a € U;und ein € > 0 mit a € U.(a) C U;. Wir wihlen eine natiirliche Zahl m > %
und einen Punkt g € Q N U 1 (a). Dann gilt

a€Ui(q) CUz(a) C U(a) CUi.

Damit gehort die Menge U N (q) zur Familie 50, die sich damit als Uberdeckung er-
weist.
Nach dem Ergebnis aus Fall 1 geniigen endlich viele Mengen aus U, um A zu
iiberdecken, etwa
AC U, (q1)U...UU,(q)-

Nach Definition von J konnen wir Indizes i1, . . . , i, € I mitder Eigenschaft U, (¢;) C
Ui, fir j = 1,...,¢ wihlen. Es folgt: AC Uy U...UU,.
Das war zu zeigen. O

Bemerkung 1.69 — Die Aquivalenz der Aussagen 1. und 2. im Satz gelten allgemei-

ner fiir beliebige metrische Rdume.

Beispiel 1.70 — 1. Alle abgeschlossenen Quader [a1,b1] X ... X [an,b,] C R™ sind
kompakt.
2. Die Einheitssphire S" ! = {z € R" | ||z = 1} ist kompakt.

Folgerung 1.71 — Ist K C R kompakt, so giltinf K,sup K € K.

Beweis. inf K und sup K existieren, weil K beschrinkt ist, und liegen in K, weil K

abgeschlossen ist. O
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Satz1.72 — Ist f : K — X stetig, K kompakt und X Hausdorffsch, so ist f(K)
kompakt.

Beweis. Es sei Y := f(K) C X.Da X Hausdorffsch ist, ist auch Y Hausdorffsch.
Es sei {U, };c. eine offene Uberdeckung von Y. Dann ist {f~*(U;)};c eine offene
Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, geniigen endlich viele der £ ~*(U;), um K zu
iiberdecken, etwa die mit den Indizes iy, . ..,i, dh. K = f~1(Uy) U... U f~1(U,).
Es folgt f(K) C Uy U...UU,. Somit ist auch f(K) quasikompakt. O

Folgerung 1.73 — Ist K kompakt und f : K — R stetig, so nimmt f auf K sein

Maximum und Minimum an.

Beweis. f(K) ist kompakt, also gehoren sup f(K) und inf f(K) zu f(K). O

1.7 Aquivalenz von Normen

Wir haben gesehen, dass eine Norm || — || auf einem Vektorraum V' zunidchst eine
Metrik und damit auch eine Topologie liefert. Man spricht von der Normtopologie auf
V. Verschiedene Normen liefern im allgemeinen verschiedene Topologien, aber nicht

immer. Wir wollen der Vollstindigkeit halber kurz auf diese Frage eingehen.

Definition 1.74 — Es sei V ein Vektorraum mit zwei Normen || — || und || — ||’. Die
beiden Normen heiflen dquivalent, wenn es Zahlen cq1,co > 0 gibt so, dass fiir alle
xeV,x #0,gilt

=]’

c <
Il

S Co.

Zunichst folgt aus dieser Definition, dass es sich hier um eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Normen auf V' handelt: Jede Norm ist zu sich selbst dquivalent,

denn der Quotient ist dann konstant 1; die Relation ist symmetrisch, denn besteht die

Ungleichung fiir || — ||" und || — || fiir Konstanten ¢y, cg, so besteht sie fiir || — || und
|| = || mit Konstanten 1/c5 und 1/¢q; und besteht die Ungleichung zusétzlich fiir || — ||/
und || — || mit Konstanten d; und ds, so besteht sie fiir das Paar || — || und || — ||

mit den Konstanten c1d; und codo. Wir werden diese Tatsache allerdings gleich noch

etwas konzeptioneller sehen.

Beispiel 1.75 — Die p-Normen auf R sind alle dquivalent. Das sieht man so: Fiir
jeden Vektor x = (x1,...,x,)" € R™ gilt

T =

n
|z]| o = max{|z;||i=1,...,n} < (Z |xi|p> < |2 co-

i=1
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Jede p-Norm ist also dquivalent zur co-Norm. Also sind auch alle p-Normen unterein-

ander dquivalent.

Der folgende Satz rechtfertigt die Einfiihrung des Begriffs der Norméquivalenz und
gibt zugleich eine konzeptionellere Erklirung dafiir, dass es sich um eine Aquivalenz-

relation handelt:

Satz 1.76 — Zwei Normen auf einem Vektorraum sind genau dann dquivalent, wenn

sie dieselbe Topologie liefern.

Beweis. Es seien || — || und || — || Normen auf einem Vektorraum V. Wir bezeichnen die
durch diese Normen definierten Topologien auf V' mit 7" und 7” und die entsprechenden
e-Umgebungen mit

Us(v) ={z € V[]lz —v| <&}

und
Ullw)y={z e V||z—v| <e}.

1. Schritt. Wir nehmen zunéchst an, die Normen seien dquivalent. Wir miissen zei-
gen, dass jede T-offene Menge auch 7”-offen ist und umgekehrt. Aus Symmetriegriin-
den geniigt es zu zeigen, dass die Umgebungen U, (a) offen beziiglich 7" sind. Es sei
also b € U.(a) vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante ¢ > 0 derart,
dass ||v]| < ¢||v||’ fiir alle v € V. Wir wihlen 0 := (e — ||b — a||)/c. Dann gilt fiir alle
x € Ug(b), dass

lz —all < lla = bl + lz — bl < [la = bll + cllz = b]" < [la = bl[ +cd =e.

Damit haben wir gezeigt, dass Uj(b) C U.(a). Da b beliebig war, folgt die Offenheit
von U, (a) beziiglich T".

2. Schritt. Wir nehmen umgekehrt an, dass die beiden Topologien gleich sind. Die
Umgebung U (0) ist offen in 7', also nach Voraussetzung auch offen in 7”. Das be-
deutet U;(0) ist eine Umgebung von 0 beziiglich 7”. Das setzt voraus, dass es ein
€ > 0 gibt so, dass U.(0) C U1(0). Es sei nun v € V' \ {0} ein beliebiger Vektor und
w:=¢/2-v/||v||. Dann gilt ||w||’ = &/2, also w € U.(0) C U;(0) und damit

e |l
£ =l < 1.
2 ol
Damit erhalten wir die obere Schranke
2
ol
[[v]] £

loll”




Also sind die beiden Normen dquivalent. ]

Beispiel 1.77 — Wir vergleichen auf dem Raum V' = C([0, 1]) die Supremumsnorm
I|.fllj0,17 = sup | f]([0, 1]) und die durch das Skalarprodukt gegebene euklidische Norm

11 = ( | 1 f(x)?das)é .

Diese Normen sind nicht dquivalent. Dazu betrachten wir die folgende Funktionen-
folge, die schon im vergangenen Semester als Gegenbeispiel herhalten musste: Wir
definieren f,, : [0,1] — R durch f,,(z) = nz fir z € [0,1/n], fn(z) = 2 — na fiir
x € [1/n,2/n] und f,(x) = 0 sonst. Man findet || f,||2 = \/%und | flljo,1; = 1. Das
bedeutet f,, — 0 fiir n — oo beziiglich der euklidischen Norm, aber f,, /— 0 be-
ziiglich der Supremumsnorm. Damit konnen die beiden Normtopologien nicht gleich

und die Normen nicht dquivalent sein.

Der folgende Satz zeigt, dass nichtidquivalente Normen nur auf unendlichdimensio-

nalen Vektorrdaumen vorkommen kénnen.

Satz 1.78 — Alle Normen auf dem R" sind dquivalent.

Beweis. Im folgenden sei || — ||2 die euklidische Norm auf R™.
1. Schritt. Es sei || — || eine beliebige Norm auf R™. Ferner bezeichne e;.. .. e, die
Standardbasis und C' := ||e1|| + ... + ||ex||. Dann gilt fiir jeden Vektor x = > x;e; €

R™ nach der Dreiecksungleichung

lz <Y Jzil lleill < Cmax{lz| i = 1,...,n} < Ol
A

Mit dieser Abschitzung folgt fiir beliebige Vektoren z,y € R"™ mithilfe der Dreiecks-

ungleichung:
Hlzll =yl | < llz =yl < Cllz = yll2.
Das bedeutet: Die Abbildung || — || : R™ — R ist stetig (beziiglich der euklidischen
Topologie auf R™).
2. Schritt. Es seien || — || und || — || zwei beliebige Normen auf R™. Wir betrachten

die Funktion ,
(B4l

— .
]

Nach dem Ergebnis des ersten Schritts ist ¢ als Quotient zweier stetiger Funktionen

¥ :R™\ {0} — R,

stetig. Die Einheitssphire ist kompakt. Nach Folgerung 1.73 nimmt die Einschrin-
kung von v auf S"~! Maximum und Minimum an. Das bedeutet, es gibt Punkte

Tmin, Tmax € S™ ! s0, dass fiir beliebige Punkte x € S™~! gilt:

c = /(/)(xmin) < ¢(,’E) < ’(/}((Emax) =:C2.
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3. Schritt. Es sei nun z € V, x # 0, beliebig. Dann liegt & = z/||x||2 auf der Ein-
heitssphire. Wegen der Homogenitit der Norm gilt auferdem ¢ (z) = ¢ (Z). GemiR

dem zweiten Schritt folgt:

- ]l
Damit ist gezeigt, dass || — || und || — || d&quivalente Normen sind. O
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2 Differentialrechnung im R"

2.1 Richtungsableitungen

Essei U C R" offen, a € U,und f : U — R eine Abbildung. Ferner sei v € R™. Die
Abbildung
fo(t) = fla+t-v)

ist fiir ¢ aus einer kleinen Umgebung von 0 € R definiert.

Definition 2.1 1. Ist f, in ¢ = 0 differenzierbar, so sagt man, f sei in Richtung v

differenzierbar und nennt
va(a) = 1/;(0)

die Richtungsableitung von f im Punkt ¢ und in Richtung v.

2. Speziell fiir den i-ten Einheitsvektor ¢; = (0,...,1,...,0)! € R™ heiBt

Dif(a) := De, f(a)
die i-te partielle Ableitung von f in a.

3. f heilit in a partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen existieren.
f heil3t stetig differenzierbar, wenn f in allen Punkten partiell differenzierbar ist

und alle partiellen Ableitungen D; f stetig in U sind.

Bezeichnung 2.2 — Schreibt f in der Form = = (x1,...,2,) — f(z1,...,2,), so
verwendet man in der Regel zur Bezeichnung der i-ten partiellen Ableitung an der
Stelle a die suggestive Notation

of
8302»

(a) := Dif(a).

Lemma 2.3 — Sind f,g : U — R in a und in Richtung v differenzierbar, so auch
f+g,f g, undes gilt:

Dy(f +g)(a) = Dy,f(a)+ Dyg(a),
Dy(fg)(a) = Dyf(a)-g(a)+ f(a) - Dug(a).

Beweis. Beide Behauptungen lassen sich leicht auf die Differentiationsregeln fiir Funk-

tionen einer Verinderlichen zuriickfiihren:

(f+9)u(t) = (f +9)(a+tv) = fa+tv) + gla+tv) = fu(t) + gu(1),

Also
Dy(f +9)(a) = (f +9),(0) = f(0) + g,,(0) = Dy f(a) + Dug(a).
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Und analog fiir das Produkt. (]

Beispiel 2.4 — Fiir jedes n-Tupel v = (v4,...,v,) € Ny ist das Monom
XV =X X R 5 R,

wo X; : R" - R, (a1,...,a,) — a;, die Projektion auf die i-te Komponente bezeich-

net, tiberall stetig differenzierbar. Es gilt:
D X" =v; - X} ...Xiw—l...X;:u_

Das folgt durch Induktion iiber die Exponenten v4, . . ., v, aus dem Lemma. Mit dem-
selben Lemma erhdlt man Regeln fiir das Differenzieren allgemeiner Polynome, die
durch Addition mehrerer Monome entstehen. Zum Beispiel ist f = 2} + 3x923 stetig

differenzierbar mit den Ableitungen

af af af
L — g3 L — 332 L —4 .
Bz, U Py OUF Qg
Beispiel 2.5 — Wir definieren f : R2 — R durch
0 falls (.%'1,.%‘2) = (0, 0),

f(fﬂlyfz) =

Xr1I2
2 2
zi+xs

sonst.

fistin (0, 0) partiell differenzierbar mit den Ableitungen

of _ of _
g, (0:0) =0, --(0,0) =0.

Aber f istin (0,0) nicht stetig, denn
11 1

wenn n gegen oo geht.

Definition 2.6 — Es sei U C R” offen, f : U — R™ eine Abbildung. f heifit in
a € U total differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung L : R™ — R™ gibt derart,

dass
o f@) = f@) — Lz —a)

z—a ll = all

=0. 2.1)

Bemerkung 2.7 — L ist eindeutig bestimmt, denn sind L, L’ zwei lineare Abbildun-

gen mit der Eigenschaft (2.1), so muss fiir die Differenz M := L' — L gelten:

Muv
lim

v—»Om -
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Fiir festes v € R™ \ {0} und ¢ € R folgt:

M(tv)  Mwv
=0 |l ol

also Mv = 0. Das zeigt L' — L = 0.

Definition 2.8 — Ist f : U — R™ in a total differenzierbar, so heifit die lineare
Abbildung D f(a) := L : R™ — R™ die totale Ableitung von f in a.

Satz 2.9 — Ist f in a total differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis. Wir definieren f : U — R durch

f(@)—f(a)=Df(a)(z—a) , falls = # a,

flz) = lz—all
0 , falls z = a.

Die totale Differenzierbarkeit von f besagt, dass f in a stetig ist. Also ist auch

f(x) = f(a) + Df(a)(z —a) + ||z — al| - f(x)

in a stetig. U

Satz2.10 — Ist f : U — R ina € U total differenzierbar, so existieren alle Rich-
tungsableitungen, und fiir v € R™ gilt:

= Z o (a)
i=1
Beweis. Es sei v € R™. Dann gilt fiir kleine ¢:

fot) = £,(0) |f(a+tv) = fa) = Df(a)(tv)|
t [tv]

_ Df(a)(v)\ _ el

Ist f total differenzierbar, so geht fiir ¢ — 0 die rechte Seite gegen 0, also auch die

linke. Damit ist f, bei O differenzierbar, und es gilt:

Df(6) = (0) = DS@(®) = - Ds(@) vy = 3 5@ vy
i=1 j=1

Satz2.11 — f : U — R™ ist genau dann in a € U total differenzierbar, wenn alle
Komponentenfunktionen f; : U — R, i =1,...,m, in a total differenzierbar sind. In
diesem Falle sind die totalen Ableitungen D f;(a) : R™ — R genau die Komponenten-
funktionen von D f(a) : R — R™.
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Beweis. Es sei L : R™ — R™ eine lineare Abbildung mit Komponentenfunktionen L.
Fiir v € R™ \ {0} folgt:
2 n

23

i=1

Hf(a+v) ~ f(a) = Lv

ol

Ist f total differenzierbar mit L = D f(a), so geht die linke Seite mit v — 0 gegen 0,
also auch jeder einzelne Summand rechts. Also ist f; total differenzierbar mit Ableitung
Li,dh. D(f;)(a) = (Df(a))..

Sind umgekehrt alle f; total differenzierbar mit Ableitungen L; und ist L aus den
L; zusammengestellt, so geht mit v — 0 die rechte Seite gegen 0, also auch die linke.
D.h. f ist total differenzierbar mit Ableitung L. O

Folgerung 2.12 — Ist f : U — R™ in a € U total differenzierbar mit Komponenten-
funktionen f;,i = 1,...,m, so ist die Matrix der linearen Abbildung D f(a) : R" —
R™ beziiglich der Standardbasen im R™ und R™ gegeben durch:

Oh(q) ... 2hg
afZ 811‘( ) . 6:Cn.( )

<a$] (a)>i_17.“7m — : .. M = Jf(a/).
j=1,...,n %(a) ngr:(a)

Diese Matrix heiBt die Jacobimatrix'? von f in a.
Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 2.10 und 2.11. O

Der Unterschied zwischen der totalen Ableitung D f(a) und der Jacobimatrix J f(a)
ist also nur der, dass D f(a) eine lineare Abbildung ist und die Jacobimatrix die Dar-

stellung dieser linearen Abbildung beziiglich der Standardbasen.

Beispiel 2.13 — Die Jacobimatrix der Abbildung
fiR* = R*, f(z,y) = (ze?,sin(zy))

ist gegeben durch

Tf(z.y) = eY xeY .
f@:9) (ycos(a:y) xcos(xy))

Beispiel 2.14 — Der Fall n = 1, m beliebig: Es sei I C R ein Intervall und f :

I — R™ eine stetige Abbildung. Man nennt f eine parametrisierte Kurve. f ist total

12Carl Gustav Jacob Jacobi, * 10.12.1804 1 18.2.1851.
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differenzierbar genau dann, wenn fiir jedes i = 1, ..., m die Komponentenfunktion f;

differenzierbar ist. Es gilt

gt (a) fi(a)
If@=| = |[=] :
o))\l
Man schreibt hiufig in der Notation Newtons f (a) fiir diesen Vektor und nennt ihn den
Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt a. Hier ist ein konkretes Beispiel: Die Abbil-

dung
rcos 2mt
f@t) = rsin2nt
ht

mit 7, h € R, r > 0 beschreibt eine Schraubenlinie um einen Zylinder mit Radius 7.

Der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

—27r - sin 27t
f(t) = 27r - cos 27t
h

und der Absolutbetrag der Geschwindigkeit ist die Norm dieses Vektors, also
17Ol = /R + a2,

In diesem Beispiel ist die Geschwindigkeit dem Betrage nach zeitunabhéngig.

Beispiel 2.15 — Der Fall n beliebig und m = 1: Essei U C R" offenund f : U — R

in a total differenzierbar. Die Jacobimatrix hat das Format einer 1 x n—Matrix:

Jf(a) = (gxfl(“)"”’aa;(“)) .

Der dazu transponierte Vektor

gradf(a) := eR"”
)
W{L (a)
heifit Gradient von f in a. Fiir jeden Vektor v € R™ kann man die Richtungsableitung

D, f(a) als Skalarprodukt von v und dem Gradienten schreiben

Dy f(a) = Df(a)-v = (gradf(a) , v).

Ist gradf(a) # 0 und v # 0, so ist der von diesen beiden Vektoren eingeschlossene

Winkel « definiert und wir konnen weiter schreiben:

Dy f(a) = |[gradf(a)] - [[v] - cos(e).
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Die Richtungsableitung wird am grofiten, wenn o = 0, wenn also v ein positives Viel-
faches von grad f(a) ist. Dies kann man in geometrischer Sprechweise so formulieren:
Der Gradient von f gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f an. Die Norm des

Gradienten ist ein MaB fiir die Steilheit des Anstiegs.

Satz 2.16 (Kettenregel) — Es seien U C R™ und V. C R™ offene Mengen und
f:U — Vundg :V — RP Abbildungen, die in a € U bzw. f(a) € V total

differenzierbar sind. Dann ist g o f in a total differenzierbar, und es gilt

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktionen

f@)=f(e)=Df(@)(@=a) g, + a,
fla) = o

0 ,falls x = a,

und

[ et 6Ie) gty £ f(a),
9(y)
0 ,fallsy = f(a).

Die totale Differenzierbarkeit von f bzw. von g ist dquivalent zur Stetigkeit von f bzw.

g. Mit diesen Bezeichnungen konnen wir schreiben

f(@) = f(a) = Df(a)(z —a) + f(z) - |z — a]
und
9(y) — g(f(a)) = Dg(f(a))(y — f(a)) +3(v) - |y — f(a)].

Insbesondere gilt:

9(f(x)) —g(f(a))

a

Dg(f(a))(f(x) = f(a) +g(f (@) - [ () = f(a)]
Dy(f (@) (Df(a)(x —a) + f(z) - ||z — al))
+§(f(2) - [|Df(a)(z — a) + f(x) - lz = al |-

Das schreiben wir wie folgt um:

(9o f)(z) = (g0 f)(a) = (Dg(f(a)) o Df(a)) (x — a)
= Dy(f(a)f(x) |z = all + §(f(x)) - | Df(a) (& = a) + f(z) - [l= = all[|
Wir schitzen die rechte Seite mit der Dreiecksungleichung ab und benutzen, dass sich

die euklidische Norm fiir Matrizen multiplikativ verhilt, d.h. dass ||AB|| < || 4| || B||
gilt. Damit ergibt sich fiir alle = # a:
(g © f)() = (g f)(a) — (Dg(f(a)) o Df(a)) (x — a)
[ = all

< Tg(r@)l- 1 @I+ 19 (F @) - (17£ @) + 1 F@)])

)
)
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Fiir 2 — a geht f(z) — f(a), also f(x) — 0und §(f(z)) — 0. Die rechte Seite geht
also mit z — a insgesamt gegen 0. Das bedeutet, dass g o f in a total differenzierbar

ist und die Ableitung
D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a)
hat. (]

Bemerkung 2.17 — Die Jacobimatrix der Verkniipfung ist also einfach das Matrix-

produkt der Jacobimatrizen:

J(gf)(a) = Jg(f(a))- Jf(a).

Komponentenweise ausgeschrieben heiflt das:

Dty = 30 S ) G o

firalle:s=1,...,pundj =1,...,n.

Beispiel 2.18 — Wir betrachten zwei Abbildungen

iR SR, mm=<mﬂ,
y+x

und

g:R* =R, g(z,y)=z-y,

und die Ableitung der zusammengesetzten Abbildung g f im Punkte ¢ = («, ). Die

Jacobimatrizen von f und g sind gegeben durch

2

e’ aef
Jf(a) = ( L) Jel@y) =y @)
Man beachte, dass wir Jg an der Stelle f(a) bendtigen. Die relevante Matrix ist dann

Jg(f(a)) = (B+? ae).

Durch Multiplikation der Jacobimatrizen erhilt man

o?)eP o2
Jg(f(a)) o Jf(a) = (((ﬂ+ ) L9 )

B+a)ae® +  aef
B (B + 3a2)ef
B (Ba+ a+a3)e?
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Zum Vergleich kénnen wir (go f)(z,y) = 2(y+2)e? auch direkt differenzieren. Das

gibt dasselbe, wie es nach dem Satz auch sein muss:

a2 eﬂ
e~ (077 )

Satz 2.19 — Ist f : U — R™ stetig differenzierbar, so ist f auch total differenzierbar.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass m = 1, und betrachten also
eine Abbildung f : U — R. Es sei ¢ > 0 so gewihlt, dass U.(a) C U. Es sei v

ein Vektor mit ||v|| < e. Fir jedes ¢ = 0,...,n bendtigen wir auch die sozusagen
abgeschnittenen Vektoren @ = (v1,...,vi,0,...,0). Die Bezeichnungen sind so
gewihlt, dass v(®) = 0 und v™ = v. Fiir jedes i = 1, ..., n ist die Funktion

g;: t— f((l + ’U(iil) + tviei)

stetig differenzierbar, und wir konnen auf g; den Mittelwertsatz fiir Funktionen einer
Verinderlichen anwenden. Danach gibt es ein ¢; € (0, 1) mit

of

fla+ v(i)) — fla+ U(i_l)) =gi(1) = gi(0) = gi(t;) = ox;

(bi)vi,

wobei wir zur Abkiirzung b; = a + =1 4 t;v;e; gesetzt haben. Wir addieren diese

Gleichungen und erhalten:

flat+o) = 7@ =30 2L 0w

Wir miissen die folgende Differenz abschitzen:

flatv) - Z

Z(ﬁiu @)

of of
OB ).

< ol

Wir nehmen nun an, dass v # 0 ist, und dividieren durch ||v||:

|f<a+v>—f<a)—2§;2<a> -

o]

of
Bxl

a0

(bi) —

Fir v — 0 geht b; — a, und wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f
geht %(bi) — %(a). Das beweist

i fla+v) = fla) =3 5L(a) - v

v—0 [[o]

=0.

Nichts anderes war zu zeigen. (]
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Wir konnen die verschiedenen Differenzierbarkeitsbegriffe in die folgende Rang-

ordnung bringen:

f ist stetig differenzierbar = f ist total differenzierbar
= Alle Richtungsableitungen von f existieren

= f ist partiell differenzierbar.

2.2 Hohere Ableitungen

Es sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, X ein topologischer Raum und f :
[a,b] x X — R stetig. Fiir jedes = € X ist die Funktion

[a,b] 5t — f(t,z) €R

stetig, und wir konnen integrieren:

b
F(x):= / f(t,x)dt
Satz 2.20 — Die Abbildung F' : X — R ist stetig.

Beweis. Es sei x¢ € X. Zu zeigen ist: Zu jedem € > 0 existiert eine Umgebung U von
xomit |[F(x) — F(xo)| < efirallex € U.

1. Es sei also € > 0 vorgegeben. Die Funktion f ist in jedem Punkt
(to,(lio) S [qu} x X

stetig. Daher gibt es offene Umgebungen W, von ¢ in [a, b] und Uy, von zq in X mit

der Eigenschaft
f(Wyy x Uy,) C Us (f(to, z0)).

Fiir alle z € Uy, und t € W;, folgt mit der Dreiecksungleichung:

|f(t,z) = f(t,z0)] < |f(t,x) = f(to,w0)| + |f(to,20) — f(t, 7o)
< €/24¢/2 = e.

2. Wir lassen jetzt tg in [a, b] laufen. Die Mengen { W}, }+,¢[q,5 bilden eine offe-
ne Uberdeckung von [a, b]. Dieses abgeschlossene Intervall ist aber kompakt. Es gibt

daher endlich viele Punkte ¢;,7 = 1,..., N, derart, dass
[G,,b] = th U"'UWtN.

Wir setzen
UZ: Ut1 ﬂﬂUtN
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Es sei nun ¢ € U und ¢ € [a,b]. Nach Konstruktion gibt es ein i € {1,..., N} mit
t e Wy,.Daz € U C Uy, bekommen wir mit Hilfe von Teil 1:

[f(t,2) = ft,z0)] <e.

3. Jetzt konnen wir die Integrale F'(z) und F'(z) vergleichen:

b
|F(z) = F(zo)| = (f(t @) = f(t, wo))dt
< / |f(t,x) — f(t, xo)|dt
< (b—a)
Das geniigt fiir die Stetigkeit von F'. (]

Satz 2.21 — Es sei X C R eine offene Menge und f : [a,b] x X — R Abbildung mit
den folgenden Eigenschaften:

1. Fiirjedes x € X istt — f(t,x) stetig.
2. Die partielle Ableitung 3~ 91 — Do f existiert auf [a, b] x X und ist stetig.

Dann ist die Funktion F' : X — R mit

2) = /ab F(t,2)dt

auf X stetig differenzierbar, und es gilt

bof

F(z) = Ox

9L (¢, 2)t.

a

Beweis. Es sei xg € X. Wir definieren eine Funktion A : [a,b] x X — R durch

fEo)=f o) fallg 5 o£ 2
A(t,z) = e ’ ’
af = (t,20) , falls x = =z,

und zeigen zunichst, dass A stetig ist. Fiir jedes Paar (¢, x) existiert nach dem Mittel-

wertsatz ein Punkt z’ = 2/ (¢, ) zwischen z¢ und x mit

At,z) = g—i(t, z').

Mit (t, ) — (tg, zo) geht auch (¢, 2') — (to, o). Aus der Stetigkeit Von folgt
lim A(t,l‘) = A(to,l‘o).
(t,z)ﬁ(to,xo)

Das beweist die Stetigkeit von A.
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Fiir © # x¢ konnen wir den Differenzenquotienten

F(.I?) — F(.’L‘()) o f f, J)o)
o / T — X EEe—

Tr — X
/ At z)dt

betrachten. Nach Satz 2.20 existiert

lim Atwdt /Atwodt / (t,z0)d
T—ITQ a a a

Das bedeutet, dass F' im Punkt x differenzierbar ist und dass die Ableitung wie folgt

gegeben ist:

Flag) = tim F@ = F@) _ [0F o

T—x0 T— ox
0 a

Wenden wir Satz 2.20 auf die Funktion af an, so sehen wir, dass die Ableitung F’

ox

stetig ist. (Il

Satz 2.22 — Es sei f : [a,b] X [c,d] — R stetig. Dann gilt:

’ bf(t,a:)dt = [ df(t,a:)d:c dt
[ [

Beweis. Wir betrachten die Funktion

G(t,y) = /y ft,z)dx

fiir (¢,y) € [a,b] X [c,d]. Dann gilt:
1. Nach Satz 2.20 ist die Abbildung t — G(t,y) bei festem y stetig.

2. %(t» y) = f(t,y) ist stetig.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.21 erfiillt, und wir schlielen, dass die Funk-

- / ' Gtz

= /ab f(t,x)dt
c):/abe(t,c)dt:/:/:f(t,x)dxdt:o.
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Wir berechnen H (d) auf zwei Weisen: Einerseits gilt nach Definition

H(d) = / bG(t,d)dt: / ’ / ’ F(t, x)dx dt.

Andererseits gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

d d b
H(d) = H(d) — H(c) = / H' ()dz = / / F(t,2)dt da.
Der Vergleich beider Ausdriicke beendet den Beweis. (]

Wir kommen zu dem wichtigen Satz von Schwarz, dass es auf die Reihenfolge ho-
herer partieller Ableitungen nicht ankommt, wenn die entsprechenden partiellen Ablei-
tungen stetig sind. Man beachte aber die in den Ubungen diskutierten Gegenbeispiele,
die zeigen, dass die Aussage falsch werden kann, wenn man auf diese Voraussetzung

verzichtet.

Bezeichnungen 2.23 — Es sei U C R" offen. Wir definieren
CO(UR™) :={f : U — R™| f ist stetig}

und
CYU,R™) = {f : U — R™| f ist stetig differenzierbar}.

Allgemeiner heifit fiir £ > 2 eine Funktion f : U — R™ k-mal stetig differenzierbar,
wenn alle partiellen Ableitungen D;f; : U — R existieren und selbst (k — 1)-mal

stetig differenzierbar sind.
CF(U,R™) := {f : U — R™|f ist k—mal stetig differenzierbar}.

In der Leibnizschen Schreibweise schreibt man iterierte partielle Ableitungen so:

o'f

m(a) = Dil s .Duf(a)

Satz 2.24 (Schwarz) — Es sei U C R™ offen und f : U — R zweimal stetig differen-

zierbar. Dann gilt
o of o of

Frol e Pl )
firallepe U, 4,5=1,...,n.

Beweis. Ohne Einschrinkung sein =2undi = 1,5 = 2.
Es sei p = (to,zo) € U. Fiir (¢, ) in einer kleinen Umgebung von (g, z¢) gilt
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung

f(t7 J}) - f(t7 Jio) = %(t,f)dg
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Wir schlieBen mit Hilfe von Satz (2.21), dass wir nach ¢ differenzieren diirfen, weil g—i

stetig differenzierbar ist. Das liefert fiir ¢ = ¢o:

0 0 9 0
G tto2) = Grtto.a0) = [ 5 5o, )0t

Nun erhalten wir durch Differenzieren nach x:

Das war zu zeigen. O

Bezeichnungen 2.25 — Der Satz von Schwarz erlaubt es, die Bezeichnungen der ho-
heren partiellen Ableitungen zu vereinfachen: Wir konnen ndmlich, wenn die fragliche

Abbildung f wenigstens k-mal stetig differenzierbar ist, in dem Ausdruck

ok f

83@1 PN 8x1k (a)

die Reihenfolge der Ableitungen beliebig wihlen und also insbesondere zuerst alle
Ableitungen 9/, ausfithren, danach alle Ableitungen 0/dz,,_1 etc.

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein: Fiir jeden Multiindex
v=(v1,...,Vn) € NJ

nennen wir

v =11+ + v,

den Totalgrad von v. Wir definieren den Differentialoperator
D" .= D{*-..-Dy»

in Analogie zu dem Monom
¥ =t an

Fiir spitere Zwecke vereinbaren wir noch

vii=up! ool

Bezeichnung 2.26 — Essei U C R" offenund f : U — R wenigstens zweimal stetig

differenzierbar. Die Matrix

62
Hf(a) = (D;D;f(a))ij=1,.,n = (ax-;x)
7 i,7=1,...,n
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heiBt Hessematrix'® von f im Punkt @ € U. Nach dem Satz von Schwarz ist H f eine

symmetrische Matrix. Die Spur von H f(a) ist der Laplaceoperator'*, angewendet auf

f:
A()@) =Y 52 e) = Spu(H 1 (@)

2.3 Taylorformel und Anwendung

Es sei U C R" offen, a ein Punkt in U und v € R"™ so klein, dass noch die ganze
Strecke {a + tv | t € [0,1]} in U liegt. Wie schon frither betrachten wir fiir eine
Funktion f € C*(U, R) die nur noch von einer Variablen ¢ abhéingige Funktion

fot) = fla+tv).

Dann gilt

D, f(a+tv) = fi(t) = Z gj (a+tv) - v;.
i=1 "

Fiir £ > 2 konnen wir dieses Vorgehen iterieren und erhalten fiir die k-te Ableitung

von f:

ik i1

ip=1 i1=1

Der Satz von Schwarz gestattet uns, die rechte Seite zu sortieren.

Lemma 2.27 — Fiirk > 0, f € C*(U,R) und w € R" gilt

1 1, »
ﬁDﬁ;f(a)Z E ;D fla)w”.
veNG
|v|=k

Beweis. Der Fall k = 0 ist trivial. Im Fall £ = 1 steht links
Dy fa) = ZDif(a’) C Wi
i=1

Die Summation iiber ¢ = 1,. .., n auf der linken Seite entspricht rechts der Summation

iiber alle Multiindizes vom Totalgrad 1; das sind genau die Multiindizes

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,...,0,1).

BLudwig Otto Hesse, * 22.4.1811 t 4.8.1874.
14Pierre-Simon Laplace, * 23.3.1749 1 5.3.1827.
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Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k, nehmen also an, die Behauptung sei

fiir £ < k — 1 schon gezeigt. Dann gilt

1 1 _
LDhf = 1D, <<k_1);D5 1f>

I
T =
NE
&
>
N
< |
)
N
&,\“
g
N

=1 lv|=k—1
" 1
— vte; £, Vte
B Z P I A
i=1 |v|=k—1
Hier haben wir e; fiir den Multiindex (0,...,1,...,0) mit der 1 an der i—ten Stelle

geschrieben. Mit dieser Bezeichnung gilt dann in der Tat
w” -w; =w’T% und D;D"f = D"t¢f,
Wir konnen die Summe weiter umformen und schreiben:

—Dkf Zau DHf - wh,

wobei die Summe iiber alle Multiindizes 1 vom Totalgrad % lauft und der Koeffizient

a,, wie folgt gegeben ist:

1
U = Z k-v!

(i,v) mit v+e;=p

Fiir ein Paar (i, v) mit v 4+ e; = p gilt: p! = v! - p;. Daraus folgt:

"1 o 1 w1
a#:iﬂg PR FI?:E
Damit bleibt am Ende:
%Dfuf— > :'D“f wh

Beispiel 2.28 — Es gibt genau 10 Multiindizes v € N} vom Totalgrad |v| = 3. Ihre

Beitriige zur dritten Ableitung einer Funktion f : R? — R sind:

D3f = D¥fw? + 3D?Dyfw?wy, + 3Dy D3fwiw? + Difws
3D?Dsfwiws + 6D DyDsfwiwows + 3D32Dsfwiws
+3D1 D; fwyw3 + 3D2D3 fwows

46



Satz 2.29 (Taylorformel) — Es sei U C R" offen, a ein Punkt in U und w € R”
ein Vektor so, dass {a + tw|t € [0,1]} C U. Ist f € C*(U,R), dann existiert ein
€ (0,1) mit

1 1%

fla+w)= E V. Y+ E o fla+Tw) - -w
venn venn
|u\<k: lv|=k

Beweis. Nach dem Satz iiber die Taylorentwicklung einer Funktion einer Verénderli-

chen mit der Lagrangeschen Form des Restglieds gibt es fiir die Funktion
ts fult) = fla+ tw)

ein 7 € (0, 1) derart, dass

?T'
;_.

1

Ful)) = 3 2500 + L),

~
I

0
In dieser Formel ersetzen wir jetzt iiberall

O Z D” (a + tw)w”
wi=e ¥ '

gemdl Lemma 2.27. U

Satz 2.30 (Mittelwertsatz) — Es sei U C R™ offen, a und b zwei Punkte in U derart,
dass {(1—t)a+tb|t € [0,1]} C U.Ist f € C1(U), so existiertein T € (0,1) so, dass
mit den Bezeichnungen ¢ = (1 — 7)a + b und w = b — a gilt

n

F(b) = f(a) = Dy f(c) =Y _(bi — a;)Dif(c) = Df(c) (b — a).

=1

Beweis. Dies ist ein Spezialfall der Taylorformel mit k£ = 1. (]

Bemerkung 2.31 — Es ist wichtig zu bemerken, dass ein solcher Satz fiir vektorwer-
tige Funktionen, also Abbildungen f : U — R™ mit m > 1 nicht gilt. Ein einfaches
Gegenbeispiel ist die Abbildung

f:]0,2n] — R, f(t) = (cos(t),sin(t)).

An den Endpunkten ist f gleich, d.h. f(27) = f(0). Fiir einen Punkt ¢ € [0, 27]
mit f(27) — f(0) = f/(¢)(27 — 0) miisste folglich f'(¢) = 0 gelten, wihrend doch

I/ (#)|| = 1 fiir alle ¢ ist. Wohl aber gilt der Satz komponentenweise, nimlich

0= fi(2m) = f1(0) = 2m f{(tV)) = 2w sin(¢(V))
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und

0= f2(27) — f2(0) = 2w f5(t?) = 27 cos(tV))

mit den Zwischenstellen t() = 7 und t&) = 7« /2. Das Problem ist, dass man diese
Stellen nicht so wihlen kann, dass (1) = ¢(2) Im folgenden werden wir den Mittel-
wertsatz sehr hdufig anwenden, aber eben immer fiir jede Komponente einer vektor-

wertigen Funktion separat.

2.4 Extremwerte von Funktionen mehrerer Verinderlicher

Definition 2.32 — Es sei X ein topologischer Raum.

1. Eine Funktion f : X — R hatin a € X ein lokales Maximum (bzw. Minimum),
wenn es eine Umgebung U von a € X gibt derart, dass f(z) < f(a) (bzw. f(z) >
fla)) furallez € U.

2. a ist ein isoliertes Maximum (bzw. Minimum), wenn sogar f(z) < f(a) (bzw.
f(z) < fla) firallex € U \ {a} gilt.

3. f hatin a ein lokales Extremum, wenn f in a ein lokales Maximum oder Minimum
hat.

Satz 2.33 — (Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema)
Es sei U C R™ offen und f € C1(U,R). Hat f ina € U ein lokales Extremum, so gilt
D, f(a) = 0 fiir alle w € R™.

Beweis. Hat f in a ein lokales Extremum, so auch die Funktion ¢ — f,,(t) = f(a+tw)

bei ¢t = 0. Aus der Theorie der Funktionen einer Verdnderlichen folgt, dass dann
Dy f(a) = fi,(a) =0

gelten muss. ([

Definition 2.34 — Es sei U C R" offen und f € C'(U,R). Ein Punkt a € U heift
kritische Stelle von f, wenn D,, f(a) = 0 fiir alle w € R"™. In diesem Falle heift f(a)
ein kritischer Wert.

Beispiel 2.35 — Die Funktion f : R? — R, (z,y) ~ sinx - siny nimmt Werte
nur zwischen —1 und 1 an. Daraus ergibt sich sofort, dass f in (x,y) ein globales
Maximum annimmt, wenn sinz = 1 = siny = 1 bzw. wenn sinz = siny = —1. Die

Menge der globalen Maxima ist
{G:5) +k-(mm) +Lm,—m) | kL €2},
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und entsprechend ist
T —7
{G D) +k- (rm) + m, =) | b £ € 2}

die Menge der globalen Minima.

Gibt es andere lokale Extrema? Wir berechnen dazu die kritischen Stellen:

g—i(x,y) = cosz -siny = 0 sinz = siny = 0
und = oder
%(l’ay) = sinz-cosy = 0 cosz = cosy = 0.

Die Punkte mit cos x = cosy = 0 entsprechen genau den bereits gefundenen globalen
Extrema. Die Stellen mit sinz = siny = 0 bilden die Menge {(k7,¢x) | k,¢ € Z}.
Die Funktion f hat auf dieser Menge den Wert 0, und ein Blick auf den Graphen zeigt,

dass f dort keine lokalen Extrema, sondern Sattelpunkte hat.

Satz 2.36 (Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema) — Es sei U C R"™ offen, f €
C*(U,R), k > 2. Fiira € U gelte

Dyf(a)=---=DF1f(a) =0 fiirallew € R".

1. Gilt DX f(a) > 0 (bzw. DF f(a) < 0) fiir alle w € R™ \ {0}, so hat f bei a ein

isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum).

2. Existieren v,w € R™ mit DX f(a) < 0 < DFf(a), so hat f bei a kein lokales

Extremum.

3. Ist k ungerade und existiert ein w € R™ mit D¥ f(a) # 0, so liegt bei a kein

lokales Extremum vor.

Beweis. Ad 1.: Wir nehmen zunichst an, dass D¥ f(a) > 0 fiir alle w € R™ \ {0}.
Wegen der Beziehung D*  f(a) = (—1)*DF f(a) kann dieser Fall iibrigens nur fiir
gerades k eintreten.

Die Funktion h : S~ 1 x U — R, die durch

h(w,x) = Dwf('r) = Zsz(x) - Wj

definiert ist, hat die folgenden Eigenschaften:
i) hist stetig, weil f € CH(U).

ii) Fir alle w € S™~! gilt h(w, a) > 0 nach Voraussetzung.
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Fiir jedes w € S™~! existieren demnach offene Umgebungen V;/ von w in S"~1
und V) von a in U so, dass h|y/xy» > 0. Nun ist S"~' kompakt. Deshalb gibt

es wi,...,wy € S ! derart, dass
SPl=V, U UV
Dann ist V" := V,J N...N YV, eine offene Umgebung von a in U und es gilt
h|ST"_1XV” > 0~

Indem wir V" gegebenenfalls verkleinern, konnen wir noch zusitzlich erreichen, dass
V" konvex ist ( :< fiir je zwei Punkte u, v € V" gilt auch tu + (1 — t)v € V" fiir alle
t € [0,1] ). Fiir jeden Punkt b € V" \ {a} konnen wir die Taylorformel anwenden: Es
gibtein 7 € (0, 1) mit

1
J) = £(@) = S Db_of(a+7(6 — a).
Ist )
—a
wi= —— e S"h
[b—al
so gilt
DII)C—a = ||b - a’Hk : Dﬁn
also

_lo—alt

70) = fla) = P HEDE f(a+7(b— a)).
Nach Wahl von V" ist die rechte Seite > 0, also f(b) > f(a).

Den Fall D¥ f(a) < 0 behandelt man analog.

Ad 2.: Ist k gerade, so bedeutet D¥ f(a) > 0 nach der Theorie der Funktionen einer
Verinderlichen, dass ¢ — f(a + tw) ein isoliertes lokales Minimum bei ¢ = 0 hat, und
DFf(a) <0, dasst — f(a+ tv) ein isoliertes lokales Maximum bei ¢ = 0 hat. Dann
kann f kein lokales Extremum an der Stelle a haben.

Ad 3.: Ist DF f(a) # 0 fiir ungerades k, so hat die Funktion ¢ ~ f(a + wt) bei
t = 0 nach der Theorie der Funktionen einer Verinderlichen kein lokales Extremum,

also f erst recht nicht. O

Folgerung 2.37 — Es sei f € C?>(U,R) mit Df(a) = 0.
1. Ist H f(a) positiv definit, so hat f bei a ein lokales Minimum.
2. Ist H f(a) negativ definit, so hat f bei a ein lokales Maximum.

3. Ist H f(a) indefinit, so liegt kein Extremum vor.
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Beweis. H f(a) ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle w € R™\{0} gilt w'H f(a)w >
0. Wegen

D2, f(a) > DiD; f(a)w;w;

= w'Hf(a)w

impliziert dies gemédf Satz 2.36, dass f bei a ein lokales Minimum hat. Analog schlief3t
man, wenn H f(a) negativ definit ist. H f(a) ist indefinit, wenn es Vektoren v, w mit
v'H f(a)v > 0 und w'H f(a)w < 0 gibt. Wieder folgt mit dem vorigen Satz die
Behauptung. (]

Beispiel 2.38 — Die fiir (x,y) € R? definierte Funktion f(z,y) = 22 + 32 + xy? hat

kritische Stellen, wenn beide partiellen Ableitungen verschwinden:

of

—_ — 2
97 2r +y,
of

Also ist (z,y) ist genau dann kritisch, wenn 2z + y* = 0 und 2y(1 + z) = 0. Dieses
nichtlineare Gleichungssystem hat drei Losungen:

Entweder ist y = 0 und damit auch z = 0, oder x = —1 und y = ++/2. Es gibt
damit drei kritische Stellen:

0,00 , (-1,v2) , (~1,-V2).

Die Hessematrix an der Stelle (z, ) ist

2 2
Hi@y) = <2y 2 +y2x> .

An den drei kritischen Stellen bedeutet das

Hf(0,0) = <(2) g) Hf(—1,+V?2) = <i22\/§ ﬂ(f)

Es ist klar, dass H f(0,0) positiv definit ist. Daher hat f bei (0,0) ein lokales Mini-
2 £2V2
+2v2 0

Polynom ist A2 — 2\ — 8 und hat die Nullstellen —2 und 4. Die Hessematrix hat zwei

mum. Andererseits ist die Matrix ( ) indefinit: Das charakteristische

Eigenwerte entgegengesetzten Vorzeichens und ist damit indefinit.
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3 Implizite Funktionen

3.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir hatten einen metrischen Raum vollsténdig genannt, wenn jede Cauchyfolge in die-

sem Raum konvergiert. Vollstindige normierte Rdume heilen Banachraume.

Beispiele 3.1 — 1. Der R™ mit der euklidischen Norm ist ein Banachraum nach dem
Satz von Bolzano-Weierstral3 und den daraus gezogenen Folgerungen.

2. Ist X ein vollstdndiger metrischer Raum und A C X abgeschlossen, so ist auch
A vollstindig: Jede Cauchyfolge (a,,) in A besitzt in X einen Grenzwert a, und a muss
in A liegen, weil A abgeschlossen ist.

3. Ein Spezialfall davon ist der folgende: Ist (V|| — ||v) ein Banachraum, vy € V'
und r > 0, so ist der abgeschlossene Ball {v € V' | ||v — vg||y < r} vom Radius r mit

Mittelpunkt vy vollstindig.

Es sei nun F ein normierter Raum mit Norm || — || g und X eine beliebige Menge.

Wir definieren die Supremumsnorm einer Abbildung f : X — FE durch

Ifllx =sup {[f(2)|e |z € X} €R,

und nennen f beschrinkt, wenn || f||x < oo. Nach Definition konvergiert eine Folge
(f») von Funktionen f,, : X — E gleichmiBig gegen f : X — E,wenn ||f,—f|x —

0 fiir n — oco. GleichméaBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz

fo(x) — f(2)
fiir alle x € X, denn fiir alle x € X gilt
[fn(z) = f(@)llE < [Ifn = fllx-
Satz 3.2 — Es sei X ein topologischer Raum, E' ein Banachraum. Dann ist
V ={f:X — E| f stetig beschrinkt}

ein Vektorraum, Die Supremumsnorm || — || x ist eine Norm auf V, und V' versehen

mit dieser Norm ist ein Banachraum.

Beweis. Man zeigt leicht, dass V' ein Vektorraum und || — || x eine Norm auf V" ist. Wir
beweisen die Vollstindigkeit.
Es sei (f,,) eine Cauchyfolge in V. Das bedeutet, dass zu jedem ¢ > O einn € N

existiert derart, dass fiir alle m > n und alle x € X gilt:
[fm(@) = fo(@)lE < [[fm — fallx < e (3.1)
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Fiir jedes z € X ist f,(z) eine Cauchyfolge und konvergiert in E. Wir definieren
f: X — Edurch f(z) := lim, o fn(x). Aus (3.1) folgt im Ubergang m — oo,
dass ||f(z) — fu(z)||g < efirallex € X, also ||f — fnllx < e. Das zeigt, dass f,

beziiglich der Norm || — || x gegen f konvergiert. Insbesondere gilt auch

Ifllx < lfnllx +& < oo,

d.h. f ist beschrinkt. Es bleibt zu zeigen, dass f stetig ist.
Esseie > 0und z € X vorgegeben. Wir withlen n € N so, dass || f — f||x < &/3,
und eine Umgebung U von z so, dass || f,(z) — fn(y)||g < /3 fir alle y € U. Fir

solche y folgt nach der Dreiecksungleichung:

1f(y) = f(@)lle
< @) = fWle + 1fay) = fa@lle + [1fal@) - f@)]e
€ € ¢
< g + g + § =€
Das zeigt f(U) C U.(f(z)). Folglich ist f stetig. O

Definition 3.3 — Eine Abbildung ¢ : M — M auf einem metrischen Raum M heif3t

Kontraktion, wenn es eine Konstante ¢ € [0, 1) mit der Eigenschaft

d(p(2), ¢(y)) < c-d(z,y)

fiir alle z,y € M gibt. © € M heiBt Fixpunkt von ¢, wenn ¢(z) = x.

Satz 3.4 (Banachscher Fixpunktsatz) — Es sei M ein vollstindiger metrischer Raum

und ¢ : M — M eine Kontraktion.
1. ¢ besitzt genau einen Fixpunkt x auf M.
2. Fiir jedes xo € M giltlim,, o ¢"(x0) = .
Beweis. 1. Eindeutigkeit: Sind z und x’ Fixpunkte, so folgt
d(z,2") = d(¢(z), ¢(z")) < c-d(z,a’).

Da ¢ < 1, ist dies nur fiir d(x, 2') = 0, also = 2/, moglich.

2. Existenz. Es sei zg € M beliebig und x,, := ¢™(z(). Dann gilt induktiv:
d(@py1,2n) < cd(@p, vp-1) <0 <" d(w1,70)

und

m m
i — d T1,T0
AT, Tn) < ;d(x”-i-ivxn-i-i—l) < ch+l ld(xlaxo) <c"- %

i=1
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fir alle n,m € N. Folglich ist (x,,) eine Cauchyfolge in M. Da M vollstindig ist,
existiert der Grenzwert

r= lim z,.
n—oo

Da ¢ eine Kontraktion ist, gilt

d(¢($>vxn+1> = d((b(l’), Qj)(xn)) < c-d(w,zn).

Aus lim,, o z, = 2 folgt also lim, oo Tn+1 = @(z). Aus der Eindeutigkeit des

Grenzwertes erhilt man ¢(z) = x. O

3.2 Fixpunktgleichungen

Bevor wir den Satz iiber implizite Funktionen formulieren und beweisen, mochte ich
ein paar allgemeine Worte iiber die Methode vorwegschicken.

Die allgemeinste Form einer Gleichung sieht wohl so aus: Man hat zwei Mengen
A und B, eine Abbildung f : A — B und ein ausgezeichnetes Element, sagen wir:
0 € B, und gesucht wird ein Punkt z € A mit

flx)=0.

Eine Fixpunktgleichung hat dagegen die folgende Form: Gegeben ist eine Menge
M und eine Abbildung ® : M — M, und gesucht ist ein Punkt x € M mit

O(x) = .

Fixpunktgleichungen laden sofort dazu ein, eine Losung iterativ zu suchen. Man
beginnt mit einem beliebigen (oder besser: gut gewihlten) Startpunkt xy und konstru-
iert rekursiv die Folge

x1 = ®(xg), m2=P(x1),...

oder allgemeiner x,, = ®"(x). Wenn nun M eine Topologie besitzt, und wenn die
Problemstellung gut genug ist, um sicherzustellen, dass diese Folge (x,,) konvergiert,
so ist x = lim,,_. o, x,, ein guter Kandidat fiir einen Fixpunkt.

Aus dieser Uberlegung ergeben sich die folgenden allgemeinen Aufgaben:

1. Man formuliere allgemein brauchbare Sitze, die Bedingungen benennen, unter de-
nen eine Abbildung ® : M — M einen Fixpunkt besitzt.

Ein Beispiel fiir einen solchen Satz haben wir gerade kennengelernt: Den Banach-
schen Fixpunktsatz.

Hier ist ein anderes, sehr einfaches Beispiel:

Satz 3.5 — Es sei I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall. Dann hat jede stetige Ab-
bildung f : I — I einen Fixpunkt.
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Beweis. Die Funktion g : I — R,z — f(x) — x ist stetig. Fiir die Werte an den

Randpunkten des Intervalls gilt:
gla)=fla)—a>a—a=0=b-—0> f(b) —b=g(b).
Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein € [a,b] mit g(z) = 0, also f(z) =z. O

Der folgende Satz verallgemeinert dieses eindimensionale Beispiel. Sein Beweis

ist nicht so einfach und wird am leichtesten in der Algebraischen Topologie gefiihrt.

Satz 3.6 (Brouwerscher" Fixpunktsatz) — Es sei B C R" eine konvexe kompakte
Teilmenge. Dann hat jede stetige Abbildung f : B — B einen Fixpunkt.

2. Man formuliere eine gegebene Gleichung so um, dass ein Fixpunktproblem daraus
wird.

Hier kann man keine allgemeinen Sitze erwarten, sondern muss sich im Einzelfall
etwas einfallen lassen. Man kann sich natiirlich an typischen Fillen inspirieren lassen.
Ein klassischer Fall ist das Newtonsche Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen:

Gegen sei eine differenzierbare Funktion f : I = [a,b] — R. Wir nehmen der
Einfachheit halber an, es gelte f(a) < 0 < f(b) und f'(z) > 0 und f”(x) > O fir
alle z € I. Die Funktion ist also konvex und streng monoton wachsend. Wir suchen
eine Nullstelle von f, d.h. wollen die Gleichung f(z) = 0 16sen. Unter den gegebenen
Annahmen gibt es offenbar genau eine Losung.

Es sei nun xg ein Punkt, der grof3er als die zu suchende Nullstelle ist, was unter den
gemachten Annahmen #quivalent zu f(xg) > 0 ist. Wir approximieren die Funktion
in erster Niherung durch die Tangente an den Punkt (¢, f(z¢)) und bestimmen deren

Nullstellen. Explizit: Die Tagentengleichung lautet

y = f'(zo)(z — z0) + f(z0),
und die Tangente schneidet die x-Achse im Punkt

f(zo)
f'(xo)

Nur in der gesuchten Nullstelle z gilt = 2 — f(x)/f'(x). Wir haben also die Glei-

1 = Xg —

chung
flz) =0

durch die Fixpunktgleichung
O(z) ==z

15Luitzen Egbertus Jan Brouwer, * 27.2.1881 1 2.12.1966
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ersetzt, wobei ich ®(x) = x — f(x)/f’(x) gesetzt habe. In dieser Situation kann man
beweisen, dass die iterativen Naherungslosungen x,, = ®"(z) tatsdchlich gegen die

Nullstelle konvergieren.

Beispiel: Wir wollen /5 berechen, also eine Nullstelle der Funktion flx) = z2—5

auf R+ finden. Da f’ = 2z, lautet die Iterationsvorschrift:

26721 -5 1 n 5
Tp1 = Ty — =—|zp+—).
i 2z, 2 Tn

Mit einem beliebigen Startwert 2o > 0 konvergiert diese Folge rasch gegen /5.

3.3 Satziiber implizite Funktionen

Wir betrachten eine auf einer offenen Menge U C RP definierte differenzierbare Ab-

bildung

F:U— R™

Man nennt das Urbild
N.:=FYe)={zecU]| f(z)=c}

die Niveaumenge zum Wert c.

Ein vertrautes Bild ist der Fall p = 2 und m = 1. Das Hohenrelief einer Landschaft
definiert eine R-wertige Funktion F' auf einem Teil U der Ebene. Fiir eine vorgegebene

Héhe h € R, ist F~1(h) C U eine Kurve in der Ebene: eine Hohenlinie.

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Antwort auf die folgende Frage geben: Wann

kann man die Niveaumengen

N.cU

als Graph einer auf Teilbereichen definierten Funktion auffassen?

Beispiel 3.7 — Auf U = R? betrachten wir die Funktion F(x,y) = x? + y%. Die

Niveaumengen sind also
N, = {(xay) € R? | F(J},y) = C}.

Offenbar ist N, leer, falls ¢ < 0, und N besteht nur aus dem Ursprung. Fiir ¢ > 0 ist
N, ein Kreis vom Radius /c.
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Eine Darstellung des Kreises NNV, als Graph ist lokal moglich: Fiir y > 0 gibt es die
Darstellung y = /¢ — 22, ebenso fiir y < 0 die Darstellung y = —v/c — 2. Dagegen
kann man in der Nihe der Punkte (++/c,0) die Variable y nicht als Funktion von
schreiben. Wohl aber umgekehrt = als Funktion von y: x = W , falls z > 0, und

= —+/c—y? falls z < 0.
Beispiel 3.8 — Komplizierter ist der Fall der Funktion
F:R?* =R, (2,9) ¢y —y*+22

Die Nivaumengen sehen so aus:

N),
Vo

Speziell hat die Menge X = {(z,y) |y — y? + 22 = 0} die folgende Gestalt:
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Die Punkte O, A, und B ausgenommen, kann man in der Nihe aller Punkte, y als
Funktion von x auffassen. In der Nihe aller Punkte, ausgenommen die Punkte O und
C kann man z als Funktion von y auffassen. Lediglich im Punkte O geht weder das
eine noch das andere. Man nennt O einen singuldren Punkt der Kurve X.

Die Gleichung y3 — y? + 22 = 0 bestimmt also auf implizite Weise eine Abhéingig-
keit von y von der Variablen  und umgekehrt. Wir suchen nach Bedingungen, unter
denen diese Abhingigkeit explizit gemacht werden kann, d.h. wir wollen y = f(x)
schreiben diirfen. Das Beispiel zeigt, dass wir dies zumindest nicht immer oder nicht

iiberall machen konnen.

Bezeichnungen 3.9 — Im folgenden sei U C R"™ x R™ offen und F' : U — R™
stetig differenzierbar. Wir schreiben Punkte in R” x R™ in der Form (z,y) mit x =

(1,...,2n)und y = (y1, ..., Ym). Die lineare Abbildung
DF(z,y) :R"®R™ — R™

konnen wir auf den linken und den rechten linearen Unterraum einschrianken und er-

halten so lineare Abbildungen

F
O (r.) :RY —R™ v DF(2.3)(0.0)

und
oF

?y(x,y) :R™ - R™ , wr DF(z,y)(0,w).

Wir wollen Niveaumengen
NC - {(I7y) € U | F(I7y) = C}

lokal als Graph einer Funktion y = g(z) beschreiben. Indem wir F nétigenfalls durch

F=F—c¢ ersetzen, konnen wir uns auf den Fall ¢ = 0 beschrinken.

Satz 3.10 (Satz iiber implizite Funktionen) — Es sei U C R™ x R™ offen, F : U —
R™ eine stetig differenzierbare Abbildung und (a,b) € U ein Punkt mit F'(a,b) = 0.
Ferner sei die lineare Abbildung %—I;(a,b) : R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es
offene Umgebungen V' von a in R™ und W von b in R™ und eine stetige Abbildung
g : V. — W mit den folgenden Eigenschaften:

1. VxWcU,

2. Fiiralle (z,y) € V x W gilt: Flz,y) =0 & y=g(x).
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Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass a = 0 und b = 0, indem wir
gegebenenfalls F durch die Funktion (z,y) — F(x + a,y + b) ersetzen.
Nach Voraussetzung ist B := %—5 (0, 0) invertierbar. Wir definieren eine Abbildung
G : U — R™ durch
G(z,y) =y — B~ F(z,y)

und stellen fest, dass

oG

o
= =1I,-B'. 2=
ay (x7y) m ay (1‘7y)7

wobei I, : R™ — R™ die identische Abbildung bezeichnet. Insbesondere gilt G(0,0) =
0 € R™ und §2(0,0) = 0 € My, (R).

AuBerdem gilt F'(z,y) = 0 genau dann, wenn G(x,y) = y. Wir konnen also die
Frage nach der Losung der Gleichung F'(x, g(«)) durch die Frage nach einem Fixpunkt
der Abbildung g — ®(g) ersetzen, wobei

O(g)(x) == G(z,g(x)).

Dazu brauchen wir einen vollstindigen metrischen Raum M von geeigneten Abbildun-
gen f, auf dem ® definiert und eine Kontraktion ist.

1. Wegen der Offenheit von U und der Stetigkeit von % und G gibt es € > 0 und
n > 0so, dass firallex € V :=U.(0) CR" und y € W := Us,(0) C R™ gilt:

@ (z,y) €U,
(i) 22z, y)ll < 55

i) |G, 0) < in.

(Man wihlt zuerst € und 7 so, dass (i) und (ii) erfiillt sind, und muss dann eventuell £
noch einmal verkleinern, um auch noch (iii) zu erreichen.)

2. Wir betrachten den Banachraum
E={f:V — R™| f stetig und beschrinkt}

und die abgeschlossene und daher vollstidndige Teilmenge M := {f | || f|lv < n}. Fir
alle f € M gilt offenbar f(V') C W. Deshalb ist die Abbildung

O:M—E, ®(f)(z):=G(x, f(z))

wohldefiniert.
3. Behauptung: Fir alle fi, fo € M gilt

[6(5) o)y < sl — ll
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Beweis: Zu jedem 2 € V und jedem Index i € {1,...,m} gibt es nach dem Mittel-

wertsatz einen Punkt ¢; € [0, 1] so, dass mit der Bezeichnung

die Gleichung
9G;
Gi(%ﬁ(fﬂ)) - Gi(xa fz(x)) = Ty(x’yl) ) (fl(fﬂ) - f2(ff))

besteht. Es folgt:

m

HG(-f,fl(x)) _ G(x,fg(ﬂﬁ))H < Z |G1(ﬂ?,f1($)) — Gi(l‘, (f2(73)>|
-y %Gyiu,yi)-(fl(:c)—f?(w))
< Z H (@, 93)|| - |1 (@) = fa(2)]|

nach Cauchy-Schwarz. Wir erhalten:

9(f) = @A)y < mo sl = Follv = 51— Fllv.

4. Behauptung: ®(M) C M.
Beweis: Trivialerweise liegt namlich auch die Nullfunktion in M. Fir f € M folgt

dann aus Schritt 3 und mit der Dreiecksungleichung:

[e(Nllv < [12(f) —20)llv + [2(0)]lv
< S IF =0l + |2
< %77 + sup {||G(z,0)[| | z € V}
non_
S 5t =n

wegen Eigenschaft (iii). Damit ist gezeigt, dass ®(f) € M fiir alle f € M.
5. Aus Schritt 3 und Schritt 4 folgt nun mit dem Banachschen Fixpunktsatz: Es
gibt genau eine stetige Abbildung g € M mit ¢(g) = g, also F(x, g(:c)) = 0 fiir alle

reV.
6.Esseinun (z,y) € V x W mit F'(x,y) = 0. Wie in Schritt 3 gibt es y; zwischen
yund g(x) firallei = 1,...,m so, dass
ly —g@)l = |[Gle,y) - G(z,9(x))]|

< Z |Gi(z,y) — Gi(z, ()]

- S5

Yxy) - (y — g(@)

IN

Ny —g@)|.

N\H
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Es folgt ||y — ¢g(x)|| = 0 und somit y = g(x). O

Satz3.11 — Esseien V C R", W C R™ offene Mengen und F' : V. x W — R™
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, k > 1. Ferner sei g : V — W stetig mit
F(z,9(z)) = 0 fiirallex € V. Ist %(a,g(a)) € Hom(R™,R™) fireina € V
invertierbar, so ist g in einer Umgebung von a € V' k-mal stetig differenzierbar, und es
gilt
OF - oF
Dg(a) = — <8y(a’g(a))> ° (Gas(a’g(a))> . (3.2)
Beweis. 1. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung: Ist g € C*(V,R™), so folgt aus der
Gleichung
F(z,9(z)) =0 VzeV

durch Differenzieren mit Hilfe der Kettenregel

S (a.9(@) + 5 (a.9() - Dy(a) =0,

Nach Voraussetzung ist die lineare Abbildung % (a, g(a)) invertierbar. So ergibt sich
die Formel (3.2). Wenn ¢ also iiberhaupt differenzierbar ist, so ist die Ableitung auf
jeden Fall durch (3.2) gegeben.

2. Wir wihlen &€ > 0 und 6 > 0 so, dass U (g(a)) C W und Us(a) C V, sowie
9(Us(a)) C U:(g(a)). Das ist wegen der Stetigkeit von g mdglich. Indem wir V/
und W nétigenfalls verkleinern, konnen wir also annehmen, dass V' = Us(a) und
W =U, (g(a)). Durch diese Wahl stellen wir sicher, dass fiir jedes x € V' die Strecke
{(1—1t)-g(a)+t-g(zx)]|te€[0,1]} noch ganz in W liegt.

3. Nach dem Mittelwertsatz gibt es fiir jedes x € V und jeden Index i € {1,...,m}
eint; € [0, 1] so, dass fiir y (z) := (1 — t;) - g(a) + t; - g(z) gilt

i) = Fi, (@) = 5 (r71) - (90) — ()

Wir setzen die (1 x m)-Matrizen

OF; .
i (2)
—(x,y" (x
(52 o)
zu einer m X m -Matrix

ot (Ppeon).

zusammen. Dann gilt im Grenziibergang lim, ., g(x) — g(a) und deshalb auch lim,_., ¥V (2) =

j=1,....m

g(a). Da F stetig partiell differenzierbar ist, folgt

lim B(z) = B(a) = ({;—g(mg(a)).

r—a
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Fiir = aus einer geeigneten Umgebung V von a ist daher auch B (z) invertierbar.

4. Wir haben die Matrix B(x) so konstruiert, dass
—F(v,9(a)) = F(z,9(x)) — F(z,g(a)) = B(x) - (9(z) — g(a)).
Wir nutzen die Invertierbarkeit von B(z) fiir z nahe bei a aus und schreiben
9(x) —g(a) = =B(x)"" - F(z, g(a)). (3.3)

Ich erinnere daran, dass unser Kandidat fiir die Ableitung von g an der Stelle a der
Ausdruck —B(a)~12E (a, g(a)). Um zu zeigen, dass dies wirklickh die Ableitung ist,

miissen wir den Term

o) ~ gla) + Bla) 5 (a,9() & ~ ) 64
abschitzen. Wir setzen dazu die rechte Seite von (3.3) in (3.4) ein und erhalten
o(x) — (@) + Bla) 0L (a,g(a)) (& — a)
= B@)" F(a9(0) + Bla) ™ 0L (a,9(0)) (2 — a)
= (B(a)*l—B(x)fl) gi( ) x—a)+
B) ™ (F (e, 9(0)) — F(a,0() ~ 0 (a,g(a) &z ~a)).
~——

=0!
Setzen wir zur Abkiirzung D := —B(a)~! aF E(a,g(a)), sofolgt firalle z € V,x # a:
H —D(z —a) ‘

HSE—GH
IB(a)™" = Ba)™!|| - Hgﬁwvg@)H' ’

F(z,9(a)) - F(a,g(a)) — 5 (a,9(a)) - (z — a)

[ —af

r—a

[l —af

+|B ()7 -

Im ersten Summanden auf der rechten Seite sind die beiden letzten Faktoren konstant
und der erste Faktor || B(a)~! — B(z)™!|| geht fir x — a gegen 0. Im zweiten Sum-
manden geht aus dem gleichen Grund der erste Faktor gegen || B(a)~!||. Der zweite
Faktor geht nach Definition der Ableltung gegen 0.
Damit ist gezeigt: g ist bei a total dlfferen21erbar mit Ableitung
D=—-B(a)"'- g—i(mg(a)).
Aus der Invertierbarkeit von 8F (a g(a)) folgt die Invertierbarkeit von 8F (:1: g(z))
fiir alle x aus einer Umgebung von a. Demnach ist g auch in dieser Umgebung g diffe-

renzierbar.
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Wir miissen noch zeigen, dass g k-mal stetig differenzierbar ist. Die Formel

Do) = (L egte)) - (w0 65)

zeigt, dass Dy stetig ist. Damit ist g € C*(V,R™). Angenommen, I’ € C*, und ange-
nommen weiterhin, wir hiitten bereits durch Induktion gezeigt, dass ¢ € C*¥~!. Dann
folgt aus (3.5), und der Kettenregel, dass auch Dg € C*~1. Aber das bedeutet eben
genau: g € CF. ]

Beispiel 3.12 — Wir betrachten auf dem R? die Funktion F(z,y, z) = 2% +y?+ 2% —
72 mit 7 > 0. Die Gleichung F(x,y, z) = 0 beschreibt eine Sphire vom Radius 7. Ist

(20, Yo, 20) ein Punkt der Sphire mit zg # 0, so ist

oF
a(xo,yo,zo) =229 # 0,

also invertierbar. Es gibt also eine Umgebung U von (9,%0) € R?und g : U — R mit
2% + 9% + g(x,y)? = r? fir alle (z,y) € U. GemiB Satz 3.11 ist g auf U unendlich

oft differenzierbar, und

_ X
Dg(x()ayo) = _(QZO) 1, (2%0 2y0> = (—0 — yO)
20 20

Kontrolle: Wir wissen, dass fiir zg > 0 die Funktion g durch

g(x,y) = /r? —a? —y?

gegeben ist. Es ist leicht, die partiellen Ableitungen von g direkt auszurechnen:

dg 1 1 T
g9 - .= (=)= —
Oz (@) 2 r2 —x2 — g2 (=22) g(z,y)
und analog
@(w y)=——"
ay’ g(z,y)

Beispiel 3.13 — Wir betrachten die auf R? definierte Funktion
F(z,y) =y —ze™.

Die partielle Ableitung nach y ist

OF B > oy
a—y(x,y)—l - ey,

Fiir jeden Punkt (x9,y0) € F~1(0) = {(z,y) € U | y = e} mit 1 # x3e®ov

existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen 3.10 eine kleine Umgebung V' von
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o und eine C*°-Funktion g : V — R mit g(x0) = yo und g(x) = ze"9(*). Nach Satz
3.11 berechnet sich die Ableitung von g auf die folgende Weise:

oy Blese) et v
%—Z(m,g(x)) 1—a2. e e~ — g2’

Bemerke: Die Bedingungen 0 = F(x,y) und 0 = %—5(3;, y), also 0 = y — ze*¥ und
0=1—z2e* sind gleichzeitig nur dann erfiillt, wenn y = % alsoy=e-x,x = ﬁ,
y = +/e. D.h. nur im Punkt (ﬁ, \/é) lasst sich y = xe™ nicht nach y auflosen.

3.4 Satz von der lokalen Umkehrbarkeit

Definition 3.14 — Es seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X —

Y heiflt Homdomorphismus, wenn gilt:
1. f ist bijektiv,
2. fund f~! sind stetig.

In diesem Falle heilen X und Y hom6omorph. In Zeichen: X ~ Y.

Bemerkung 3.15 — 1. In der Analysis [ haben wir bewiesen: Sind I, J C R Intervalle
und ist f : I — J stetig und bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f=!: J — I
stetig. Demnach ist f automatisch ein Homdomorphismus.

2. Im allgemeinen reichen die Annahmen ,,f stetig und bijektiv‘ nicht aus, um zu
schlieBen, dass auch f~1 stetig ist. Hier ist ein Gegenbeispiel:

Essei X = {(0,1)}U{(t,0) |t € (0,1]} CR?und Y = [0, 1].
Die Abbildung f : X — Y, (x,y) +— z, ist bijektiv und stetig. Aber die Umkehrabbil-
dung f=!: Y — X ist nicht stetig: die Folge =, = %, n € N, hat in y den Grenzwert
0, aber

_ 1 _
£ = (3.0) = 0.0 £ 0.1) = )
3. Eine der wenigen allgemeinen Situation, wo der Schluss
,.stetig + bijektiv = homdomorph*

doch gilt, ist durch den folgenden Satz beschrieben:

Satz 3.16 — Es sei X kompakt, Y Hausdorffsch und f : X — Y bijektiv und stetig.

Dann ist f ein Homdomorphismus.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass f~! stetig ist. Es sei U C X offen. Dann ist A =
X — U abgeschlossen, also nach Lemma 1.66 kompakt. Wir haben friiher gezeigt, dass

Bilder kompakter Raume in Hausdorffrdumen kompakt (Satz 1.72) und abgeschlossen
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(Lemma 1.66) sind. Insbesondere ist f(A) C Y kompakt und abgeschlossen. Da f
bijektiv ist, folgt, dass

(fH7HU) = f(U) = f(X\A) =Y\ f(4)
offenin Y ist. Da U C X eine beliebige offene Menge war, ist f ! stetig. (]

Der folgende Satz ist von fundamentaler Bedeutung:

Satz 3.17 (Invarianz der Dimension) — Es seien U C R™ und V' C R™ offene nicht-

leere Teilmengen. Dann gilt:

U~V = n=m.

Bemerkung 3.18 — Der Beweis dieser einleuchtenden Behauptung ist erstaunlich
schwierig und wird gewohnlich im Rahmen der Algebraischen Topologie gefiihrt. Sind
die Abbildungen

fU-V g V-SU

dagegen nicht nur stetig, sondern auch noch differenzierbar, so ist der Beweis leicht:
Esseia € Uund b= f(a) € V. Aus den Beziehung g(f(z)) = z firallex € U
und f(g(y)) = y fiiralle y € V folgt mit der Kettenregel

Dg(b) o Df(a) = In , Df(a) o Dg(b) = I.

D.h. Dg(b) und D f(a) sind zueinander inverse lineare Abbildungen. Ein einfaches

Argument der Linearen Algebra zeigt, dass dies nur moglich ist, wenn n = m.

Das motiviert die folgende Definition:

Definition 3.19 —

1. Es seien U,V C R" offene Mengen und f : U — V stetig differenzierbar. f

heiBt Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und f ! stetig differenzierbar ist.

2. Essei U C R" offen und f : U — R" differenzierbar. f heiflit lokaler Diffeo-
morphismus, wenn es zu jedem Punkt b € U offene Umgebungen W von b in U
und V von a := f(b) in R™ gibt derart, dass f|w : W — V ein Diffeomorphis-

mus ist.

Satz 3.20 (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit) — Es sei U C R"™ eine offene Men-
ge, b € U ein Punkt und f : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung. Die

folgenden Aussagen sind dquivalent:
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1. Es gibt eine offene Umgebung W von b in U so, dass
flw:W—=V.=f(W)cCR"
ein Diffeomorphismus ist.
2. Df(b) € Hom(R"™, R"™) ist invertierbar.
Beweis. 1. = 2.: Ist g := (f|w)~! : V — W die Umkehrabbildung, so folgt mit der
Bezeichnung a := f(b), dass
Dg(a)o Df(b) = I, = Df(b) o Dg(a).
Also ist D f(b) invertierbar.
2. = 1.: Wir betrachten die C'-Abbildung
F:R"xU—->R", (z,y) —x— f(y).
Mit a := f(b) folgt:
() F(a,b)=0
(i) %—5((1, b) = —D f(a) ist invertierbar.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es offene Umgebungen V' von a in R"
und W von b in U und eine C'-Abbildung g : V — W derart, dass fiir alle z € V und
y e W gilt:
y=g@) & Fly=0 & z=[(y).

Nun ist f stetig, also W = f~1(V) N W offen. Es folgt: g(V) ¢ W, f(W) C V und
go flw =1idw , flw o g = idy. Das war zu zeigen. ]

Folgerung 3.21 — Ist f : U — R" stetig differenzierbar, und ist D f(b) invertierbar
firalleb € U, soist f(U) C R™ offen und f : U — f(U) ein lokaler Diffeomorphis-

mus.

Definition 3.22 — Es sei U C R"™ offen und f : U — R" differenzierbar. Fiir jedes
b € U heifit

det.J f(b) = det (gi; (b))

die Jacobi- oder Funktionaldeterminante von f in b.

Beispiel 3.23 (Polarkoordinaten) — Es sei

P:RogxR — R?

(r,o) +—  (rcose,ssiny)
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Die Jacobimatrix ist

JO(r, ) = (cos @ —rsin ga)

sinp  rcose

und die Funktionaldeterminante
detJ®(r,p) =1 # 0.

Demnach ist @ ein lokaler Diffeomorphismus. Das Bild von & ist die offene Menge
R?\ {(0,0)}. Die Abbildung @ ist aber weit davon entfernt ein Diffeormorphismus
von R-g x R auf R? \ {(0,0)} zu sein, denn ® ist 27r-periodisch in der Variablen ¢,

also nicht injektiv.

3.5 Extrema mit Nebenbedingungen

Satz 3.24 — Es sei U C R offen, F € C*(U,R¥) und X = F~1(0) C U. Ferner sei
c € X ein Punkt, in dem die Jacobimatrix JF maximalen Rang k hat. SchlieSlich sei
f € CL(U,R). Besitzt f|x in c ein lokales Extremum, so existieren Ay, ..., \; € R
so, dass

gradf(c) = AigradFi(c) + - - - + A\pgrad Fi(c).

Die Koeffizienten \; heiBen Lagrangemultiplikatoren'®.

Die transponierten Zeilen der Jacobimatrix sind genau die Gradienten
gradFy(c), ..., gradFy(c)

der Komponentenfunktionen von F'. Die Maximalititsbedingung an den Rang von J F'
ist also dquivalent zu der Forderung, dass die Vektoren gradF;(c), 7 = 1,...,k, linear

unabhingig sind.

Beweis. Nach Voraussetzung hat die Matrix JF'(¢) Rang k. Daher existieren Indizes

J1 < - < Jk S0, dass die Matrix

oF,
Z <c>)
(85%, i0=1,...k

)

invertierbar ist. Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dass dies die k£ letzten
Koordinaten n — k£ + 1,...,n sind. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt
es offene Umgebungen V' von (c1,...,¢,—k) und W von (¢p—g41,- .-, ) und eine

differenzierbare Abbildung g : V' — W mit den folgenden Eigenschaften:
O VxWcU

(i) Firalle (z,y) € V x Wgilt: F(z,y)=0 < y=g(x)

16Joseph de Lagrange, * 25. Januar 1736 in Turin,  10. April 1813 in Paris
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(iii) Dg(x) = — (DF” (z,g(a:)))il . DF’(:c,g(x)),

wobei DF' = DF | R**@0und DF"” = DF | 0 @ R”.
Insbesondere ist die Abbildung

h:V — XNV xW)
z = (2,9()

ein Homéomorphismus. Daraus folgt: Ist ¢ = (a, b) ein lokales Extremum von f|x, so
ist a ein lokales Extremum von f o h. Aus dem iiblichen Kriterium fiir kritische Stellen

und mit Hilfe der Kettenregel erhélt man das folgende notwendige Kriterium:

0 = D(foh)(a) = Df(a,b)- Dh(b)

I )
= Df(a,b)o
fla.9) (Dg(b)
= D'f(a,b) + D" f(a,b) o Dg(b)
= D'f(a,b)— D"f(a,b)o (D"F(a,b)) " oD'F(a,b).  (3.6)
(3.7
Diesen etwas unhandlichen Ausdruck kann etwas vereinfachen. Dazu setzen wir

D" f(a,b) - (D"F(a,b)) "

= (A1,...,\p) € RIXF (3.8)
Indem wir von rechts mit D" F'(a, b) multiplizieren, erhalten wir

D" f(a,b) = (\1,...,\x) - D" F(a,b), (3.9)
und indem wir (3.8) in (3.6) einsetzen, auch noch

D'f(a,b) = (M\1,..., ) - D'F(a,b). (3.10)
Wir kénnen nun (3.9) und (3.10) so zusammenfassen:

Df(a,b) = (Ai,...,\) - DF(a,b).

Wir konnen auf beiden Seiten transponieren. Dann liest sich diese Gleichung als eine

Aussage iiber die Gradienten:

gradf(c) = Ajgrad Fi(c) + -+ Ak Fr(c).

Beispiel 3.25 — Wir betrachten die Funktion

F(zy,...,zp) =21+ - +x, — 1
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auf R”. Die Niveaumenge X = F~1(0) C R" ist die Hyperebene, die durch alle
Einheitsvektoren geht. Es sei U = (Rs()™. Weiter sei

f:U—=R, flag,...,20) =21 ... Tp.

Dann gilt f(x) > 0 fiirr alle # € U, und f(x) = 0 genau dann, wenn x; = 0 fiir ein
1=1,...,n.

Insbesondere nimmt die Funktion f auf A := X N U ihr Maximum an, und zwar
irgendwo in AN U. Es sei ¢ € A N U eine Maximalstelle fiir f|A. Nach der Multipli-

katorenregel existiert ein A € R mit
gradf(c) = A gradF(c).
Nun errechnet sich der Gradient von f wie folgt:
gradf(c) = (ca...CnyC1C3 .« . Cpyev ey C1 o Cpt),
wihrend der Gradient von F' sehr einfach ist:
gradF(c) = (1,1,...,1).

Das ergibt die Bedingung
Cy...Cp

=A
Ci
fiir alle 7, d.h.
== — Co...Cp
1 n 2\
Da fiir cauch 0 = F'(¢) = >_ ¢; — 1 gelten muss, folgt ¢y = -+ = ¢, = 1/n.
Fiir einen beliebigen Punkt (z1, ..., z,) € X ergibt sich zwangslaufig:
1
1. .xn=flx)< flc)=c1...cn = =

Istnun y € (R>0)", y # 0, beliebig und s = Y~ y; > 0, so ist Ty ein Punkt in X. Es
folgt:

wom 1

s s — n"
und hieraus:
S 1
VYl Yn <-—= *(y1+"'+yn)'
non

Das ist die Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel.

Satz 3.26 (Hauptachsentransformationssatz) — Es sei B € M, (R) eine symmetri-
sche Matrix. Dann existieren Vektoren vy, ...,v, € R"™ mit den folgenden Eigen-

schaften:

1. Fir alle i, j gilt: (v;,vj) = 0;;. D.h. die Vektoren bilden eine Orthonormalbasis.
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2. Fiir alle i ist v; ein Eigenvektor von B zu einem Eigenwert \;, d.h. es gilt Bv; =

)\7;’[)1‘.
Beweis. Wir konstruieren die (v;, A;) induktiv. Wir nehmen also an, es sei k € {0, ..., n—
1} und es seien schon Vektoren vy, ...,v; € R™ und Zahlen Aq,..., \; € R mit den

folgenden Eigenschaften gefunden:
1) < Vi, Vj >= (517 VZ,] < k.

Falls k£ = 0, sind diese Bedingungen leer, also aus trivialen Griinden erfiillt.

Die Beweisidee besteht darin, die Funktion
b:R" - R, b(x)=2z'Bx
unter den Nebenbedingungen
0= F(z) = [|l=]* - 1
und
0=F(z) :=<uz,v;> firi=1,... k

Zu maximieren.
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren v, .. ., vy linear unabhingig, al-
o)
H :=ker FiN---Nker F},

ein Untervektorraum der Dimension n — &k > 0. Die Menge S aller Punkte im R”, die

alle Nebenbedinungen erfiillen, ist eine Sphire der Dimensionn — k — 1 > 0:
S:={zeR|F(z)=F(z) == F(z) =0} = S 'NH.

Insbesondere ist .S nicht leer, abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt. Die Funk-
tion b| g nimmt darum ihr Maximum in einem Punkt an, etwa in z.

Wir verifizieren zunéchst, dass die Bedingung fiir die Anwendung des Satzes iiber
Extrema unter Nebenbedinungen, d.h. die Multiplikatorenregel, erfiillt sind. Dazu miis-
sen wir die Gradienten von F und der F; in z bestimmen.

Man rechnet leicht nach, dass
gradb(z) = 2Bz, grad F(z) =2z, grad F;(z) = v;.

Nach Konstruktion stehen die Vektoren vy, ..., v, 2z paarweise senkrecht aufeinan-

der, sind also insbesondere linear unabhingig.
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Die Multiplikatorenregel ist demnach anwendbar und spendiert uns Zahlen p, pi1, . . ., fig

mit der Eigenschaft, dass
grad b(z) = pgrad F(z) + pigrad Fi(2) + ... + pggrad Fi(z),

oder ausgewertet:

2Bz = pz + piv1 + ...+ pvg.

Wir bilden das Skalarprodukt mit v;. Da z und v;, j # 1, auf v; senkrecht stehen, bleibt
wenig librig:

2(B z,v;) = pivi, vi) = ps.

Wegen der Symmetrie von B und weil v; ein Eigenvektor von B ist, weily man auf3er-

dem noch, dass
(Bz,v;) = (2, B'v;) = (2, Bv;) = (2, Aiv;) = \i(z,v;) = 0.
Daraus ergibt sich p; = 0 fiiralle < = 1, ..., k. Wir konnen folgern, dass
2Bz = pz.

Setzen wir jetzt noch vy = z und Ag41 = % 1, so haben wir den Induktionsschritt

erfolgreich abgeschlossen. U
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4 Differentialgleichungen

4.1 Elementare Losungsmethoden

Definition 4.1 — Es sei U C R" "2 eine offene Menge und F : U — R eine stetige
Funktion. Unter einer gewohnlichen Differentialgleichung der Ordnung n versteht man

eine Gleichung der Form
F(t,y,y,...,y™)=0.

Eine Losung dieser Differentialgleichung ist eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ :

I — R, I ein Intervall, die die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. Firallet € Tist (¢,¢(t), ¢’ (t),...,¢™(t)) € U,
2. und fiiralle t € I gilt F'(¢,(t), ¢'(t),..., 0™ (t)) = 0.

Manchmal kann man F nach y(") auflésen: Eine Gleichung der Form

y™ = flty gy )
mit stetigem f heiflt explizite Differentialgleichung der Ordnung 7.

Wir betrachten im folgenden nur explizite Differentialgleichungen.

Beispiele 4.2 — 1. y' + 2ty = 0 ist eine explizite Differentialgleichung 1. Ordnung.
Fiir jedes ¢ € R ist die auf R definierte Funktion ¢(t) = ¢ e~ eine Losung, wie man
durch Einsetzen verifiziert.

2. Die Losungen der Differentialgleichung v’ — f(¢t) = 0, f : [a,b] — R stetig, sind
genau die Stammfunktion von f: ¢(t) = ¢+ f; f(s)ds mit einer Konstanten ¢ € R.

Differentialgleichungen treten bei der Beschreibung dynamischer Grofen auf. Es
ist hilfreich, sich unter dem Parameter ¢ die Zeit vorzustellen. Die Funktion y(t) be-
schreibt die zeitliche Entwicklung einer Messgrofie y, die vom Wert der GroBe selbst
zum Zeitpunkt ¢ wie von dulleren Einfliissen abhingt. Typische Beispiele sind etwa die
Temperatur T eines heiBen Korpers in einer kithleren Umgebung der Temperatur 7",

der um so langsamer abkiihlt, je kleiner die noch bestehende Temperaturdifferenz ist:

oder die Méchtigkeit z einer Tierpopulation, deren Vermehrungsrate von der Zahl der
bereits vorhandenen Tiere ebenso abhingt wie von dufleren Dingen, wie etwa vorhan-
denden Réubern x(t):

2(t) = 2(t) (a — B (t)).
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In anderen Fillen beschreiben die Naturgesetze nicht unmittelbar die Anderungsge-
schwindigkeit einer Grofle, sondern die Beschleunigung, etwa wenn s die Auslenkung
eines Pendels der Fadenlénge ¢ bei Erdbeschleunigung g, bezeichnet:

s(t) = —g?os(t).

In allen diesen Fillen ist die zeitabhingige Funktion nicht allein durch die Differen-
tialgleichung bestimmt, sondern eine Losung wird erst durch die Wahl von Anfangs-
bedingungen festgelegt. In diesen Beispielen etwa die Temperatur oder die Population
zu einem festen Zeitpunkt. Im Falle des Pendesl miissen wir die Auslenkung und die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢y angeben. In den Beispielen 4.2 war die Losung be-
stimmt bis auf eine Konstante ¢, die einmal als Faktor und einmal als Summand auftrat.
Durch geeignete Wahl der Konstanten wird die allgemeine Losung an eine bestimmte

Anfangsbedingung angepasst.

Beispiel 4.3 — Die lineare Differentialgleichung v’ + a(t)y + b(¢) = 0.

Eine Differentialgleichung heif3t linear, wenn

F(t,y s y™)

nur linear von y, v/, ..., y(™ abhingt, d.h. wenn es stetige Funktionen ay, . . ., a,, gibt
darart, dass

F=ao(t)y+ -+ an(t)y™.

Wir werden spiter den allgemeinen Fall eingehender studieren und betrachten hier zum
Aufwirmen erst einmal den Fall der Ordnung n = 1.

Es seien also a, b : I — R stetige Funktionen. Die Gleichung
Y +a(t)y +b(t) =0

heit homogen, wenn b(t) = O fiir alle ¢ € I, und andernfalls inhomogen.

1. Der homogene Fall. Angenommen, ¢ : I — R ist eine Losung der homogenen

Differentialgleichung
y' +a(t)y = 0. 4.1

mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € I. Dann gilt:

—a(t) = = (log o ¢)'(t).
®
Wir wihlen einen Anfangswert ¢y € I. Durch Integrieren dieser Gleichung erhalten
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wir

- / a(s)ds = / (log o) (s)ds
= log (¢(t)) —log (¢(to))

- o (;(tt)>)

(1) = plto) - exp (— / a(s)ds) |

Wir hatten bei der Herleitung dieser Gleichung angenommen, dass ¢ eine Losung ist.

und

Wir drehen den Spiel um und definieren uns eine Funktion durch

Qo(t) := exp (— /t: a(s)ds> . (4.2)

Satz 4.4 — 1. Die durch (4.2) definierte Funktion p ist eine Losung der homogenen
Differentialgleichung (4.1).
2. Jede Losung von (4.1) hat die Gestalt ¢ = cypy fiir eine geeignete Konstante c € R.

Beweis. Dass ¢q eine Losung ist, rechnet man durch Differenzieren und Einsetzen in
die Differentialgleichung leicht nach.

Offenbar hat diese Losung die Eigenschaft, dass o(t) # O fiir alle ¢ € I. Ange-
nommen, ¢ : I — R ist eine beliebige andere Losung. Wir setzen 1 (t) := ¢(t)/¢o(t).
Wir differenzieren v nach der Quotientenregel und verwenden, dass sowohl ¢ wie auch

o Losungen der Differentialgleichung sind:

w’<t)=<¢)/<t) _ P Be(t) — o) ()

%o wo(t)?
_a®)e(®)eo(t) — p(t)at)po(t)
®o(t)?
= 0.

Die Rechnung zeigt, dass () konstant ist, d.h. es gibt ein ¢ € R derart, dass p(t) =
cpo(t). O

2. Der inhomogene Fall. Wir betrachten die inhomogene Differentialgleichung
Y+ a(t)y(t) = —b(t). (4.3)

Man 16st diese Differentialgleichung mit der etwas paradox klingenden Methode der
,, Variation der Konstanten.

Ist g (t) := exp ( ft ds) und 1) eine Losung von (4.3), so ist
c(t) = ¥(t)/po(t)
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eine C!-Funktion auf 1. Wir machen also den Ansatz
P(t) = c(t) - po(t).
Differenzieren ergibt:
V(L) = (t) - po(t) + c(t) - ¢p(t).
Wenn 1) eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung sein soll, so muss gelten:

—b = V' 4ap = g+ o+ acpo
= o+ cley +ape) = cpo.

Das bedeutet:

Wir finden ¢ durch Integrieren:

c(t) = e(ty) — /t ;0((83) ds

Wiihlen wir ¢(t) = 0, so erhalten wir eine Losung

Yo(t) := —po(t) - / § ) (4.4)

to vo(s)

der inhomogenen Gleichung. Zusammengefasst erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 4.5 — Bezeichen g und v die in (4.2) und (4.4) definierten Funktionen, so ist
fiir jedes c € R die Funktion

Yo(t) + cipo(t)

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.3), und jede Losung hat diese

Form.

Beweis. Zunichst rechnet man nach, dass Funktionen der angegebenen Form die in-
homogene Differentialgleichung tatsichlich 16sen. Ist umgekehrt () eine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung, so ist u(t) — 1o(t) eine Losung der homogenen

Differentialgleichung. Es existiert daher nach Satz 4.4 ein ¢ € R derart, dass

u(t) — o(t) = cpo(t).

Das war zu zeigen. O
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Der folgende Sprachgebrauch ist iiblich: Man bezeichnet die Funktion v als eine
spezielle Losung der inhomogenden Differentialgleichung. Dabei ist an ¥y nichts Spe-
zielles, jede andere Losung der inhomogenen Differentialgleichung wiirde denselben
Zweck erfiillen. Jede Wahl einer speziellen Losung 1)y zusammen mit einer allgemei-
nen Losung cpp, ¢ € R, der homogenen Differentialgleichung liefert eine allgemeine

Losung vy + cpg der inhomogenen Differentialgleichung.
Beispiel 4.6 — Wir betrachten die inhomogene Differentialgleichung
y +ysin(t) —sin®(t) =0, teR.

Das homogene System y’ 4 y sin(¢) = 0 hat die Losung

t
@o(t) = exp (—/ sin(s)ds> — ecos(t)
w/2

Variation der Konstanten verlangt die Berechnung des Integrals

t o3 ¢ 2
_ 1—
co(t) = —/ %()S)ds = / 070(5)(3) sin(s)ds

to eCOS S to eCOS S

cos(t)
(Substitution z = cos(s)) = —/ (1 —z)e ®dx
cos(to)
. . 9 cos(t)
(partielle Integration) = —(x+1)%
cos(to)
(mit tg = ) = —(1+cos(t))?e®),

Es ist also ¢ (t)po(t) = —(1 + cos(t))? eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-

chung und
—(1 + cos(t))? 4 ce™ ) ceR

die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

Beispiel 4.7 — Exakte Differentialgleichungen
Eine Differentialgleichung

g(t,y) -y + f(t,y) =0, 4.5
mit stetigen Funktionen f,g : U — R, U C R? offen, heifit exakt, wenn es eine

C!-Funktion F : U — R mit der Eigenschaft

oF

0
G tt) = (t.y) wnd () = ft) 6

gibt.
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Satz 4.8 — Ist (4.5) eine exakte Differentialgleichung und ist F' eine Funktion mit der
Eigenschaft (4.6), so ist jede Losung von (4.5) eine Losung der impliziten Gleichung

F(t,p(t)) =C 4.7
fiir eine bestimmte Konstante C' und umgekehrt.

Beweis. Lost ¢ : I — U die Gleichung (4.7), so folgt durch Differenzieren nach der

Kettenregel, dass
oF OF

/
— 4+ —(t
5 g ° (t)
und das bedeutet gerade, dass ¢ die Differentialgleichung 16st.

:O7

Lost umgekehrt ¢ die Differentialgleichung, so zeigt die gleiche Rechnung, dass
die Ableitung der Funktion ¢ — F(¢, ¢(t)) in jedem Punkt verschwindet, also F'(¢, ¢(t))

konstant sein muss. ]

Bemerkung 4.9 — Damit ist die (exakte) Differentialgleichung in eine implizite (ge-
wohnliche) Gleichung iiberfiihrt worden. Sie ist damit noch nicht wirklich geldst. Ob
man die Losung im tiblichen Sinne hinschreiben kann, hingt von der Gestalt der impli-
ziten Gleichung ab, die dabei herauskommt. Uber die grundsitzliche Losbarkeit impli-

ziter Gleichungen, haben wir im letzten Abschnitt der Vorlesung Sétze bewiesen.

Es bleibt auBerdem noch das folgende Problem. Wie kann man einer Gleichung
ansehen, ob sie exakt ist, und wie findet man in diesem Falle eine Funktion F' mit
den verlangten Eigenschaften? Zumindest ist diese Funktion, wenn sie existiert, lokal
eindeutig bis auf eine additive Konstante: Denn angenommen, F und F, wiren zwei
auf U definierte Funktionen mit (4.6). Dann verschwinden alle partiellen Ableitungen
der Differenz I} — F5. Die Differenz ist daher lokal konstant.

Lemma 4.10 — Eine notwendige Bedingung dafiir, dass die Differentialgleichung

g(t,y) -y + f(t,y) =0

mit Funktionen f, g € C1(U,R), U C R?, exakt ist, ist die Identitt

99 _of
E(tvy) - @(tvy)

fiir alle (t,y) € U.
Beweis. Angenommen, F erfiillt (4.6). Da f und g stetig differenzierbar sind, ist F'

zweimal stetig differenzierbar, und nach dem Satz von Schwarz gilt

_O*)F  *F 99 of

T otdy  oyot ot oy
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Wir nehmen im folgenden an, U C R? sei eine offene Menge, und f,g : U — R

seien stetig differenzierbare Funktionen, die der notwendigen Bedingung

(ty) = g—iu,w 48)

99
ot
fiir alle (t,y) € U geniigen. Es sei (t9,yo) € U ein Punkt und es seien £, > 0 so
gewihlt, dass das offene Quadrat V' := U.(to) x U,(yo) noch ganz in U liegt. Wir

definieren auf V' die Funktion
t Y
Ftw) = [ frirs [ glto,o)de. (49)
to Yo

Wir finden durch Differenzieren nach ¢ geméd dem Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung:

0
%(ty) = f(t7y)>

und durch Differenzieren nach y:

OF Lof
a(t,y) =) @h y)dr + g(to,y)
t ag
Substitution von (4.8) = 5(7, y)dr + g(to, y)
to
= g(t,y).

Das bedeutet, dass die notwendige Bedingung (4.8) auch hinreichend fiir die Exakt-
heit der Differentialgleichung ist, zumindest auf der unter Umstinden kleineren Menge
V C U, und dass durch (4.9) eine Funktion F' mit der Eigenschaft (4.6) gegeben ist.

Beispiel 4.11 — Die Koeffizientenfunktionen der auf R? definierten Differentialglei-
chung
2ty + (y* +4t3) = 0 (4.10)

erfiillen die notwendige Bedingung (4.8), denn

9 — _ Q 2 3
a(Qyt) =2y = 8y( + 4t°).

Die Funktion

t Y
/(y2+47'3)d7' + / 2tov dv

to Yo

YAt —to) + (t* — t5) + to(y® — yo)?
= Y+t — (y3to + o)

F(t,y)
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ist auf R? definiert. Die Losungen der Differentialgleichung (4.10) zum Anfangswert

(to,yo) entsprechen also den Losungen der impliziten Gleichung
v+ttt =,

mit der Konstanten C' = y2to + t4. Ich iiberlasse es jedem Horer zur Ubung, sich
klarzumachen, auf welchen Teilintervallen von R Losungen in Abhingigkeit von C'

definiert sind. Hier ist ein Bild einer Schar von Losungskurven:

Bemerkung 4.12 — Wir haben die Funktion F' in der oben beschriebenen Weise nur
fiir ein eventuell kleines Quadrat angegeben. Wenn man etwas genauer argumentiert,
kann man solche Funktionen auch auf Mengen von anderer Gestalt konstruieren. Tat-
sdchlich hidngt es nur von der topologischen Gestalt der Menge U ab, ob man ein F' auf
ganz U finden kann oder nicht. Wir werden diese Frage im Detail im dritten Semester
studieren. Grob gesprochen, darf U keine Locher enthalten. Wir betrachten hier nur ein

Beispiel, namlich die Differentialgleichung

z y/ . Yy _
x2+y2 x2+y2
Die Funktionen g(z,y) = 27z und f(z,y) = — =iz sind auf RZ\ {0} = U

definiert, aber haben im Ursprung einen Pol. Man iiberzeugt sich durch Differenzieren,

dass f und g die notwendige Bedingung

of _ 9
oxr Oz
erfiillen. Es gibt aber kein F', dass auf ganz U definiert ist und die Eigenschaft
oF OF
= = = = 4.11
o~ or f (4.11)

hat. Das kann man so sehen: Es sei V' = {(z,y) |y # Ooderz > 0}, dh. V ent-

steht aus U durch Entfernen der Punkte auf dem negativen Teil der z-Achse. Fiir
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jeden Punkt (x,y) in V definieren wir F(z,y) := ¢, wobei ¢ die eindeutig be-
stimmte Zahl in (—m,7) ist mit © 4+ iy = |z + iy|exp(ip). Die geometrische Be-
deutung von F ist also der Winkel zum positiven Teil der xz-Achse. Fir x > 0 gilt
F(zx,y) = arctan(y/x), fir y > 0 hat man F(z,y) = 7/2 + arctan(—z/y), und
fiir y > 0 schlieBlich F(x,y) = —n/2 — arctan(z/y). Man kann nachrechnen, dass
diese auf V' definierte Funktion (4.11) erfiillt. Eine auf ganz U definierte Funktion F'
mit (4.11) kann sich auf V nur durch eine Konstante von F unterscheiden. Aber die
Grenzwerte lim_« o F(—1,¢) und lim. ~o F(—1,¢) unterscheiden sich um 27, wih-
rend dieselben Grenzwerte fiir F' gleich sein miissen, weil F' nach Annahme stetig in
(—1,0) ist. Dann konnen sich ' und F nicht um eine Konstante unterscheiden.

Das Problem ist, dass U im Ursprung ein Loch hat.

4.1.1 Trennung der Variablen

Eine Differentialgleichung der Form

gy + f(t) =0 (4.12)

mit stetigen Funktionen f : V — R, g : W — R fiir offene Intervalle VW C R
nennt man eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Es handelt sich um
einen Spezialfall einer exakten Differentialgleichung. Fiir £y € V und yo € W setzen
wir

Flt) = [ f(rir+ / " g(w)de

Yo
fiirt € V undy € W. Dann gilt

oF oF
L = f(t), aiy =9(y)-

Nach den obigen Uberlegungen ist die Differentialgleichung mit der Anfangsbedin-

gung y(to) = yo dquivalent zu der impliziten Gleichung

/tt F(r)dr + /:, g(v)dv = 0.

Bemerkung 4.13 — Diese Bezichung ldsst sich leicht merken, wenn man die Leib-
nizsche Schreibweise y' = %’ benutzt und in (4.12) mit dt (?) multipliziert. (Achtung:
Wir konnen einer solchen Rechnung formal bisher keinen Sinn geben. Ich beschreibe

hier nur eine Merkregel!) Es entsteht:

f(t)dt + g(y)dy = 0.

Wir integrieren und erhalten

/t f(r)dr + /y g(v)dv = 0.

to Yo
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Beispiel 4.14 — Herr Galilei ldsst auf einem Turm der Hohe yg zum Zeitpunkt ¢y = 0
einen Stein fallen. Ist y(t) die Hohe des Steins iiber dem Erdboden, so geniigt y, wenn

wir den Luftwiderstand vernachldssigen, der Differentialgleichung

1

Yy = —9go-

Dabei ist gy die Erdbeschleunigung an der Erdoberflache. (Die Turmhéhe ist vernach-
lassigbar gegeniiber dem Erdradius.) Wir gewinnen y durch zweifaches Integrieren:

90

2.
2

y(t) = yo + vot —

Die Integrationskonstanten sind bestimmt durch die Anfangshohe, also die Turmhohe
Yo, und einer moglichen Anfangsgeschwindigkeit vy, die Herr Galilei dem Stein im
Augenblick des Loslassens noch mitgibt. Er konnte den Stein zum Beispiel nach oben
werfen, statt einfach loszulassen.

Wir verbessern unser Modell, indem wir den Luftwiderstand beriicksichtigen und
dabei annehmen, dass der Luftwiderstand proportional zum Quadrat der Geschwindig-
keit und der Geschwindigkeit entgegen gerichtet ist. Um mit dem Vorzeichen keine
Probleme zu bekommen, nehmen wir an, die Anfangsgeschwindigkeit sei vy = 0. Der
Stein beginnt also zu fallen, und es gilt v; < O fiir alle ¢ > . Die modifizierte Diffe-
rentialgleichung lautet nun

y" =)~ 90
mit einer Konstanten v > 0. Wir {iberfiihren diese Differentialgleichung zweiter Ord-
nung fiir y in eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Geschwindigkeit v =
y'. Haben wir diese geldst, gewinnen wir y durch Integration von v. Die Differential-
gleichung
v = —go

hat die triviale Losung

v(t) = const. = v := —1/go/7-

Dabei ist v, die Grenzgeschwindigkeit, bei der die Erdbeschleunigung und die Luftrei-
bung gleich grof sind und sich gegenseitig autheben. Falls v # 4., konnen wir die
Variablen in der Differentialgleichung durch Division von v? — g trennen. v(#) geniigt

der impliziten Gleichung (Anfangsbedingung v(0) = 0!)

v d t
/ 7210 = / dr =t.
0 YwT — 4o 0

Mit den Substitution 5 = /7/go und = Sw, und erhélt man hieraus:

1 0 g 1 1— 1
t= / * 5 = log pu =— artanh(0v).
V90 Jpu 1 — 2\/907 "1+ pv V907

81



Diese Gleichung kann man nach v auflosen und erhélt
v(t) = — /2 tanh(\/go7 t). (4.13)
Y

Fiir t — oo geht die rechte Seite gegen die Grenzgeschwindigkeit vy, (= —, /9,70.

Schneller kann man nicht fallen. Bei kleiner Reibung + ist das aber ziemlich schnell.

Beispiel 4.15 — Herr Verne schief3t seine Romanhelden mit einer Kanone auf den
Mond. Wie gro3 muss die Abschussgeschwindigkeit sein, damit das Projektil die Erd-
anziehung tiberwindet, und was ist die Flugbahn des Projektils? Wir machen die verein-
fachende Annahme, dass die Kanone senkrecht iiber Florida nach oben abgeschossen
wird. Wir bezeichnen die erreichte Hohe, gemessen vom Erdmittelpunkt mit z. Die
Anfangshohe zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist somit der Erdradius R. Die Erdbeschleunigung
nimmt nach dem Newtonschen Gesetz mit der Entfernung umgekehrt quadratisch ab
und betridgt somit in der Hohe = gerade

Pz goR?

dt? x?

(4.14)

Uns interessiert nur der aufsteigende Teil der Bahn. Fiir diesen ist 2:(¢) als Funktion der
Zeit monoton wachsend und die Geschwindigkeit v(¢) monoton fallend. Wir kénnen

also v als Funktion von z schreiben: v = f(x). Dann gilt nach der Kettenregel

d? d d
7 = = = @)= = f @) = f@)f (). (4.15)

Der Vergleich von (4.14) und (4.15) liefert die Differentialgleichung

goR?
-

it =

mit getrennten Variablen. Einmaliges Integrieren liefert:

/v:fdf—goR2/;Z§,

(=) (1),

Diese Gleichung hat eine einfache physikalische Interpretation: Nach Multiplikation

also explizit:

mit der Masse des Projektils steht links die Differenz der kinetischen Energien zum
Zeitpunkt ¢ und zum Zeitpunkt 0 und rechts die Differenz der potentiellen Energien
im Schwerefeld der Erde. Nach dem Energieerhaltungssatz miissen diese Differenzen

gleich sein. Wir 16sen nach v? auf:

v(t)? = v3 + 290 R? (g;(lt) - ]1%) .
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Hieraus sieht man zunéchst einmal: Ist die Anfangsgeschwindigkeit kleiner als vyi, :=
V2g0R(~ 11,25), so wird v(t) nach einer gewissen Zeit ¢ < oo Null, d.h. das
Projektil bleibt stehen und beginnt zuriickzufallen. Die Geschwindigkeit vy, ist die
Fluchtgeschwindigkeit.

Wir nehmen fiir die weitere Rechnung der Einfachheit halber an, es sei vg = vpin-

Dann gilt
9Ty — oty = V2R

Diese Differentialgleichung fiihrt auf die implizite Gleichung

x t
0 = /\/Edsf«ﬂgoR/ dr
R 0

2

= g(333/2 — R%?) — \/2¢goR1.

Nach einfachen Umformungen bleibt

o) = R <1+2,/2th)

Wi

iibrig.

4.2 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

Definition 4.16 — Ein explizites Differentialgleichungssystem 1. Ordnung in n Va-

riablen ist eine Gleichung der Form

Y = f(t,y),

wobei f : U — R" eine stetige Funktion und U C R x R" eine offene Menge ist.
Eine Losung dieses Systems zum Anfangswert (¢, y0) € U ist eine differenzierbare

Abbildung ¢ : I — R"™, wobei I eine Intervall mit ¢y € I ist, derart, dass fiir alle t € [
gilt: (¢, ¢(t)) € U und ¢'(t) = f(, ¢(1)).

Definition 4.17 — Es sei U C R" offen. Ein C*-Vektorfeld auf U ist eine k-mal stetig
differenzierbare Abbildung X : U — R™. Eine Integralkurve fiir X ist eine Abbildung
¢: I — U, I einIntervall, mit ¢/(t) = X (c(t)) fir alle t € 1.

Bemerkung 4.18 — Vektorfelder lassen sich, zumindest in zwei oder drei Dimensio-
nen, schon graphisch darstellen: Wir zeichnen zu einem Punkt y € U einen Vektorpfeil
X (y), der in y beginnt. Auf diese Weise entsteht ein Feld von Richtungen, dem man
den Verlauf der Integralkurven beinahe schon ansieht.

Das wird am folgenden Beispiel der sogenannten Lotka-Volterra-Differentialglei-

chung deutlich, die die zeitliche Entwicklung zweier Tierpopulationen modellieren
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soll, und zwar einer Réuber- und einer Beutepopulation. Es bezeichne y; (¢) die Grofie
der Beutepopulation zum Zeitpunkt ¢ und y(¢) die der Rduberpopulation. Wir betrach-

ten das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

Y= ayr — Yy
yé = —Bya + 0y1y2

mit Konstanten «, 3,v,d > 0. Die Interpretation dieses Modells ist etwa so: Das na-
tiirliche Wachstum der sich schnell vermehrenden Beutepopulation y; ist proportional
zur bereits vorhandenen Menge und wird gebremst nur durch die vorhandenen Réuber.
Umgekehrt hingt die Vermehrung der Rauber stark von der zur Verfiigung stehen-
den Nahrung ab und wird gebremst durch die natiirliche Sterblichkeit der Rauber. Die
rechte Seite des Differentialgleichungungssystems héngt von der Zeit nicht explizit ab.

Wenn wir der Einfachheit halber alle Konstanten gleich 1 setzen, so erhalten wir das

Vektorfeld
y1(1 — yo
X(y1,12) = < )>-
y2(y1 — 1)

Graphisch sieht dieses Vektorfeld wie folgt aus: Es sind fiir alle Punkte in einem Gitter
im rechten oberen Quadranten von R? zunichst der Punkt selbst eingezeichnet und
dann der an diesem Punkt angeheftete Vektor als einfache Strecke. Um eine gewisse
Ubersichtlichkeit zu erhalten, habe ich die Vektoren gegeniiber ihrer natiirlichen GroBe

gestaucht:
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Man sieht deutlich den Fixpunkt (y1,y2) = (1,1). Wenn beide Populationen zu ir-
gendeinem Zeitpunkt ¢ genau die Grofe 1 haben, so wird das auch fiir alle Zukunft
so sein, sofern keine Storungen oder zufillige Schwankungen auftreten. Wenn man

andererseits mit einem Punkt (y1,y2) # (1, 1) startet, so sicht man der Graphik an,
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dass eine Bewegung gegen den Uhrzeigersinn um den Fixpunkt herum beginnt. Die

durchgezogene Kurve ist eine Integralkurve.

Bemerkung 4.19 — Das Losen eines Differentialgleichungssystems und das Finden
von Integralkurven sind im wesentlichen dquivalente Probleme:

1.Ist X : U — R™ ein Vektorfeld, so ist ¢/(t) = X (c(t)) einfach ein Differential-
gleichungssystem, bei dem die Funktion f(¢,y) := X (y) nicht explizit vom Parameter
t abhingt, sozusagen ,,zeitunabhingig® ist. Ist umgekehrt f(¢,y) eine Funktion, die
von ¢ gar nicht wirklich abhéngt, sich also in der Form f(¢,y) = X (y) schreiben lisst,
so sind Losungen der Differentialgleichugn ' = f(¢,y) dasselbe, wie Integralkurven
zum Vektorfeld X (y).

2. Aber auch, wenn f (¢, y) von ¢ abhingt, kann man die Differentialgleichung ¢y’ =
f(t,y) umschreiben: Dazu fithren wir eine zusitzliche Variable s ein und betrachten

das Differentialgleichungssystem in (n + 1)-Variablen

<y:> = (f(sl’ y>> =: X(s,y) (4.16)

Die rechte Seite hiangt jetzt nicht mehr von ¢ explizit ab und definiert ein Vektorfeld
X : U — RY™ Ist () eine Losung der Gleichung y' = f(¢,y), so ist

_[e®)
0= ()

eine Losung von (4.16), und ist umgekehrt ¢ : I — R*" eine Losung von (4.16), so

ist (t) mit p(t); = 1(t); firi = 1,...,n, eine Losung von y' = f(¢,y).

4.2.1 Vorbereitungen

Satz 4.20 — Essei f : I = [a,b] — R™ stetig. Dann gilt

‘/abf(t)dtH g/ab | £(t)] dt.

Beweis. Es sei v 1= f:(t)dt € R™. Falls v = 0, ist nichts zu zeigen. Andernfalls sei

e :=v/||v||. Dann gilt

[ / bf(t)dtH = ol = (ve) = < / b f(t)dt,e>
= i/abfi(t)eidt = /ab<f(t),e>dt

b b
(Cauchy-Schwarz) < / 1FOI - llelldt = / IIf ()] dt.
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Satz 4.21 (Mittelwertungleichung) — Es sei U C R" offen und f : U — R" stetig
differenzierbar. Ferner seien yo und y; Punkte mit der Eigenschaft, dass y, := ty; +
(1 —1t)yo € U fiiralle t € U. Dann existiert ein t € [0, 1] so, dass

1f(y1) = f(yo)ll < IDf )l - [lyr — yoll-

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(t) = f(y:) fiir ¢ € [0, 1]. Mit dieser Bezeich-

nung gilt offenbar
1
Fon) = ) =91~ 9(0) = [ ()t
0
und ¢'(t) = D f(y:)(y1 — yo). Mit Satz 4.20 folgt

1£() — Fao)| < AHMWW

1
< /|Wﬂ%mwm—%wt
0

Iy = woll - sup{[[Df (ye) || | € [0, 1]}

IN

Das Maximum der Funktion ¢ — || D f(y;)|| wird irgendwo in [0, 1] angenommen, etwa

in ¢. Fiir diesen Wert gilt somit

1 (1) = Fwoll < 1D (yo)ll - lyr = woll-

Definition 4.22 — Es sei f : X — Y eine Abbildung von metrischen Raumen.

1. f heiBt Lipschitz!'’-stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt derart, dass

d(f(x), f(2)) < Ld(z,2')
fiir alle z, ' € X. L heiBt Lipschitz-Konstante fiir f.

2. f heiBt lokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem z € X eine Umgebung U gibt
derart, dass die Einschrinkung f|y : U — Y Lipschitz-stetig ist.

Bemerkung 4.23 — Es ist klar, dass jede Lipschitz-stetige Abbildung auch lokal Lipschitz-
stetig ist und dass jede lokal Lipschitz-stetige Abbildung stetig ist. Beide Umkehrungen
sind falsch:

1. Essei f : R — R die Abbildung f(x) = x2. Fiir jedes R > 0 ist die Einschriin-
kung von f auf die offene Menge Ur(0) Lipschitz-stetig mit Konstante 2R, denn fiir
x, 2’ mit |z, |2'| < R gilt:

[f(@) = f@'| =]z +a'| |z — 2| <2R|x —2|.

17Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, * 14.5.1832 t 7.10.1903.
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Andererseits ist f sicherlich nicht (global) Lipschitz-stetig, denn ist L > 0 irgendeine

Konstante, so gilt fiir x > L, dass
|f(z) = f(0)] = [z]> > L |z —0].

2. Die Funktion h : R — R, h(y) = 1/|y| ist stetig, aber in keiner Umgebung von
0 Lipschitz-stetig, denn fiir eine Nullfolge positiver Zahlen (y,,) gilt

== Q.

|yn‘ v |yn|

Beispiel 4.24 — Es sei f : R — R stetig differenzierbar. f ist genau dann Lipschitz-

stetig, wenn
L:=sup{|f'(z)| |z € R} < oo.

Denn fiir beliebige z, 2’ € R, x # 2/, existiert nach dem Mittelwertsatz ein Punkt y

zwischen z und z’ derart, dass

e

Falls L < oo, soist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Ist umgekehrt L = oo,
50 gibt es zu jeder Konstanten L > 0 ein 2 € R mit | f(2)| > 2L. Nach Definition des

Differentialquotienten existiert ein Punkt 2’ mit

flz) = f(=')

<L
Es folgt, dass
J— / ~
‘f(x) s
Tz —x -

Im Falle L = oo ist f also nicht Lipschitz-stetig.

Definition 4.25 — Es seien X, Y metrische Rdume und Z ein topologischer Raum.
Fernersei U C Z x X offenund f : U — Y eine Abbildung.

1. f heiBt Lipschitz-stetig beziiglich der zweiten Variablen, wenn es ein L > 0 gibt
derart, dass fiir alle (z, z), (z,2') € U gilt

d(f(Z,JI), f(Z,J}/)) <L d(x7$/)'
2. f heil3t lokal Lipschitz-stetig beziiglich der zweiten Variablen, wenn es zu je-

dem Punkt (z,x) € U eine Umgebung V' gibt derart, dass f|y Lipschitz-stetig

beziiglich der zweiten Variablen ist.
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Beispiel 4.26 — Es sei h : R — R eine stetige Funktion und f : R x R” — R"
gegeben durch f(z,y) = h(z)y. Dann ist f auf jedem Streifen I x R", wobei I
ein beschrinktes Intervall ist, Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen mit Lipschitz-
Konstante

Ly :==sup{|h(t)| | t € I}.

Man beachte, dass das Supremum < oo ist, weil das abgeschlossene Intervall T kom-
pakt ist. Die Funktion f ist aber nur dann (global) Lipschitz-stetig, wenn h beschriankt

ist.

Satz 4.27 — Essei U C R x R™ offen und f : U — R™ eine Abbildung. Fiir jedes
t € R sei f; := flu, stetig differenzierbar, Uy := U N ({t} x R™), und die Ableitung

0
a—gjj : U — Hom(R",R™), (t,y) — Df:(y)

sei stetig. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig beziiglich y.

Beweis. Es sei ein Punkt (¢g,yo) vorgegeben. Dann existiert ein n > 0 so, dass die

kompakte Menge

K :=T,(to) x Uy(yo)

in U liegt. Da K kompakt und g—f stetig ist, nimmt die Funktion ||%|| auf K ihr
Y Y

Maximum an. Wir setzen
0
L:= 1+max{ Ha—zH ‘(t,y) € K}.

Fiir alle (¢, y) und (¢, y’) existiert nach der Mittelwertungleichung fiir f; ein § = sy +
(1—3s)y, s €l0,1] mit

0
1y — Pt < H(;;(t,g)H Ay =yl <Ly — vl

Demnach ist f; Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. (]

4.2.2 Das Iterationsverfahren

Wir wollen in diesem Abschnitt Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Losungen eines

Differentialgleichungssystem
y' = f(t.y) (4.17)

mit Anfangsbedingung
y(to) = wo (4.18)

geben. Wir machen iiber die Ausgangsdaten die folgenden Annahmen:
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1. U C R x R™ ist eine offene Menge, (to,yo) € U,

2. und f : U — R ist eine stetige Funktion, die in der zweiten Variablen lokal

Lipschitz-stetig ist.

Die Methode fiir das Auffinden einer Losung ist konstruktiv und geschieht nach dem
Iterationsverfahren von Picard'3-Lindel6f'®. Die Grundidee besteht darin, dass ¢ genau
dann eine Losung der Differentialgleichung mit den gegebenen Anfangsbedingungen
ist, wenn ¢ der Integralgleichung

o) =vo+ [ f(s,p(s))ds

to
geniigt. Diese Gleichung hat die Form einer Fixpunktgleichung, kann also iterativ an-

gegangen werden: Ist ¢ bereits eine Niaherungslosung, so sollte

() (t) = yo + / f(s,(s))ds

eine bessere Losung als v sein. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung wird letzt-
lich durch eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes garantiert. Wir beginnen

mit einem Beispiel, dass die Konstruktion illustrieren soll:

Beispiel 4.28 — Es sei die Differentialgleichung
/
y =2ty

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 vorgelegt. Wir definieren rekursiv Funktionen
¥y : R — R fiir n € Ny durch

Po(t) =1, firallet € R

und .
Gra(t) = 1= [ 250, (s
0

fiir n € Ny. Man rechnet leicht nach, dass die ersten fiinf Funktionen wie folgt gegeben

sind:
d)O(t) = 17
Pi(t) = 1—12,
1
¢2(t) = 1- t2 + §t47
1 1
t) = 1—t>4 -ttt — 4"
¢3( ) + 2 6 )
1 1 1
) = 1—t24=t*— =5+ —¢8.
Ya(?) *3 6" Ty

18Charles Emile Picard, % 24.7.1856 1 11.12.1941.
19Ernst Leonard Lindelof, * 7.3.1870 1 4.6.1946.
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Diese Funktionenfolge konvergiert auf jedem kompakten Intervall gleichméBig gegen
die Losung v(t) = exp(—t?). Das folgende Bild zeigt die Losungsfunktion und die

ersten elf Approximationen.

v

Man beachte, dass die Funktion f(t,y) = —2ty auf jedem Streifen J x R, wo J ein
beschrinktes Intervall ist, Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen ist, aber nicht auf

R x R. Das heif3t, f ist lokal Lipschitz-stetig, aber nicht global.

Ich stelle im folgenden die Beweisargumentation der Formulierung der Sitze von
Picard-Lindel5f ausnahmsweise voran, weil ich die Beweismethode mit kleinen Ande-
rungen fiir mehrere Sitze brauche.

Es sei ein Punkt (tp,y0) € U gegeben. Indem wir U gegebenenfalls durch eine
kleinere Umgebung von (tg, yo) ersetzen, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass f auf U Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0 ist.

Wir wihlen 7 und R mit0 < r < cound 0 < R < o0 so, dass die Menge

K :={(t,y) e Ut — toll <7 lly — woll < R}

noch ganz in U liegt. Dann ist entweder R = oo, und wir definieren eine Konstante
lo := min{r, 5+ }, oder R < oc. Im letzteren Fall ist K abgeschlossen und beschrénkt

in R'*™, also kompakt, und die Funktion f ist auf K beschrinkt. Wir setzen dann

C=sup{[[f(t,y)ll | (t,y) € K} +1

und 4y := min{r, 3+, 75 }.
Es sei nun (¢, 41) € K ein Punkt mit |ly; — yo|| < $R,und J C [to — 7,10 + 7]

ein Intervall der Linge ¢ < ¢y mitt; € J.
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Der Einfachheit halber notieren wir fiir einen festen Punkt y € R"™ die konstante

Funktion ¢ — y wieder mit y. Die Menge

1
M :=Mj; = {1/):J—>Rn wstetig,||¢—y1||J§2R},

versehen mit der von der Supremumsnorm || — || ; induzierten Metrik ist vollstéindig.
Firalle ) € M undt € J gilt [¢(t) — yoll < [|¥(t) — 1l + ly1 — voll < R. dh.
(t,9(t)) € K. Deshalb kénnen wir die Voraussetzungen iiber die Lipschitz-Stetigkeit
und die Beschrinktheit von F' verwenden.
Fiir jedes 1 € M ist die Abbildung

DY) (t) ==y +/ f(s,9(s))ds

ty

auf J definiert.

Wir zeigen zunichst, dass ® (1)) wieder in M liegt:

Falls R = oo, so ist dies klar, denn die einzige Bedingung an ®(v) ist die Ste-
tigkeit, und ®(v)) ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sogar
differenzierbar.

Falls R < 00, so haben wir die Abschitzung || f(¢,y)|| < C fiir alle (¢,y) € K. Es
folgt fiiralle t € J:

t
1) E) — s][nﬂawamw
< |Jt—t|C < €C < 6O
1
< QR'

Das bedeutet aber gerade, dass || ®(v)) — y1||; < 3R, also ®(¢) € M.
Wir zeigen weiter, dass die Abbildung ® : M — M eine Kontraktion ist:
Es seien dazu zwei Funktionen 11,12 € M vorgegeben und ¢ € J. Wegen der

Lipschitz-Stetigkeit von f konnen wir wie folgt abschitzen:

10 () (1) — D) (1) = /(ﬂ&m@»—ﬂaw@»w

ty

t
< fHﬂ&M@D—ﬂ&%@»WS
t
< L/Nwm@—w@mw
t1
< Lit—ti| |1 —2|ls
< Ly |91 — =2l
S
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Es folgt
1
12(e1) = @(W2)lls < Sll¥n = ells-
Damit ist gezeigt, dass ® eine Kontraktion auf M ist. Wir schlieBen mit dem Banach-

schen Fixpunktsatz:

Es gibt genau eine Funktion ¢ € M ; mit ®(p) = ¢.

Satz 4.29 (Picard-Lindeldf, Teil ) — Es seiU C RxR"™ offen, f : U — R" stetig und
lokal in der zweiten Variablen Lipschitz-stetig. Dann existiert zu jedem Anfangspunkt
(to,yo) € U eine > 0 und eine auf I = [ty — &, to + €] definierte Lésung ¢ : I — R™
der Differentialgleichung y' = f(t,y) mit p(to) = yo.

Beweis. Wir wihlen in der obigen Konstruktion (t1,y1) = (to,y0) und e = £y/2 und
erhalten die Existenz einer Losung der Differentialgleichung mit Anfangsbedingung
auf J = [tg — e,t0 + €. O

Bemerkung 4.30 — Fine Existenzaussage gilt bereits unter schwécheren Vorausset-
zungen: Es geniigt die Stetigkeit von f. Das ist der Existenzsatz von Peano. Allerdings
geht dabei im allgemeinen die Eindeutigkeit der Losung verloren. Als Beispiel betrach-

ten wir die Differentialgleichung

v =yl

Sie hat zum Anfangswert y(0) = 0 zwei génzlich verschiedene Losungen: Zum einen

die konstante Funktion y(¢) = 0, zum anderen die Funktion
(0 $t* fiirt >0,
y =
—1t? fiirt <0,

(und noch unendlich viele andere Losungen! Welche?). Die Funktion f(¢,y) = /|y|
ist nicht Lipschitz-stetig beziiglich y. Wir zeigen nun, dass Lipschitz-Stetigkeit die

Eindeutigkeit der Losung garantiert.

Satz 4.31 (Picard-Lindelot, Teil II) — Es gelten die Annahmen von Satz 4.29. Sind
1 : 1 = R™ und s : Iy — R™ Losungen der Differentialgleichung y' = f(t,y) und
gilt o1 (to) = @a(to) fiir einen Punkt ty € I15 := Iy N Iz, s0 gilt 1 |1,, = ©2 |115s
und es gibt eine Losung ¢ : I :== I; U Iy — R mitp|;, = o; fiiri = 1,2.

Beweis. Wir betrachten die Teilmenge
A= {t eliNi | QDl(t) = @Q(t)}
des Intervalls I;,. Wir beweisen iiber diese Menge der Reihe nach die folgenden Aus-

sagen:
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1. A nicht leer.
2. Aist abgeschlossen in I75.
3. Aistoffenin I1s.

Es folgt dann aus dem spiter formulierten und bewiesenen Satz 4.35, dass A = I;5 sein
muss. Aber das bedeutet gerade, dass ¢1|r,, = ¢2|1,,. Definieren wirnun ¢ : I — R
durch p(t) := ¢;(t), falls t € I fiiri = 1, 2, so ist ¢ wohldefiniert, weil 1 (t) = @a(t)
falls ¢ zugleich in I; und in I, liegt. Wir miissen also nur noch die Aussagen 1 bis 3
beweisen (und spiter Satz 4.35).

Ad 1: Dies ist klar, denn nach Voraussetzung des Satzes liegt ty € A.

Ad 2: Die Funktionen ¢1|r,, und ¢s|7,, sind stetig. Sie stimmen genau dann in

einem Punkt ¢ iiberein, wenn die Differenz der Werte in ¢ gleich Null ist. Folglich ist

A= (901‘112 - 902|112)71(0)

als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} abgeschlossen in [;5.

Ad 3: Hier miissen wir ein bisschen mehr argumentieren: Es sei also ¢ € A ein
beliebiger Punkt. Nach Definition von A gilt () = 2 (t). Wir miissen zeigen, dass
eine offene Umgebung von ¢ in 115 noch ganz in A liegt. Wir nehmen ohne Einschrin-
kung an, dass t = t ist.

Esseiennun r, R, L, K, ¢ etc. wie auf Seite 90 gewihlt. Da ¢, und ¢ stetig sind,
gibt es ein € > 0 so, dass [¢;(t) — yo| < R firallet € V := U(to) N I12 und
i = 1,2. Es sei £ = min{{y,c}. Das Intervall J := (o — £/2,t9 + ¢/2) hat die

folgenden Eigenschaften:
1. Es gibt eine Losung ¢ : J — R™ mit ¢ (¢9) = yo.

2. Auf J; := JNI; stimmen % und ¢; iiberein, weil beide Funktionen in M ;, liegen
und es in M, nur eine eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung
zum Anfangswert (to,yo) gibt. Insbesondere gilt J|,, = ;| firi = 1,2.
D.h. JN1Is C A

3. J N I;9 ist eine offene Umgebung von ¢y in 15.

Demnach ist A offen. Bis auf den Satz 4.35 sind wir fertig. (]

4.2.3 Exkurs iiber Zusammenhangsbegriffe

Definition 4.32 — FEin topologischer Raum X heifit zusammenhéngend, wenn jede

nicht leere, offene und abgeschlossene Teilmenge A C X mit X zusammenfillt.
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Beispiel 4.33 — Die Menge X = (—2, —1)U(1,2) C R, versehen mit der Teilraumto-
pologie, ist nicht zusammenhingend, denn die Mengen A = (—2,—1) und B = (1, 2)
sind offen in X. Da A = X \ B, ist A auch abgeschlossen in X.

Lemma 4.34 — Ein topologischer Raum X ist genau dann nicht zusammenhéngend,
wenn es eine stetige Funktion f : X — R mit f(X) = {0, 1} gibt.

Beweis. Ist eine solche Funktion f gegeben, so gilt X = A U B mit den nicht leeren
Mengen A = f~1(0) und B = f~1(1). Die Mengen A und B sind wegen der Stetig-
keit von f abgeschlossen und wegen A = X \ Bund B = X \ A auch offen. Nach
Definition ist X nicht zusammenhéngend.

Ist X umgekehrt nicht zusammenhingend, so gibt es eine nicht leere, offene, ab-
geschlossene und von X verschiedene Teilmenge A C X. Wir definieren f : X — R
durch f(z) = 0 bzw. f(z) = 1 je nachdem, ob x € A oder z € X \ A. Da A und
X \ A offen in X sind, ist f stetig. |

Satz 4.35 — Jedes Intervall ist zusammenhédngend.

Beweis. Es sei I ein Intervall. Angenommen, f : I — R sei eine stetige Funktion mit
f(I) = {0, 1}. Nach dem Zwischenwertsatz miisste aber das ganze Intervall [0, 1] im
Bild liegen. Widerspruch. O

Definition 4.36 — Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, wenn es
zu je zwei verschiedenen Punkten z, z; einen Weg, d.h. eine stetige Abbildung « :
[0,1] — X mit a(0) = xo und (1) = x; gibt.

Satz 4.37 — 1. Intervalle sind wegzusammenhéngend.
2.Ist f : X — Y eine surjektive stetige Abbildung topologischer Rdume und ist X
zusammenhingend oder wegzusammenhéngend, so auch Y.

3. Jeder wegzusammenhéngende topologische Raum ist auch zusammenhéngend.

Beweis. Ad 1: Klar.

Ad 2: Es sei zundchst X zusammenhingend. Ist A C Y nicht leer, ungleich Y
und offen und abgeschlossen in Y, so ist B := f -1 (Y) nicht leer, ungleich X und of-
fen und abgeschlossen in X, im Widerspruch zum Zusammenhang von X. Also muss
auch Y zusammenhingend sein. Angenommen, X ist wegzusammenhingend. Es seien
Yo, Y1 beliebige Punke in Y. Da f surjektiv ist, gibt es Punke x¢, 21 mit f(z;) = yj,
j = 0,1. Nach Annahme gibt es einen Weg « : [0,1] — X mit a(j) = z;, j = 0,1.
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Dann ist f o o ein Weg in Y von yo nach y;.

Ad 3: Angenommen, X ist wegzusammenhéngend, aber nicht zusammenhéngend.
Dann existiert eine Teilmenge A C X derart, dass A und B := X \ A nicht leer,
offen und abgeschlossen sind. Wir wihlen Punke xg € A und z; € B und einen Weg
a: 0,1 — X mita(j) = zj, j = 0,1. Dann sind A’ := o~ (A) und B’ :=
a~!(B) nicht leere, offen und abgeschlossene Teilmengen von [0, 1], im Widerspruch

zum Zusammenhang von [0, 1]. O

Beispiel 4.38 — Die Menge
X :={0} x [-1,1] U {(t,sin(1/t)|t € (0,7]} C R?

ist zusammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend. Skizze? Beweis?

4.2.4 Maximale Losungen

Definition 4.39 — Eine Losung  : I — R” des Differentialgleichungssystems y’ =
f(t,y) heift maximal, wenn fiir jede andere Losung ¢ : I — R™" mit ¢ | ;7 = @ |;nf
gilt I C I.

Satz 4.40 — Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.29 gilt:

1. Zu jedem Punkt (to,yo) € U gibt es eine eindeutig bestimmte maximale Losung
@ : 1 — R™ mitty € I und @(to) = yo.

2. Die maximale Losung lduft von Rand zu Rand in U, d.h. 1 ist ein offenes Inter-
vall, I = (a,b), mita,b € R, und ist (t,) eine Folge in I mit limt, = b (bzw.
a), so hat (t,,, ¢(t,)) keine Haufungspunkte in U.

Beweis. Ad 1.: Wir betrachten die Familie

X = {(la; Pa)taca

aller Losungen ¢, : I, — R", die den Punkt ¢y im Definitionsintervall [, enthal-

ten und dort den Wert o, (to) = yo annehmen. Wir definieren das Intervall I als die

I:= U 1,

acX

Vereinigung aller [,

und definieren eine Funktion ¢ : I — R" wie folgt: Zu jedem ¢ existiert ein o mit

t € I,. Wir setzen nun



Wenn es einen weiteren Index 3 mit ¢ € I3 gibt, so stimmen nach Satz 4.31 die Lsun-

gen ¢, und g auf I, N I3 iiberein, also auch in ¢. Damit ist

P(t) = pa(t) = pp(t)

wohldefiniert. Man sieht leicht, dass ¢ : I — R™ eine Losung des Differentialglei-
chungssystems ist. Daher liegt (f ,®) selbst auch in X und ist nach Konstruktion eine
maximale Losung.

Ad 2.: Angenommen (t,),en ist eine Folge in I derart, dass (t,,¢(t,)) einen
Héufungspunkt in U besitzt. Indem wir notigenfalls (¢,,) durch eine Teilfolge ersetzen,
konnen wir davon ausgehen, dass dieser Punkt sogar der Grenzwert der Folge ist. Wir
bezeichen den Punkt mit (o, yo), also

T (ta, 3(t)) = (to,0)- (4.19)
Da der Grenzwert nach Voraussetzung in U liegt, konnen wir die Konstruktion des
Picard-Lindel6fschen Iterationsverfahrens auf Seite 90 anwenden und tibernehmen alle
dortigen Bezeichnungen. Wegen (4.19) gibt es einen Index N derart, dass |ty — to| <
o/4 und |@(tn) — yo| < % R. Wir verwenden den Punkt (tx,3(ty)) anstelle des
Punktes (t1, y1) in der Konstruktion von Seite 90. Wir hatten als Ergebnis der dortigen
Diskussion gesehen, dass es eine Losung ¢ : [ty —£/2,tn +¢/2] — R™ der Differen-
tialgleichung mit ¢ () = @(tx) gibt. Wegen der Maximalitit von (I, pI) folgt, dass
dass das Intervall [ty — £o/2,tn + £o/2] ganz in I enthalten sein muss. Da auferdem
[to — tn| < Lo/4ist, ist [tny — o/2,tn + £o/2] eine offene Umgebung von ¢ in I.

Es ist also ausgeschlossen, dass wir eine solche Folge (t,,) finden, die eigentlich
oder uneigentlich gegen sup(I) oder inf(I) konvergiert und fiir die (t,, @(t,)) einen
Hiufungspunkt in U hat.

Wiirde max(7) existieren, so hitte aber jede Folge (t,,) die dagegen konvergiert,
genau diese Eigenschaft. Darum kann max([~ ) nicht existieren. Ebenso schliefit man
fiir min(7). Das zeigt, dass I offen ist.

Damit ist alles gezeigt. (]

Satz4.41 —Ist] C Roffenund f : U := I x R" — R" stetig und Lipschitz-stetig
in der zweiten Variablen, so existiert zu jedem (ty,yo) € U eine eindeutig bestimmte

Losung ¢ : I — R™ mit o(to) = yo.

Beweis. Es sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante so. Nach Satz 4.40 existiert eine ein-
deutig bestimmte maximale Losung ¢ : J — R™ mit ¢(tg) = yo. Wir miissen zeigen,
dass J = 1.

Angenommen, b := sup J < sup [.Essei{ := ﬁ Wihle t; € J mitt; > b—£¢/4.
Es existiert eine Losung ¢ auf [t1 — £/2,t1 + £/2] N I mit 1(¢1) = (¢1). Aus der
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Maximalitéit von ¢ folgt [t; —£/2,t1 +£/2] NI C J, also min{t; 4+ £/2,sup(I)} < b,
im Widerspruch zu b < sup(I) und b < t; + £/4. O

Folgerung 4.42 — Essei U C R" offenund X -U — R lokal Lipschitz-stetig. Dann
gibt es zu jedem y € U eine eindeutig bestimmte maximale Integralkurve c : I — U
mit0 € I und ¢(0) = y und c(t)’ = X (c(t)) fiirallet € 1. Dabei ist I ist ein offenes
Intervall und die Integralkurve Iduft von Rand zu Rand in U, d.h. falls (t,,) eine Folge
in I ist, die (eigentlich oder uneigentlich) gegen sup(I) oder inf(I) konvergiert, so hat
die Folge (c(t,)) keinen Haufungspunkt in U.

4.3 Komplexe Differentialgleichungen

Bei der Untersuchung linearer Gleichungssysteme kommt es auf die Nullstellen ge-
wisser Polynome an. Bekanntlich zerfillt ein Polynom tiber den komplexen Zahlen in
Linearfaktoren, braucht aber iiber den reellen Zahlen gar keine Nullstellen zu haben.
Die Darstellung der Theorie wird stark erleichtert, wenn wir Differentialgleichungen
fir Funktionen f : I — C” zulassen.

Wir identifizieren C = R?, 2 = (Rez, Imz) und entsprechend C"* = R?", (21, ...,2,) =
(Rez1,Imzy, . ..,Imz,). Eine Funktion f : I — C™ hat also n komplexe Komponen-

ten f; : I — C und 2n reelle Komponenten
Refi,Imfy,...,Refy, Imf,.

Auf C™ gibt es ein hermitesches Skalarprodukt

n

(z,w) = Re (Z zzwl> = Z(Re z; Rew; + Im z; Tm wy).
i=1

i=1

Dieses stimmt mit dem {iiblichen Skalarprodukt auf R?" iiberein. Daher stimmt auch

die zugehorige komplexe Norm

l2ll = V(z,2) = VIzlP+ -+ |zl

mit der euklidischen Norm auf R?" iiberein. Definiert man analog fiir Matrizen A €

M,,(C) die Norm
1A= [> 141,
4,9

so gilt wie im Reellen die Abschétzung
[AB| < [|All - | B
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Eine Abbildung f : I — C ist differenzierbar, wenn sie komponentenweise diffe-

renzierbar ist.
F't) = (Ref) (t) +i(Imf)'(t).

Ebenso ist das Integral einer C-wertigen Funktion komponentenweise definiert: f ist

integrierbar, wenn Re f und Im f integrierbar sind, und wir setzen
b b b
/ f(s)ds = / Ref(s)ds +i/ Imf(s)ds.

Alle frither bewiesenen Sitze gelten nun, richtig interpretiert, auch fiir komplexe
Differentialgleichungssysteme,

2= f(t, 2).
Dabei ist U C R x C™ eine offene Teilmenge, f : U — C" stetig und lokal Lipschitz-

stetig in der zweiten Variablen.

Ich verzichte darauf, die Sitze neu zu formulieren.

4.4 Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Ein explizite Differentialgleichung n-Ordnung ist eine Gleichung der Form

y(n) = f(t7 Y, 9/7 tee 7y(n—1))’ (420)

wobei f : U — C eine stetige Funktion ist, die auf einer offenen Teilmenge U C
R x C™ definiert ist. Solche Differentialgleichungen hoherer Ordnung lassen sich durch
einen einfachen Trick auf ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung in n komplexen
Variablen zuriickfiihren.

Wir fiihren eine neue Variable z = (21, ..., z,) und betrachten das folgene Diffe-

rentialgleichungssystem 1. Ordnung:

21 )
Zé zZ3
= =: F(t,z2). “4.21)
2, Zn
Z;L f(t,Zl,ZQ,...,Zn)

Dabei hat F' denselben Definitionsbereich wie f, also U, und ist eine stetige Abbildung
F : U — C". Weiterhin ist F' genau dann (lokal) Lipschitz-stetig in der Variablen z,

wenn dies fiir f gilt.

Satz 4.43 — 1. Ist die Abbildung ¢ : I — C eine Losung der Differentialgleichung

n-ter Ordnung (4.20) zu den Anfangswerten ¥ (ty) = y(()k), k=0,....n—1, so
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ist die Abbildung ¢ : I — C™ mit den Komponenten ¢, := o*~b fiirk = 1,...,n
eine Losung des Differentialgleichungssystems 1. Ordnung (4.21) zum Anfangswert
5 (k—1)

Stk =y k=1,...,m.

2. Ist umgekehrt ¢ : I — C™ eine Losung von (4.21) zu diesem Anfangswert, so ist
die erste Komponente ¢ := ¢ eine Losung des Systems (4.20) zum entsprechenden

Anfangswert.
Beweis. Das sieht man leicht durch Einsetzen. O

Um die Situation fiir kleine Ordnungen zu illustrieren: Wir behandeln eine Diffe-

rentialgleichung
y'=fty.y),

indem wir die ,,Geschwindigkeit v als unabhiingige Variable einfiihren und das System

erster Ordnung

y o= v
UI = f(t7y7/U)

aufstellen. Die erste Zeile sagt dann nichts weiteres aus, als dass v die Geschwindigkeit
y’ ist, und wenn man v’ = (y’)’ = y” beriicksichtig, so sagt die zweite Zeile dasselbe,
wie die urspriingliche Differentialgleichung. Der Trick besteht in gewissem Sinne dar-
in, dass wir, indem wir das Differentialgleichungssystem mit ¢ und v hinschreiben, so
tun, als wiren y und v génzlich unabhéngige Variablen. Aber sobald die vektorwerti-
ge Funtkion ¢ — (y(t), v(¢)) die Differentialgleichung 16st, werden die beiden wieder

durch y’ = v miteinander verkniipft.

Eine Konsequenz dieser einfachen Entsprechung von Losungen der Differential-
gleichung n-ter Ordnung und der Losungen des Differentialgleichungssystems ist, dass

sich alle Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen 1 zu 1 libertragen:

Satz4.44 — EsseiU C R x C" offen und f : U — C stetig und lokal Lipschitz-

stetig in der zweiten Variable. Zu jedem Punkt (to, Yo, Yj, - - - » yé"il)) € U gibt es ein

offenes Intervall I und eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung ¢ : I — C mit

den folgenden Eigenschaften:
1. <p(k) (to) = yék) firallek =0,...,n—1,
2. 0M(t) = f(to(t), ¢ (t),....0" V(1)) firalle t € I.

3. Die Losung (I, ) ist maximal und auf jedem Teilstiick eindeutig.
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4.5 Lineare Differentialgleichungssysteme

Lineare Differentialgleichungssysteme sind Spezialfille der in Abschnitt 4.2 unter-

suchten Systeme: Es sei I ein Intervall, und es seien
b:I—-C" und A:I— M,(C)
stetige Abbildungen. Eine Gleichung der Form
Z+Az=b

heifit lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Die Gleichung heiflit homo-
gen, falls b(t) = O fiir alle ¢ € I, und andernfalls inhomogen. Eine Losung des
Differentialgleichungssystems ist eine differenzierbare Funktion ¢ : J — C™ mit
©'(t) + A(t)p(t) = b(t) fiir alle ¢ € J fiir ein Intervall J C I.

Satz 4.45 — Zu jedem (to,z0) € I x C™ gibt es eine eindeutig bestimmte, auf ganz

I definierte Losung ¢ des linearen Differentialgleichungssystems mit Anfangswert

o(to) = 0.

Beweis. Auf jedem kompakten Teilintervall J C I sind die stetigen Funktionen b und
A der Norm nach beschrinkt. Deshalb ist die Funktion (¢,z) — b(t) — A(t)z auf
J x C™ in der Variablen z (global!) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L :=
max{||A(t)|| | t € J}. Nach Satz 4.41 ist jede maximale Losung auf ganz J definiert.

Wir schopfen I mit kompakten Intervallen aus. (]

Satz 4.46 (Superpositionsprinzip) — Sind 11, s Losungen des homogenen Differen-
tialgleichungssystems
2+ Az =0,

so auch alle Linearkombinationen A1 + A2 mit A1, Ao € C. Mit anderen Worten:
Vi={¢: I - C"|¢/(t) + A(t)p(t) =0 Vtel}
ist ein Vektorraum. Genauer ist fiir jedes to € I die Auswertungsabbildung
a:V —C" e b(to)
ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Wir betrachten die Auswertungsabbildung a : V' —
C™ im Punkt ¢y. Die Abbildung « ist sicherlich linear. a ist surjektiv wegen der Existens
einer Losung ¢ mit vorgegebenem Anfangswert 1)(tg) = 2o € C™. Aber a ist auch

injektiv wegen der Eindeutigkeit dieser Losung. (]
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Es sei nun ¢4, ...,¢, € V eine Basis von V. Eine solche Basis nennt man auch
ein Fundamentalsystem von Losungen. Aus dem Satz folgt, dass dann fiir jedes ¢ die
Vektoren 1 (t), ..., (t) € C™ linear unabhingig sind und umgekehrt. Insbesondere
gilt: Sind ¢1, ..., ¢, Losungen der Differentialgleichung, die fiir ein £ € I an dieser
Stelle linear unabhéngig sind, so gilt dies fiir alle ¢t € 1.

Wir setzen ein Fundamentalsystem von Losungen (1, . . ., (¢, zu einer matrixwer-

tigen Funktion ® : I — M,,(C) zusammen. D.h. ® ist eine Matrix mit Eintrigen
(®(t),; = (¢;(t), firalled, j,
und geniigt der folgenden Matrizengleichung
D'(t)+ A(t) - @(t) =0

fur alle t € I. Dass die ; eine Basis bilden, bedeutet nach dem Satz, dass die Matrix
®(t) fiir jedes ¢ € I invertierbar ist.

Wir wollen das inhomogene Differentialgleichungsssystem
Z+Az=b

16sen und machen dazu einen Ansatz mit Variation der Konstanten: Von der allgemei-

nen Losung der homogenen Differentialgleichung
(1) = crr(t) + ...+ capult)
mit Konstanten ¢y, . . ., ¢, € C gehen wir zu der Funktion
Gt = 1) et + - pult) - enlt)

mit Abbildungen ¢y, ...,¢, : I — C, die wir zu ¢ : I — C" zusammenfassen, iiber.

Der Ansatz lautet in Matrixschreibweise
Pp=>0-c.

Daraus ergibt sich nach der Produktregel

(Pc)' + Adc

= ®'c+ & + Adc

= —A®Pc+ & + Adc
= o

V' + Ay

Demnach ist

Y+ Ay =10
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dquivalent zu ®¢’ = b oder
)=o) -b(t), Vtel.

Jetzt finden wir ¢ durch Integration:

c(t) = e(to) —|—/ ®(s) " b(s)ds.

to

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.47 (Variation der Konstanten) — Ist @1, ..., ¢, ein Fundamentalsystem von

Losungsraum des homogenen Differentialgleichungssystems
2+ Az =0,

so ist die Losung des inhomogenen Systems
2+ Az=0b

zum Anfangswert (to, z9) € I x C™ gegeben durch

W(t) = 20+ D(F) - / B(5)~1b(s)ds.

to

4.6 Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffi-

zienten

Wir spezialisieren die im vorigen Abschnitt betrachteten Differentialgleichungen wei-
ter und nehmen an, dass die Koeffizientenmatrix A konstant ist, d.h. nicht mehr explizit
von t abhédngt. Wir konnen dann ein Fundamentalsystem von Losungen der homogenen
Differentialgleichung direkt angeben.

Dazu betrachten wir die Reihe

Lo
EA

[M]8

exp(4) :=
¢

fiir eine Matrix A € M,,(C). Fiir alle m > my gilt:

I
<

m 1 , m 1 ,
Z EA < Z EHA” .
=myg L=myg

Da die Reihe
>l
£=0
absolut konvergiert, ist
— 1
> A
!
= 4
eine Cauchyfolge in M,,(C) und konvergiert nachdem Satz von Bolzano-Weierstraf.
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Lemma 4.48 — |. Die Abbildung R — M,,(C), t — exp(tA) ist differenzierbar, und
es gilt
(exp(tA))l = Aexp(tA) = exp(tA)A.

2. Fiir alle s,t € R giltexp((s 4+ t)A) = exp(sA) - exp(tA).
3. exp(A) ist invertierbar.

Beweis. Ad 1: Die Reihe exp(tA) konvergiert fiir alle ¢ € R. Fiir jedes Paar (i, ),

1 <4,j < n,istdie (i, j)-te Komponente von exp(tA) eine Potenzreihe

1
(exp(tA)) Z E
£=0
vom Konvergenzradius oo und darf komponentenweise differenziert werden. Es folgt

exp(tA) Z 7 A“lté Aexp(tA) = exp(tA)A.
=0

Ad 2: Es sei s € R fest. Die Abbildungen
t—exp((s+1t)A)

und

t — exp(sA)exp(tA)

ergeben ausgewertet in ¢ = 0 beide exp(sA) und erfiillen beide die Differentialglei-
chung
= AX.

Aus der Eindeutigkeit der Losung bei gegebenen Anfangswert folgt die Behauptung.
Ad 3: Wendet man die Teilaussage 2 fiir s = —t an, so folgt
exp(—tA) - exp(tA) = exp(0) = I,
firallet € R, wobei I,, die Einheitsmatrix vom Rang n bezeichnet. Folglich ist exp(A)
invertierbar mit Inverser Matrix exp(—A). (]
Satz 4.49 — Es sei A € M,,(C). Das homogene Differentialgleichungssystem
2+ Az=0 (4.22)

hat die auf ganz R definierte Matrixlosung ®(t) = e~“*. Die Spalten von ® bilden

eine Basis fiir die Losungen von (4.22).
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Beweis. Man erhilt durch durch Differenzieren von A:
D'(t)=A-e A=A D(1).

Demnach ist jede Spalte von A eine Losung. Diese bilden ein Fundamentalsystem von
Losungen des Differentialgleichungssystems (4.22), da exp(—tA) fiir alle ¢ € R inver-
tierbar ist. ]

Es bleibt die Frage nach der Berechnung von exp(tA). Hier hilft die Lineare Al-
gebra: Wir wissen, dass es zu jeder Matrix A € M, (C) eine invertierbare Matrix
S gibt derart, dass SAS -1 = D + N, wobei D eine Diagonalmatrix ist, N eine
nilpotente Matrix und D und N miteinander kommutieren. (Das ist eine schwache
Form des Satzes iiber die Jordansche Normalform.) Weil D und N kommutieren, gilt
exp(D + N) = exp(D) exp(NN). Deshalb darf man wie folgt rechnen:

exp(tA) exp(tS(D 4+ N)S)

S~ exp(tD)exp(tN)S

Die Matrizen exp(tD) und exp(¢tN) kann man hinschreiben:

-D1 etDl

DQ etDz
Fir D = _ gilt exp(tD) =

Dn etDn

Andererseits ist N nilpotent, d.h. N = 0. Daher ist die Reihe exp(¢tN) nur ein ma-

trixwertiges Polynom:

tn_an_l.

1 1
exp(tN) = I, + tN + §t2N2 +...+ T

Damit lisst sich exp(tA) im Einzelfall explizit hinschreiben: Man berechnet die
Jordansche Normalform samt Basiswechselmatrizen .S, etc.
4.7 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Lineare Differentialgleichungen
Y+ an 1 ()y" Y + -+ ag(t)y = b(t)

konnen mit dem frither beschriebenen Trick in ein Differentialgleichungssystem 1.

Ordnung iiberfiihrt werden. Aus dieser Korrespondenz folgt:

Satz 4.50 (Superpositionsprinzip) — Es seien aq, . . .,a,_1 : I — C stetige Funktio-

nen.
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1. Die Losungen der homogenen Gleichung
Y™+ an a0y 4 ao(t)y =0 (4.23)
bilden einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum V.
2. Zwei Losungen 1,2 der inhomogenen Gleichung
Y™ 4 a1 )y 4 4 ag(t)y = b(t) (4.24)
unterscheiden sich um eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

3. Funktionen ¢1,...,p, : I — C bilden ein Fundamentalsystem von Lésungen
der homogenen Differentialgleichung, d.h. eine Basis von V', genau dann, wenn

die Wronski-Determinante

W (p1,. .., ¢n;t) = det 210 %‘(t)
(pgn—l)(t) cp%"_l)(t)

in einem Punktt € I (und damit in allen Punktent € I) ungleich O ist.

Beweis. Ad 3.: Die Ubersetzung zwischen einer Differentialgleichung n-ter Ordnung
und einem Differentialgleichungssystem 1. Ordnung geschieht so, dass einer Losung

¢ der homogenen Differentialgleichung (4.23) eine Losung

(t)
s —| 7
<P(”;1) (t)
eines Differentialgleichungssystems
¢'(t)+ A(t)p(t) =0 (4.25)

entspricht. Nun sind ¢y (t),. .., ¥, (t) linear unabhéngig (also @1, ..., @, eine Basis

des Losungsraums V des Systems (4.25)) genau dann, wenn

W(p1,...,¢n;t) #0.

Wir spezialisieren zu Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Y™ 4+ an_1yY 4 gy = b(t) (4.26)
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mitb € C°(I,C) und ag, . ..,a,_; € C.

Fiir die homogene Differentialgleichung
Y™ anoay" Y 4 tagy =0 4.27)

machen wir den Ansatz

y=e , NeC.

Iteriertes Ableiten liefert
y(k) (t) — /\k . 6)\15

Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so erweist sich (4.27) als dquivalent
zu

()\”+an_1)\"71+~~~+a0)e)‘t:0,

also
N b ap A ag=0.

Definition 4.51 — Das Polynom
X(X)=X"+a,1 X" '+ + a9 € C[X]
heif3t charakteristisches Polynom der Differentialgleichung (4.26).

Wenn wir unseren Ansatz weiterverfolgen, so miissen wir nach Nullstellen von x
suchen. Angenommen, \p, . . ., A sind verschiedene Nullstellen, dann sind e*?, . . ., et
unabhingige Losungen. Wir halten als Zwischenergebnis fest: Hat das charakteristi-
sche Polynom y (X ') paarweise verschiedene Nullstellen Ay, . . ., Ay, so bilden die Funk-

tionen e*t,. . eAnt

ein Fundamentalsystem von Losungen.

Schwieriger wird die Sache, wenn x mehrfache Nullstellen hat. In diesem Falle
gehen wir so vor:

Es bezeichne D = % den Ableitungsoperator, der jede N-mal stetig differen-
zierbare Funktion f auf ihre (nur noch N — 1-mal stetig differenzierbare) Ableitung
schickt:

D:CN(I,C) - cN I, C), f— f.
Ist F(X) = F,,X"™ + -+ - + F{ ein Polynom, so konnen wir den Operator
F(D) :CN(I7(C)*>CN7n(I7C)a fHan(n)+"'+F1f/+FOf

bilden. Mit dieser Bezeichnung kann man die Differentialgleichung ziemlich kurz so

schreiben:
x(D)(y) = 0.

Man rechnet leicht nach, dass das folgende Lemma gilt:
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Lemma 4.52 — Fiir beliebige Polynome F' und G gilt
(FG)(D) = F(D) o G(D).
Beispiel 4.53 — Es sei A € C und m € Ny. Dann gilt:
(D = N)tmeM = (mtmteM 4 xtmeM) — AmeM = mm e,

Iteriert man die Anwendung von (D — \) auf t™e*, so sinkt bei jedem Schritt der
Exponent von ¢ um 1. Nach m + 1 Schritte bleibt nichts iibrig. D.h. es gilt (D —
MNP (tmeM) = 0 fiir alle p > m.

Satz 4.54 — Es seien )1, . .., A\ die paarweise verschiedenen Nullstellen des charak-

teristischen Polynoms x undny, .. .,ny ihre Vielfachkeiten, d.h.
X(X) = (X = A)™ . (X = )™
Dann bilden die Funktionen
fiw=1"eN" 1<j<k, 0<v<n, (4.28)
eine Basis fiir den Losungsraum der homogenen Differentialgleichung

x(D)(y) = 0.

Beweis. Aus der Beispielrechnung folgt

X(D)tueAjt — H(D _ )\Z_)m . (D _ )\j)’njtl/e)\jt =0,

i#j —
weil n; > v nach Voraussetzung. Demnach sind alle n Funktionen vom Typ (4.28) Lo-
sungen der Differentialgleichung. Es bleibt zu zeigen, dass die Funktionen f; , linear

unabhingig sind. Angenommen, es gibt A; , € C mit
k nj—1 k
0= Nwfiv=>)_ (Z Ajﬂu) =) _gi(t)e™!
3V j=1 v=0 j=1

mit Polynomen g;(t) = Y.""_0 A; ,t*. Wir wollen zeigen, dass eine solche Relation
nur fiir Nullpolynome bestehen kann.
Es sei £ € N minimal mit der Eigenschaft, dass es paarweise verschiedene kom-

plexe Zahlen Ay, ..., \; und von Null verschiedene Polynome g1, . .., g gibt mit
gi(t)eM + .+ gp(t)et = 0.
Offenbar kann k nicht gleich 1 sein. Wenden wir hierauf (D — ) an, so erhalten wir

hi(t)eMt 4+ e ()N g (t)et =0,
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wobei h; = (A; — X\j)g; + g, # 0firi =1,...,k — 1. Wiederholen wir den Vorgang

grad gi—mal, so entsteht eine Relation
p1(t)e)‘1t + .- +pk—1(t)€>\k71t _ 07

im Widerspruch zur Minimalitét von k. |

4.7.1 Die gedimpfte harmonische Schwingung

Ein physikalisches System, dass sich in einem stabilen Gleichgewicht befindet, wird
nach einer kleinen Storung in die Ausgangslage zuriickzukehren. Solche Systeme wer-

den hiufig durch eine Differentialgleichung vom Typ
' +wly=0 (4.29)

fiir eine Konstante w > 0, die Kreisfrequenz, beschrieben. Das charakteristische Poly-
nom X2 + w? hat die beiden verschiedenen komplexen Nullstellen iw und —iw. Die
Funktionen e’ und e~* bilden ein Fundamentalsystem fiir den komplexen Losungs-

raum. Die Funktionen

P (t) = %(exp(iw) + exp(—iw)) = cos(¢)

Pa(t) = Qii(exp(iw) — exp(—iw)) = sin(t)

bilden ein Fundamentalsystem fiir den reellen Losungsraum. Die allgemeine Losung
der Differentialgleichung (4.29) hat die Form

Y(t) = ¢ cos(wt) + co sin(wt).
Mit Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme kénnen wir dies in die Form
P(t) = Asin(wt + )

bringen, wobei die Amplitude A und die Phase « so gewihlt sind, dass A% = ¢? + 3
und ¢; = Asin(a), co = Acos(a). Die Losung ¢(t) beschreibt eine harmonische
Schwingung.

Wir erweitern das Modell, indem wir einen zur Geschwindigkeit proportionalen

Diampfungsterm hinzufiigen:
y' + 2y +wly =0,
mit v > 0 und w > 0. Das charakteristische Polynom

X(X) = X%+ 29X +w?
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hat entweder zwei zueinander komplex konjugierte Nullstellen, eine doppelte reelle

Nullstelle, oder zwei negative reelle Nullstellen.
Wir unterscheiden die folgenden drei Fille:

1. Schwingfall: 0 < v < w. Es sei w’ := \/w? — +2. Das charakteristische Polynom
hat die beiden verschiedenen komplexen Nullstellen —y + w’i und —vy — W's.

ort) = e

polt) = el

bilden eine komplexe Basis des Losungsraums und

(1(t) + 2(t)) = e cos(w't)

4.30
. ((pl(t) — 9 (t)) = et sin(w't) (430

<

V]

—~

~

~—

o] o1

eine Basis des reellen Losungsraumes. Ahnlich wie oben kénnen wir eine allgemeine

Losung in der Form

P(t) = Ae sin(W't + a)

schreiben. Die Amplitude Ae~7! von % klingt exponentiell ab. Typische Losungen

sehen so aus:

N
-l
R
(
\
\mg
\
<
\
|
C
a;‘_
|
K(
|
|
'_‘u
o
~+

Mit zunehmender Dampfung v wird die Wellenldnge i—’f immer groBer und geht fiir
v — w gegen 0.

2. Der aperiodische Grenzfall: v = w. Die beiden Nullstellen des charakteristischen
Polynoms fallen zusammen und sind reell. Der Losungsraum wird aufgespannt von

den Funktionen e~ und te~"*:
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Durch geeignete Linearkombination der beiden Losungen findet man Losungen zu vor-

gegebenem Anfangswert, z.B.

0.5

0.0

-0.5 T

-1.0 T

3. Der Kriechfall: v > w.

In diesem Fall sind A\; < Ao < 0 reell. Der Losungsraum wird aufgespannt von

et und e*2!. Das System schwingt wie schon im aperiodischen Grenzfall nicht mehr.

Wir betrachten die inhomogene Gleichung
Y+ 2yy' + w?y = sin(at).

Die rechte Seite beschreibt den einfachsten Fall einer periodischen Anregung des Sy-
stems.

Der systematische Weg zur Auffindung einer speziellen Losung geht iiber eine Va-
riation der Konstanten. Das iiberlasse ich dem Leser zur Ubung. Stattdessen begniigen
wir uns mit einer heuristischen Uberlegung: Nach einer Einschwingphase wird das
System im wesentlichen der Anregung folgen. Deshalb machen wir den folgenden An-
satz:

» =u-sin(at) + v - cos(at)
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mit nochzu bestimmenden Konstanten u und v. (Dieser Ansatz wird nur durch den

Erfolg gerechtfertigt.) Wir finden durch Differenzieren

¢ (t) = aucos(at) — vasin(at)

¢ (t) = —ausin(at) — o cos(at).

Eingesetzt in die Differentialgleichung fiihrt dies auf die Bedingung

[(—o® + w?)u — 2yav] sin(at) + [(—a® + w?)v + 2yau] cos(at) = sin(at).

w?—a? —2va u\ (1
2va w2—a2)\w) \0
hat eine eindeutige Losung, wenn A := (w? — a?)? + 4a?4? # 0, ndmlich

Das Gleichungssystem

w—a« —2va
U= ——-—> v= A

Wir setzen A := A~% und wihlen B € R so, dass
u=A-cosfB, v=A-sinpg.

Dann ist
A -sin(at + 3)

eine Losung der inhomogen Differentialgleichung.
1

/(a2 —w?)2447202

Interessant ist die Abhingigkeit der Amplitude A = von der

Anregungsfrequenz «:

Solange die Dampfung ~ klein gegebeniiber w ist, genauer: wenn v < w/+/2, hat A(c)
ein Maximum an der Stelle & = y/w? — 22 : es tritt Resonanz ein. Dieses Maximum
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ist um so schirfer, je kleiner v ist. Das Bild zeigt die Amplitude fiir w = 2 und die
Dampfungen v = 0,08, 0,4 und 2. Wenn die Dampfung v verschwindet, bekommt
A(a) einen Pol bei o = w. Allerdings ist in diesem Falle die Anfangsannahme A # 0

hinféllig. Man iiberzeugt sich durch Differenzieren, dass
L cos(wt) (431
—— - cos(w .
2w
eine spezielle Losung der ungeddmpften, angeregten Schwingungsgleichung
y" + w?y = sin(wt)

ist. Man beachte, dass die Losung (4.31) unbeschrinkt ist.
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5 Vervollstindigungen

Wir haben zu Beginn der Vorlesung Analysis I ein Axiomensystem fiir die reellen Zah-
len aufgestellt und im Anschluss daran zwei Semester lang unter der Hypothese gear-
beitet, dass es tatsdchlich einen Korper R gibt, der alle diese Axiome erfiillt. In diesem
Kapitel wollen wir diese logische Hypothek zuriickzahlen, und indem wir zumindest
die rationalen Zahlen als gegeben voraussetzen, die reellen Zahlen aus den rationalen
konstruieren.

Dabei formalisieren wir die anschauliche Vorstellung von einer reellen Zahl als
unendlichem Dezimalbruch. Ein unendlicher Dezimalbruch ist eigentlich eine Folge
von endlichen Dezimalbriichen, also eine Folge rationaler Zahlen, und genauer: einer
Cauchy-Folge rationaler Zahlen. Der Grundansatz wird sein: Eine reelle Zahl ist ei-
ne Aquivalenzklasse von Cauchy-Folgen, wobei zwei Cauchy-Folgen dquivalent sind,
wenn sie in zu prazisierendem Sinne ,,gegen den denselben Grenzwert konvergieren
wiirden®.

Wir setzen im Abschnitt 5.1 die Existenz der reellen Zahl noch voraus.

5.1 Vervollstindigungen metrischer Ridume

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,)nen in X ist bekanntlich eine
Cauchy-Folge, wenn es zu jedem £ > 0 einen Index ng € N gibt derart, dass fiir alle
n,m > ng gilt d(z,,x,) < e. Die folgende Formulierung ist dazu #quivalent: Zu
jedem e > 0 existiert ein Index n € N derart, dass fiir alle m > n gilt d(z,,, ) < €.

Wir hatten ferner X vollstindig genannt, wenn jede Cauchy-Folge in X konver-
giert. Wir wollen in diesem Abschnitt zu jedem metrischen Raum einen vollstéindigen
metrischen Raum (X, d) konstruieren, in den (X, d) isometrisch einbettet.

Dabei nennen wir eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) eine Isometrie, wenn
dy (f(a), f(b)) = dx(a,b) fir alle a, b € X. Isometrien sind notwendigerweise injek-
tiv.

Die Konstruktionsidee fiir X imitiert die Konstruktion der reellen Zahlen: Wir be-
ginnen mit dem Raum aller Cauchy-Folgen und teilen nach einer Aquivalenzrelation
aus.

Wir betrachten auf der Menge
CF :={(xy) | (z,) ist eine Cauchy-Folge in X }.

die Relation

() ~ (yn) = lim d(x,,yn) =0.
Lemma 5.1 — ~ ist eine Aquivalenzrelation auf C'F.

113



Beweis. Symmetrie und Reflexivitit sind klar. Transitivitit folgt aus der Dreiecksun-

gleichung fiir d. ]

Definition 5.2 — Es sei X := C'F/ ~. Wir bezeichnen mit [(z,,)] die Aquivalenz-
klasse der Cauchy-Folge (x,,). Ferner sei (z) die konstante Folge fir x € X und
i: X — X die Abbildung = — [(z)].

Satz 5.3 — 1. Fiir je zwei Cauchy-Folgen (x,,), (y,) € CF existiert der Grenzwert

d([(zn)], [(yn)]) := nh_,Héo d(Tn, yn)

und héingt nur von den Aquivalenzklassen von (x,,) und (y,,) ab.
2. d ist eine Metrik auf X .
3. Die Abbildung i : X — X ist eine Isometrie.

Beweis. Ad 1. Wir zeigen zunichst, dass (d(z,, yn))nen eine Cauchy-Folge in R ist
und folglich konvergiert. Es sei dazu € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein n; so, dass
fiir alle n, m > ny gilt d(zy, x,) < /2, und ebenso ein ng so, dass fiir alle n, m > ngy

gilt d(yn, ym) < €/2. Fiir alle n, m > max{n,ny} folgt

|d(Zny yn) = d( @, Ym)| < |d(@n, Yn) — A(@ns Y )| + (@0, Ym) — ATy ym)|
< d(Yn, Ym) + d(Tn, Tm)
< g/2+4¢/2=¢.
Angenommen [(z,,)] = [(Z,)] und [(y,)] = [(§»)]- Dann gilt

n—oo

<
< d(Yny Gn) + d(zp, &) —— 0.

Das zeigt, dass

lim d(zp,yn) = lUm d(Z,, ).

n—oo

Insbesondere ist die Abbildung d : X x X — R mit

d([(zn)]; [(yn)]) := lim d(zn,yn)

wohldefiniert.

Ad 2. Es ist klar, dass d > 0. Andererseits bedeutet 0 = d([(z,,)], [(y)]) nach
Definition gerade lim,, d(x,,y,) = 0, also (z,,) ~ (). Das zeigt, dass d Punkte in
X trennt. Ferner ist die Symmetrie von d klar. Es bleibt die Dreiecksungleichung zu
zeigen: Sind nun (z,), (y,) und (z,) Cauchy-Folgen in X, so gilt wegen der Drei-
ecksungleichung fiir d:

114



Durch Grenziibergang n — oo erhalten wir die gewiinschte Ungleichung

d([(zn)], [(z0)]) < d([(x)], [(yn)]) + d([(yn)], [(20)])-
Ad 3. Fiir zwei Punkte =,y € X und die zugehorigen konstanten Cauchy-Folgen
() und (y) gilt trivialerweise

(@), [()]) = lim_d(x,y) = d(z,y),

n—oo

d.h.i: X — X ist eine Isometrie. O

Lemma 5.4 — i(X) ist dicht in X.

Beweis. Es sei 2 € X vorgegeben. z wird durch eine Cauchy-Folge (z,) in X re-
prisentiert. Wir zeigen, dass die Folge (i(z,))nen in X gegen z konvergiert. (Hieraus
folgt, dass jeder Punkt in X ein Randpunkt von (X)) ist).

Da (z,) eine Cauchy-Folge ist, existiert zu vorgegebenen ¢ > 0 ein n derart, dass
d(zn, 2m) < € fiir alle m > n.

Die Punkte 2 und i(2,) in X werden durch die Cauchy-Folge (2, )men bezie-

hungsweise die konstante (!) Folge (2, )men [sic !] reprisentiert. Deshalb gilt

d(z,i(zn)) = lim d(zm, zn).

m— 00

Die rechte Seite wird < ¢, sobald m > n. Daraus folgt:

d(z,i(zn)) < €.

Das bedeutet: i(z,) ——— 2. O

Satz 5.5 — (X, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchy-Folge in X konvergiert.
Es sei dazu (z,) eine Cauchy-Folge in X. Fiir jedes n € N ist z,, ein Punkt in
X und wird reprisentiert durch eine Cauchy-Folge (2n,k)ken in X. Daher exisitiert

fiir jedes n ein Index k(n) derart, dass d(2,k, 2n,¢) < 5= fiir alle k, £ > k(n). Wir

definieren
Tn = Zn,k(n)

und zeigen
1. (z,) ist eine Cauchy-Folge in X.

2. Bezeichnet z := [(2,,)] die Klasse von (z,,) in X, so gilt z,, —— z.
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Ad 1: Es sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein /N mit den folgenden Eigenschaften:
(i) 1/2V <,
(i) Fiir alle n,m > N gilt d(z,, zm) < &,
was sicher moglich ist, da (z,,) eine Cauchy-Folge in X ist. Fir n,m > N und k >
max{k(n), k(m)} gilt nun:
d(xnv xm) = d(zn,k(n)a Zm,k(m)
< d(zn,k}(n)7 Zn,k:) + d(zn,k’a Zm,k) + d(zm,ka Zm,k(m))~
Der erste und der letzte Summand auf der rechten Seite lassen sich durch 1/2" < ¢
beziehungsweise 1/2™ < ¢ abschitzen. Der mittlere Summand geht fiir &k — oo gegen
d(2p, #m) < €. Hieraus folgt insgesamt: Fiir alle n,m > N gilt d(x,,, ,,) < 3¢. Das
zeigt, dass (x,,) eine Cauchy-Folge ist.
Ad 2: Fiir gegebenes n sei £ > k(n), und k& > max{¢, k(£)}. Dann gilt
d(zn,we) = d(zne, 20k0))
< d(zne, Znk) + d(Znks 2ek) + d(2ek, 2e,k(0)-
Der erste und der letzte Summand auf der rechten Seite sind durch 1/2™ beziehungs-

weise 1/2¢ beschriinkt. Der mittlere Summand geht fiir K — oo gegen d(z,,2¢).

Iste > 0 vorgegeben und N wie oben gewihlt, so folgt fiirn > N und £ > n, k(n),

dass
1 - 1
d(zne,y) < on +d(zn, 2¢) + 5
< eg+e+e

Im Grenziibergang ¢ — oo folgt d(z,,z) < 3e. Da ¢ beliebig war, bedeutet dies:

lim, o0 2n = T. U

Definition 5.6 — Der vollstindige metrische Raum (X, d) zusammen mit der Isome-

trie i : X — X heiBt Vervollstindigung (oder Komplettierung) von (X, d).

Satz 5.7 — Ist (Y, dy) ein vollstindiger metrischer Raum und ist f : X — Y eine
Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-Konstante L, so existiert genau eine stetige
Abbildung f : X — Y derart, dass f o i = f. Diese Abbildung f ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L.

Beweis. Falls f existiert, ist die Abbildung jedenfalls eindeutig bestimmt: Ist nimlich
z = [(2,)] ein Punkt in X, so gilt limi(z,) = 2, und wegen der Stetigkeit von f muss
gelten

f(2) =1lim f(i(z,)) = lim f(2,).
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Damit liegt f in der Tat fest.

Wir drehen den SpieB um: Es sei z = [(2,,)] ein Punkt in X. Wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von f ist (f(z,)) eine Cauchy-Folge in Y und muss konvergieren. Wir de-
finieren f(z) = lim,, o f(2y,). Zunichst einmal ist f wohldefiniert, denn wird z von
zwei Folgen (z,,) und (z],) représentiert, so ist d(z,, z,,) eine Nullfolge, und wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von f auch d(f(zy), f(2},)). Deshalb haben die Folgen (f(z,))
und (f(2/,)) denselben Grenzwert. Weiter gilt offensichtlich f(i(2)) = f(z). Es bleibt
zu zeigen, dass f Lipschitz-stetig mit Konstante L ist.

Es seien dazu Punkte z, 2’ € X vorgegeben und (z,,) beziehungsweise (2/,) Cauchy-

Folgen in X, die diese Punkte représentieren. Dann gilt:

dy (F(2), [(2)) < dy (F(2), f(zn)) + dy (£ (zn), f(23)) + dy (f(2,), F ()

Fiir n — oo gehen der erste und der letzte Term auf der rechten Seite nach Defini-
tion von f gegen 0. Der mittelere Term lisst sich wegen der Lipschitz-Stetigkeit von
L durch Ld(z,,z!,) abschitzen, und fiir n — oo geht dieser Term gegen Ld(z,2’).

Insgesamt ergibt sich
dy (f(2), f(<)) < Ld(z,2),

wie zu zeigen war. O

Satz 5.8 — Die Vervollstindigung i : (X, d) — (X,d) ist durch die im vorigen Satz
beschriebene Eigenschaft vollstindig charakterisiert, d.h. isti’ : (X,d) — (X', d’) ei-
ne Isometrie in einen vollstindigen metrischen Raum derart, dass die analoge Aussage
des Satzes 5.7 fiir i’ erfiillt ist, so gibt es eine eindeutig bestimmte bijektive Isometrie
®:X — X' miti’ =P oi.

Beweis. Nach Annahme ist ¢’ eine Isometrie, d.h. Lipschitz-stetig mit Konstante 1.
Dann existiert nach Satz 5.7, angewendet auf i, eine eindeutig bestimmte, Lipschitz-
stetige Abbildung ® : X — X' miti’ = ® o .

In gleicher Weise ist aber auch 4 Lipschitz-stetig, und Satz 5.7, angewendet auf 7/,
liefert eine Abbildung ¥ : X’ — X miti = ¥ o',

Die Komposition A := Wo®d : X — X ist Lipschitz-stetig und hat die Eigenschafat
A o1 = i. Aber diese Eigenschaft hat auch die identische Abbildung id~;. Wegen der
Eindeutigkeitsaussage von Satz 5.7, folgt A = ¥ o ® = id.

Mit demselben Argument, folgt ® o ¥ = ¢’. Demnach sind ® und ¥ zueinander
inverse Bijektionen, die Lipschitz-stetig mit Konstante 1 sind. Daraus folgt leicht, dass

® und ¥ Isometrien sind. O

117



5.2 Vervollstindigungen normierter Riume

Jeder normierte Raum (F, || — ||) ist insbesondere ein metrischer Raum mit der von der
Norm induzierten Metrik d(v, w) = ||v — w||. Wir kénnen also auf E die Konstruktion
aus dem letzten Abschnitt anwenden.

Es sei E die Vervollstindigung von E beziiglich der durch die Norm induzierten
Metrik und i : E — E die kanonische isometrische Einbettung.

Ist A € Rundsind x, 2’ € E Punkte, die durch Cauchy-Folgen (x,,) und (2)) € X
représentiert sind, so sind auch (A\x,,) und (x,,+2/,) Cauchy-Folgen, deren Klassen nur
von der Klasse von (z,,) beziehungsweise den Klassen von (z,,) und (z/,) abhingen.

Dabher ist sind die Verkniipfungen
Axi=[(Axy)]

und
T+ = [(x, +2))]

wohldefiniert. Man rechnet leicht nach, dass £ mit diesen Verkniipfungen ein reeller
Vektorraum ist und dass die Einbettung i : E — F linear ist.
Ebenso lisst sich zeigen, dass ||z|| := d(z, 0) eine Norm auf E ist, die die Metrik

d induziert. Hieraus folgt, dass (E, || — ||) ein Banachraum ist.

Satz5.9 — Ist f : E — B eine stetige lineare Abbildung in einen Banachraum f, so
existiert genau eine stetige lineare Abbildung f : E — B derart, dass f oi = f. Dabei

ist die Operatornorm von f gleich der Operatornorm von f.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f folgt aus Satz 5.7, sobald man sich
daran erinnert, dass fiir lineare Abbildungen die Eigenschaften stetig und beschrinkt
gleichbedeutend sind. Insbesondere ist jede stetige lineare Abbildung auch Lipschitz-
stetig. SchlieBlich ist die Operatornorm einer linearen stetigen Abbildung genau das

Infimum aller méglichen Lipschitz-Konstanten fiir diese Abbildung. (|

5.3 Vervollstindigungen bewerterter Korper

Definition 5.10 — Es sei L ein Korper und K ein angeordneter Korper. Eine Bewer-
tung von L mit Werten in K ist eine Abbildung | — | : L — K mit den folgenden

Eigenschaften:
1. |z| > O firalle z € L, und |z| = 0 genau dann, wenn = = 0.
2. Jx 4yl < l|z|+ |y| fiuralle x,y € L.

3. |zy| = |=| - |y| fir alle z,y € L.
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Beispiele 5.11 1. Das einfachste und vertrauteste Beispiel ist der gewohnliche Betrag
| — |00 : @ — Q, den ich in diesem Abschnitt ausnahmsweise zur Unterscheidung von
anderen Bewertungen mit dem Index co versehen werde.

2. Jede rationale Zahl x € Q \ {0} lasst sich in der folgenden Weise darstellen:
r=¢€ H pl’l’(").
p prim

Dabei ist ¢ € {—1,1}, das Produkt lduft iiber alle Primzahlen, die Exponenten v, (n)
sind ganze Zahlen, und bei festem n ist v/,(n) = 0 bis auf endlich viele Primzahlen p.

Es sei nun eine Primzahl p fest gewihlt.

Definition 5.12 (p-adische Bewertung) — Die Abbildung

| - ‘P : Q - Q7
gegeben durch |0], = 0 und |z, := p~*» fiir x € Q \ {0}, heiBt p-adische Bewer-
tung auf Q.
Ich iiberlasse es dem Horer zur Ubung nachzurechnen, dass | — |, tatséchlich eine

Bewertung ist.

3. Es sei M ein Korper und L := M (X)) der Korper der rationalen Funktionen mit
Koeffizienten in M, d.h. die Elemente in L sind Funktionen r(X) := f; 88 , wobei f
und g Polynome in X sind. Ferner sei m € M ein beliebiges Element. Wir definieren

0], := 0, und |r|,, = 27", wenn r = f/g eine nichttriviale rationale Funktion und
n € Z die Differenz der Nullstellenordnungen der Polynome f und g in X = m ist.

Man rechne nach, dass | — |,,, : L — Q eine Bewertung auf L ist.

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Begriff der Bewertung alles ist, was man braucht,

um in L viele Konstruktion zu wiederholen, die wir in R durchgefiihrt haben:

Definition 5.13 — Es sei L Korper mit einer Bewertung | — | : L — K.

1. Eine Folge (z,) konvergiert gegen x, wenn es zu jedem ¢ € K, & > 0, ein n gibt

derart, dass |z,, — x| < ¢ fiir alle m > n.
2. Eine Folge (z,,) ist eine Nullfolge, wenn x,, gegen 0 konvergiert.

3. Eine Folge (z,,) ist eine Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ € K, e > 0, einn

gibt derart, dass |z, — x,| < ¢ fiir alle m > n.

4. Eine Folge (x,,) ist beschréinkt, wenn es ein ¢ € K gibt derart, dass |z, | < ¢ fur
allen € N.

Ebenso beweist man in gewohnter Manier die folgenden Aussagen:
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1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
2. Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

3. Die Summe oder Differenz zweier konvergenter Folgen (Nullfolgen, Cauchy-
Folgen, beschrinkter Folgen) ist wieder konvergent (eine Nullfolge, eine Cauchy-

Folge, eine beschrinkte Folge).
4. Das Produkt zweier Cauchy-Folgen ist eine Cauchy-Folge.
5. Das Produkt einer Nullfolge und einer beschrinkten Folge ist eine Nullfolge.
Daraus konnen wir aber rasch Gewinn ziehen:
Lemma 5.14 — Es sei C'F' die Menge der Cauchy-Folgen im bewerteten Korper L,
und N F' die Menge der Nullfolgen. Die obigen Aussagen 1-5 implizieren:

1. CF ist ein kommutativer Ring. Nullelement und Einselement sind durch die

konstanten Folgen (0) und (1) gegeben.
2. NF isteinIdeal in C'F.

Wir bezeichnen mit L := CF /N F den Faktorring (oder Quotientenring). Die Ab-
bildung i : L — L, die jedes Element x € L auf die Restklasse der konstanten Folge
() schickt, ist injektiv.

Satz 5.15 — L ist ein Korper.

Beweis. Ein Element x € L, reprisentiert durch eine Cauchy-Folge (x,,) in L, ist
genau dann nicht 0, wenn (z,,) keine Nullfolge ist. Es gibt dann ein ¢ > 0 in K und
unendlich viele Indizes n derart, dass |z,| > 2¢. Da (x,,) eine Cauchy-Folge ist, gibt
andererseits einen Index ng derart, dass fiir alle n, m > ng gilt |, — .| < €. Ist also

n > ng irgendein Index mit |x,,| > 2¢, so folgt fiir alle m > ng, dass
|Tm| > 20| = |2 — Tm] > €.
Wir definieren eine Folge (y,,) in X wie folgt:

0, falls m < ng
Ym =

L falls m > ng
Tom

Dann ist (y,,) eine Cauchy-Folge (Ubung). Wir bezeichnen die Restklasse von (y,,)
in L mit y. Weiter gilt limy,, oo Tppym = 1, also zy = 1 in L. Insbesondere ist x

invertierbar. O

Definition 5.16 — L heiBt die Vervollstindigung von L beziiglich der Bewertung |—| :
L— K.
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5.3.1 Die reellen Zahlen

Wir fixieren auf Q den gewdhnlichen Betrag | — |, und definieren die reellen Zahlen
R := Q als Vervollstindigung von Q beziiglich | — | . Nach Konstruktion ist R ein
Korper und enthilt die rationalen Zahlen vermoge der Einbettung ¢ : Q — R als
Unterkorper.

Wir definieren auf R eine Anordnung wie folgt: Ist z € R durch die Cauchy-Folge
(x,,) reprisentiert, so ist ¢ > 0 per definitionem genau dann, wenn es zu jedem £ > 0
in Q einen Index n gibt, so dass x,, > —e fiir alle m > n.

Damit sind alle relevanten Strukturen auf R definiert: Die algebraischen Verkniip-
fungen und die Anordnung. Es ist jetzt eine FleiBaufgabe nachzurechnen, dass alle
Axiome, die wir fiir die reellen Zahlen aufgestellt haben, wirklich erfiillt sind.

Es gibt andere Moglichkeiten, die reellen Zahlen zu konstruieren: Als Menge von
Agquivalenzklassen von Dedekindschen Schnitte in Q oder als Menge von Aquivalent-

klassen von Intervallschachtelungen usw. Ich verweise auf die zahlreiche Literatur.

5.3.2 Die p-adischen Zahlen

Etwas spannender, als Axiome nachzurechnen, sind ein paar Experimente in den p-
adischen Zahlen. Wir fixieren eine Primzahl p und betrachten die im Beispiel 5.11

definierte p-adische Bewertung auf Q.

Definition 5.17 — Die Vervollstindigung von Q beziiglich | — |, wird mit Q,, bezeich-
net und heiflt der Korper der p-adischen Zahlen.

Das systematische Studium der Eigenschaften von Q,, gehort in die Algebra oder
Zahlentheorie. Am Ende der Vorlesung will ich mich damit begniigen, ein paar iiber-
raschende Rechnungen zu machen. Da es uns nur um die Illustration gewisser Effekte
geht, fixieren wir im Folgenden die Primzahl p = 3, rechnen also in Qs.

Um uns an das Rechnen in Q3 langsam zu gewohnen, weise ich als erstes darauf

hin, dass die Folge
1,3,9,27,81,...,

beziiglich | — |3 keineswegs unbeschrinkt ist, sondern im Gegenteil eine Nullfolge ist.

Aus dem gleichen Grund besteht die Konvergenz

lim (1+3")=1.

n—oo

Weiter konvergiert die Reihe

oo . 1
;3 =-3
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Denn die n-Partialsumme ist
3" -1

Sp =

Fiir alle m > n folgt daher:
|sn - 3m|3 S 3" ﬂ’ 07

d.h. die Reihe konvergiert. Auerdem gilt

n—oo

(—2)s, =1—3" 1.

Weiter behaupte ich, dass zwar v/3 ¢ Qj3, dass aber dafiir die Gleichung 2 +2 = 0

eine Losung in Q3 hat: Wir konstruieren eine solche Losung rekursiv:

Lemma 5.18 — Es gibt eine Folge x,, von natiirlichen Zahlen mit den folgenden Ei-

genschaften:
I. zpy1 = 2, + a,3" fiir eine Zahl a,, € {0,1,2}.
2. |22 +2|3 <37

Aus 1. folgt, dass x,, in Q3 konvergiert. Aus 2. folgt dann, dass fiir x := lim z,, gilt

2% = -2,

Beweis. Wir beginnen mit z; := 1. Wegen z? + 2 = 3 ist die Bedingung 2 erfiillt.
Wir nehmen nun induktiv an, wir hétten bereits x4, . . ., x,, konstruiert und machen fiir
ZTp41 den Ansatz

Tntl = Tp + @, 3"

mit einer noch zubestimmenden Zahl a,, € {0,1,2}. Nach Induktionsannahme gilt
|#2 + 2|3 < 37", Das bedeutet ausgeschrieben, dass 3" ein Teiler der natiirlichen Zahl
22 + 2ist, etwas 22 + 2 = 3"b mit b € N. Dann gilt:

224 +2= (22 +2) + 22,a,3" + a23*" = (2a, + b)3" + R3"T!

mit R € N. Diese Zahl ist genau dann durch 3"+! teilbar (was die Bedingung 2 fiir
n + 1 impliziert), wenn 2a,, + b durch 3 teilbar ist. Aber fiir jedes b kann a,, stets

passend gewéhlt werden, ndmlich einfach als der Rest von b bei ganzzahliger Divison
durch 3. ]

Die ganzen Zahlen Z liegen bekanntlich diskret in R und sind daher eine in R
abgeschlossene Teilmenge. Fiir die Inklusion Z C Q C Q, ist dies nicht wahr. Der
Abschluss Z,, := Z C Q, heiBt Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Man hat eine
Darstellung

Zp::{Zanp" ane{O,l,...,p—l}}.
n=0
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Man zeige:

Z,, ist kompakt!
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