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1 Integrationstheorie im R"

Ein Ziel der Mafs- und Integrationstheorie im R™ besteht darin, einer moglichst
grofen Teilmenge 9 C P(R™) von Mengen A C R™ ein Volumen

uw(A) € R

zuzuordnen. Dabei soll p verschiedene Bedingungen erfiillen, die wir von einem
sinnvollen Volumenbegriff erwarten. So soll sicherlich u(A) stets grofer oder
gleich null sein. Fiir die leere Menge soll u(B) = 0 gelten. Weiter verlangen wir
fiir einen Quader @, dass

(@) = vol(Q) := Produkt der Kantenléngen.

Schliefslich werden wir auch erwarten, dass das Volumen eines zusammengesetz-
ten Korpers die Summe seiner Teile ist. Wir werden sehen miissen, ob sich all
diese Erwartungen tatséichlich erfiillen lassen.

1.1 Riemannsche Integration

Die Grundidee der Riemannschen' Integration besteht darin, eine Menge A C
R™ zum einen mit endlich vielen Quadern zu iiberdecken und zum anderen von
innen mit Quadern auszuschdpfen.
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Durch Verwendung immer kleinerer Quader und Grenziibergang erhalten wir
ein dufseres Volumen

AC OQi}
=1

w*(A) = inf {Z vol(Q;)
=1
und ein inneres Volumen

Je:ic4, Qidisjunkt}

=1

e (A) = sup {Z vol(Qs)

Das ergibt ein sinnvolles Maf fiir A, wenn p*(A) = p.(A). Wir sagen dann, A
sei Riemann-messbar.

Beispiel 1.1 — Die Menge A = [0,1] N Q ist nicht Riemann-messbar. Es gilt
namlich p*(A) =1 und p.(A) =0.

1Bernhard Riemann * 17.9.1826 t 20.7.1866.



1.2 Integration nach Lebesgue

Der wichtigste Unterschied zwischen den Theorien von Riemann und Lebesgue?
besteht darin, dass wir bei der Lebesgueschen Integrationstheorie auch Uber-
deckungen mit abzihlbar vielen Quadern zulassen:

:inf{Zvol(Q )[Ac | Qi},

i=1
Man nennt eine Menge A Lebesgue-messbar, wenn es zu jedem € > 0 eine offene
Umgebung U von A mit p*(U \ A) < e gibt.

Beispiel 1.2 — Die Menge A = [0,1] N Q aus Beispiel 1.1 ist abzdhlbar, etwa
A = {an | n € N}. Ist ¢ > 0 vorgegeben, so betrachten wir fiir jedes n € N das
Intervall

£ IS
Qn = (an bl W, an, + W)

Die Lange dieses Intervalls ist vol(Qn) = . Auferdem gilt A C U2, Qn.
Daraus ergibt sich nach Definition

Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich pu*(A) = 0. Solche Mengen heifien p*-
Nullmengen.

1.3 Das Mafi- und das Inhaltsproblem

Das Beispiel 1.2 zeigt, dass wir je nach Methode verschiedene Begriffe von
Messbarkeit und vielleicht auch verschiedene Inhalte fiir dieselbe Menge A be-
kommen konnen. Das allgemeine Mafproblem lautet nun:

1.3. Mafiproblem — Gibt es eine Abbildung p : P(R*) — Kzo mit den
folgenden Eigenschaften?

1. Normiertheit: u([0,1]™) = 1.
2. ¢ — Additivitét: Fiir jede Folge (A,) disjunkter Mengen gilt

7 (U An> =) u(A

3. Bewegungsinvarianz: Fiir jede Bewegung g : R* — R gilt u(gA4) = u(A).

Unter einer Bewegung verstehen wir dabei eine Bijektion g : R* — R”, die
abstandstreu ist, d.h. fiir alle Punkte z,y € R™ gilt ||g(z) — g()|| = ||z — y]l-
Wir wissen, dass alle Bewegungen im R" die Form g(x) = Ax + b haben, wobei
A eine orthogonale Matrix ist und b € R™ ein beliebiger Vektor.

Satz 1.4 (Vitali® 1905) — Das Mafiproblem ist fiir alle n > 1 unlésbar.

2Henri Lebesgue * 28.6.1875 t 26.7.1941.
3Giuseppe Vitali * 26.8.1875 1 29.2.1932




Wir werden den Satz von Vitali spiter beweisen (Beispiel 3.16). Dabei spie-
len Konstruktionen mit Vereinigungsmengen von abzdhlbare vielen Mengen eine
Rolle. Man kann sich fragen, ob das Problem zuginglich wird, wenn man statt
der o-Additivitat nur endliche Vereinigungen betrachtet. Das fiihrt auf das so-
genannte Inhaltsproblem:

1.5. Inhaltsproblem — Gibt es eine Abbildung x : P(R*) — R>o mit den
folgenden Eigenschaften?

1. Normiertheit: u([0,1]™) = 1.
2. Endliche Additivitat: Fiir A, B € R® mit AN B = gilt

(AU B) = u(A) + pu(B)

3. Bewegungsinvarianz: Fiir jede Bewegung g : R* — R" gilt u(gA) = u(A).

Hausdorff hat gezeigt, dass die Antwort auf diese Frage merkwiirdigerweise
von der Dimension abhéngt:

Satz 1.6 (Hausdorff* 1914) — Das Inhaltsproblem ist unlésbar fiir n > 3.

Hausdorffs Beweis fuftt auf dem sogenannten Hausdorffparadoxon. Wir wer-
den das Hausdorffparadoxon im Kapitel 8 beweisen und zeigen, wie daraus der
Beweis von Satz 1.6 folgt.

Spater wurde der Satz von Hausdorff durch Banach ergénzt:

Satz 1.7 (Banach®) — Das Inhaltsproblem ist fiir n = 1,2 lésbar, aber nicht
eindeutig.

4Felix Hausdorff * 8.11.1868 1 26.1.1942.
5Stefan Banach * 30.3.1892 t 31.8.1945.



2 Das duliere Lebesguesche Maf}

Wir schreiben a < b fiir Punkte a,b € R*, wenn a; < b; fiir ¢ = 1,...,n, und
analog a < b, wenn a; < b; fiir i = 1,...,n. Mengen der Form

n

(a,b] ={z€eR* |a<z<b} = H(ai,bi]

=1
heiffen n-dimensionale halboffene Quader.
b2 T
as
1 1
ap bl

Der topologische Abschluss von (a,b] ist der abgeschlossene Quader [a, b]
[L;[a:, b;], und das Innere von (a,b] ist der offene Quader (a,b) = [],(as, b;).

Es sei F C P(R™) die Menge aller Teilmengen A C R™ der Form A =
U, Q: mit disjunkten halboffenen Quadern Q;.

Lemma 2.1 — Es seien Q, Q' halboffene Quader.
1. Q N Q' ist ein halboffener Quader.
2. Es gibt disjunkte halboffene Quader Q) ..., QW mit Q\Q' = Ji_, QW.

Beweis. Es seien halboffene Quader @ = (a,b] und Q' = (o, V'] gegeben. Dann
gilt @ N Q" = (max(a,a’),min(b,b’)] =: Q". Da weiter Q \ Q' = Q \ Q”,
kénnen wir fiir Aussage 2 ohne Einschrinkung annehmen, dass Q' C @, d.h.
dass a < a’' < b <b. Essei {Q,} die Menge aller Quader @, = (a”,b"], fiir die
fiir jedes ¢ = 1,...,n gilt: a7, by sind zwei aufeinander folgende Zahlen aus der
Folge a;,a’,bl,b;. Dann sind alle @, paarweise disjunkt, fiir einen Index v gilt

71? 71)

Quo = QIJ und Q = UV Qu-

Es folgt @\ Q" =U,,, Qv- O



Satz 2.2 — F C B(R™) hat die folgenden Eigenschaften:
1. 0 e F,
2. ABe F=A\Be€F,
3. ABe F=>AUBEeF.

Beweis. Aussage 1 ist klar.
Zu 2: Es gelte A = {J;_, Q; und B = |JjL, Q mit jeweils disjunkten Quadern
Q; bzw. Q). Dann hat man

ANB= (- (@\QD\@)\---Qp)-

Induktiv geniigt es also, den Fall m = 1 und n = 1 zu betrachten. Aber Q\ Q' €
F nach Lemma 2.1.

Zu 3: Sind A, B disjunkt, so ist die Behauptung klar, und im Allgemeinen folgt
die Behauptung wegen AU B = (A \ B)UB aus 2. O

Bemerkung 2.3 — Ist X eine beliebige Menge und R C P(X) ein Mengen-
system, das die Eigenschaften 1 — 3 des Satzes besitzt, so heifst R ein Ring auf
X. In diesem Sinne ist also F ein Ring auf R".

Definition 2.4 — Ist Q = (a,b] ein halboffener Quader, a < b, so heifst

n

w(@) = [T —ai)

i=1

der Inhalt von Q.

Satz 2.5 — Ist () ein halboffener Quader mit einer Zerlegung QQ = Uﬁ:l QW
in disjunkte halboffene Quader Q(V, ..., Q'Y so gilt u(Q) = Zle w(QU).

Beweis. Es sei Q = (a, b].

1. Fall. Wir betrachten eine spezielle Zerlegung von @ der folgenden Form:
Fiir jeden Index ¢ sei eine Zerlegung a; = c;0 < ¢j1 < -+ < Cim; = b; des
Intervalls (a;, b;] gewdhlt. Essei N = {vr e Ny |0 <v; <m;} und Q, := (a”,b"]
mit ay = Ci,vis bz’/ = Ci v +1-




Dann gilt Q = {J,cy Qv und

n n m;—1
@ = J[0:i—a) =] D (Civier — cins)
=1 =1 ;=0
= Z H(Cil/ﬁ-l —Ciy;) = Z wQy)-
veEN i=1 veN

2. Fall. Wir betrachten eine beliebige Zerlegung Q@ = Q™ U --- U Q¥ mit
disjunkten Quadern Q¥ = (a(®,b¥)] sowie Q = (a,b]. Wir wollen diese Zer-
legung so verfeinern, dass wir zu einer Zerlegung wie im ersten Fall gelangen.
Dazu betrachten wir fiir jedes i die Zerlegung von (a;, b;], die durch die Menge

alle Tntervallgrenzen a\”),b\”),j = 1,...,(, gegeben ist. Es sei Q,,v € N, die
Menge alle zugehorigen Quader Wle im Fall 1 gilt:

p@V) = > wQ.),  w@ = uQ.)
QuCQ(j] v
Da jedes Q, zu genau einem Q) gehdrt, folgt

4

Q) =>_ Q).

j=1

Q mit Unterquadern Q¥ @ mit Unterquadern @, O

Satz und Definition 2.6 — Es sei A € F und A = Ule Q; eine Zerlegung

in disjunkte halboffene Quader @ ;. Dann hingt {1(A) := Z§:1 w1(Q;) nicht von
der gewahlten Zerlegung ab. u(A) heit der Inhalt von A.

Beweis. Angenommen, es gilt U§:1 Q; = Ule Q) fiir jeweils disjunkte Folgen
@, bzw. Q} von halboffenen Quadern. Dann gilt

£ k
G=Ueine, wd @={J@;nq.

J=1 =1
Aus dem obigen Satz folgt:

k2 £ £

k
Zu ) =2 2 m@iNQ) =3 n(@QiNQ) =3 mQ;)

i=1 j=1 7=11i=1

10



Satz 2.7 — Der Inhalt i : F — R>( hat die folgenden Eigenschaften:
1. p(0) =0.
2. Endliche Additivitdt: Sind Ay,...,A,, € F disjunkt, so gilt

3. Monotonie: A, Be F, ACB = u(A) < u(B).
4. A, Be F= u(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B).
5. Fiir beliebige Ay, ..., A, € F gilt

It (6 Aj) < iu(Aj)-

j=1

6. Ist (A;)jen eine Folge disjunkter Mengen aus F und ist B € F, so gilt
UAicB = Y u4;) <uB).
j=1 j=1

Beweis. Zu 2: Zu jedem j gibt es disjunkte Quader Q;;,7 =1,...,n;, mit A; =
U;L:l Q. Dann ist {Q;; } eine Zerlegung von A in disjunkte Quader und es gilt:

(A =3 0@ = 3 S u(@u) = 3 u(Ay).
i,j i=1 j=1 i=1

Zu 32 u(B) = (AU (B 4) 2 1(A) + u(B\ A) 2 u(A).
u 4:

pAUB)+w(ANB) 2 u(A)+ u(B\ A) + u(B N A)

Zu 5: Wegen 4 gilt
1(A1 U Az) < pu(Ar) + p(A2)

und induktiv folgt

wAL1U---UAy) < (AU U A, ) + p(An)
(Induktion) < (A1) + -+ p(Adn-1) + u(4,).

Zu 6: Fiir jedes k gilt |J*_, 4; C B, also nach 2 und 3:

=1
k k
oA =n|J 4| <u®B).
j=1 j=1
Im Grenziibergang k — oo folgt die Behauptung. d

11



Satz 2.8 (Lebesgue) — Sind Q und Q™ ,n € N, halboffene Quader mit Q C
U, Q™ so gilt

oo

Q) <> Q™)

n=1

Beweis. Falls die linke Seite 0 oder die rechte Seite oo ist, ist nichts zu zeigen.
Wir nehmen also ohne Einschrankung an, dass u(Q) > 0, dass u(Q™) > 0 fiir alle
n € N, und dass die Reihe > 7 ,u(Q(")) konvergiert. Wir schreiben Q = (a, b]
mit a < b und Q™ = (a(™ b ")] mit a(™ < b,

Die Idee besteht nun darln den Quader @ so zu einem Quader @)_ zu verklei-
nern und die Quader Q™ so zu Quadern QS:”) zu vergrofern, dass der Abschluss
@ _ noch von den offenen Quadern ( f))o iiberdeckt wird.

Es sei € > 0 vorgegeben. Wir wihlen neue Eckpunkte ¢ < a; < b— < b
und @™ < o™ < p™ < bf) so, dass fiir die Quader Q_ = (a4,b_] und
Q™ = (™, b5 gilt

w@Q) > w@-) > (@) -

und

u(Q™) < w(@QYY) < w(@Q™) +
Es besteht die Inklusionskette

2’!7.

Q cqQ. chUQ<">cUQ("’ CUQ(")

n=1

Die Quader (QS:”))O bilden eine offene Uberdeckung des kompakten Quaders
Q . Daher gibt es ein N € N so, dass

Q_ CQ CUQ(”) CUQ(”)

n=1

Es folgt nach 3 und 5 von Satz 2.7, dass

w(@Q) — e < p(Q-) < Zu @) < Z Q™) + 57) = Y u@Q™) +e.

n=1

Im Grenziibergang ¢ — 0 erhilt man die Behauptung. O

Definition 2.9 — Das dufere Lebesguesche Maf p* : P(R™) — R>0 ist durch
= inf {Z w(Q;) ‘ Q; disjunkte halboffene Quader, A C | J Qj}
- j=1
gegeben.
Satz 2.10 — p* hat die folgenden Eigenschaften:

1w (@) =0.

12



2. Monotonie: A C B = p*(A) < pu*(B) .
3. o-Subadditivitit: Fiir jede Folge (A;) von Mengen gilt

¢ (0a) < Xwwn
=1 1=1

Beweis. Zu 2: Jede Uberdeckung von B ist auch eine Uberdeckung von A.

Zu 3: Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass ) .-, pu*(A;) < oo, denn andern-
falls ist nichts zu zeigen. Zu ¢ > 0 gibt es Quaderiiberdeckungen A; C U;; Q5
mit

€

w(A;) > ZH(Qi;’) T %

Dann ist {Q;;}:,; eine Quaderiiberdeckung von [ J;2; A;, und es folgt

w* (Uz‘h) < Zu(sz)

IN
]
=
=
+
|

= ) u(A)+e
i=1
Im Grenziibergang ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Satz 2.11 — 1. Fiir jeden halboffenen Quader gilt 1*(Q) = u(Q).
2. Fiir jedes X C R™ und jeden halboffenen Quader Q gilt

p(X) =p (X \ Q)+ p (X NQ).

Beweis. p*(Q) < u(Q) ist trivial, und pu(Q) < p*(Q) ist die Aussage des Satzes
von Lebesgue.

Ist X ein halboffener Quader, so wéihlen wir eine Zerlegung X = UZILI Q.
in disjunkte halboffene Quader mit @1 = X N Q. Es folgt

N
pHX) = uX) =D Q)
v=1

N
= wXNQ)+Y uQ.)

v=2
p(XNQ)+p (X \Q)
= pXNQ)+p(X\Q) > wi(X)

wegen der Subadditivitdt von p*. Also gilt {iberall Gleichheit.
Ist X beliebig und {Q;} eine Quaderiiberdeckung von X, so folgt:

\YJ

Zu*(Qi) = Zu*(QiﬁQ)+Zu*(Qi\Q)
im1 im1 i1

w(XNQ) + i (X\ Q).

Y

13



Ubergang zum Infimum:

p(X) 2 p (X NQ)+p (X \Q) > p' (X).

14



3 Das Lebesguesche Maf}

3.1 Die o0-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen

Definition 3.1 (Carathéodory®) — A C R™ heifit Lebesgue-messbar, wenn fiir
jede Menge X C R™ gilt

P (X) = p (X NA) +p(X\ A).

Es sei 9 C P(R™) die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen. Wir schreiben
w(A) = p*(A) fir A € M und nennen p : WM — R>o das n-dimensionale
Lebesguesche Maf.

Nach Satz 2.11 sind alle halboffenen Quader @ Lebesgue-messbar, und es
gilt p*(Q) = u(Q) := Produkt der Kantenléingen. Aufierdem sind offensichtlich
¢ und R™ Lebesgue-messbar.

Satz 3.2 — Die Menge 9 C P(R™) hat die folgenden Eigenschaften:
I.R* e M.
2. AL BeM=>A\BeMN.

3. Ist (A;) eine Folge in 9, so gilt auch |J,. A; € M.

i€EN

Bemerkung 3.3 — Ein allgemeines Mengensystem 2 C PB(X) mit den Ei-
genschaften 1 — 3 des Satzes heifit o-Algebra auf X. Mengen Y € 2 heiflen
2A-messbar. Der Satz sagt also, dass die Menge 9t eine o-Algebra auf R™ ist.

Wir beweisen den Satz in einer Folge von Lemmata 3.4 — 3.7.

Lemma34 —AeM = R'\A € M.
Beweis. Wenn A messbar ist, gilt
(X0 (R A)) 4t (X (R \ 4)) = (X \ 4) + 4" (X 0 A) = " (X).

Demnach ist auch das Komplement R™ \ A messbar. O

Lemma 3.5 — A, Be9M = AUB, AnNB, A\BeM.

Beweis. Es sei X beliebig, A, B messbar. Es folgt:

p(X) = p(X\A)+p (XNA)

p((X\NA)\B) +p (X \A)NB) +p"(XNA)

= w(X\(AUB)) +u (XN (AUB))\ 4)
+1* ((XN(AUB)) N A)

= W (X\(AUB)) +p (XN (AUB))

Das bedeutet: AU B ist messbar.
8Constantin Carathéodory * 1873 1 1950.

15



Die beiden anderen Aussagen folgen daraus formal, indem wir sie auf die
messbaren Komplemente von A und B anwenden:

ANB=R"\ ((R*\ 4) U (R \ B))

und
A\B=An(R"\B).

O

Lemma 3.6 — Es sei (4;) eine Folge disjunkter Mengen in 9. Dann ist A :=
Uiz, Ai € M. AuBerdem gilt fiir alle X C R":

X nJ4) = p (X N4
=1 1=1
Beweis. Fiir beliebiges X gilt wegen der Messbarkeit von A;:

= p (X NA)+p(XNA).

Induktiv folgt fiir alle &:
P (XN (AU UA)) =p* (X NAD) + -+ p* (X N Ag). (3.1)

Aus Monotoniegriinden folgt hieraus

k k
XN A) > (X0 4) = 3w (X n 4,
=1 =1
und im Grenziibergang k — oo:
pHXNA) 2D (X N A).
i=1

Andererseits folgt aus der o-Subadditivitét, dass

oo

p(XNA) <) pt (XN A).
=1
Zusammengenommen erhilt man die behauptete Identitdt

oo

pHXNA) =) pf (XN A).
=1

Wegen der Messbarkeit von Ay U ---U Ay gilt weiter:
WX = p (X0 (AU UAY) + (X \ (AU U A)

k
> Y XA+ (X A),

=1

16



wegen (3.1) und Monotonie. Fiir k — oo folgt

pH(X) 2D (XN A) 4 pt(X\ A) = pf (X N A) + (X A) > p(X).
=1

Lemma 3.7 — (4;) Folgein M = 2, A € M.

Beweis. Definiere rekursiv: By := Ay, B; ;= A; \ (B1U---U B;_1). Die Mengen
B; sind messbar und disjunkt, und es gilt

a0
=1 1=1
nach Lemma 3.6. O

Damit ist Satz 3.2 beweisen.

Satz 3.8 — Das Lebesguesche Mafs 1 : 9 — @20 hat die folgenden Eigen-
schaften:

1. p(0) =0.
2. o-Additivitit: Ist (A;) eine Folge disjunkter Mengen in 9, so gilt

Beweis. Aussage 1 ist klar und Aussage 2 ist ein Spezialfall von Lemma, 3.6 fiir
die Wahl X = R™. O

Bemerkung 3.9 — Es sei 2 eine o-Algebra auf einer beliebigen Menge X.
Eine Abbildung p : 2 — R>¢ mit den Eigenschaften 1 und 2 des Satzes heifit
Maf auf 2.

Definition 3.10 — Eine Menge N C R" heifit Lebesgue-Nullmenge, wenn
w*(N) =0.

Satz 3.11 — 1. Jede Nullmenge N ist Lebesgue-messbar.
2. (N;) Folge von Nullmengen = J;2, N; Nullmenge.
3. Abzéhlbare Mengen sind Nullmengen.

4. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

Beweis. Zu 1: Es sei N eine Nullmenge und X beliebig. Dann gilt
p(X) > p (X \N), p"(N)>p(XNN)

wegen Monotonie, und somit:

pt(X) = p(X) + p*(N) 2 p" (X \N) +p*(X N N) > p*(X)

17



d.h. N ist messbar.
Zu 2: Mithilfe der o-Subadditivitét folgt

N*(UNz) < ZN*(Nz) =0

Zu 3: Einpunktige Mengen sind Nullmengen, also folgt 3 aus 2. Der letzte Punkt
ist klar. O

3.2 Zusammenhang mit der Topologie des R"
Satz 3.12 — Alle offenen und abgeschlossenen Mengen des R™ sind messbar.

Beweis. Es sei U C R™ offen und z € U. Dann gibt es ein ¢ > 0 so, dass
[T, (zi—e,z;+e) C U. Wihle a,b € Q" so, dass x;—&; < a; < x; < b; < x;+¢
fir alled = 1,...,n. Dann gilt z € (a,b] C U. Insbesondere ist U die Vereinigung
aller Quader aus der abzihlbaren Menge {(a,b] C U | a,b € Q*}. Nach Satz
3.2 ist U messbar. Als Komplemente von offenen und damit messbaren Mengen
sind auch abgeschlossene Mengen messbar. O

Satz 3.13 — Es sei X C R™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. X e M.
2. Zu jedem e > 0 gibt es eine offene Menge U mit X C U und p*(U\X) < e.

3. Zu jedem & > 0 gibt es eine abgeschlossene Menge A mit A C X und
pr(X\A) <e.

Beweis. 2 = 1: Es sei Z C R” eine beliebige vorgegebene Menge, ebenso ¢ > 0
beliebig. Dann gibt es nach Annahme eine offene Menge U mit X C U und
p*(U\X) <e Wegen Z\ X = (Z\U)U(U\X) folgt p*(Z\ X) < p*(Z\U)+
pw*(U\X) < p*(Z\U) +e. Da U messbar ist, gilt:

w(Z)

W(Z\U)+ " (Z00)
W(Z\X) =+ " (ZN0)
W(Z\X)—c+u'(ZNX)

(AVARAY]

Im Limes ¢ — 0 folgt u*(Z) > p*(Z \ X) + p*(Z N X), und die umgekehrte
Ungleichung folgt wie immer direkt aus der Subadditivitdt des dufleren Mafes.
Demnach ist X messbar.

1= 2:Essei X € 9, und € > 0 sei vorgegeben.

w(Q%) < Q) + 557- Es folgt X C U == J;2; Q) und

w0 > @) -5 > 3 (w@) - 5ir) - 5
1=1 =1

> wU)—e = p(U\X)+p"(X)—e.

18



Das impliziert p*(U \ X) < e.
2. Fall: p*(X) = o0. In diesem Falle sei X,,, := X NU,,(0). Nach Fall 1 existieren
offene Mengen V;,, D X, mit u(Vi, \ Xin) < 5. Die Menge U = Ur_, Vi ist
offen, und es gilt X C U und U\ X C ;o Vin \ X, also p*(U \ X) <
Sy (Vi \ X) < 2 _,

Schlieflich folgt die Aquivalenz von 1 und 3 aus der Aquivalenz von 1 und
2, indem man sie auf die Menge Y = R \ X anwendet: Ist X messbar, so ist
auch Y messbar. Daher gibt es eine offene Menge U C R™ mit U D Y und
pw* (Y \U) < e. Setze A := R* \ U. Dann ist A abgeschlossen, A C X, und
X\ A=U\Y. Ahnlich zeigt man die umgekehrte Richtung. O

Der Durchschnitt von beliebig vielen o-Algebren auf einer Menge X ist wie-
der eine o-Algebra. Ist darum S C (X)) eine beliebige Menge von Teilmengen
von X, so gibt es eine kleinste o-Algebra auf X, die S enthilt, ndmlich

A(S) := N 2A
2 ist o—Algebra
scat.

20(S) heifst die von S erzeugte o-Algebra.

Ist X ein topologischer Raum und T C ‘B(X) die Topologie von X, so
heifit B(X) := A(T") die o-Algebra der Borelschen Mengen von X. Mengen in
B(X) heiffen Borel-messbar. B(R™) besteht aus allen Mengen, die sich durch
Wiederholung der folgenden Vorginge aus den offenen Mengen gewinnen lassen:
— Ubergang zum Komplement in R™.

— Bildung abzdhlbarer Vereinigungen.

(Der Vorgang ist allerdings etwas subtil, weil es nicht geniigt, dies endlich oft
zu tun. Ich verweise auf das Buch von Elstrodt: Mafs- und Integrationstheorie,
184 1.) Es gilt

B(R)

2(offene Mengen)
A(abgeschlossene Mengen)

= A(kompakte Mengen).

Satz 3.14 — X € 9 genau dann, wenn es eine Borelmenge B und eine Null-
menge N mit der Eigenschaft X = BUN gibt.

Beweis. Es sei X messbar. Nach Satz 3.13 gibt es zu jedem k € N eine abge-
schlossene Menge A, C X mit p*(X \ Ax) < 7. Es sei B = |Ji2; Ax. Dann
ist B eine Borelmenge, die ganz in X liegt, und es gilt N := X \ B C X \ 4,
fiir alle k € N, also p*(N) < inf{u*(X \ Ax)} = 0. Damit haben wir eine dis-
junkte Zerlegung X = B U N mit einer Borelmenge B und einer Nullmenge N
konstruiert. Die umgekehrte Richtung ist offensichtlich. O

3.3 Zusammenhang mit der affinen Struktur des R"

Fiir jedes b € R® bezeichne T : R* — R*, x — z + b, die Translation um
b. Die Translationen bilden eine zum Vektorraum R™ isomorphe Gruppe mit
dem Gruppengesetz Ty o Ty = Tpypr. Jede Matrix A € GL(n,R) beschreibt
einen linearen Automorphismus A : R* — R*, x — Az. Die invertierbaren
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Matrizen und die Translationen erzeugen zusammen die Gruppe der affinen
Automorphismen

Aff(R*) = R" x GL(n,R) = {(T»,A) | b e R*, A € GL(n,R)}.
Satz 3.15 — Fiir jede Translation T} und jede Teilmenge X C R" gilt
p (T X) = p*(X).
Insbesondere ist X genau dann Lebesgue-messbar, wenn dies fiir Ty(X) gilt.

Beweis. Ist @ ein Quader, so ist auch T,Q ein Quader, und zwar von gleichem
Inhalt. Ist nun X C |J @; eine Quaderiiberdeckung, so folgt

p (T X) < Zu*(Tij) = Zu*(Q;‘),

J
und durch Ubergang zum Infinium iiber alle Quaderiiberdeckungen erhilt man:
p (T X) < p*(X)

Wendet man diese Ungleichung fiir die Translation T und die Menge Ty,(X)
an, so erhidlt man die umgekehrte Ungleichung:

W (X) = (T(TX)) < i (T X).

Das beweist die erste Aussage. Die zweite folgt hieraus leicht. |

Beispiel 3.16 — Es sei R C R ein Reprisentantensystem fiir die Faktorgruppe
R/Q, d.h. jede reelle Zahl x hat eine eindeutige Darstellung der Form z = r 4 ¢
mit r € R und ¢ € Q. Es bezeichne |z| die grofite ganze Zahl < z. Indem wir
notigenfalls jedes 7 € R durch r — |r| ersetzen, konnen wir aufserdem erreichen,
dass R C [0,1). Dann gilt:

R ist nicht Lebesgue-messbar.

Wir nehmen an, R sei messbar. Dann sind auch die Mengen R’ := RN [0,1/2)
und R” := RN [1/2,1) messbar, und es gilt u(R) = p(R') + p(R"). Nach
Konstruktion von R als Reprasentantensystem von R/Q sind R’ und die ver-
schobene Menge T_; 5(R") disjunkt. Dann ist R; := R'UT_;/5(R") ebenfalls
ein Représentantensystem von R/Q und messbar, und es gilt wegen der Trans-
lationsinvarianz des Mafses:

w(Ry) = p(R) + p(T-12(R")) = p(R') + w(R") = w(R).

Die Menge R; ist in [0,1/2) enthalten. Indem man dasselbe Verfahren auf R
anwendet, konnen wir rekursiv eine Folge R, von messbaren Mengen mit den
Eigenschaften R,, C [0,27™) und u(R,) = p(R) konstruieren. Die Monotonie
des Mafses liefert die Abschétzung

n— o0

u(R) = p(Ra) < pu((0,27™) =27 222,
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Demnach hat u(R) das Mak 0. Andererseits ist R die disjunkte Vereinigung der
abzéhlbar vielen Mengen T,(R), g € Q. Es folgt:

B(®) = 3" u(T,(R)) =o0.

q€Q

Widerspruch.

Es ist klar, wie man dieses Argument auf hohere Dimensionen verallgemei-
nert. Dabei haben wir nur ausgenutzt, dass u ein translationsinvariantes Mafy
ist. Das Argument ist also insbesondere fiir beliebige bewegungsinvariante Mafse
auf dem R™ giiltig. Damit haben wir auch den Satz von Vitali 1.4 bewiesen.

Satz 3.17 — Fiir jedes A € M,R und jedes X C R™ gilt
w(A(X)) = [detA] - p*(X).

Beweis. 1. Schritt: Angenommen, es gilt det(A) = 0. In diesem Falle liegt A(X)
in dem hochstens (n — 1)-dimensionalen linearen Unterraum im(A4) C R™ und
hat daher Maf 0.

Es geniigt also, sich im weiteren auf invertierbare Matrizen A € GL(n) zu
beschrénken.

2. Schritt. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jeden Quader @ die Ungleichung

1 (A(Q)) < |det(A)|n(Q) (3.2)

gilt. Mit dieser Abschitzung argumentieren wir némlich wie folgt: Ist X C R
beliebig und {Q;} eine Uberdeckung von X durch Quader, so gilt A(X) C
U, A(Q:) und wegen der Subadditivitét des dukeren Mafes

w(A(X)) < Z 1 (A(Qi)) < [det(A)| ZN*(Qi)'

Der Ubergang zum Infimum auf der rechten Seite liefert die Ungleichung
p(A(X)) < |det(A)] - p*(X).

Wendet man schlieflich diese Ungleichung auf die inverse Operation A~! und
die Menge A(X) an, so findet man die umgekehrte Ungleichung

p(X) = p"(ATHAX))) < |det(A)] i (A(X)).

Daraus ergibt sich Behauptung.

3. Schritt: Ist A = A; - A, ein Produkt von invertierbaren Matrizen, so folgt
aus der Giiltigkeit der Ungleichung (3.2) fiir A; und A, die Giiltigkeit fiir A. Wie
aus der Linearen Algebra bekannt ist, kann man jede invertierbare Matrix als
ein Produkt der Form A = E; ... E;- D - E{ ... E; mit einer Diagonalmatrix D
und elementaren Scherungen E;, E’; schreiben. Es geniigt, daher die Ungleichung
(3.2) fiir Diagonalmatrizen und fiir Scherungen zu beweisen.

4. Schritt: Wir zeigen (3.2) fiir eine Diagonalmatrizen A = diag(dy, . ..,d,)
mit dy ---d, # 0. Offensichtlich ist A(Q) ein Quader (wenn auch nicht mehr
halboffenen im {iblichen Sinne, falls ein d; < 0) mit

HA@)) = [du] . du] - 1(Q) = |detA] - p(Q).
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5. Schritt: Wir zeigen (3.2) fiir eine elementare Scherung A = E;;(X), A € R.
Dabei bezeichne E;;(\) die Matrix, die in der k-ten Zeile und {-ten Spalte den
Eintrag 0x¢ 4+ Ad;,0;¢ hat. Dabei konnen wir ohne Einschrdnkung annehmen,
dass ¢ =1und j = 2.

Es sei n = 2. Wegen der Translationsinvarianz kénnen wir aufferdem anneh-
men, dass @ = ((0,0), (b, h)]. Dann ist A(Q) ein halboffenes Parallelogramm mit
den Ecken (0,0), (b,0), (b+ A, h) und (A, h). Wir nehmen der Einfachheit halber
an, dass A > 0. (Der Fall A < 0 unterscheidet sich unwesentlich.) Fiir jedes
N € Nsei Qn :=((0,0), (b+ N/X, h/A)]. Dann wird A(Q) von den halboffenen
Quadern Q; = T%(/\’h)(QN), i=1,..., N, iiberdeckt.

b b+ A

Das liefert die Abschitzung

N —oco

1 (AQ)) < N-u(@n) = N-(b+A/N)-h/N = bh+(hA)/N 2225 b = 4(Q).

Ist n > 2, so zerlegen wir den Quader Q = Q' x Q" mit Quadern Q' C R? und
Q" C R* 2. Dann gilt A(Q) = A/(Q') x Q" mit der Matrix

, (1A
A_(Ol).

Ist {Q;} irgendeine Quaderiiberdeckung von A’'(Q’) in R?, so ist {Q; x Q"'} eine
Quaderiiberdeckung von A in R™. Man sieht, dass

1 (AQ) < p*(A(Q) - Q") < (@) - Q") = (@)
O
Folgerung 3.18 — 9 ist invariant unter affinen Abbildungen. Das Lebes-
guemalf ist bewegungsinvariant. Genauer gilt fiir jede messbare Menge X und

beR*, Ae GL(n,R):

w(Tp(X)) = w(X) und  p(A(X)) = |detA - p(X).
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4 Das Lebesgue-Integral

4.1 Lebesgue-messbare Funktionen

Im folgenden sei X C R™ stets eine Lebesgue-messbare Menge.

Definition 4.1 — Eine Abbildung f : X — R* heift Lebesgue-messbar, wenn
fiir jede Borelmenge B € B(R*) das Urbild f~(B) C R* Lebesgue-messbar ist.

Wenn es aus dem Kontext heraus klar ist, dass von Lebesgue-messbaren
Funktionen die Rede ist, werde ich kurz von messbaren Funktionen sprechen.

Lemma 4.2 — Die folgenden Aussagen iiber f : X — R* sind dquivalent:
1. f ist Lebesgue-messbar.
2. Fiir alle offenen Mengen U C R* ist f~!(U) Lebesgue-messbar.
3. Fiir alle abgeschlossenen Mengen A C R* ist f~'(A) Lebesgue-messbar.
4. Fiir alle halboffenen Quader Q C R* ist f~'(Q) Lebesgue-messbar.

Beweis. 1 = 2,3,4, denn U, A und @ sind Borelmengen.

Umgekehrt erzeugt jede der Mengen {U C R* offen}, {4 C R* abgeschlossen}
bzw. {Q C R* halboffener Quader} die o-Algebra B(R"), und die Abbildung
f71 o P(RF) — P(R™) ist mit allen mengentheoretischen Operationen U, N und
\ vertréglich. O

Beispiel 4.3 — 1. Stetige Funktionen sind messbar.

2. Eine Teilmenge A C X ist genau dann messbar, wenn ihre charakteristische
Funktion x4 : R* — {0,1} messbar ist. Dabei ist x4 durch die Eigenschaft
xa(z) =1 & x € A charakterisiert.

Lemma 4.4 — 1. Ist f : X -+ Y C R messbar und g : Y — R’ stetig, so ist
gof: X — R messhar.

2. f : X — R* ist genau dann messbar, wenn alle Komponentenfunktionen
fi: X >R i=1,... k, messbar sind.

Beweis. Zu 1: Es sei U C Rf offen. Dann ist g~ (U) offen in Y, d.h. es gibt
eine offene Menge W C RF mit ¢~} (U) = Y N W. Nun ergibt sich, dass
(go /)™HU) = g™ (U)) = fFAY NW) = f~Y(W) messbar ist. Also
ist (g o f) messbar.

Zu 2: Ist zundchst f messbar, so ist nach Aussage 1 auch jede Komponente
fi = pr; o f messbar, da die Projektionen pr; : R* — R stetig sind.

Es sei umgekehrt jede Komponente f; messbar. Wir betrachten einen halboffe-
nen Quader Q =[], (a;,b;] im R*. Dann gilt

Q) = m fiﬁl((aibi])a

Insbesondere ist f~!(Q) messbar und somit f messbar. O
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Folgerung 4.5 — Sind f,g : X — R messbar, so sind auch die Funktionen

f+9 f—9 f-g |fl, min{f,g}, max{f,g} messbar. Ist g : X — R\ {0}
messbar, so ist auch f/g messbar.

Beweis. Die Abbildung F = (f,g) : X — R? ist gemi Lemma 4.4 messbar.
Alle Funktionen in der Folgerung entstehen durch Komposition der messbaren
Funktion F : X — R? mit einer stetigen Funktion R? — R aus der Liste = + v,
x—vy, 2y, |z|, min{z,y}, max{z,y}. Fir f/g argumentiert man analog. O

Satz 4.6 — Es sei (f;)ien eine Folge messbarer Funktionen f; : X — R.

1. Ist (f;) punktweise nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, so ist sup f;
(bzw. inf f;) messbar.

2. Ist (f;) punktweise beschrinkt, so sind lim(f;) und lim(f;) messbare Funk-
tionen.

Beweis. 1. Es sei (f;) punktweise nach oben beschriankt und f := sup f;. Wir
betrachten ein beliebiges halboffenes Intervall (a, b] und sein Urbild f~((a,b]).
Dann gilt a < f(z) genau dann, wenn es ein ¢ mit a < f;(z), und es gilt f(z) < b
genau dann, wenn fiir alle 4 gilt: f;(z) < b. Das zeigt, dass

£ (@) = U ((@o0) n )£ (o0, )

messbar ist. Also ist f messbar. Fiir das Infimimum: inf f; = — sup(—f;).
2. Nach Teil 1 ist gi = inf(f;);>, messbar, und erneute Anwendung von Teil
1 zeigt, dass lim(f;) = sup(gx) messbar ist. Analog: lim(,) = infy (sup;>,(fi))-
B O

Bezeichnungen 4.7 — Es sei (X, R*) die Menge der Lebesgue-messbaren
Funktionen f : X — R. Nach den obigen Bemerkungen ist 9(X,RF) ein R-
Vektorraum, und (X, R) sogar eine R-Algebra mit Eins. Wenn wir C in ge-
wohnter Weise mit R? identifizieren, so ist eine Abbildung f : X — C genau
dann messbar, wenn Real- und Imaginérteil von f messbar sind. Entsprechend
bezeichne M (X, C) die Menge der komplexwertigen messbaren Funktionen auf
X. Schlieflich sei noch 9MM(X,R>q) die Teilmenge der messbaren Funktionen
f: X = Rmit f>0.

4.2 Das Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen

Definition 4.8 — Eine messbare Abbildung f : X — R heifit Treppenfunkti-
on, wenn f nur endlich viele Werte annimmt. Es bezeichne 7 (X, R) C (X, R)
die Menge der Treppenfunktionen auf X und 7 (X, R>¢) die Teilmenge der nicht-
negativen Treppenfunktionen.

Bemerkung 4.9 — Treppenfunktionen bilden einen R-Vektorraum (warum?).
Ist f : X — R eine Treppenfunktion mit Bild f(X) = {c1,...,ce}, so gilt f =

24



Zle ¢iX 4, mit disjunkten Mengen A; := f~!(¢;). Umgekehrt ist fiir beliebige
messbare Mengen A, ..., Ay, und Zahlen ¢y, ...,c; € R die Funktion

J4
f = Z CiXA;
=1

eine Treppenfunktion. Eine solche Summendarstellung heifst Normaldarstellung,
wenn alle A; disjunkt sind.

Lemma 4.10 — Es sei f : X — R eine nichtnegative Treppenfunktion mit
Normaldarstellungen

¢ k
F= Y en = Y
=1 j=1
Dann gilt
¢ k _
D ein(Ai) =) du(A)) € Rxo.
=1

=1
Beweis. Es sei B;; = A; N A;-. Dann gilt
¢ ¢ k
f=2 exa =) 6) xmy =) cixm,
i=1 i=1  j=1 i,

und ebenso f = Zi’j C;XB,-J-- Insbesondere ist B;; leer oder es gilt ¢; = cg. Nun
folgt:
¢ ¢k Lk k
S cind) = 30 can(By) = 305 cuB) = 3 ()
i=1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1

O

Satz und Definition 4.11 — Essei f = 3¢ ¢;X A; eine nichtnegative Trep-
=1 i
penfunktion in Normaldarstellung. Dann hingt

¢
/ fdp = Zci 1(A;) € Rxg
X i=1

nicht von der Normaldarstellung ab und heilt das Lebesgue-Integral von f.

Beweis. Die Unabhéngigkeit von der Normaldarstellung ist gerade die Aussage
von Lemma 4.10. O

Satz 4.12 — Es seien f,g : X — R nichtnegative Treppenfunktionen.
1. Fiir jede messbare Teilmenge A C X gilt [, xa dpu = pu(A).
2. Fiir jedes a € Rxo gilt [, af dup=a [, f dp.
3. [ (f+g)du= [y fdu+ [y gdpu.
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4. Falls f < g, so folgt [, f du < [ g dpu.

Beweis. Dei Aussagen 1 und 2 folgen direkt aus der Definition. Es seien f =
>-cixa; und g = > d;xB, Normaldarstellungen. Indem man jedes A; und B;
nach den Mengen D;; = A; N B; zerlegt und die A; und B; jeweils durch
die Mengen D;; ersetzt, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass wir

Normaldarstellungen
F=)cixan 9= dixa

Normaldarstellungen mit denselben Mengen A; fiir f und g gegeben haben.
Dann ist (f +g) = >.,(¢;i + di)x 4, eine Normaldarstellung von f + g, woraus
sich sofort die Aussage 3 ergibt. Und schlieflich ist f < ¢ in einer solchen
Darstellung dquivalent zu ¢; < d; fiir alle 4. Daraus ergibt sich

Do n(Ai) < di x(A).
Das ist die Aussage 4. O

4.3 Das Lebesgue-Integral fiir nichtnegative Funktionen

Bezeichnungen 4.13 — Eine Funktionenfolge (f;):cn heifst isoton, wenn f; <
f2 < ..., und antiton, wenn f; > fo > .... Wenn (f;) punktweise gegen f
konvergiert, so schreiben wir f; 1 f, falls (f;) isoton ist, und f; | f, falls (f;)
antiton ist.

Lemma 4.14 — Ist f : X — Ry messbar, so existiert eine Folge (fi) von
nichtnegativen Treppenfunktionen mit fi 1 f.

Beweis. Wir definieren fiir jedes k € N Mengen

£ (15, 2#)) fiir 0 < i < k2*

R [k,00)),  fiir i = kb,

und eine nichtnegative Treppenfunktion

-2k

fr = Z 2Z_k *XAig-

i=0
Auf der Menge
Aip = Asipir U Agiyr g1, 0 < k2F
nimmt f, den Wert 2% und fry1 die Werte 2% und 2% + 2;% an. Und auf der
Menge

Apar p = Apar+t g1 U Aporsigg ppr U U Agegyon+t pg1

nimmt f; den Wert k und fr41 die Werte &,k + #, ...k+1an.
In jedem Falle gilt also fr < fry1. Die Folge (fi) ist deshalb isoton. Es sei
nun z € X beliebig und k& € N so gewdhlt, dass k > f(x). Dann gilt fr(z) <

flx) < fr(x) + 2% Insbesondere folgt f5 LN f,also fr 1 f. O
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Lemma 4.15 — Es sei (fi) eine isotone Folge in T(X,R>¢) und f eine nicht-
negative Treppenfunktion mit f <lim f,. Dann gilt

/fd,uglim/fkdu eR.
X ko Jx

Beweis. 1. Fall: f = xa. Es sei e > 0. Fiir jedes k € N betrachten wir die Menge
Ay :{x€A|fk(a:) 21—8}.

1. Weil f < lim f; und weil die Folge (fx) isoton ist, gilt Ax 1 A, d.h.
Ap C Apyq C ... und A =y, Ai. Insbesondere ist pu(A) = sup p(Ax).

2. Nach Konstruktion ist fr > (1 —¢) - x4,, also
[ fednz =9 [ xac= - utan.
X X

Im Grenziibergang folgt
tim [ i du > (1-0) - n(A),
kJx

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
2. Fall: Es sei f € T(X,R>0) beliebig und f = Ele cix 4, eine Normaldarstel-
lung. Nach dem obigen gilt:

ci i(A;) < lim/ fexa; du
E Jx

Durch Aufsummieren folgt die Behauptung. O

Satz und Definition 4.16 — FEs sei f : X — R>( messbar und (f;) eine
Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen mit f, 1 f. Dann ist

/fdu::lim/fkd,u eER
X kE Jx

unabhéingig von der Wahl der Folge (f,) und heifst das Integral von f. Die
Funktion f heifit integrierbar, wenn [, f du < co.

Beweis. Es gibt stets eine Folge (fx) in 7(X,R>¢) mit fz 1 f. Angenommen,
(fx), (gx) sind zwei solche Folgen. Dann gilt g; < f = lim f}, fiir alle ¢ und somit

[ gvdn<tim [ g dn
X kJx
Durch Ubergang zum Supremum folgt
tin [ gidp <t [ o dp
iJx ko Jx
Aus Symmetriegriinden gilt auch die umgekehrte Ungleichung und somit die
behauptete Gleichheit. O
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Satz 4.17 (Eigenschaften des Integrals) — Es seien f,g : X — R>q messbare
Funktionen.

1L [x fdp+ [xgdu= [x(f+g)dpu.

2. Fiir jedes o € R>o gilt [, (af) du=a [y f dp.
(Dabei vereinbaren wir, dass 0 - co = 0.)

3. Aus f < g folgt [ fdu < [, g dp.
4. Ist Y C X messbar, so folgt [, fly du = [y fxy dp.

Beweis. Wir wihlen Folgen nichtnegativer Treppenfunktionen mit fi 1 f und
ge T 9. Zu 1: Es gilt (fi +gx) T (f +9), also

/X(f+g)du lilgn/X(fk+gk)du=lil§n(/xfkdu+/xgkdu)
lilgn/xfkd,u-l—liin/xgkd,u:/xfd,u-k/xgdu.

Zu 2: Aus (afy) T (af) folgt

/X(af)duzliin/xoszd,u:ozlilgn/xfkd,uzozfxfdu.

Zu3: f <g= fr <limg; = [, fr dp <lim; [, g; dp.
Ubergang zum Grenzwert k — oo:

/deuS/ngu-

Zu 4: fr, - xy ist eine Treppenfunktion, und

/ fchYd,U:/ fr |y dp.
X Y
Da frly T fly und frxy 1 fxy, folgt die Behauptung. d

4.4 Das Lebesgue-Integral fiir messbare Funktionen

Bezeichnungen 4.18 — Es sei f : X — R eine messbare Funktion. Wir setzen
f+ = max{f,0} und f_ = —min{f,0} = max{—f,0}. Dann sind fy und f_
nichtnegative messbare Funktionen, und es gilt f = f; — f_ und |f| = f4 + f—.

Definition 4.19 — Eine messbare Funktion f : X — R heifst integrierbar,
wenn fi und f_ integrierbar sind. In diesem Falle heifst

/deu:=/Xf+du—/Xf_du

das Lebesgueintegral von f {iber X.

Satz 4.20 — Es sei f : X — R messbar. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:
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1. f ist integrierbar.
2. Es gibt integrierbare Funktionen u,v : X = Ry¢ mit f =u —wv.
3. Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — Rs¢ mit |f| < g.
4. |f| ist integrierbar.
AuBerdem gilt in der Situation von Aussage 2: [, f du= [, udu— [, vdp.

Beweis. 1 = 2: Wahleuw = f, v=f_.
2= 3: Aus f =u— v folgt |f| < u+ v =:g, und g ist integrierbar.
3 = 4: |f] ist jedenfalls messbar, und |f| < g impliziert

/lflduﬁ/gdu<oo
X X

4= 1: fy, f- < |f],also [y fx dp < [y |f| dp < oo, und man sieht, dass f
integrierbar ist.

Falls f = f4 — f- = u — v mit integrierbaren Funktionen u,v : X — R<o,
so folgt aus fy +v = f_ 4+ u, dass

/Xf+du+/xvdu=/xf_du+/xudu.

Alle Integrale sind < co. Daraus ergibt sich

Josau=[ prau= [ rdn= [ win= [ van

O

Definition 4.21 — f : X — C heifit integrierbar, wenn Ref und Imjf inte-
grierbar sind. In diesem Falle heift

/de,u::/XRefdu+i/XImfdu

das Lebesgueintegral von f.

Satz 4.22 — Die folgenden Aussagen iiber eine messbare Funktion f : X — C
sind dquivalent:

1. f ist integrierbar.
2. Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — Ry mit |f]| < g.
3. |f] ist integrierbar.

Beweis. 1 = 2: |f| < g := |Ref| + |Imf|.
2 = 3: Klar.
3 = 1: Wegen |Ref|, |Imf| < |f| sind Ref und Imf integrierbar. O

Satz 4.23 — Es seien f,g : X — C integrierbare Funktionen, o € C..
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1. f+ g ist integrierbar, und [ (f +g) du = [ f du+ [y g dp.
2. af ist integrierbar, und [, af du= o [y f dp.

3. Sind f und g reellwertig und gilt f < g, so folgt [, f du < [, g dp.

4. Fs gilt ‘fxfdu‘ < [y 1f] dp.

5. Ist Y C X messbar, so ist auch f|y integrierbar und

/Yflyduz/vacydw

Beweis. Zu 1: f + g = (f4+ + g+) — (f= + g—). Es folgt mit Satz 4.20, dass f + ¢
integrierbar ist. Aufferdem gilt:

/X(f+g)du = /X(f++g+)du—/x(f7+g—)du
= /Xf+du+/xg+du—/xf7du—/ngdu
- (/Xf+du—/xf—du)+(/Xg+du—/xg—du)
- /deu+/xgdu~
Zu 2: Analog.

Zu 3: Aus f < g folgt f1 < gy und f_ > g  und somit

/f+duﬁ/g+du, —/f—dus—/g—du-
X X X X

Addiert man die beiden Ungleichungen, so folgt die Behauptung.
Zu 4: Wegen f < |f| und —f < |f] folgt die Behauptung aus 3.
Zu 5: Trivial. O

4.5 Fast iiberall

Definition 4.24 — Eine Eigenschaft E gilt fast iiberall, abgekiirzt: f.i., auf
einer Menge X C R™, wenn die Menge {z € X | z hat nicht die Eigenschaft E}
eine Nullmenge ist.

Sind zum Beispiel f und fx, k& € N, Funktion auf X, so bedeutet fr — f
f.i., dass die Menge {x € X | fr(z) konvergiert nicht gegen f(z)} das Maf Null
hat.

Satz 4.25 — 1. Es sei f : X — R eine Abbildung mit f = 0 f.i. Dann ist f
messbar und [, fdu = 0.

2. Ist f: X = R>o eine messbare Funktion mit fx fdu =0, soist f =0 fi.
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Beweis. Zu 1: Nach Voraussetzung ist N := {z € X | f(x) # 0} eine Nullmenge.
Ist nun A C R\ {0} beliebig, so ist f~1(A) C N eine Nullmenge, also messbar.
Andererseits ist auch f~1(0) = X\ N messbar. Daher ist f messbar. Indem man
fin f_ und fy zerlegt, geniigt es, die Behauptung [ « Jdu fiir nichtnegative f
zu zeigen. Konstruiert man eine Folge von Treppenfunktionen f 1 f, so folgt
fiir jede Normaldarstellung fr = ), cixa,, dass ¢; = 0 oder A; C N und damit
1(A;) = 0. Hieraus folgt [, frdu = 0 fiir jedes k und somit [, fdu = 0.

Zu 2: Essei N :={z € X | f(z) # 0} und Ay := {z € X | f(z) > ¢} fiir
jedes k € N. Dann gilt offenbar Ay C Ay C ... und N = |J, Ax. Weiter gilt
f> %X 4, und wegen Monotonie

1
0= / fdp > —p(Ax) > 0.
X k

Daraus ergibt sich pu(A4x) =0, also u(N) = 0 und somit f = 0 f.ii. O

Folgerung 4.26 — Es seien f,g : X — C Funktionen mit f = g f.i.
1. f ist genau dann messbar, wenn g messbar ist.

2. f ist genau dann integrierbar, wenn g integrierbar ist, und in diesem Falle
gilt [y fdu = [ gdp.

Beweis. Es gilt f — g = 0 f.i. Die Aussagen folgen alle aus dem vorigen Satz,
angewendet auf f — g. O

4.6 Vergleich mit dem Riemann-Integral

Satz 4.27 — Jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — C ist auch
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

b
i fdu :/a f(x)dx.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass f reellwertig ist. Wir
betrachten eine Folge von Zerlegungen Z;, = {a = t(()k),tgk), .. .,tgl,:) = b} mit
den Eigenschaften, dass Zi1 eine Verfeinerung von Z; ist und dass

O(f,2x) —U(f, 2x) <

el

Wir definieren fiir jedes k zwei Treppenfunktionen f* und f;, durch
f]c(l') = inf fl[tgk),tg:’_)l]

und
k —
f5(z) := sup f|[t§"),t§ﬁ;>1]

fiir alle z € [tl(-k),tl(-i)l), und f*(b) := fx(b) := f(b). Dann gilt:

1. fx fkd'u, = O(fa Zk)a fx fkd.uf = U(fv Zk)
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2. fu<f< R
3. Die Folgen (f;) und (f*) sind isoton bzw. antiton.

Da die Folgen (fx) und (f*) isoton bzw. antiton und auferdem beschrénkt
sind, konvergieren sie punktweise gegen Funktionen f bzw. f. Satz 4.16 ist auf

(fx — fo) T (f = fo) und auf (f° — f*) 1 (f° — f) anwendbar. Es folgt, dass

lilgn/xfkduz/Xidug/xfdu=liinfxfkdu.

Die linke und die rechte Seite sind aber gerade die Grenzwerte der Folge der
Unter- bzw. Obersummen und stimmen nach Konstruktion mit dem Riemann-
Integral von f iiberein. Daraus folgt zunéchst, dass

| @=pin=o.

Nach Satz 4.25 gilt f = f f.i. Wegen f > f > f gilt daher auch f = f fii.
Gemaf Folgerung 4.26 ist f Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/deuz/xfduz/abf(x)dw-
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5 Konvergenzsatze

5.1 Die Sitze von Levi, Fatou und Lebesgue
Satz 5.1 (B. Levi’, Satz von der monotonen Konvergenz) — Es seien f, fy €
M(X,R>0), k € N. Dann gilt

fktf = /fkd/m/fdu.

Beweis. Aus f, < f folgt [ fr du < [ f dp und im Limes £ — oo die Unglei-
chung sup;, [ fi dp < [ f dp. Wir miissen die umgekehrte Inklusion zeigen.

Zu jedem f;, wihlen wir eine Folge (gr¢)een von nichtnegativen Treppen-
funktionen mit grxe 1 fr und setzen hy := sup{gis, ..., gec}. Dann gilt:

1. Fiir jedes k < £ ist gre < gk,e+1, also auch hy < heyq, d.h. die Folge (hy)
ist isoton.

2. Fiir ¢ < £ gilt g;0 < fi < fo, also auch hy < f; < f. Andererseits folgt aus
2 im Limes ¢ — oo, dass sup, h; < f.

3. Aus gry < hy fiir k < ¢ folgt im Limes ¢ — oo, dass fi < sup, by, und im
Limes k — oo, dass f < sup, h.

Nach Definition des Integrals bedeutet dies:

(2)
/fdu:liﬁn/hgd,u < liin/fgd,u.

O

Satz 5.2 (Lemma von Fatou®) — Es seien f, fi, € MM(X,R>q), k € N. Dann
gilt:

£ Stimgfe = [ f du <l [ o dn

Beweis. Es sei g, = infy>, fr. Dann gilt

[oedn<int [ i du.
also

SUP/gZdNSH_m/fde-
4

Nach Voraussetzung gilt f < limf, = sup, ge- Mit hy; = min{f, g,} folgt f =
sup hy, und mit B. Levi:

/fdu=sup/heduﬁsup/geduﬁli_mk/fkdu-
J4 4

7Beppo Levi * 1875 1 1961.
8Pierre Joseph Louis Fatou, * 28.2.1878 1 10.8.1929
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Satz 5.3 (Lebesguescher Konvergenzsatz, majorisierte Konvergenz) — Es sei
g : X — R integrierbar und f, fi, € M(X,C), k € N, mit den Eigenschaften

Lfl<g fi
2. fr = f punktweise f.1i.

Dann ist f integrierbar, und es gilt

[ir=slan==0 wd [ foaut== [ yan
X X X

Beweis. Es sei N C X eine Nullmenge derart, dass | fx(z)| < |g(x)| und fr(z) —
f(z) fir alle x € X \ N. Indem wir alle Funktionen f,g, fr so abéndern, dass
fly = 0 etc., dndern wir weder Messbarkeit, noch Integrierbarkeit, noch den
Wert von Integralen. Wir kénnen dann ohne Einschrinkung davon ausgehen,
dass die Eigenschaften 1 und 2 im Satz nicht nur fast {iberall, sondern iiberall
bestehen. Wegen 2 ist f messbar, wegen 1 gilt |f| < g, und darum ist f inte-
grierbar. Die Funktionen gy, := 2g — |f — fx| sind messbar, nichtnegativ und es
gilt g — 2¢g. Mit dem Lemma von Fatou folgt:

/2gdu§hﬁ/gkduz/ngu—m/lf—fkldu,

also lim [ |f — fx| du < 0. Das impliziert:

os‘/fdu—/fkdu‘s/|f—fk|du’“*—°°>o

[ fedu—s [ 1.

und somit die Behauptung

O

Satz 5.4 — Es sei fi, eine isotone Folge nichtnegativer integrierbarer Funktio-
nen auf X, und es gebe eine Schranke

/fkdu50<oo
X

fiir alle k. Dann konvergiert (f) fast iiberall auf X gegen eine integrierbare
Funktion f: X —- R.

Beweis. Da die Folge (fx) isoton ist, konvergiert fiir jedes + € X die Folge
fr(z) entweder gegen eine reelle Zahl oder gegen +oco. Es sei N := {x €
X | lim f(x) = co}. Wir definieren f(z) =0, falls z € N, und f(z) = lim fi(z),
falls z € X\ N. Es geniigt zu zeigen, dass N eine Nullmenge ist. Dann gilt f 1 f
f.i. und die Integrierbarkeit folgt aus dem Satz von B. Levi.

Dazu betrachten wir die Mengen My, o := {2 € X | fu(z) > a} und M, :=
{z € X | lim fx(x) > a}. Wie schliefen so: Fiir jedes k und a gilt fr > axu, ,
und wegen der Monotonie des Integrals

c> / fodu > / x> ap(Mia),
X X
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also p(My,o) < LC. Weiter folgt aus der Isotonie der Folge (f), dass M o C
Mo C Mz C ... und My = U, My,a, also p(Mg) = supy p(Myo) < L1C.

SchlieRlich ist N = (), Ma, also p(N) < p(M,) < 1C fir alle @ > 0. Im
Grenziibergang o — oo erhilt man u(N) = 0, wie behauptet. O

5.2 Die LP-Riume

Bezeichnungen 5.5 — Es sei p > 0. Dann sei

LP(X,C) = {fefm(X,(C) ‘ /X|f|”du<oo}

1£lly = ( [isr du>p € Bso

Lemma 5.6 — 1. Fiir alle p > 0 ist LP(X,C) ein komplexer Vektorraum.

2. Fiir allea € C und f € LP(X,C) gilt: af € LP(X,C) und ||lafl|l, = |a|- || f|lp-
3. Fiir alle f € LP(X,C) gilt || f||, > 0, und es gilt || f||, = 0 genau dann, wenn
f=0~i.

und

fir f € £P(X,C).

Beweis. Die Aussagen 2 und 3 sind klar. Es bleibt zu zeigen, dass £P(X,C)
abgeschlossen unter Addition ist. Dazu seien f,g € £LP(X,C) gegeben. Wegen

If + 9" < (171 + 19" < 2 max{|f], |g]}" = 2" max{|f|?,|g["} < 2°(|fI" + |9|")

folgt
/ |f 4+ g|P du < 27 (/ |f|pdu+/ |g|pdu) < o0.
X X X

Im folgenden Satz wird gezeigt werden, dass die Abbildung || — ||, fir p > 1
die Dreiecksungleichung erfiillt. Damit ist || — ||, aber noch keine Norm, sondern
wegen der Aussage 3 des Lemmas nur eine Halbnorm.

Dieser unangenehme Umstand kann dadurch repariert werden, dass wir alle
Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, miteinander iden-
tifizieren.

O

Definition 5.7 — Fiir jedes p > 0 ist N := {f : X — C messbar | f =0 f.i.}
ein Untervektorraum in £P(X,C). Wir definieren

LP(X,C) := LP(X,C)/N.

Elemente in L?(X,C) sind also Aquivalenzklassen von Funktionen, die sich
paarweise hochstens auf einer Nullmenge unterscheiden. Da sich Fragen der
Messbarkeit, der Integrierbarkeit und die Werte von Integralen fiir Funktio-
nen derselben Aquivalenzklasse nicht unterscheiden, kann man meist den Un-
terschied zwischen einer Funktion f € £P(X,C) und ihrer Aquivalenzklasse
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[f] € LP(X,C) ignorieren und vereinfacht von der Funktion f € L?(X,C) spre-
chen. Vorsichtig muss man nur in einer Hinsicht sein: Solange man nur eine
Klasse [f] € LP(X,C) gegeben hat, hat es keinen Sinn, von dem Wert von f an
einer bestimmten Stelle zu reden.

Satz 5.8 — 1. Esseip > 1 und f,g € LP(X,C). Dann gilt die Minkowskische
Ungleichung

IF + gl < NIy + llgllp (5.1)
2. Es seien p,q > 1 konjugierte Exponenten, d. h. % + % =1, und f € LP(X,C)
und g € L9(X,C). Dann ist fg € £L1(X,C) und es gelten die Youngsche
Ungleichung

1 1
gl < Sl + ;IIQIIZ‘ (5.2)

und die Holdersche Ungleichung

£l < 1Al - lgllq- (5.3)
Insbesondere ist || — ||, fiir p > 1 eine Halbnorm auf L?(X,C).

Beweis. Die Minkowskische Ungleichung folgt fiir p = 1 aus | f+g| < |f|+]|g| und
der Monotonie des Integrals. Im folgenden sei also stets p > 1. Weiter sei p’ > 1
eine reelle Zahl, die wir unten entweder zu p’ = p oder zu p’ = ¢ spezialisieren.

Nach Definition gilt auferdem f € L? & |f| € LP, und in diesem Falle ist
1£llo = Il 1£] Il,- Da ferner |f +g| < |f| + |g| und |fg| = |f] - |g|, konnen wir
iiberall ohne Einschrinkung f durch |f| ersetzen und deshalb davon ausgehen,
dass f € £P(X,C) und g € L7 (X, C) reellwertige und nichtnegative Funktionen
sind.

Wir wéhlen isotone Folgen (fx) und (gx) in 7 (X, R>o) mit fr 1 f und gx 1 g.
Dann sind auch fi + g und fi - gr nichtnegative Treppenfunktionen, und es gilt
fe+gx T f+gund frgr T fg. Wir kénnen im Beweis von (5.1),(5.2) und (5.3) also
ohne Einschrinkung annehmen, dass f und ¢ nichtnegative Treppenfunktionen
sind.

Es gibt disjunkte messbare Mengen A; C X, i =1,..., ¢ derart, dass

4 £
f = ZciXAm 9= ZdiXAi'
=1 1=1

Da f und g integrierbar sind, kann p(A;) = oo nur vorkommen, wenn ¢; = 0
und d; = 0. Wir konnen solche Summanden einfach weglassen und ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass u(A4;) < oo fiir alle ¢. Wir ordnen f und g Vektoren

v,w € R¢ mit Koordinaten v; = ciu(A,-)%, w; = diu(Ai)z%’ zu. Dann gilt:

it = ([ 1s du)’l’ - @ cfu(Ai)y - @ vf’); = llely»

wo jetzt ganz rechts ||v||, die p-Norm auf dem R’ bezeichnet. Analog gilt ||g||,» =

l[wllp-
Beweis der Minkowskischen Ungleichung: Wihle p' = p. Es folgt:

1+ gllp = llo +wllp < lvllp + llwlly = I fll» + llgll»
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nach der Dreiecksungleichung fiir die p-Norm auf dem R¢.
Beweis der Youngschen und der Hoélderschen Ungleichung: Wéhle p' = gq.
Dann gilt:

chdu Zc, (A

4

= 3 (cin(Ai)7) (dip(Ai)7)

=1
¢

= Z viw; = (v, w)
i=1

Nach den Ungleichungen von Holder und Young fiir das Skalarprodukt im R
folgt einerseits

||fgI|1=/ng dp

1
lfglli = (v,w) < —IIUII” + —|| g = —||f||§+ EIIQIIZ,
und andererseits

1£9lle = (v, w) < lollp - llwllg = I F1l5 - llgllq

Das war zu zeigen. O

Folgerung 5.9 — Fiir p > 1 ist die Abbildung || — ||, : LP(X,C) — R wohlde-
finiert und eine Norm.

Beweis. Die Minkowskische Ungleichung ist genau die Dreiecksungleichung fiir
|| = |lp- AuBerdem ist || f||, = O genau dann, wenn f = 0 fast iiberall, wenn also
f die Nullklasse in LP(X,C) reprisentiert. O

Bemerkung 5.10 — Funktionen in L?(X,C) heiffen quadratintegrabel. Fiir
solche Funktionen kann man ein komplexes Skalarprodukt definieren:

)i= [ fadu

Das Integral ist endlich, weil nach der Hélderschen Ungleichung

1£glle < NI£1l2llgll2 = [1fll2llgll2

gilt. Die Abbildung (—, —) ist sesquilinear, d.h. komplex linear in der ersten und
komplex antilinear in der zweiten Variablen, und hermitesch, d.h.

(f.9)= (9, ).

AuRerdem gilt (f, f) = [y ffdu=||f|3 >0, und (f, f) = 0 genau dann, wenn
[|fll2 = 0 & f = 0 fast iiberall, d.h. wenn f d1e Nullklasse in L? ist. Die Holder-
sche Ungleichung spezialisiert sich hier zur Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

IKF o) < 1Ifglls <1 ll=llgll2-

Versehen mit diesem Skalarprodukt ist L?(X, C) ein Préi-Hilbertraum. Wir wer-
den gleich sehen, dass L?(X, C) sogar vollstiindig, also ein Hilbertraum ist.
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Bezeichnung 5.11 — Konvergiert fi gegen f in der p-Norm, so schreiben wir
fr o, f.Im Falle p = 1 spricht man auch von ,Konvergenz im Mittel“.

5.3 Vollstindigkeit
Satz 5.12 (Riesz’Fischer'®) — Es sei p > 1.

1. Jede Cauchy-Folge in LP(X,C) konvergiert, d.h. LP(X,C) ist ein Banach-
raum. Insbesondere ist L?(X,C) ein Hilbertraum.

2. Konvergiert fi, in L? gegen f, so gibt es eine Teilfolge fi, die punktweise
fast iiberall gegen f konvergiert.

Beweis. Zu 1. Es sei (f) eine Cauchy-Folge in LP. Dann gibt es Funktionen fy,
mit || fr,o — frllp < 1/2% Wir setzen g := fi,,, — fx, fiir £ > 1 und schliefen
Jropr = ge+Gge1+ ...+ g1+ fr,- Ferner sei

he :=|ge| + |ge—1| + - .- + 91| + | fre |-
Dann ist i} integrabel, und es gilt

£
Ihelly < D llgilly + Nl fiallp < 14+ 11y llp-

=1

Auferdem ist die Folge (h;) isoton. Nach Satz 5.4 gibt es eine Funktion h :
X — R derart, dass AP integrierbar ist und dass h, — h f.i. Weiter gilt fiir
m > {, dass ||hm —hellp < llgmllp+-. . +lges1llp < 1/2° Die Folge (hm — he)m>e
konvergiert punktweise fast iiberall gegen h — h,. Nach dem Konvergenzsatz von
Lebesgue folgt ||h — he||, < lm [|Am — hellp, < 1/2¢, so dass he .

Aus der f.i.-Konvergenz der Reihe )", |g;| + | fx,| folgt, dass auch die Reihe
Zle 9i + fr, = fr, fast iiberall gegen eine Funktion f konvergiert, und dass
|f — f&,| < h — hg. Daher liegt f in L?, und wegen der Monotonie des Integrals
folgt

1 oo
1F = il < Wik = helly = 77 == 0.

Das bedeutet gerade, dass f Grenzwert der Teilfolge (f,) und damit auch der
urspriinglichen Folge (fi) ist.

Zusétzlich haben wir aber gesehen, dass fr, punktweise fast iiberall gegen f
konvergiert.

Zu 2: Es sei nun eine konvergente Folge fy LN f gegeben. Dann ist (fx)
sicher eine Cauchy-Folge in LP, und nach Teil 1 gibt es eine Teilfolge (f&,),
die punktweise f.i. und in der p-Norm gegen eine Funktion f konvergiert. Aus
der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt, dass f und f in L? dieselbe Klasse
reprisentieren, also f.i. {ibereinstimmen. Daher konvergiert (fz,) fast tiberall
auch gegen f. O

9Frigyes Riesz * 22.1.1880 t 28.2.1956
10Ernst Sigismund Fischer % 12.7.1875 1 14.11.1954

38



Beispiel 5.13 — Auf den Ubergang zur Teilfolge im Teil 2 des Satzes kann
nicht verzichtet werden. Dazu betrachten wir das folgende Gegenbeispiel. Fiir
jede natiirliche Zahl n gibt es eine eindeutige Zerlegung

n=2"4+r 0<r<2" hreN.
Damit definieren wir Teilintervalle
Ap =27 (r +1)277

von [0,1] und betrachten die Folge f, := xa,. Diese Folge konvergiert in je-
der p-Norm gegen 0, aber sie konvergiert nirgends punktweise. Erst durch den
Ubergang zur Teilfolge f,n erreichen wir die Konvergenz gegen die Nullfunktion
f.i., oder genauer auf dem Intervall (0, 1].

5.4 Parameterabhingige Integrale

Es sei X C R® messbar, M eine Menge, f : X x M — R. Fiir einen festen Punkt
y € M betrachten wir die eingeschrinkte Funktion

fy: X 2R fylx) = f(z,v).

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie das Integral

[ swwan = [ 1, du
X X
von y € M abhingt.

Satz 5.14 — Es sei M ein metrischer Raum und f : X x M — R eine Funktion
mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fiir fast alle x € X ist die Funktion f, : M — R, y — f(z,y) stetig.

2. Zu jedem y € M gibt es eine Umgebung U in M und eine Funktion
g € LY(X,R) so, dass fiir alley € U die Abschéitzung |f,| < g gilt und f,
messbar ist.

Dann ist die Funktion
F) = [ flow) duta)
stetig auf M.

Beweis. Es sei yo € M, und U und g seien wie in Voraussetzung 2 gewihlt. Ferner
sei yi eine Folge in M mit y, — yo. Wir miissen zeigen, dass fx o dp —
/ « [ du. Ohne Einschréinkung koénnen wir annehmen, dass alle y, in U liegen.

Nach Voraussetzung 1 gilt f,, — fy, f.i., und nach Voraussetzung 2 gilt
[ fyol, | fui] < g- Daher ist der Lebesguesche Konvergenzsatz anwendbar, und wir
schliefsen, dass

F(yk)=/xfyk du—>/Xfyo dp = F(yo)-
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Satz 5.15 — Es sei I ein Intervall, f : X x I — C eine Funktion mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Fiir fast allez € X ist f, : I — C, t — f(x,t) differenzierbar.

2. Fiir jedes t € I sind die Abbildungen x — f(z,t) und z — ‘g{ (z,t)
integrierbar.

3. Es gibt eine integrierbare Funktion g auf X so, dass |%(m,t)| < g(=) fiir
allet € I.

Dann ist die Funktion F(t) = [ f(x,t) du(z) differenzierbar und hat die Ab-
leitung
of

F'(t) = ot

— (@,1) du(z). (5.4)

Der Integrand in der Gleichung (5.4) ist dabei so zu verstehen: Bei festem
t existiert nach Voraussetzung die partielle Ableitung %(Lt). Beim Integrie-
ren kommt es aber auf Anderungen der Funktion auf Nullmengen nicht an.
Insbesondere braucht die Funktion auf einer Nullmenge nicht definiert zu sein.
Anders gesagt, wir konnten der partiellen Ableitung an den Stellen, wo sie nicht
existiert, willkiirlich einen Wert zuweisen, zum Beispiel 0, ohne dass dies die
Integrierbarkeit oder den Wert des Integrals beeinflusst.

Beweis. Wir zerlegen f nach Real- und Imaginérteil und kénnen ohne Einschrin-
kung annehmen, dass f eine reelle Funktion ist.
Wir betrachten die Differenzenfunktion

flzt)—f(z,t
He=olo) - falls ¢ # to,
h(z,t) := %—{(az,to), falls ¢ =to und %(x,to) existiert,
0, sonst.
Dann gilt nach Konstruktion:

1. Fiir fast alle z € X ist t — h(z,t) stetig.

2. Fir fast alle x € X existiert nach dem Mittelwertsatz zu jeden} t ein
(von x und t abhéngiges) ¢ zwischen ¢ und o mit h(x,t) = %(az,t). Das
bedeutet insbesondere |h(z,t)| < g(z).

Aus dem vorigen Satz folgt, dass die Funktion

= /X h(, 1) du(z)

stetig ist. Mit ¢ # to erhdlt man:

F(it)-F -
RO=F) _ [ HO=10) ) = [ hiast) aute) = 00
— 1o X — 1o X
Aus der Stetigkeit von H folgt:
H(t) —=" H(to) / to)
(t) ——— H(to) 5 (@ t0)
Dabher ist F' in to differenzierbar ist und hat die angegebene Ableitung. O
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Folgerung 5.16 — Es sei U C R™ offen, X messbar, und f : X x U — R die
Abbildung mit den Eigenschaften:

1. Fiir fast allex € X ist f, : U = R, y — f(x,y) partiell differenzierbar.

2. Fir allei =1,...,m und y € U ist die Funktion x %(x,y) auf X
integrierbar.

3. Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — R mit |g—i(x,y)| < g(x) fiir
allex e X,yeU,i=1,...m.

Dann ist F(y) = [, f(z,y) du(z) partiell differenzierbar, und es gilt

oF . of
Ay () = /x e (z,y) du(w).

Beispiel 5.17 (Die Gammafunktion) — Fiir ¢ > 0 sei

I(t) =/ i le " dx.
0
' : (0,00) = R heifitt Gammafunktion. Wir zeigen der Reihe nach wichtige
Eigenschaften von I':
(1) T ist eine C*°-Funktion.
Wir bezeichnen den Integranden mit
flz,t) == atte™™.

f ist selbst eine C*°-Funktion und hat die folgenden Ableitungen in der t—
Richtung:

akz
W{ = log(z)kz!~te".
Wir geben uns beliebige Werte ¢; > to > 0 vor und schitzen %(x,t) fiir

alle t € [to,t1] (bei festem k) gleichmifig durch eine integrierbare Funktion
g:(0,00) = R ab.
i. Auf dem Intervall [1, 00) gilt fiir alle ¢, 0 < ¢ < 1:
arf

‘W(Z‘, t)‘ < (xk+tl—1e—m/2)6_z/2‘

Der Faktor z*t%1~1e~%/2 geht fiir # — 0o gegen 0 und lisst sich daher auf
[1,00) durch eine Konstante M = M (t; + k) nach oben abschitzen. Wir
setzen g(x) := Me~*/? fiir alle z > 1
ii. Auf dem Intervall (0,1] gilt fiir alle ¢ > ¢o:
ok f _
k0| < (tog(ar)are

Der Faktor |log(z)|*x%/? geht fiir + — 0 gegen 0 und lisst sich daher
auf (0,1] durch eine Konstante m = m(k,to) nach oben abschitzen. Wir
setzen g(z) := ma®/2~! fiir x € (0,1).
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Die Funktion g(z) ist integrierbar und es gilt g(z) >

[to, t1]-
Jetzt folgt die Aussage (1) iiber die Gammafunktion aus den Sdtzen 5.14
und 5.15.

%(x,t)‘ fiir alle t €

(2) Fiir allet > 0 gilt T'(¢t + 1) = ¢t T'(¢t).
(3) Fiir allen € N gilt I'(n) = (n — 1)
Dazu seien 0 < a < b < oo beliebig gewzhlt. Partielle Integration ergibt

b

b b
/ 2te %dr = —ate™® +/ tzt e %dz.
a a

a

Durch Grenziibergang a — 0 und b — oo folgt
Lt+1)=tT().
Trivialerweise ist
1) = /000 e “dr =1.
Mit Formel (2) folgt induktiv Formel (3).

(4) Fiir alle t > 0 gilt die Gaufische Produktformel

t

. n'n
F(t)_nlirlgot(t+1)-...-(t+n)'

Es sei m eine natiirliche Zahl. Dann konvergiert fiir alle reellen Zahlen =z,

0 < z < m und alle natiirlichen Zahlen n > m die Folge (1 — z/n)" fiir n — o0
monoton wachsend gegen e~*. Daher konvergiert die Funktionenfolge

fale) =2t (1= 2) 'y (@)

isoton gegen z'~le~. Nach dem Satz von B. Levi folgt, dass

n

/ ot (1 - f)n dx = / fadp(z) 1 ' te " du(x) = T(t).
0 (0,00) (0’00)
Fiir jede natiirliche Zahl £ folgt durch partielle Integration

[t =g (-0 g [ 0-D) e

o tnJg n
Induktiv ergibt sich daraus:

"o T\ n! [
1——) de = d
/0 v ( n) n"t(t+1)-...~(t+n—1)/0 ¢ v

i

nln
tt+1)-...-(t+n)

Das war zu zeigen.
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(5) Es gilt
1 ©_a
F<§):/ e Vdy = /r.

Wir berechnen I'(1/2) auf zwei Weisen: Fiir 0 < a < b ergibt sich durch die

Substitution z = y?
b 1 \/E 2
/ T 2e %dx = 2/ e Y dy.
a Va

Im Grenziibergang a — 0 und b — oo folgt

1 it 2

Andererseits findet man mit Hilfe der Gaufischen Produktdarstellung

r(l) = lim nivin

2 n—oo 1/2-3/2-...-(2n+1)/2
Da
nlv/n 2 4 on 2/n 2 4 on o
— — e — s . —_ — e — e . n
1/2-3/2-...-(2n+1)/2 13 2n—1 2n+1 35 2n+1
folgt
1\2 2 2 4 4 2n on 4n
r{Z) = lim2.2.2.2... . . .
2 nsool 3 3 5 2n—1 2n+1 2n+1

Nach der Formel von Wallis ist die rechte Seite gleich .

Mit Hilfe der Eigenschaft (3) konnen wir die Gammafunktion auch fiir alle
t € R\ (—Np) definieren:

Ist t € R\ (—Np) beliebig, so wihlt man ein m € N mit m +¢ > 0 und setzt:

1
Grm—1)-... (t+1)t

(t) = T(t+m).

Nach Annahme ist keiner der Nenner 0, und wegen (3) hingt die Definition
nicht von der Wahl von m ab. Die so definierte Funktion I' hat einfache Pole
bei allen ganzen Zahlen < 0.
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Schlieflich kann man noch in die Ausgangsdefinition zuriickgehen und fest-
stellen, dass

auch fiir komplexe ¢ sinnvoll ist, solange nur Re(t) > 0. Und wie oben kann
man im letzten Schritt I'(¢) fiir alle t € C\ (—Np) definieren. Die so erweiterte
Gammafunktion ist auf C\ (—Ny) stetig und (komplex) differenzierbar. Sie hat
einfache Pole bei allen ganzen Zahlen < 0. Die Eigenschaften der komplexen
Gammafunktion werden in der Funktionentheorie ndher untersucht.
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6 Der Satz von Fubini

Wir schreiben Punkte im R**™ = R® X R™ in der Form (z,y) mit x =
(1,...,2n) und y = (y1,--.,Ym). Fir eine Funktion f : R* x R™ — C be-
zeichne f, bei festem y € R™ die Funktion f, : R* — C, 2 — f(z,y). Analog
definieren wir f, fir z € R”.

Definition 6.1 — Eine Funktion f : R* x R™ — C heifit doppelintegrierbar,

wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir fast alle z € R ist die Funktion f, integrierbar. Wir setzen F(z) :=
Jom fo du(y), falls f, integrierbar ist, und F(z) := 0 sonst.

2. Die Funktion F': R* — C ist integrierbar. Wir setzen

/" - f(z,y) du(y) du(z) = F(z) du(z).

R™

3. Dieselben Eigenschaften gelten fiir das andere Doppelintegral, das durch
Integration in umgekehrter Reihenfolge entsteht.

Lemma 6.2 — Doppelintegrierbare Funktionen haben die folgenden Eigen-
schaften:

1. Sind f, und f, doppelintegrierbar und Ay, Ay € C, so ist auch A1 f1 + Aa fo
doppelintegrierbar, und es gilt

[ [ ou+ s
= A\ / o Jam fidu(y)du(z) + Az / Fo dp(y)du(z),

n R’ln
und entsprechend fiir das andere Integral.

2. Es sei fi, eine Folge von nichtnegativen doppelintegrierbaren Funktionen
mit Grenzfunktion f = limy_, fi. Gilt dann entweder die Bedingung
[A] f& 1 f, und es gibt eine Schranke C' > 0 so, dass fiir alle k gilt

| [ pan@dntw), [ [ fedutwinto) <,

oder die Bedingung

[B] fxd f,
so ist f doppelintegierbar, und es gilt

/ e Fr duly)du(z) —=2— / ) Rmf du(y)du(z),

und entsprechend fiir das andere Doppelintegral.

Beweis. Zu 2. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes k eine Nullmenge N, C R”
derart, dass (fx), fiir alle z ¢ Ny, integrierbar ist. Dann ist auch N = |J, Ny, eine
Nullmenge und fiir alle x € N ist jede der Funktionen (fx), integrierbar. Wir
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definieren F () := [p..(fr)z du(y) falls 2 € R* \ N und Fj(z) = 0 andernfalls.
Nach Voraussetzung ist F, im Falle A isoton, im Falle B antiton.

Im isotonen Fall A gilt auBerdem [, F du(z) < C fiir alle k. Nach Satz 5.4
konvergiert Fj, fast {iberall gegen eine integrierbare Funktion F'. Fiir fast alle
x ist daher F'(x) eine obere Schranke fiir die Integrale aller Funktionen ().
Eine erneute Anwendung des Satzes 5.4 garantiert, dass die Funktion f,fiir fast
alle z integrierbar ist und dass das Integral durch

fedu(y) =lim [ (fi)e du(y) = lim Fi(z) = F(z)

RrR™ R™

gegeben ist. Daher ist f doppelintegrierbar, und es gilt

/ ) IRmfdu(y)du(%) = | Fdp(z) =lim / e fre du(y)dp(z).

R~

Den antitonen Falle B fiihrt man durch die Betrachtung der Folge fi — fx
auf den gerade behandelten Fall zuriick. |

Satz 6.3 (Prinzip von Cavalieri'') — Es sei M C R® x R™ eine messbare
Menge mit Mafs (M) < co. Dann ist fiir fast alle x € R™ die Menge

M, :={y e R™|(z,y) € M}

messbar mit endlichem Ma#f, die Funktion x + p(M,) ist messbar, und es gilt
w00 = [ u(OM)du(a).

R‘I‘L

Mit den obigen Bezeichnungen sagt der Satz nichts anderes, als dass die
Funktion y s doppelintegrierbar ist, und dass beide Doppelintegrale mit p(M)
iibereinstimmen. Wir beweisen den Satz in mehreren Schritten.

Beweis. 1. Der Satz gilt fiir halboffene Quader M = @. Wir schreiben @ als
Produkt @ = Q' x Q" mit halboffenen Quadern Q' C R™ und Q" C R™. Dann

gilt p(Q) = w(@Q) u(Q") und xq(z,y) = xq (z)xq»(y). Ferner ist (x@). =
Xxq' (x)xqr. Daher ist (xg), auf R™ integrierbar mit

[ 00z duty) = xo @n(@").

1 Bonaventura Francesco Cavalieri * 1598 1 30.11.1647
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Diese Funktion in x ist auf R™ integrierbar, und

[ xeduty) dute) = n(@)u(@") = u(@.

Dasselbe gilt bei Integration in umgekehrter Reihenfolge.

2. Der Satz gilt fiir endliche Vereinigungen von Quadern M = Q1 U... U Q.
Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass die Quader paarweise disjunkt
sind. Damit erreicht man x5 = x@, + ... + x@,. Geméaf Lemma 6.2.1 ist x
doppelintegrierbar, und es gilt

/ﬂ/ xmdp(y)du(x Z/ /mezdu )dp(z Z/‘ M).

3. Der Satz gilt fiir offene Mengen M = U. Dazu schreiben wir U als Verei-
nigung U = |J,, Qr von hochstens abzéhlbar vielen Quadern Q. Fiir jedes £ sei
Up := Up<, Qr- Dann gilt

xv, T xu-

Auferdem sind die Doppelintegrale gleichméfig beschrankt:

/n /m xv, dp(y)du(z) = p(Ue) < u(U) < oo.

Daher ist Lemma 6.2.2 Fall A anwendbar. Wir schliefsen, dass xy doppelinte-
grierbar ist, und dass

//deu )du(z hm// xu dp(y)dp(e) = lim u(Ue) = p(U),

und ebenso schliefit man fiir das andere Doppelintegral.

4. Es sei M eine beliebige messbare Menge mit u(M) < co. Dann finden wir
zu jedem k € N eine offene Menge Uy, mit M C Ui und (U \ M) < 1. Wir
kénnen ohne Einschrinkung weiter annehmen, dass U; D Us D ..., und setzen
A := (Uy. Nach Konstruktion gilt A D M und p(A4) = pu(M). Da xu, 4 xa, ist
Lemma 6.2.2 Fall B anwendbar. Es folgt, dass x4 doppelintegrierbar ist, und

dass
[ [ dwdn) = gim [ o duwduto)

Jim p(xv,) = w(A) = p(M).

5. Falls M eine Nullmenge ist, so ist mit den Bezeichungen aus 4. auch A
eine Nullmenge. Da x 4 doppelintegrierbar ist und die Doppelintegrale den Wert
0 haben, gilt fiir fast alle z € R*, dass (xa). = 0 f.i. auf R™. Andererseits ist
Xm < xa. Daraus folgt, dass fiir fast alle z € R™ auch (xa). = 0 f.i. auf R™.
Demnach ist x s doppelintegrierbar, und das Doppelintegral hat den Wert 0.

6. Gehen wir zuriick in die Situation von 4. fiir eine beliebige messbare Menge
M endlichen Mafses, so haben wir eine Zerlegung M = A\ (A \ M) konstruiert,
wo X 4 nach 4. doppelintegrierbar und x 4\ »s nach 5. doppelintegrierbar ist, weil
A\ M eine Nullmenge ist. Geméf Lemma 6.2.1 ist x ;s doppelintegrierbar und
die Doppelintegrale haben den Wert u(A) = u(M). O
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Satz 6.4 (Fubini'?) — Jede integrierbare Funktion f : R**™ — C ist auch
doppelintegrierbar, und es gilt

/ f(z,y) du(y) du(z) = / fdu = / f(@,y) du(z) du(y).
n JrRm Rn+m m Jrn

Beweis. 1. Die Behauptung ist nach dem Prinzip des Cavalieri fiir charakteristi-
sche Funktionen messbarer Mengen endlichen Mafes richtig. Ist f = > cixa,
eine Treppenfunktion mit endlichem Integral, so folgt die Behauptung fiir f aus
Lemma 6.2.1 und der Linearitdt der Doppelintegrale und des Integrals.

2. Es sei nun f eine nichtnegative integrierbare Funktion. Dann gibt es eine
Folge nichtnegativer Treppenfunktionen fi 1 f. Nach Lemma 6.2.2 Fall A folgt,
dass f doppelintegrierbar ist, denn es bestehen die uniformen Abschétzungen

/ o, e du(y)dn(z) = /R L fedu< /]R fan.

Aufserdem konvergiert die linke Seite gegen das entsprechende Doppelintegral
fiir f.

3. Ist f eine beliebige reelle integrerbare Funktion, so behandelt man f, und

f— wie in 2. Ist schliefilich f eine beliebige komplexe integrierbare Funktion, so

zerlegt man f nach Real- und Imaginérteil und wendet das vorige Argument an.

O

Beispiel 6.5 — Allein aus der Doppelintegrierbarkeit einer Funktion f folgt im
Allgemeinen noch nicht, dass f auch integrierbar ist. Es brauchen nicht einmal
die Werte der Doppelintegrale iibereinzustimmen.

Dazu konstruieren wir uns eine Funktion wie folgt: Es sei §, = 1—1/k fiir k €
N, und g = mX(gk’5k+l). Der Vorfaktor ist so gew#hlt, dass f[o,1] grdy = 1.

Die Summe
oo

F@,y) = (95(x) — gr1 (@) gk (y)

k=1
ist wohldefiniert, weil die Summanden nur auf paarweise disjunkten Teilmengen
[0k, Oky2] X [0k, Ok+1] von Null verschieden sind. Nach Wahl der gy, folgt einerseits

- f(z,y) du(y) = g1(x)

und

/ £, ) du(y)du(z) = / 01 (@)dp(z) = 1,
[0,1] J[0,1]

[0,1]
andererseits
fedu@ =0, [ [ fy) dut)duty) =o.
[0,1] [0,1] J[0,1]

Die Doppelintegrale existieren also, sind aber verschieden. Tatsichlich ist die
Funktion nicht integrierbar: Das Integral von fi(z,y) = > o, gx(2)gk(y) und

f=(@,y) = 3711 gr+1(2)gr(y) ist jeweils co.
12Guido Fubini * 19.1.1879 t 6.6.1943
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Satz 6.6 — Es sei f : R"*™ — Ry eine messbare Funktion. Dann gilt: f ist
genau dann integrierbar, wenn f doppelintegrierbar ist.

Beweis. Wenn f integrierbar ist, so ist dies die Behauptung des Satzes von
Fubini. Es sei also umgekehrt f doppelintegrierbar. Wir wihlen eine isotone
Folge fr 1 f von nichtnegativen Treppenfunktionen. Die einzelnen f; brauchen
zundchst nicht integrierbar zu sein. Das konnen wir aber erzwingen, indem wir
fr jenseits einer Kugel By vom Radius k¥ um den Ursprung abschneiden: Wir
setzen gr := fi - XB,- Dann gilt noch immer g; 1 f. Da gi integrierbar und
doppelintegrierbar ist, gilt

/n/m g (z,y) du(z)duly) = /R"er e dps.

Die linke Seite konvergiert isoton gegen [o, [o.m f(2,y) du(z)du(y) < oco. Die
rechte Seite nach Definition (!) gegen [5,.+.. f du. Insbesondere ist dieses Integral
endlich und somit f integrierbar. O

Beispiel 6.7 (Kugelvolumina) — Wir wollen als Anwendung des Satzes von
Fubini das Volumen einer n-dimensionalen Kugel

B ={z eR" [[lz]z <7}

vom Radius 7 berechnen. Wir wissen, dass u(B!) = 2r, und erwarten, dass das
Volumen mit der Potenz ™ wéchst. Wir machen deshalb den Ansatz

w(By) = Bn 1",

den wir induktiv beweisen. Dabei bestimmen wir den Faktor 3,, rekursiv.
Mit dem Prinzip des Cavalieri ergibt sich

W(BD) = [ (B2 )auce),
wobei
(B)). =y e R |2+ |yl <) = By, p=/r?— 22
Wenn wir induktiv annehmen, dass u(B?~!) = 3,_;s" 1, folgt
T n—1

H(BE) = B / (r2 — )" ds.

-Tr

Mit der Substitution z = rsin(t), —7/2 <t < 7/2, ergibt sich

/2

W(B™) = B 11" / cos(t)™dt.

—m/2
Damit ist der induktive Ansatz gerechtfertigt, und wir finden fiir den Faktor 3,
die rekursive Formel

/2

Bn = Bn-1ln, mit I, =/ cos(t)"dt

—m/2
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Fiir das Integral I, findet man durch partielle Integration die Rekursion I, =
2=1], » mit den Anfangswerten Iy = 7 und [; = 2. Wir multiplizieren mit
nl, 1 und sehen, dass der Ausdruck nl,I, 1 = (n — 1)I,_1I, 5 nicht mehr
von n abhingt und daher den Wert 27 hat. Es folgt

2w
5n = nﬁnfl = InIn715n72 = ;5n72-

Wegen 51 = 2 und (2 = 7 bedeutet das:
Tm 2m+1ﬂ.m
Pem = 1 '62m+1_1-3-...-(2m—|—1)

fiir alle m € Ny. Fiir kleine m ergeben sich die folgenden Werte:

Inhalt
Intervall 2r
Kreisscheibe | 72
Kugel s
4-Ball Tt
5-Ball Enird
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7 'Transformationsformel und Anwendungen

7.1 Die Transformationsformel fiir das Lebesgueintegral

Satz 7.1 — Es seien U,U’ C R® offene Mengen und ® : U — U’ ein C!-
Diffeomorphismus. Ist X C U messbar, so ist auch ®(X) C U’ messbar, und es
gilt

p(®(X)) < /X |detD®| dp. (7.1)

Beweis. 1. Schritt. Man darf ohne Einschrankung zusétzlich annehmen, dass die
Abbildungen ®, D® und (D®)~! auf einer kompakten Menge K D U definiert
sind.

Dazu betrachten wir fiir £ € N die Mengen

Uy = {x eU | ]| < k und d(z, R* \ U) > %}

Dann ist jedes Uy offen, U, kompakt, und es gilt
U, CUlCUQCUQCU3C"'CU

mit U = |JUy. Die zusétzliche Annahme ist fiir jedes U}, erfiillt. Gilt nun der
Satz fiir X, = X NUy, so folgt die Behauptung fiir X durch den Grenziibergang
k — oo aus dem Satz von Beppo Levi.

2. Schritt. Wir konnen gemif Schritt 1 annehmen, dass ®, D® und (D®) !
auf einer kompakten Menge K mit U C K C R™ definiert sind. Insbesondere
gilt dann:

1. Die Abbildung D® : U — M, (R) ist gleichméRig stetig, d.h. zu vorgege-
benem ¢ > 0 existiert ein § = d(¢) > 0 derart, dass fiir alle z,y € U mit
llz — yl|| < d gilt: | D®(x) — DB(y)|| < «.

2. Die Abbildungen ||(D®)~!|| und |detD®| sind auf U nach oben durch eine
Konstante M beschrankt.

3. Schritt. Der Satz gilt fiir Quader.

Wir verwenden die Konstanten M, € und 6 = §(¢) wie im Schritt 2.

Es seiv = (v1,...,v,)" ein Vektor mit positiven Eintrigen und a := min{v;}
und b := ||v||. Wir betrachten den Quader @ = (¢ — v, ¢ + v] mit Mittelpunkt g,
Innenradius a und Aufiendradius b. (Damit sind die Radien der kleinsten bzw.
grofiten Kugel gemeint, die in @ enthalten sind bzw. @ enthalten.) Wir nehmen
an, der Quader liege ganz in U. Und zwar nehmen wir zunéichst genauer an, der
Quader sei so klein, dass sein Aufienradius b kleiner als ¢ ist.

Der Quader @ wird unter ® verzerrt abgebildet. Die Idee ist nun die, dass
die Abbildung ®, eingeschrankt auf @, fast linear ist, wenn nur der Quader klein
genug ist. Oder anders gesagt, dass wir ®|¢g in ausreichender Naherung durch
eine lineare Abbildung ersetzen konnen.
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Wir definieren daher die lineare Abbildung

®q(z) = ®(q) + D2(q) (z — q)-

Mit der Bezeichnung z; = g + t(z — ¢) gilt fiir alle z € Q:

B(z) — B(q) = / D®(z,)(x — g)dt.

Daraus gewinnen wir die Abschitzung

1
18(z) — )| < / [D®(z:) — D®(q)l|dt - [[x — gl < &b
0
gemafs unserer Annahmen {iber die qgleichmaifsige Stetigkeit von D® und der
offensichtlichen Abschitzung ||z — ¢|| < b.
Mit der Bezeichnung & = D®(q) ' (®(x) — ®¢(x)) erhilt man die Abschit-
zung

1€l < ID2(a) "] - [1@(2) = q(2)|| < Meb
und die Darstellung

®(z) = ®(q) + DO(g)(xz — g+ &).

Wenn z den Quader @ durchlauft, verbleibt x — g + £ noch ganz in dem Quader
Q' :=(—v—e,v+e], wobeie =eMb-(1,...,1)" € R*. Der Quader Q' hat das

Volumen
n

w(@) = 2* T[( + M) < (@) (1 +sM§)".

Es folgt nach Satz 3.17, dass

1 (2(Q)) < |detDB(g)| u(@') < |det DB(g)] (1 +eM§)nu<Q>.

Die bisherige Rechnung war unter der Annahme durchgefiihrt, dass der Qua-
der @ klein war, genauer: dass b < d(¢) war.

Ist nun @ nicht klein in diesem Sinne, so kénnen wir mit hinreichend grofs
Zahl gewdhltem N den Quader @ in N™ gleichgrofse Teilwiirfel Q; mit Mittel-
punkten g; zerlegen derart, dass der Auftenradius b/N jedes Teilwiirfels kleiner
als 0(¢) ist. Fiir jeden dieser Teilwiirfel gilt die Abschitzung (7.2). (Man be-
achte ndmlich, dass sich das Verhéltnis b/a von Auffen- zu Innenradius bei der
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Zerlegung in Teilquader nicht &ndert!) Durch Summation {iber alle Teilwiirfel
erhdlt man

w(2(Q))

IA

b\" Q)
Z &()| ¥/
(1 +6Ma) Ei |detD®(;)| N
b n
1+eM- / gn,
a Q
wobei gy die Treppenfunktion

gN ‘= Z XQi |detD<I>(qi)|

bezeichnet. Wegen der Stetigkeit der Funktion detD® konvergiert die Folge gn
fiir N — oo punktweise gegen die Funktion x¢|detD®|, und alle diese Funktio-
nen sind durch Mg beschrankt. Nach dem Satz von Lebesgue folgt

w(®(Q)) < (1 + EMS) / |detD®| dp.
Q
Jetzt lassen wir € gegen 0 gehen und erhalten
1w (2(Q)) S/Q|detD(I>| du.

Die Abbildung ® ist ein C!-Diffeomorphismus und daher insbesondere ein Ho-
moomorphismus. Deshalb bildet & Borelmengen wieder in Borelmengen ab. Dar-
aus ergibt sich, dass ®(Q) eine Borelmenge und somit messbar ist und dass wir in
der gerade gewonnenen Abschitzung das dufere Maft durch das Lebesgue-Maf
ersetzen konnen. Damit ist der Satz fiir Quader bewiesen.

4. Schritt. Es sei X C U eine beliebige messbare Menge. Es sei € > 0 vorge-
geben und {Q, } eine Uberdeckung von X durch disjunkte halboffene Quadern
Q. C U mit der Eigenschaft, dass u(V \ X) < e fiir V := (J2, Q.. Dann gilt

p(BX) < Yo u(®@Q.)
nach Schritt 3 detD®| d
(nach Schritt 3) < ,,ZI/Q,,l etD®| du

(nach B. Levi) = / |detD®| d
v

/ |detD®| dp +/ |detD®| du
X VX

IA

/ |detD®| dp+ M p(V \ X)
b

IA

/ |detD®| dp + M e.
b

Im Grenziibergang ¢ — 0 folgt

w(B(X)) < /X \detD®| dy. (7.2)
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Jede messbare Menge X ldsst sich in eine Borelmenge A und eine Nullmenge
N zerlegen. Da @ ein Homoomorphismus ist, ist ®(A) wieder eine Borelmen-
ge. Andererseits folgt aus der Abschitzung (7.2), angewendet auf N statt X,
dass fiir eine Nullmenge N das Bild ®(N) wieder eine Nullmenge ist. Daher ist
®(X) = ®(A) U &(N) messbar, und wir diirfen in der Ungleichung (7.2) das
aufere Mafs p* durch das Lebesgue-Maf u ersetzen. O

Satz 7.2 (Transformationsformel fiir das Lebesgueintegral) — Es seien U, U’ C
R™ offene Mengen und ® : U — U’ ein C'-Diffeomorphismus. Ist f : U' — C
eine messbare Funktion, so ist auch f o ® : U — C messbar, und es gilt

fdp= / (f o @) |detD®| dp.
U’ U

Beweis. 1. Da |det D®| > 0 ist, geniigt es, den Satz fiir nichtnegative reellwertige
Funktionen f zu beweisen.
2. Es geniigt, die Ungleichung

/ Fdu< / 8 - |detD3| du (7.3)
(V) U

zu beweisen. Denn wendet man diese Ungleichung auf den Diffeomorphismus
®~1:U’' — U und die Abbildung g = (f o ®) - |det D®| an, so folgt:

/ f®-|detD®| dp = / gdu
U -1(U")

(nach (7.3)) < / 9@ 1. |detD® 1| dy
U/

f®0 1. |detD® o @~ - |det DO dp

®(U)

= f-|detD(® o0 ® )| du
®(U)

= I dp,
(V)

weil nach der Kettenregel (D® o ®1)-D(® 1) = D(® o &) = I, gilt.
Das bedeutet: Es gilt auch die zu (7.3) umgekehrte Ungleichung.

3. Gemaf Satz 7.1 gilt die Ungleichung (7.3) fiir Funktionen der Form f =
X4, wo A C U eine messbare Menge ist. Wegen der Additivitat des Integrals
gilt (7.3) dann auch fiir alle nichtnegativen Treppenfunktionen. Ist schlieflich
f eine beliebige messbare nichtnegative reellwertige Funktion, so approximieren
wir f punktweise durch eine isotone Folge von Treppenfunktionen f 1 f. Dann
gilt auch fr®|detD®| 1 f® |detD®|. Mit dem Satz von B. Levi folgt (7.3) auch
fiir die Funktion f. O
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7.2 Anwendungen

Beispiel 7.3 — Nach dem Satz von Fubini gilt:
oo R 2 oo R co R
(-ea)f = ([ea) ([evs)
/ / e~ v’ dy dx
/ e*EZ*yZdu.
R2

Die Abbildung @ : U := (0,27) X Ryg — R?, (¢,7) — (rcos(p),rsin(yp)) ist
ein Diffeomorphismus von U auf die Menge R? \ (Rs¢ x {0}) mit der Ableitung

D®(r,p) = ( cos(p) —rsin(p) ) '

sin(p) 7 cos(ip)

Deren Determinante ist 7. Die Menge (Rso x {0}) C R? ist eine Nullmenge und
kann deshalb im Integrationsgebiet weggelassen werden. Mit der Transformati-
onsregel folgt

oo 2
(/ e_zzd:c) :/ 6_12_y2du=/ e_”"2_yzdu=/ re=" du,
—0 R2\(Rs(x{0}) R2 U

und mit erneuter Anwendung des Satzes von Fubini:

[eS) 27 [eS) oo
I / / re " dpdr = 27r/ re " dr = 7r/ e tdt =m.
o Jo 0 0

Damit haben wir das Integral

ein zweites Mal hergeleitet.

Beispiel 7.4 (Kugelkoordinaten) — Die Verallgemeinerung von ebenen Polar-
koordinaten

x =rcos(p), y=rsin(p)

sind entweder Zylinderkoordinaten (man nimmt zu r und ¢ einfach die z-
Koordinate hinzu) oder Kugelkoordinaten

x = rcos(f)cos(p), y=rcos(d)sin(yp), z=rsin(d).

Welche Koordinaten man zur Bearbeitung eines Problems verwendet, also et-

wa kartesische Koordinaten, Zylinderkoordinaten, Kugelkoordinaten oder ganz

andere Koordinatensysteme, héngt auch von den Symmetrien der Fragestellung

ab. Kugelkoordinaten bieten sich bei rotationssymmetrischen Problemen an.
Fiir beliebige Dimensionen gibt es verallgemeinerte Kugelkoordinaten:

P RxRxR*2 — R
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mit
7 c08(0n_2) - - - cos(f2) cos(61) cos(p)
7 c08(0,_2) - - - cos(h2) cos(y) sin(yp)
®(r,0,01,...,0, 3) = | 7C08(Bnz) - cos(f)sin(61)

rsin(6,_2)

Die Abbildung ® ist surjektiv, parametrisiert jeden Bildpunkt mehrfach, und
ist an vielen Stellen auch kein lokaler Diffeomorphismus, d.h. D® ist nicht in-
vertierbar. Das lasst sich verbessern, wenn wir ® im Definitionsbereich und im
Bildbereich einschrénken. Mit der Bezeichnung

C:={zeR" |z <0,2, =0}
ist die Abbildung
®:Rog X (—m,7) X (=7/2,7/2)" 2 — R*\ C

ein Diffeomorphismus. Es ist leicht, die Umkehrabbildung anzugeben.

Wir berechnen die Funktionaldeterminante detD® und beweisen induktiv
die Formel

detD®(r, ¢, 01, ,0,_2) = r" L cos(hy) cos(hz)? - - - cos(fn_o)" 2.

Die Formel ist fiir richtig fiir Polarkoordinaten, d.h. den Fall n = 2 mit detD® =
r. Wir nehmen also an, es sei n > 2 und die Behauptung sei fiir n — 1 und die
(n — 1)-dimensionalen Kugelkoordinaten

T : Ry x (—m,7) x (—7/2,7/2)" 3 — R*!

schon gezeigt. Es gilt

cos(f,—2) DT sin(f,—2)¥
D® =
sin(f,—2) 0 --- 0 | rcos(fn—_2)
DU tan(fn_o)T

= cos"(0n—2)
tan(6, o) 0 --- 0

Fiir die Eintrage in der ersten Spalte der Matrix DU gilt

ovr, 1
=_U,.
or r

Bei einer Spaltentransformation, bei der das —%tan(Gn,g)—fache der letzten
Spalte zur ersten addiert wird, wird also die erste Spalte von D¥ mit 1 +
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tan?(0, o) = cos(#, o) 2 multipliziert. Wir ziehen diesen Faktor aus der De-
terminante

DY tan(f,—2)¥

detD® = cos(f,,_2)" "2

und erhalten nach Induktion

detD® =7 cos(f, )" 2detD¥ = r™cos(fy) - - - cos(fn_2)" 2.

Beispiel 7.5 (Gravitationspotential eines rotationssymmetrischen Kérpers) —
Das Potential eines Massenpunktes der Masse m im Abstand R vom Messpunkt
ist
®R)=-G—,
(R) = -G
wo G die Gravitationskonstante bezeichnet, die wir hier der Einfachheit halber
zu 1 normieren. Fiir eine ausgedehnte Masse, die im Punkt = € R® die Massen-
dichte m(x) hat und einen Messpunkt P € R® findet man das Potential durch
Integration iiber den Raum:

_ m(z)
3(P) = /R T py @) (7.4)

Wir wollen das Potential fiir einen rotationssymmetrischen Koérper berechnen.
Fiir einen solchen hingt die Massendichte m(xz) nur vom Abstand ||z|| vom
Ursprung ab, d.h. m(z) = m(||z||) fiir eine Funktion m : R> 0 — R.

Fiir eine Kugelschale mit gleichmafiger Massendichte my und Innenradius
Ry und Auftenradius R; heiftt das etwa

lr) = 0, falls r < Ro oder r > Ry,
| mo, falls Ry <r < R;.

Wir berechnen das Integral (7.4) durch Einfithrung von Polarkoordinaten. Da
das Problem rotationssymmetrisch ist, konnen wir den Messpunkt auf die z-
Achse legen und somit annehmen, dass P = (0,0, p) mit p > 0. In Kugelkoordi-
naten gilt dann ||z — P|| = 1/r? + p? — 2rpsin(f), und wir miissen das folgende

Integral auswerten:
/ / / )2 c050) g apar.
—rJ—n/2 \/r2 p? —2rpsm(0)

—2n / / )2 cos0) g 4.
—7/2 \/r2 +p — 2rpsin(f)

Mit der Substitution ¢ = sin(f), dt = cos(f)d# erhilt man:

oo ~ ) 1 dt
&(P) =27 m(r)r —dr
0 —1 /12 +p?> —2rpt
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Das innere Integral ist wie folgt gegeben:

/ T = —\/r2+p2—2rpt‘
—1/r2+p?—2rpt rp -
1 2 min{r, p}
= — r+p)2— r—p?)=—"1-—+.
(VO +0° =V =p)?) ™

Das bedeutet: . -
®(P) = —?W m(r)r min{r, p}dr.
0
Wir unterscheiden drei Félle je nachdem, ob p < Ry, Ry < p < R; oder Ry < p.
1. Fall: P liegt ganz innerhalb der Kugelschale, d.h. p < Ry. Dann gilt

Ry
®(P) = —4n mordr = —2rmo(R} — R3).
Ro
2. Fall: P liegt in der Schale selbst, d.h. Ry < p < R;. Dann gilt
4 P R1
o(P) = T mor?dr — 4x mor dr
P JR, P
8 4
= ?mop2 + %moRg — 47rmoRf.
3. Fall: P liegt aufierhalb der Kugelschale, d.h. R; < p. Dann gilt
4m [ 4rr M
®(P)=—— mor?dr = —— (R} — R3) = ——,
(py==27 [ me 3 (Bl =R ===
wobei
B 4T
M = 4x mor’dr = — (R} — R})
Ro 3

die Gesamtmasse der Kugelschale bezeichnet.

Zusammengefasst: Auferhalb der Kugelschale erzeugt diese dasselbe Poten-
tialfeld wie ein einzelner Massenpunkt im Zentrum der Kugelschale, der die
gesamte Masse auf sich vereinigt.

Ganz innerhalb der Kugelschale ist das Potential vom Messpunkt P gar nicht
mehr abhéngig, sondern konstant. Im Innern ist die Gravitationskraft also Null.

Diese Ergebnisse gehen auf Newton zuriick.

Das folgende Bild zeigt den Verlauf des Potentials im Abstand p vom Mit-
telpunkt der Kugelschale:

(0] Ry Ry
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Die Gravitationskraft F' ergibt aus der Masse y des Messpartikels und dem
Potential nach der Beziehung

F=—pugrad®.

Sie ist in jedem Punkt zum Kugelschalenmittelpunkt gerichtet. Der Absolutbe-
trag der Kraft verlduft wie folgt:

—

| |
Ry Ry P

Dieselben Formeln gelten bei Abdnderung der Konstanten fiir alle Zentralkraf-
te, die quadratisch mit dem Abstand fallen, zum Beispiel fiir elektrostatische
Kréfte. Im Innern einer gleichmé&fig elektrisch geladenen Hohlkugel ist das Feld
also Null.
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8 Das Hausdorff-Paradoxon

Satz 8.1 (Hausdorff-Paradoxon) — Es gibt eine disjunkte Zerlegung der Sphére
S? = PUR'U B' UG’ mit den folgenden Eigenschaften:

1. P ist abzidhlbar.

2. Die Mengen R', B', G' und B' UG’ sind bewegungséquivalent, d.h. es gibt
jeweils Drehungen, die die Mengen bijektiv aufeinander abbilden.

Der Beweis benutzt die folgende hiibsche Konstruktion:

Es seien p;, p» und ps3 drei verschiedene Punkte auf der Einheitssphire S?2
im R®, die ein gleichseitiges Kugeldreieck mit Kantenléinge § < /2 aufspan-
nen. Letzteres bedeutet, dass die p;, als Vektoren aufgefasst, einen Winkel 6
im Mittelpunkt der Kugel einschlieffen. Rechnerisch driickt sich das mit dem
Skalarprodukt so aus:

(i, p;) = cos(6)

fiir ¢ # 5.
Wir betrachten fiir jedes p;, ¢ = 1,2,3, die Drehung d; € SO(3) um den
Winkel 7 mit Drehachse Rp,. Explizit ist diese Drehung durch die Formel

di(z) = —x + 2{ps, x)p; (8.1)

gegeben. Die Drehungen d; haben nach Konstruktion die Ordnung 2.
Es bezeichne H C SO(3) die Untergruppe, die von dj, da und d3 aufgespannt
wird. H besteht aus allen Elementen der Form

g=81-..."8 (8.2)

mit £ € Ny und s1,...,8; € {d1,d2,ds}. Dabei geniigt es, nur Darstellungen
(8.2) mit der Eigenschaft s; # s;+1 zu betrachten. Wir bezeichnen mit W die
Menge aller endlichen Folgen (s1,...,s¢) mit s; € {d1,d2,ds} und s; # siy1.
Man spricht auch in anderem Kontext von der Menge der Worter im Alphabet
{d1,dz,ds} ohne direkte Wiederholungen. Zu W rechnen wir ausdriicklich auch
das leere Wort wgp, d.h. die Folge der Lange £ = 0. Wir bekommen also eine
surjektive Abbildung

bW — H,(s1,---,80) 81 ... 8-

Wir konnen die Menge W auf die folgende Weise mit einer Gruppenstruk-
tur versehen: Man multipliziert zwei Worter w und w’, indem man die Folgen
hintereinandersetzt und eventuelle Verdoppelungen von Symbolen d;, die dabei
auftreten, herauskiirzt. Fiir diese Verkniipfung ist wg ein Neutralelement, und
das Wort (s1,...,s,) hat das Inverse (s,...,s1). Nicht ganz so offensichtlich
ist die Assoziativitit. Diese beweist man am besten durch Induktion und eini-
ge Fallunterscheidungen. In der Gruppentheorie sagt man, die Gruppe W sei
durch die Erzeuger dy, da, ds und die Relationen d3 = d% = d3 = 1 definiert und
schreibt

W= < d17d27d3 | d%7d§7d§ >

Es ist ziemlich klar, dass die Abbildung ® ein Gruppenhomomorphismus ist.
Im allgemeinen ist diese Abbildung nicht injektiv. Als Extremfall betrachten wir
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ein Dreieck mit der Kantenlénge w/2. Dann stehen die Drehachsen senkrecht
auf einander, und wenn wir die Koordinatenachsen durch die Punkte p;, p; und
ps3 legen, sind die entsprechenden Drehungen durch die Matrizen

1 -1 -1
-1 -1

-1 -1 1

gegeben. Die davon erzeugte Gruppe hat nur vier Elemente: Einzig die Identi-
tét kommt noch hinzu. Offenbar kann & fiir die Wahl § = 7/2 nicht injektiv
sein, weil W unendlich ist. Andererseits ist plausibel, dass dieses Phinomen nur
bei speziellen Winkeln 6 auftreten wird. Das wird durch das folgende Lemma
préazisiert:

Lemma 8.2 — Ist cos(f) transzendent, so ist die Abbildung ® injektiv.

Zur Erinnerung: Eine Zahl a € C heifit algebraisch, wenn es ein nichttriviales
Polynom f € Q[X] mit f(a) = 0 gibt, und andernfalls transzendent.
Beweis. Angenommen, ® ist nicht injektiv. Dann gibt es in ker(®) ein von wq
verschiedenes Wort. Unter allen diesen Worten sei w = (s1, ..., s¢) ein Wort von
minimaler Lange £. Dass w im Kern liegt, bedeutet s1-...-s; = I. Aber dann gilt
auch sy -...-s;-s, = I. Wiire nun s, = sy, so lidge nach dieser Uberlegung auch
(s2,...,8¢—1) im Kern von ® und wiirder der Minimalitdt von w widersprechen.
Wir fassen zusammen:

Ist ® nicht injektiv, so gibt es ein Wort (sq, ..., $,) mit
§1+...-S¢e =T und s1 # s2 # ... # s¢ # S1-

Es sei nun ¢; € {p1,p2,ps} ein Pol fiir die Drehung s,. Wir koénnen die
Wirkung der zusammengesetzten linearen Abbildung s - ... - s, mit Hilfe des
Skalarproduktes explizit hinschreiben:

4
S1 Se(.Z) = (_l)e <$—2Z<$7Qz>QZ

4
+ Z(_2)k Z <$7 ij><ijv qjk:—l) T <quv QJ1>Qj1> )

k=2 71 <. <Jk

Das beweist man ausgehend von (8.1) durch Induktion nach ¢.
Wir berechnen die Spur von sq - - -S4 Dabei benutzen wir das folgende ein-
fache Lemma, dessen Beweis ich zur Ubung lasse:

Lemma 8.3 — Es seien a,b € V Vektoren in einem Vektorraum V mit Skalar-
produkt. Der Endomorphismus f(x) := {(a,z) b hat die Spur Sp(f) = (a, b).

Wir wenden das Lemma auf den Endomorphismus s; - ... - sp an. Dabei
kommen nur die Skalarprodukte (g;,¢;) = 1 und (g;, ¢;) = cos(f) fiir 7 # j vor.
Nach Konstruktion gilt ¢1 # g2 # ... # @m # g1 Daraus folgt:

4
Sp(sy-...-s0) = (=1)* (3 —20+) (-2)* (f;) cos(o)k)
= (-1)* (2 —20(1 — cos(8)) + (1 — 2(:05(0))2).
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Andererseits gilt nach Annahme s -...- s, = I, also Sp(s1 ---s¢) = Sp(I) = 3.
Diese Uberlegung zeigt, dass 2 cos(f) eine Nullstelles des Polynoms

P(X):=(X - 1) = (-1)%X - (3+2(=1)*(¢ - 1))

ist. Das ist aber unmdglich, weil wir vorausgesetzt hatten, dass cos(#) eine tran-
szendente Zahl ist. O

Der erste entscheidende Punkt in Hausdorffs Argument ist somit, dass bei
geeigneter Wahl von 0 die ziemlich grofie Gruppe W durch ® isomorph auf eine
Untergruppe H in SO(3) abgebildet wird.

Eine Moglichkeit, sich die Gruppe H bildlich vorzustellen ist der sogenannte
Cayleygraph T' des Paares (H, {d1,ds,ds}). Der Graph ist zu jedem Paar aus
einer Gruppe und einem endlichen Erzeugermenge definiert.

Der Graph I' hat eine Ecke e, fiir jedes Gruppenelement g € H, und eine
Kante von e, nach e, fiir jedes Gruppenelement g € H und jeden Erzeuger s €
{d1,dz,ds3}. In der speziellen Situation, in der wir hier sind, gibt es zwischen zwei
Ecken entweder keine Kante oder gleich zwei, also eigentlich eine Doppelkante.
Im folgenden spreche ich aber immer nur von einer Kante und zeichne auch im
Bild immer nur eine Kante statt zwei. Zwischen e, und e, gibt es also genau
dann eine Kante, wenn gh~! € {d;, d>,d3}. Der Graph sieht ungefihr so aus:

Man beachte, dass der Graph keine Schleifen enthalten kann. Das ist eine un-
mittelbare Konsequenz des Lemmas. Man sagt, der Graph sei ein Baum.

Diese Baumeigenschaft machen wir uns wie folgt zunutze: Wir nennen eine
Kante von e, nach ey, eine i-Kante, wenn gh~! = hg~! = d;. Man beachte, dass
jede Kante entweder eine 1-, eine 2- oder eine 3-Kante ist. Auferdem kann man
jeder Kante eine Richtung zuordnen, sie soll ndmlich von der Ecke, die zum
Neutralelement gehort, weg nach aufien zeigen.

Wir farben die Ecke des Neutralelements Rot und alle anderen Ecken von
innen nach aufien nach den folgenden Regeln Rot, Blau und Gelb ein:

1. Eine 1-Kante verbindet R mit B, B mit R und G mit G.
2. Eine 2-Kante verbindet R mit G, G mit R und B mit B.

3. Eine 3-Kante verbindet B mit R, G mit R und R mit B.
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(Man beachte, dass die Regel fiir 3-Kanten sich wesentlich von den beiden an-
deren Regeln unterscheidet!) Eine solche Féarbung ist sicher méglich und sogar
eindeutig.

Wir bezeichnen mit R, B,G C H die durch die Farbung entstandenen Teil-
mengen. Diese Teilmengen sind disjunkt, und es gilt H = RU BUG. Die Links-
multiplikation mit einem der Elemente d; liefert nach Konstruktion Bijektionen

di:B—+R, do:G—R, und ds:BUG — R.

Wir kommen zur Sphére zuriick. Zu einem Element p € S? gibt es genau
dann eine Drehung h € H \ {I} mit h(p) = p, wenn p ein Pol der Drehachse von
h ist. Die Gruppe H ist abzdhlbar. Daher ist auch die Menge

P:={p€ S?|esgibt ein h € H, h # I, mit h(p) = p}

abzdhlbar, denn jedes h € H \ {I} hat genau zwei Pole. Auf dem Komplement
X := 82\ P operiert die Gruppe H frei. Es sei

Q C S? ein Reprisentantensystem fiir die Operation von H auf X, d.h.
fiir jeden Punkt x € X gibt es genau ein ¢ € @ und genau ein h € H mit
x = h(q). Wir firben z genauso wie h und bezeichnen mit R', B',G' C X die
so entstandenen einfarbigen Mengen. Damit haben wir eine disjunkte Zerlegung
S? = PUR'UB' UG’ mit den folgenden Eigenschaften gefunden:

1. P ist abzdhlbar.
2. Die Drehung d, liefert eine Bijektion B’ — R'.
3. Die Drehung d, liefert eine Bijektion G' — R'.
4. Die Drehung ds liefert eine Bijektion B’ UG’ — R'.
Damit ist das Hausdorffparadoxon bewiesen. O

Mithilfe des Paradoxons 8.1 hat Hausdorff gezeigt, dass das Inhaltsproblem
1.5 fiir n > 3 keine Losung besitzt.
Dazu formulieren wir zunéchst:

8.4. Inhaltsproblem fiir die 2-Sphére —
Gibt es eine Abbildung p : PB(S?) — R>o mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fiir disjunkte Mengen A und B in S? gilt u(A U B) = u(A) + u(B).
2. 0 < u(S?) < co.
3. Fiir jede Teilmenge A und jede Drehung g € SO(3) gilt u(g(A)) = u(A).

Satz 8.5 — Das Inhaltsproblem fiir die 2-Sphére ist nicht I6sbar.

Beweis. Wir nehmen an, p wire eine Losung des Problems.

1. Schritt. Es sei P = {p1,pa, ...} C S? eine abzéihlbare Teilmenge und ¢ ein
Punkt im Komplement von PU(—P). Wir bezeichnen mit g die Drehung um die
Achse Rg mit einem noch festzulegenden Drehwinkel a. Nach Wahl von ¢ liegt
kein Punkt aus P auf der Drehachse von g. Es bezeichne p! die Projektion von p;
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auf die Ebene senkrecht zu g. Wenn p; auf p; abgebildet wiirde, miissten p} und

p; den Winkel a einschlieffen. Wenn wir a so wihlen, dass a verschieden von

den abzéhlbar vielen von p; und p/; eingeschlossen Winkeln ist, so ist g(p;) = p;

unmdoglich. Fiir ein solches o und die zugehorige Drehung g gilt also g(P)NP = 0.
Es folgt, dass P’ = P U (P) eine abzahlbare Menge mit Inhalt

u(P') = u(P) + u(g(P)) = 2u(P)

ist. Indem man das Argument mit P’ etc. wiederholt, sieht man induktiv, dass
2mu(P) < p(S?) < oo fiir alle m € N. Wir schliefen, dass abzéhlbare Mengen
Inhalt 0 haben miissen.

2. Schritt. Es sei S2 = PUB' UG’ UR' eine Zerlegung wie im Hausdorffpa-
radoxon. Dann gilt

w(G") + u(B') = u(G' U B') = p(R') = u(G') = w(B).

Das ist nur moglich, wenn u(B') = u(R') = u(G') = 0. Damit ist S? die
Vereinigung von vier disjunkten Mengen mit Inhalt 0 und hat daher selbst Inhalt
0, im Widerspruch zur Voraussetzung 2. a

Satz 8.6 — Das Inhaltsproblem fiir den R™ hat keine Losung fiir n > 3.

Beweis. 1. Reduktion: Hatte das Problem eine Lésung p, fiir den R™ mit n > 3,
so auch fiir den R®: Es wiirde geniigen, fiir eine Menge A C R® zu definieren:
H3(A) 1= (A x [0,1]77).

Es geniigt daher zu zeigen, dass das Inhaltsproblem fiir den R? keine Lésung
besitzt.

2. Reduktion: Angenommen, das Inhaltsproblem hétte eine Losung ps fiir
den R®. Dann hiitte auch das Inhaltsproblem fiir die S? eine Losung: fiir A C S?2
bezeichne C A den Kegel iiber A:

CA:={z¢€ R? |0 < ||lz|| < 1,z/||z|| € A}.
Wir konnten dann ndmlich definieren:
pis2(4) = ig(CA).

Nach Satz 8.5 ist das ausgeschlossen. |
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9 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

9.1 Mannigfaltigkeiten, differenzierbare Abbildungen

Definition 9.1 — Ein topologischer Raum M heifit lokal euklidisch der Di-
mension d, wenn es zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung U und einen
Homé&omorphismus ¢ : U — U’ auf eine offene Menge U’ C R? gibt. Eine solche
Abbildung heift eine Karte von M, die Umkehrabbildung ¢~! : U’ — M eine
lokale Parametrisierung von M. Eine Familie A = {¢; : U; — U}} von Karten
ist ein Atlas, wenn die Kartengebiete U; den Raum M {iberdecken.

Beispiel 9.2 — Wir konstruieren Karten fiir die Sphire S? C R® durch ste-
reographische Projektion vom Nordpol N := (0,0,1) und vom Siidpol S =
(0,0,—1) aus: Die Abbildung ¢ : $? \ {N} — R? mit

1
e(z,y,2) = m(%y)

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung

-1 _ 2, .2
(%2 (U7U) = m(QU,Q’U,U +v° — 1)
Beide Abbildungen sind stetig, also Hom6omorphismen. Demnach ist ¢ eine

Karte in einer Umgebung von N € S2. Analog ist ¢ : $% \ {S} — R? mit

1
Y(z,y,2) = m(fﬂ,y)
eine Karte in einer Umgebung von S. Zusammen bilden ¢ und ¢ einen Atlas
fiir S2. Die Zweisphire ist lokal euklidisch der Dimension 2.

Definition 9.3 — Es sei M C R™ ein lokal euklidischer Teilraum der Dimen-
sion d und k € NU {oo}. Eine Karte ¢ : U — U’ heift C*-Karte, wenn die
Umkehrabbildung ¢~! : U’ — R® k-mal stetig differenzierbar ist und die Ab-
leitung Dp~'(p) : R — R™ in jedem Punkt p € U’ Rang d hat. Ein Atlas
aus C*-Karten heift C*-Atlas. M ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Klasse C*, oder kurz: eine C*-Mannigfaltigkeit, wenn es einen C*-Atlas gibt.

Beispiel 9.4 — Die Sphire S? C R? ist eine zweidimensionale C*°-Mannigfal-
tigkeit. Zum Nachweis verwenden wir die beiden stereographischen Karten aus
Beispiel 9.2. Die Ableitung der Parametrisierung ¢! : R? — S?\ {N} C R? im
Punkt (u,v) ist durch

9 —u?4+ 02 +1 —2uv
D -1 s = 55 —2uv U2 - ’U2 +1
¥ ('LL U) (1 +U2 +’02)2 o .

gegeben. Diese Matrix hat fiir alle (u,v) € R? Rang 2. Daher ist ¢ tatséichlich
eine C*°-Karte.

Beispiel 9.5 — Die Neilsche Parabel N := {(z,y) € R? | y® = z?} ist lokal
euklidisch der Dimension 1, aber keine C1-Mannigfaltigkeit.
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In der Tat ist die Projektion auf die xz-Achse p : N — R, (z,y) — =z, ein
Homdéomorphismus mit Umkehrabbildung p~1(t) = (¢, V#2). Andererseits ist
p~ ! sicherlich nicht differenzierbar. Es kann aber iiberhaupt keine C!'-Karte ¢
in einer Umgebung von (0,0) € N geben: Angenommen, es gébe eine solche
Karte, und ¢ : I — N wire die Umkehrabbildung mit einem offenen Intervall T
und (o) = (0,0), fiir einen Punkte ¢y € I. Da 95(t) > 0 fiir alle ¢t € I, hat 9
bei tg ein lokales Minimum, und es folgt 15 (to) = 0. Andererseits folgt aus der fiir
alle t € I giiltigen Identitét 12(t)3 = 91 (t)2, dass 3v2(t)205(t) = 201 ()21 (t).
Es folgt fiir ¢ # to:

2 _ ()
e ()2

Die rechte Seite ist stetig in ¢ und geht fiir ¢ — ¢y gegen 0. Damit hat

= (563)- ()

Rang 0, und ¢ kann keine C!-Karte sein.

YA U0 = a4 (1)

Beispiel 9.6 — Die singuliire kubische Kurve C := {(z,y) € R? | y% = 22 +23}
ist im Ursprung (0,0) nicht lokal euklidisch, also erst recht keine Mannigfaltig-
keit.

Es sei U eine hinreichend kleine zusammenhéngende offene Umgebung von (0, 0)
in C. Dann zerfdllt U\ {(0,0)} in vier Zusammenhangskomponenten. Angenom-
men, U wire homdomorph zu einer zusammenhingenden offenen Menge V' im
R?, und unter diesem Homdomorphismus wiirde (0,0) auf den Punkt p € V
abgebildet. Dann miisste U \ {(0,0)} = V' \ {p} gelten. Andererseits hat V'\ {p}
zwei oder eine Zusammenhangskomponenten je nachdem, ob d =1 oder d > 2,
aber jedenfalls niemals vier Komponenten. Demnach kann es einen solchen Ho-
moomorphismus nicht geben.
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Satz 9.7 — Es sei W C R" eine offene Menge und F : W — R™ eine C*-
Abbildung mit der Eigenschaft, dass in jedem Punkt p € M := F~1(0) die
Ableitung DF(p) : R® — R™ Rangm hat. Dann ist M eine C*-Mannigfaltigkeit
der Dimension d =n —m.

Beweis. Es sei p = (p1,...,pn) € M. Nach Annahme hat die Matrix

DFw) = (o)

9z

Rang m. Insbesondere gibt es m linear unabhingige Spalten, und wir kénnen
ohne Einschrinkung annehmen, dass die letzten m Spalten linear unabhingig
sind. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es dann offene Umgebungen
U von p' := (p1,...,p4) € R* und U” von p" := (pat1,...,pn) € R™ mit
U' x U" C W und eine C*-Abbildung ¢ : U’ — U" mit der Eigenschaft, dass
MnNnU xU" ={(q,9(q)) | ¢ € U'}. Setzt man also U := M NU' x U", so ist
U eine offene Umgebung von pin M und ¢ : U —» U', x = (', 2") — o', ist
ein Hom6omorphismus mit der Umkehrabbildung ¢ : U' — U, t — (¢, g(t)), die
k-mal stetig differenzierbar ist und die in jedem Punkt ¢ € U’ die Ableitung

o= ( 7 )

vom Rang d hat. Das zeigt, dass ¢ : U = U’ eine C*-Karte in einer Umgebung
von p € M ist. Da p beliebig war, ist M eine C*-Mannigfaltigkeit. O

Beispiel 9.8 — Es seien a4, . ..,a, > 0. Das Ellipsoid

ist eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Die Ableitung der Funktion
F:R* 5 R, F(z) = Y ,(z;/a:)?, ist DF(z) = (2z1/a3,...,2z,/a2). Die
Ableitung hat nur im Punkt = 0 nicht vollen Rang, aber dieser Punkt gehort
sowieso nicht zu F.

Beispiel 9.9 — Eine Matrix A € M, (R) heifit orthogonal, wenn A*A = I,.
Dies ist aquivalent zu der Forderung, dass ||Az|| = ||z|| fiir jeden Vektor x € R™.
Die orthogonalen Matrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultipli-
kation, die orthogonale Gruppe O(n) C M, (R).

Wir wollen zeigen, dass O(n) eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension

o) ist.

G) Zunéchst einmal ist O(n) beschrinkt: Ist nimlich A eine orthogonale Matrix,
so errechnet sich das Quadrat ihrer euklidischen Norm zu

AP =) AF; = Sp(A*A) = Sp(L.) = n.
ij

Wir identifizieren den Raum aller n x n-Matrizen M, (R) mit dem R* und
den Untervektorraum

M, (R* := {S € M,(R) | 5" = 5}

67



mit dem R(n:l), denn zur Beschreibung einer symmetrischen Matrix geniigt die
Angabe aller Eintrége auf und iiber der Hauptdiagonale, und diese konnen frei
gewzhlt werden.

O(n) ist offensichtlich die Menge der Nullstellen der C*°-Abbildung

F:M,(R) - M,(R)Y, Ars A'A—1T,.

Insbesondere ist O(n) also eine abgeschlossene Teilmenge und wegen der schon
bewiesenen Beschrinktheit kompakt.
Die Richtungsableitung von F' im Punkt A € O(n) in Richtung B ist

DF(A)(B) = iF(A +eB)] = A'B+ B'A.
de e=0
Um den Satz anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dass DF(A) : M, (R) —
M, (R)* surjektiv ist. Das ist leicht: Ist S € M,(R)* vorgegeben, so wihle
B := 1 AS. Mit diesem B folgt DF(A)(B) = A'B+ B'A=1(S+ S*) = 5. Mit
Satz 9.7 folgt die Behauptung.

Satz 9.10 (Begradigungslemma) — Es sei M C R" eine d-dimensionale C*-
Mannigfaltigkeit und ¢ : U — U’ C R? eine C*-Karte auf einer offenen Umge-
bung U eines Punktes p € M. Dann gibt es eine offene Umgebung W von p in
R™ mit W N M C U und einen Diffeomorphismus ® : W — W' auf eine offene
Menge W' C U’ x R*~¢ C R™ derart, dass ®(x) = (¢(z),0) fiir allex € WN M.

Beweis. Es sei ¢ := ¢! : U’ = U die lokale Parametrisierung zur Karte ¢ und
p' = ¢(p) € U'. Nach Voraussetzung hat die lineare Abbildung D (p') : R? —
R™ Rang d. Wir konnen also Vektoren v; ...,v,—q4 € R* so wahlen, dass sie
zusammen mit Im(Dy(p')) den R™ aufspannen. Wir definieren eine Abbildung

T:U' xR — R
mit
U(y,z1,---,24) :=U(Y) + 2101 + ... + 2qv4.
Diese Abbildung ist k-mal stetig differenzierbar mit der Ableitung

D¥(g,0) = (Dy(g) |v1 - va).

Nach Wahl der Vektoren vy, ...,vq hat D¥(g,0) Rang n, und nach dem Satz
iiber lokal umkehrbare Abbildungen ist D¥ ein Diffeomorphismus von einer
offenen Umgebung W' von (g,0) in U’ x R*~% auf eine offene Umgebung W
von p in R™. Durch Verkleinern von W und W' kénnen wir erreichen, dass
W N M C U. Wir setzen noch & := U~ : W — W'. Fiir Punkte x € UNW
gilt nun: ¥((p(x),0)) = ¥(p(x)) = z, also umgekehrt ®(x) = (p(x),0). O

Satz 9.11 — Es sei M C R™ eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Die
folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : M — R™ sind dquivalent:

1. Zu jedem Punkt p € M exisitiert eine offene Umgebung W von p in R
und eine C*-Abbildung F : W — R™ mit F|lwnm = flwom-
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2. Zu jedem Punkt p € M existiert eine offene Umgebung U von p in M und
eine C*-Karte ¢ : U — U’ C R? derart, dass f o' : U — R™ eine
C*-Abbildung ist.

3. Fiir jede C*-Karte ¢ : U — U’ von M ist f o p~! eine C*-Abbildung.

Beweis. 3 = 2: trivial.

2 = 1: Es sei p € M vorgegeben und ¢ : U — U’ eine C*-Karte auf einer
Umgebung U von p in M derart, dass f o ¢~ k-mal stetig differenzierbar ist.
Nach dem Begradigungslemma existiert eine offene Umgebung W von p in R™
mit W N M C U und ein Diffeomorphismus & : W — W' auf eine offene
Menge W' C U’ x R*~¢ mit ®(z) = (¢(x),0). Definiere F : W — R™ durch
F := (f o¢p™!) o pr; o ®. Dabei bezeichnet pr; : W' C U’ x R*~? — U’ die
Projektion auf den ersten Faktor. Die Abbildungen ®, pr, und fo ™! sind C*-
Abbildungen, und somit F' auch. Auferdem gilt fiir x € WNM: &(z) = (p(z),0)
also pry (®(z)) = p(z) und F(x) = f(z).

1= 3:Esseip:U — U CR? eine beliebige C*-Karte von M und p € U
ein beliebiger Punkt. Nach Vorausssetzung existiert eine offene Umgebung W
von p in R” und eine C*-Abbildung F : W — R™ mit F|wnym = f|lwaum. Die
Mengen V. =UNW und V' := ¢(V) sind offene Umgebungen von p in M und
@(p) in U'. AuRerdem gilt f o ¢~y = F o o~!|y:. Die rechte Seite ist k-mal
stetig differenzierbar, also auch die linke. Da p beliebig war, ist fop~! auf ganz
U’ k-mal stetig differenzierbar. O

Definition 9.12 — Es sei M C R” eine C*-Mannigfaltigkeit.

1. Eine Abbildung f : M — R™ heifit k-mal stetig differenzierbar, kurz: eine
Ck-Abbildung, wenn die fiquivalenten Bedingungen aus Satz 9.11 erfiillt
sind.

2. Eine Abbildung f : M — N in eine Mannigfaltigkeit N C R™ heifit k-
mal stetig differenzierbar, wenn dies fiir die zusammengesetzte Abbildung

ML N LR gilt.

Bemerkungen 9.13 — 1. Ist M C R” eine offene Teilmenge, so ist der Begriff
der differenzierbaren Abbildung f: M — R™ identisch mit dem friiheren.

2. Ist M C R” eine C*-Mannigfaltigkeit, so ist jede C*-Karte ¢ : U — U’
eine C*-Abbildung,.

Folgerung 9.14 — Es seien f : M — M' und g : M' — M" k-mal stetig
differenzierbare Abbildungen. Dann ist auch die Komposition go f : M — M"
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung.

Beweis. Es seien M C R*, M’ ¢ R* und M" C R* Mannigfaltigkeiten. Zu
p € M und p' := f(p) gibt es offene Umgebungen W C R™ und W' Cc R™ und
C*-Abbildungen F: W — R® und G : W' — R* mit

Flwam = flwam, und Glwnm = glwinme -
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Durch Verkleinern von W kénnen wir erreichen, dass F(W) C W'. Dann ist
GoF:W — R™ eine C*-Abbildung, deren Einschrinkung auf W N M mit go f
{ibereinstimmt. Da p € M beliebig war, ist g o f eine C*-Abbildung. O

Beispiel 9.15 (Kartenwechselabbildungen) — Es seien ¢, : U; — U], i = 1,2
zwei CF-Karten fiir eine Mannigfaltigkeit M. Weiter sei U;; := U; N U;. Die
Abbildung

vij = wiog; 19 (Usy) — ¢i(Usy)
heiffit Kartenwechselabbildung. Gemé&f Folgerung 9.14 ist die Abbildung ¢;; k-
mal stetig differenzierbar.

Ist A = {¢;}icr ein Atlas von M, so bekommen wir fiir jedes Paar 4, j eine
Kartenwechselabbildung. (Die Abbildung ist leer, falls U; N U; = @.) Dabei gilt
i =1dy; und ¢;; = gojfil fiir ¢ # j. SchlieRlich gilt fiir drei verschiedene Indizes
i, j und k auf der offenen Menge ¢ (U, NU; NU}) C Uj, die sogenannte Kozykel-
oder Verklebebedingung

Pij © Pik = Pik-

Definition 9.16 — Eine Abbildung f : M — N von Mannigfaltigkeiten heifst
Ck-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~! C*-Abbildungen sind.

Bemerkung 9.17 — Die folgende Frage ist bis heute offen:

Es sei M eine vierdimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, die homéomorph zur
S4 ist. Ist dann M auch diffeomorph zur S*?

Die Antwort auf die entsprechende Frage fiir die Dimensionen 1, 2,3 und 5,6
lautet ja. Milnor und Kervaire haben aber gezeigt, dass es 15 paarweise nicht
diffeomorphe siebendimensionale Mannigfaltigkeiten gibt, die alle homdomorph
zur S7 sind. Nimmt man noch Orientierungen hinzu (siehe Kapitel 12), so gibt
es insgesamt 28 siebendimensionale orientierte Mannigfaltigkeiten, die paarweise
nicht orientierungserhaltend diffeomorph sind. Auf dieser Menge kann man eine
Verkniifung definieren: Die verbundene Summe zweier Mannigfaltigkeiten MM’
entsteht dadurch, dass man aus M und M’ jeweils einen Punkt herausnimmt und
den Rest entlang der entstandenen offenen Rinder zusammenklebt. Mit dieser
Verkniipfung bilden die 28 Mannigfaltigkeiten eine zyklische Gruppe. Milnor hat
fiir seine Arbeiten 1962 die Fields-Medaille bekommen.

9.2 Tangentialriume

Alle Mannigfaltigkeiten in diesem Abschnitt sind C*-Mannigfaltigkeiten mit & >
1, alle Karten, Atlanten und differenzierbaren Abbildungen sind C*-Karten etc.,
sofern nichts anderes ausdriicklich vermerkt ist.

Definition 9.18 — Es sei M C R™ eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit und
p € M ein Punkt. Ein Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor an M im Punkt p,
wenn es ein offenes Intervall I und eine differenzierbare Kurve ¢ : I — M mit
c(to) = p und c'(tp) = v fiir ein to € I gibt. Die Menge aller Tangentialvektoren
an M in p wird mit T, M bezeichnet und heifit der Tangentialraum an M in p.

Satz 9.19 — Es sei M C R" eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M.
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1. Essei ¢ : U = U’ C R? eine Karte auf einer Umgebung U von p in M.
Dann gilt T,M = im(Dy 1(p(p)) : R — R").

2. Es sei W eine offene Umgebung von p in R* und F : W — R™ eine
differenzierbare Abbildung derart, dass DF (p) Rang m hat und WNM =
F~1(0). Dann gilt T,M = ker(DF(p)).

Insbesondere ist T, M ein Untervektorraum des R™ der Dimension d.

Beweis. Es sei p € M ein beliebiger Punkt.

1. Es sei U eine offene Umgebung von pin M und ¢ : U = U’ C R¢
eine Karte von M mit p’ := ¢(p). Ist w € R? ein beliebiger Vektor, so ist fiir
hinreichend kleines ¢ > 0 die Kurve ¢ : (—e,e) = U’, t = p' + tw, definiert,
und es gilt ¢(0) = p’ und ¢'(0) = w. Fiir die Kurve ¢ := ¢ ' 0¢&: (—e,e) = M
folgt ¢(0) = ¢~ 1(p') = p und ¢'(0) = Dyp~! (w). Insbesondere ist jeder Vektor
des Untervektorraums Do~ (p')(R?) ein Tangentialvektor. Deshalb besteht die
Inklusion Im(Dep~1(p")) C T, M.

2. Es sei W eine offene Umgebung von pim R* und FF: W - R™, m =n—d
eine differenzierbare Abbildung mit M N W = F~1(0) und RangDF(p) = m.
Dann ist fiir jede Kurve ¢ : I — M N W die Komposition F o ¢ eine konstante
Abbildung und hat verschwindende Ableitung. Nach der Kettenregel heifit das
DF(c(t))(d(t)) = 0. Ist to € I ein Punkt mit c(¢tp) = p, so folgt c'(tg) €
ker(DF(p)). Daher gilt T,M C ker(DF(p)).

3. Nimmt man die bisher bewiesenen Aussagen zusammen, so bestehen die
Inklusionen

im(Dyp ' (p')) C T,M C ker(DF(p)).

Aber die Vektorrdume links und rechts haben beide die Dimension d. Deshalb
muss bei beiden Inklusionen Gleichheit bestehen. O

Beispiel 9.20 — Der Tangentialraum an die Sphiire S"~! C R® an einen Ein-
heitsvektor v € S?~1 ist

T,5" ' ={weR" |w L}

Beispiel 9.21 — Wir hatten die orthogonale Gruppe O(n) als Nullstellenge-
bilde der C*°-Abbildung F : M, (R) — M, (R)", A — A*A— I, dargestellt. Die
Ableitung von F war

DF(A): B~ A'B + B'A.

Das heifst
TaO(n) = {B € M,(R) | A’'B+ B'A = 0}.

Insbesondere besteht der Tangentialraum
T1,0(n) = {B € M,(R) | B' = —B}
an das Neutralelement I,, € O(n) genau aus den schiefsymmetrischen Matrizen.

Satz und Definition 9.22 — Es sei f : M — N eine differenzierbare Abbil-
dung von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Ferner sei p € M ein Punkt
und v € T,(M) ein Tangentialvektor an M in p. Es sei ¢ : I — M eine
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Kurve mit c¢(tg) = p, ¢ (to) = v, fiir ein ty € I. Dann hingt der Tangenti-
alvektor (f o c)'(to) € Ty N nicht von der Wahl von ¢ ab. Die Abbildung
Tpf : ToM —= Typ)N, v = (f 0 ¢)'(to), ist linear.

Beweis. Es seien also M C R™ und N C R” differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Wir wéhlen zu p € M eine offene Umgebung W in R™, auf der es eine differen-
zierbare Fortsetzung F' : W — R” von f|wnum gibt. Wenn wir das Definitions-
intervall von ¢ etwas verkleinern, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass ¢(I) C W. Darum gilt F oc = f o ¢, und mit der Kettenregel folgt:

(f o) (to) = (Foc) (to) = DF(p)'(to) = DF(p)(v)-

Die linke Seite héngt nur von ¢ ab, die rechte Seite nur von F. Daher ist der
gesamte Ausdruck sowohl von ¢ wie von F' unabhéngig und vollsténdig durch f
bestimmt. Damit ist erstens T}, f : T, M — T,y N wohldefiniert, und zweitens
gilt T, f = DF(p)|r,n- Daher ist T}, f eine lineare Abbildung. O

Folgerung 9.23 (Kettenregel) — Sind f : M — M’ und g : M' — M" diffe-
renzierbare Abbildungen, so gilt fiir jeden Punkt p € M die Kettenregel:

TrpygoTpf =Tp(go f).

Beweis. Es sei w € T, M ein Tangentialvektor und ¢ : I — M eine Kurve mit
¢(t) = pund ¢/(t) = w fiir ein ¢ € I. Dann gilt

Tpy(go f)(w) = (gofoc)(t) nach Definition von T,(g o f)
= Tip9((foc)(t)) nach Definition von Tj,g
= Typ9(Tof(c'(t))) nach Definition von T}, f
= (Typg o Tpf)(w)

O

Satz 9.24 (Satz iiber regulire Abbildungen) — Es sei f : M — N eine diffe-
renzierbare Abbildung von Mannigfaltigkeiten. Ist in einem Punkt p € M die
Abbildung T, f : T,M — Ty, N ein Vektorraumisomorphismus, so gibt es Um-
gebungen U C M und V C N von p bzw. f(p) derart, dass f|g : U — V ein
Diffeomorphismus ist.

Beweis. Es seien ¢ : U — U’ und v : V — V' Karten in Umgebungen U von p in
M und V von f(p) in N. Durch Verkleinern von U (und U’) kann man erreichen,
dass f(U) C V. Die Abbildung g := ¢ o fo ™! : U’ — V' ist differenzierbar
und hat in p’ = p(p) die Ableitung

Tyg=TpoTpfo (Tp@)il-

Nach Voraussetzung ist dies ein Vektorraumisomorphismus. Nach dem Satz {iber
lokale Diffeomorphismen aus der Analysis IT gibt es Umgebungen U"” von p in
U’ und V" von g(p) in V' derart, dass g|y» : U" — V" ein Diffeomorphismus
ist. Setzt man U := ¢~ ' (U") und V := ¢~ (V"), so folgt die Behauptung. [
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Definition 9.25 — Es sei M C R® eine C*-Mannigfaltigkeit und U C M
eine offene Menge. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung X : U — R™ mit
X (p) € T, M. Ein Vektorfeld heifit stetig bzw. differenzierbar von der Klasse C*,
¢ < k—1, wenn die Abbildung X : U — R eine C*-Abbildung ist.

Beispiel 9.26 — Die Abbildung S! :— R2, (z,y) — (—y,z)?, ist ein globales
C*°-Vektorfeld ohne Nullstellen. Das geht allgemeiner fiir eine beliebige Sphére
von ungerader Dimension:

X: S2n_1 — R2n, (Z‘l,.. .,.T,'Qn) = (—.%2,.’1)1, —X4,23,. )t

Das Vektorfeld X; : S2 — R3, (z,v, 2) = (—y, z,0)* hat Nullstellen am Nordpol
und am Siidpol. Das Vektorfeld X : (z,y, 2) — (—zz, —zy, 22 —1)! hat ebenfalls
Nullstellen am Nordpol und Siidpol. Wir konstruieren ein Vektorfeld mit nur
einer Nullstelle am Nordpol wie folgt: Stereographische Projektion vom Nordpol
ist ein Diffeomorphismus

0 S\{0,0,1)} = B, (2,9,2) = 7 (®,9)-

Die Umkehrabbildung ist nach fritherer Rechnung durch

. 2, .2
‘w : (U,U) = m(2U72U,U +v° - 1)

gegeben. Das Differential von 9 im Punkt (u,v) = ¢(z,y, 2) lautet

9 —u?+v2+1 —2uv
DY(p(z,y,2) = ——5——3 —2uv u? —v? 41

(u? +v? = 1) 2u 2v
2 -2z — 222 —2xy
= —2xy 2 — 2z —2y?

2z(1 - 2) 2y(1 — 2)
Das konstante Vektorfeld Y (p) = (1,0)* fiir p € R? liefert also ein Vektorfeld

2—2z— 222
X;;(x,y,z) = D'Lﬂ((p(.%‘, y,z))(Y(Lp(x, yvz)) = —23:y
2z(1 — 2)

Man vergewissert sich durch eine Probe, dass Xa2(z,v,2) L (z,vy,2)?, so dass X3
tatsdchlich ein Vektorfeld auf der Sphéare ist. Wir wollen die obigen Vektorfelder
X1, X5 und X3 in der Nihe ihrer Nullstelle am Nordpol betrachten. Dazu wech-
seln wir in eine am Nordpol definierte Karte, z.B. Projektion auf die xy-Ebene

pr = pr,, : §* = R® mit Umkehrabbildung (z,y) = (z,y,1/1 — 2% +¢?). In
dieser Karte sind die Vektorfelder wie folgt gegeben:

Xi(z,y) = (~y,2)

Xo(z,y) = (—av1-22—y2,—yV/1—2% —y?)

Xs(z,y) = (2-22% —2¢/1—a? -y, —2ay)’

Allgemeiner muss jedes Vektorfeld auf einer Sphére von gerader Dimension
mindestens eine Nullstelle haben. Das ist aber nicht ganz so einfach zu beweisen.
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Die Vektorfelder aus Beispiel 9.26
Xl(xv y) = (_yv x)t

—

— AN
oo O
<, A T
A oot
RN
/

-
\A —
—

%

l

\ /
N \ ! / '
N '
vy
~ N ¢ (g
~ n (g
> <
~ v < [
S a4 voe e e
- A/‘ ‘\# ~
r.s
- ~
~ s N ~
rogoA
2 N
, 7 1 A N
la \
1
% _ 2 D) D) t
X3(z,y) = (2 —22° — 2¢/1 — 2 — y?, —23y)
A - -
» >
T 1
-~ N ¥ ¢
~ ~ v -
~ ~ - - — o
3 — ._» * i ':_ _ —_ o
I ~ ~

N

74



9.3 Teilung der Eins

Definition 9.27 — Es sei X ein topologischer Raum und f : X — R eine
beliebige Abbildung. Dann heifit die abgeschlossene Menge

supp(f) == {z € X | f(z) # 0}

der Triger von f.

Die Funktion

{ e~1/* falls z >0,
o(z) =

0 , sonst,

ist, wie wir frither gesehen haben, eine C°°-Funktion.

Dasselbe gilt dann fiir die Funktion g : R* — R, die durch

_ o(1 = [z
90) = STy + o (2 = 1/9)

definiert ist.

Diese ,Hut“-Funktion hat die folgenden Eigenschaften:
1. Fiir alle z € R gilt 0 < g(z) < 1.
2. g(z) =1 fir alle z € R” mit ||z|| < 1/2.
3. supp(g) = B1(0).

Definition 9.28 — Es sei X ein topologischer Raum. Eine Familie {Y;}ier
von Teilmengen Y; C X heifit lokal endlich, wenn es zu jedem p € X eine offene
Umgebung U gibt derart, dass {i € I | Y; N U # 0} eine endliche Menge ist.

Lemma 9.29 — Es sei K C R™ eine kompakte Menge, und B = {V;};c; eine

Familie offener Mengen in R* mit K C |J;c; Vi. Dann gibt es C*°-Funktionen

¢; : R* — [0,1] mit den folgenden Eigenschaften:
1. 4; = 0 bis auf hochstens endlich viele ¢ € 1.
2. supp(v;) ist kompakt und liegt in V;.
3. >, vilk > 0.

(0]



Beweis. Zu jedem Punkt p € K existiert ein Index i(p) € I mit p € Vj(,) und
ein Radius r(p) > 0 mit Uy,(,)(p) C Vi(p). Die Mengen U, (,),2(p), p € K, bilden
eine offene Uberdeckung von K. Da K nach Voraussetzung kompakt ist, gibt es
endlich viele Punkte py,...,ps € K derart, dass

£
K C | Uy /a(2)-

=1

Es sei g;(y) := g((y —p;)/r(p;)) fir j = 1,...,(. Dann ist supp(g;) kompakt
und in Vj(,,) enthalten, und es gilt >~ g;|x > 0. Setze nun

vi= > g5

J mit i(p;)=i

Satz 9.30 — Essei M C R" eine d-dimensionale C k_Mannigfaltigkeit und i :=
{U.}:ic1 eine Uberdeckung von M durch offene Mengen U; C M. Dann gibt es
C*-Funktionen \; : M — [0,1] mit den folgenden Eigenschaften:

1. supp(\;) C U;.
2. Die Familie {supp(\;) }icr ist lokal endlich.

3 Yierhi=1.

Definition 9.31 — Eine Familie {);};c; mit den Eigenschaften 1.-3. des Satzes
heifit eine der Uberdeckung i untergeordnete Teilung der Eins auf M.

Beweis des Satzes. 1. Fall: M ist eine offene Teilmenge des RY.
Wir definieren fiir k£ € N die Menge

1
M= {y e u | ol <k a7\ 00) 2 1

und davon abgeleitet die kompakten Mengen
Ay = My, Ap:= M\ Mg firk > 1,
und die offenen Mengen
Vii=My, Va:=Mg, Vi:=Mg\ M, firk>3.
Nach Konstruktion gilt
1. A, C Vg,
2. U, Ax = M, und

3. Vi N Ve =0, falls |k — ¢] > 3.
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Fiir jedes k bilden die offenen Mengen U; N Vj, i € I eine Uberdeckung von Ay.
Wir wenden Lemma 9.29 auf diese Situation an und finden eine Familie {gi ; }ic1
von C*°-Funktionen g ; : R* — [0, 1] mit kompaktem Tréger in U; NV}, die (bei
festem k) bis auf endlich viele 4 alle Null sind, und fiir die gilt

Z 9k,i|a, > 0.

Bei festem ¢ hat Vi nur fiir /—2 < k < ¢+2 nichttrivialen Schnitt mit ;. Deshalb
haben nur endliche viele Mengen supp(gx,:), k € N, ¢ € I, einen nichttrivialen
Schnitt mit V;. Das bedeutet, dass die Familie {gx;}(x,i)enxs lokal endlich auf
M ist. Deshalb ist
gi = Z ki
k

eine wohldefinierte C*°-Funktion mit Tréger in U;. Ebenso ist g := ). g; eine
wohldefinierte C*°-Funktion, und es gilt g|4, > 0 fiir alle &, also auch g > 0 auf
ganz M. Definiere nun
A= 2
g
2. Fall: M wie im Satz. Zu jedem ¢ € I gibt es nach Definition der Teilraum-
topologie auf M eine offene Menge V; C R™ mit V;NM = U,. Es sei {¢; }icr eine
der Familie U := {V;}.cr untergeordnete Teilung der Eins, die gemif dem ge-
rade behandelten Fall existiert. Wir definieren dann \; := ;| und sind fertig.
O

Folgerung 9.32 — Es seien U C R" eine offene und A C R™ eine abgeschlos-
sene Teilmenge mit A C U. Dann existiert eine C*°-Funktion g : R* — [0, 1] mit
gla =1 und supp(g) C U.

Beweis. Die Mengen {U, R" \ A} bilden eine offene Uberdeckung von R". Es sei
{g, h} die zugehorige untergeordnete Teilung der Eins. Das bedeutet: supp(g) C
U und supp(h) C R™ \ A. Insbesondere ist h|4 = 0. Da g+ h = 1, folgt g|a = 1.

O
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10 Aufere Algebra

10.1 Alternierende Formen

In diesem Abschnitt sei K ein Korper der Charakteristik 0, zum Beispiel K = R
oder C.

Definition 10.1 — Es seien V und W K-Vektorrdume und p € N. Eine Ab-
bildung f : VP =V x ... x V — W heifst p-fach multilinear, wenn fiir jedes
t=1,...,pund alle vy, ...,vi—1,Vit1,--.,Vp € V die Abbildung

V—W, v f(v1,...,01,0,Vif1,...,0p)
linear ist.

Definition 10.2 — Eine p-fach multilineare Abbildung f : VP — W heifit
alternierend, wenn fiir jede Permutation 7 € S, und vy,...,v, € V gilt

f(vlv R 71)17) = Sgn(’”) f(vﬂ(l)a .. ‘af‘ir(p))'

Satz 10.3 — Die folgenden Aussagen iiber eine multilineare Abbildung
f : VP — W sind dquivalent:

1. f ist alternierend.

2. Fiir jede Transposition T = (ij) € S, und beliebige vy,...,v, € V gilt
Fr,..,0p) = =fVrys -+, Vr(p))-

3. Sind vy,...,v, € V Vektoren mit v; = v; fiir zwei Indizes i # j, so gilt
flvr,...,vp) =0.

4. Sind v1,...,v, € V linear abhingige Vektoren, so gilt f(vi,...,v,) = 0.

Beweis. 1 = 2, denn 2 ist nur ein Spezialfall von 1.
2 = 1, denn jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen.
2 = 3: Es gelte v; = v; mit ¢ # j. Bezeichnet 7 die Transposition (i j), so erhélt
man
_f(vla cee 7vp) = f(UT(l)a cee 7”7’(;7)) = f(vla e 7UP)5
was nur moglich ist, wenn f(vq,...,v,) = 0.
3 = 2: Zur Abkiirzung sei g(v;,v;) := f(v1,...,v,) mit festen Vektoren vy, fiir
k #1i,j. Wegen der Multlinearitidt von f gilt

g(v+w,v+w) — gv,v) — glw,w) = g(v,w) + g(w,v).

Nach Voraussetzung verschwinden die Terme auf der linken Seite, und es folgt
g(v,w) = —g(w,v), was zu zeigen war.

4 = 3, denn 3 ist ein Spezialfall von 4.

3 = 4: Es seien vy, .. ., vp linear abhéngig. Dann gibt es A1, ..., A\, € K, die nicht
alle verschwinden, mit A\yvi + ...+ A,vp, = 0. Ohne Einschrénkung ist Ay # 0
und daher v1 = o2 + ... + v, mit p; = —A;/A. Wegen der Multilinearitét
von f folgt:

f(vla"'7vp) = Zujf(vj7v27“'7vp)'
71=2
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In jedem Summanden der rechten Seite sind zwei der Eintrige von f gleich. Nach
Voraussetzung ist dieser Summand Null und somit auch die ganze Summe.
O

Bezeichnungen 10.4 — Eine alternierende Abbildung f : VP — K heifst
alternierende Form der Stufe p, oder kurz: eine alternierende p-Form auf V. Es
sei

APV* :={f : VP — K | f ist p-fach multilinear und alternierend}

fir p € N und A°V* := K. Es ist klar, dass skalare Vielfache und Summen
von alternierenden p-Formen wieder alternierende p-Formen sind. Mit anderen
Worten: APV* ist ein K-Vektorraum. Auferdem ist A'V* = Homg (V,K) = V*
der Dualraum von V.

Folgerung 10.5 — Es gilt A?PV* =0 fiir alle p > dim(V).
Beweis. Es sei f € APV*, und vy,...,vp, € V. Ist p > dim(V), so sind vy, ..., v,
linear abhingig, und nach dem Satz folgt f(v1,...,v,) = 0. O

Satz 10.6 — 1. Es seien 91, ...,%, € V*. Durch

G A Ao, ) 1= det ((95(0)s)

wird eine p-Form 1 A ... A, auf V definiert.
2. Die Abbildung

VA5 X V5 APV (b, 0,) b AL A,

ist multilinear und alternierend.

Beweis. Die beiden Aussagen folgen daraus, dass die Determinante multilinear

und alternierend als Funktion der Spalten bzw. der Zeilen ist. O

Im folgenden sei nun V' ein Vektorraum der Dimension d. Weiter sei e1, . .., eq
eine Basis von V und €j,...,¢, die duale Basis von V*, d.h. €(e;) = 6;;.
Wir numerieren Teilmengen I = {i1,...,i,} C [n] := {1,...,d} stets so, dass

i1 < ... < ip, und definieren
€r =€, N...Ne, € APV™.
Im Falle I = () setzen wir ¢y := 1 € K = A°V*.

Satz 10.7 — Die Elemente e; mit I C {1,...,d}, |I| = p, bilden eine Basis
von APV* fiir alle p € {0, ...,d}. Insbesondere ist

dim(APV*) = (dlm V)
P
fiir allep € Ny.
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Beweis. Sind I = {iq,...,ip} und J := {j1,...,Jp} Teilmengen von {1,...,d}

mit 43 < ... <ipund j; <...< jp, so gilt €7(ej;,...,e;,) =1, falls I = J, und
=0, falls I # J.

Es sei nun f € APV* eine beliebige alternierende p-Form auf V., p=1,...,d.
Sind Vektoren vq,...,v, € V gegeben, so konnen wir diese nach der Basis
e1,---,eq entwickeln:

d
v; = E a;;€5,
J=1

mit einer d x p-Matrix A = (a;;). Aus der Multilinearitit von f folgt

d d
f(’Ul,...,Up) = Z Z a/jl,l ---ajp,pf(ejl,‘..,ejp).

Jji=1 Jp=1

Der Faktor f(ej,,-..,e;,) ist hochstens dann von Null verschieden, wenn die
Ji,---,Jp paarweise verschieden sind. Es geniigt also, die Summation iiber alle
Teilmengen J = {j1,...,Jp}, j1 < ... < jp, und alle moglichen Anordnungen
dieser Indizes laufen zu lassen. Das zeigt:

f(Ul,...,Up) = Z Z sgn(ﬂ')ajw(l),l ---ajﬂ(p)vp f(ejl,...,ejp)‘
J:{jlv"'ajp}c{lv"'ad} TESP
Setzt man
fJ = f(ejl,...,ejp) e K (101)

und Ay =3 cg S80(T)aj, ;)1 " Gj,,,p, S0 heiit das etwas kiirzer

flor, ... 0p) = > Azl

J={j1,0s5p }C{1,...,d}

Berechnet man auf diese Weise €;(v1, ... ,vp), so erhélt man

€[(’U1,...,UP) = Z AJel(ejl,...,ejp) = A[.

|J|=p

Hieraus folgt

f=" fser

|J|=p

Demnach bilden die Vektoren €, |J| = p, ein Erzeugersystem von {1,...,d}. Da
andererseits die Koeflizienten f; wegen (10.1) eindeutig bestimmt sind, bilden
die e tatséichlich eine Basis. O

10.2 Das dulere Produkt (Dachprodukt)

Es sei V ein K-Vektorraum und p,q € N. Ferner vy,...,vp4q € V.
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Lemma 10.8 — Es seien ¢ € APV* und w € A?V* alternierende Formen auf
V. Dann ist die Abbildung ¥ Aw : VP*9 — K mit

(WY Aw) (v1,. .-, Vptq) (10.2)
1
= == > sgn(m) Y(0r)s- s Vn(p) @(Vn(p1)s- - On(ptag)
re wESptq

eine alternierende (p + q)-Form auf' V.

Beweis. ¢ A w ist alternierend: Fiir o € Sp44 gilt

¢ A w(“o’(l)v e 7va(p+q))

1
= p'_q' Z sgn(ﬂ') ’(/J('U,,ﬂ.(l), ey ’U,,ﬂ.(p)) w(v”(p+1), N Uo..,r(p+q))
o TESp+q
sgn(o
= |(' ) Z sgn(aﬂ') ¢(Ua7r(1) ) UO’ﬂ'(p)) w(vovr(p+1)7 ceey Uo-7r(p+q))
pe omESptq
sgn(o)
= S 2o SEMYEna) s a) W) Unit)

TESp4q
= sgn(o)yY Aw(vi,...,Vptq).

Definition 10.9 — Die bilineare Abbildung
A APV x ATV* — APHIY*

heifst dufseres Produkt oder Dachprodukt. Falls p = 0 oder ¢ = 0 wird das dufsere
Produkt einfach als skalare Multiplikation erklart.

Im folgenden sei S;, C Sy, die Untergruppe der Permutationen der Zahlen
{1,...,p} C{1,...,p+q} und S; C Sp4, die Untergruppe der Permutationen
der Zahlen {p+1,...,p+¢}. Offensichtlich vertauschen alle Permutationen aus
S, mit allen Permutationen aus S;'. Schlieflich brauchen wir noch die Menge

M:={r€Spq|ml)<...<7w(p),7lp+1)<...<7(p+q)}

aller Permutationen, die auf den Teilmengen 1,...,pund p+1,...,p+ g streng
monoton wachsend sind. Jede Permutation 7= € S,  lésst sich auf eindeutige
Weise in der Form

T=pocop (10.3)
mit 4 € M, 0 € S;, und p € S} schreiben.

Lemma 10.10 — Fiir ¢ € APV* und w € AV* sowie vy,...,vp4q €V gilt

Y Aw(vr,. .., Up-‘rq) = Z Sgn(ﬂ)"p(vy(l) TEERE) Uu(p)) w(v,u(p+1) PR v,u(p+q))'
neM
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Beweis. Wir zerlegen in (10.2) die Permutation 7 gemaf (10.3) und summieren
getrennt. Das ergibt

Y Aw(,...,vp) = Z sgn(p)AuB,

reM
mit 1
A== Z sgn(0)V(Vpo(1)s - - 5 Vpo(p))

P o€S,,

und 1
B, = P Z Sg(P)P(Vup(p+1)s - > Vpp(p+a))-

pPESY
Weil ¢ und w alternierende Formen sind, ist A, = ¥ (vu(1),---,Vu(p)) und B, =
W(Uu(p+1))s -+ > Vu(ptg))- Das geniigt.

Lemma 10.11 — Fiir ¢1,...,pptq € V* gilt

(1A APp) A (Ppr1 Ao APpiq) = Q1A .. AQpyq.
Beweis. Nach Definition ist die rechte Seite, ausgewertet auf den Vektoren
Uiy .., Uptq, durch den Ausdruck
A= Z sgn(m)p1 (Ur(l)) Tt @p+q(v7r(p+q))
TESp+q
gegeben. Wir schreiben wieder m in der Form (10.3) und summieren getrennt

tiber M, S, und S;':

A = Z sgn(p) Z sgn(o)p1 (U;m(l)) te @p(vutr(p)) )

nEM ceSs,,

: Z Sgn(p)¢p+1(vyp(p+l)) © Pptg (Uup(p+q) )
pESY

Nach Definition der Formen @1 A ... Ay, und @1 A ... A @ppq folgt

A = Z sgn(p)(p1 A - ..(pp)(v#(l), .. .,v#(z,)) .
peEM
(Por1 A A Ppig) Wu(p1)s > Up(pta))-
Gemif Lemma 10.10 ist A gleich der linken Seite in (10.11). O

Satz 10.12 — 1. Fiir alle p € APV* ¢ € AIV* gilt

AP = (=1 Ay,

d.h. das dukere Produkt ist antikommutativ (oder: graduiert kommutativ).
2. Fiir alle p € APV* ) € AM9V* und w € A"V* gilt

(A Aw=p AW Aw),

d.h. das dufere Produkt ist assoziativ.
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Beweis. Da Formen der Gestalt @1 A ... A ¢, mit 1-Formen ¢4,...,pp, ein Er-
zeugendensystem von APV* fiir jedes p € N bilden, geniigt es, die behaupteten
Identitéten fiir ¢, 9 und w von dieser speziellen Gestalt auszurechnen. Wir neh-
men also ohne Einschrénkung an, dass ¢ = o1 A ... App, ¥ =1 A ... Ay
Nach Lemma 10.11 gilt

CAY =1 A . AP AN PL AL AN,
und
YANE=UPI A AYGAPLA ... A g

Die beiden rechten Seiten unterscheiden sich nur in der Anordnung der Faktoren.
Genauer gehen die beiden Anordnungen unter der Permutation

1 2 3 p+q—1 p+gq
p+1 p+2 ... p+q 1 2 q

in einander iiber. Die Signatur dieser Permutation ist (—1)?P9. Das zeigt die
Antikommutativitat. Die Assoziativitdt geht genauso und einfacher. O

Definition 10.13 — Es sei V ein d-dimensionaler Vektorraum. Der graduierte
Vektorraum

d
AV* = P ATV
p=0

zusammen mit dem Produkt A heifit ZufRere Algebra oder Grafmannalgebra!3
von V*.

Es seien nun V und W Vektorrdume {iber K und f : V — W eine lineare
Abbildung. Bekanntlich induziert f eine duale lineare Abbildung f* : W* — V*
durch f*(¢) :==¢of:V — W — K fiir jede 1-Form ¢ € W*. Wir erweitern
diese Definition auf beliebige p-Formen:

Satz und Definition 10.14 — Es sei f : V — W eine lineare Abbildung und
@ € APW*, p € N. Dann ist die Abbildung f*(¢) : VP — K mit

f*(QO)(’Ul, .. 71}}3) = Qo(f(vl)v B f(vp))
eine alternierende p-Form auf V.
Beweis. Klar. O

Der Vollsténdigkeit halber setzen wir noch f*|popy+ := idpopy+-

Lemma 10.15 — 1. Fiir jede lineare Abbildung f : V — W ist die Abbildung
f* : APW* — APV* ebenfalls linear. Im Falle p = 1 ist f* die zu f duale
Abbildung.

2. Fiir lineare Abbildungen f :V — W und g : W — U gilt (go f)* = f* o g*.

3. Fiir die Identitit idy : V — V gilt id}, = idary~.

13Hermann Giinter GraRmann * 15.4.1809 t 26.9.1877.
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Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus der Definition. O

Satz 10.16 — Es sei f : V — W eine lineare Abbildung und ¢, 1) alternierende
Formen auf W. Dann gilt
frlony) = (o) A F(¥).

Anders gesagt: Die lineare Abbildung f* : A*W* — A*V* ist ein Homomor-
phismus von K-Algebren.

Beweis. Es seien zunéchst 1,...,1, Linearformen auf W und vy,...,v, € V.
Dann gilt nach Definition

A A (01, ,0p) = (WL AL AR (f(o1), .-y f(0p))
det (:(f(vy)) )

det (£(4)(v5))

= (@A AF @) o1, 0p),

also f*(¢1,...,¢p) = f*(¢1) A ... A f*(¢p). Hieraus folgt die Behauptung des
Satzes flir ¢ = @1 A...Appund ¢ = 91 A... A1, mit Linearformen ;,1); € W*
wegen Lemma 10.11, und fiir beliebige alternierende Formen wegen Satz 10.7.

O

10.3 Orientierungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur endlichdimensionale Vektorraume iiber
den reellen Zahlen.

Ist V ein d-dimensionaler reeller Vektorraum, so ist A?V* eindimensional.
Je zwei nichttriviale d-Formen unterscheiden sich also nur um einen Skalar # 0.
Erklart man zwei nichttriviale d-Formen w und ' fiir 4quivalent, wenn w’ = \w
mit A > 0, so zerfillt A?V*\ {0} in zwei Aquivalenzklassen. Wir bezeichnen die
Klasse von w mit [w].

Definition 10.17 — Eine Orientierung auf V' ist eine Aquivalenzklasse [w] mit
w € A?V*\ {0}. Ein Vektorraum V zusammen mit der Wahl einer Orientierung
[w] ist ein orientierter Vektorraum.

Definition 10.18 — Es sei (V,[w]) ein orientierter Vektorraum. Eine Basis
(e1,...,eq) von V heifst positiv bzw. negativ orientiert (beziiglich [w]), wenn
w(er,...,eq) >0 bzw. <O0.

Es ist klar, dass diese Definition nicht von der Wahl des Reprasentanten w
der Orientierung [w] abhangt.

Bemerkung 10.19 — Es seien (eq,...,eq) und (vy,...,vq) zwei Basen von V
und S die Basiswechselmatrix, d.h. v; = Y ; Sjiej. Dann gilt fiir jede d-Form w
auf vV

w(vi,...,vp) = det(Sw(eq,. .., ep).
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Insbesondere haben die beiden Basen genau dann die gleiche Orientierung, und
zwar beziiglich jeder moglichen Orientierung, wenn det(S) > 0. Ist eine Basis
(e1,...,eq) vorgegeben, so gibt es genau eine Orientierung, beziiglich der diese
Basis positiv orientiert ist. Daher bestimmt jede Basis eine Orientierung, und
zwei Basen bestimmen dieselbe Orientierung genau dann, wenn die zugehorige
Basiswechselmatrix positive Determinanten hat.

Definition 10.20 — Es seien (V, [wy]) und (W, [wy]) orientierte Vektorrdume
der Dimension d. Ein Isomorphismus f : V' — W heifit orientierungserhaltend
bzw. orientierungsumkehrend, falls f*(wy) = Adwy mit A > 0 bzw. A < 0.

Bemerkung 10.21 — Sind f: V — W und g : W — U Isomorphismen von
orientierten Vektorrdumen, so ist go f : V' — U genau dann orientierungserhal-
tend, wenn f und g beide orientierungserhaltend oder beide orientierungsum-
kehrend sind.
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11 Differentialformen im R”

11.1 Differentialformen
Alle Punkte x € R™ haben denselben Tangentialraum 7, R” = R™ und denselben
Kotangentialraum TR = (T,R™)* = (R*)*.

Es sei ey, ..., e, die Standardbasis des R” und ¢4,...,¢&, die duale Basis des
(R™)*. Wir bezeichnen die konstanten Vektorfelder R* 5 z — e, € R* = T, R»
mit 8;,i=1,...,n.

Definition 11.1 — Es sei U C R” eine offene Menge und 0 < p < n. Eine
Abbildung w : U — AP(R™)* heifit eine p-Form auf U.

Insbesondere sind 0-Formen einfach Funktionen. 1-Formen heiflen in der Li-
teratur auch Pfaffschel* Formen.
Wir bezeichnen die konstanten 1-Formen R™ 35 z +— &; € (R™)* mit dx,,

i = 1,...,n. Offenbar besitzt jede p-Form w : U — AP(R™)* = R(}) eine
eindeutige Darstellung

w= Z wrdx;, A ... ANdzx;,
IC[n],|I|=p

mit Funktionen w; : U = R, den Komponentenfunktionen von w.

Lemma 11.2 — Die folgenden Aussagen iiber eine p-Form w auf U sind dqui-
valent, £ € Ny U {o0}:

1. w ist eine C*-Abbildung.
2. Alle w; sind C*-Abbildungen.

3. Fiir alle C*-Vektorfelder X1,...,X, : U — R® ist w(Xy,...,X,) : U = R
eine C*-Abbildung.

Beweis. Die Aquivalenz von 1. und 2. ist klar.

3. = 2., denn w; = w(9;,...,0,).

2. = 3., denn wenn wir die Vektorfelder Xy in der Form X; = Z?Zl X, 0; mit
C*-Funktionen X, schreiben, so gilt

w(Xi,...,Xp) = Zw;dmil ANdrg, (X, ..., Xp)
1
= > wrdet((dzi, (Xx));x)
T
Zwldet((Xij,k)jk)-
1

Die rechte Seite ist offenbar eine C*-Funktion, wie zu zeigen war. O

Bemerkungen 11.3 — Fiir eine Funktion f, p-Formen w und ' und eine ¢-
Form 1) werden fw, w+ w' und w A1 punktweise definiert. Es ist ziemlich klar,
dass, wenn f etc. C-Funktionen sind, dasselbe fiir fw etc. gilt.

14 Johann Friedrich Pfaff * 22.12.1765 t 21.4.1825.
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Beispiel 11.4 — w = (22 + 23)dz; + e®*dry und ¢ = 4x3dx; + e *2dr3 sind
C*°-1-Formen. Es gilt

w+ ¢ = (27 + 202 + duz)dar + e drs + e " dus
und

WA Y = —4x3e™3dry A drs + (2] + 222)e”"3dxy A das + drs A das.

Definition 11.5 (Das totale Differential)— Es sei U C R" eine offene Menge
und f : U — R eine C*-Abbildung, ¢ > 1. In jedem Punkt z € U ist die totale
Ableitung Df(z) : R* — R eine Linearform auf R". Die 1-Form U 3 z —
Df(x) € (R™)* wird mit df bezeichnet und heift das totale Differential von f.

Da Df(z)(e;) = $L (=), gilt

_ of of
df— ax1d$1+...+axnd$n.

Ist f eine C*-Funktion, so ist df eine C*~'-1-Form.

Bemerkung 11.6 (Gradient und totales Differential) — Einer differenzierba-
ren Funktion f haben wir damit einerseits ein Vektorfeld zugeordnet, ndmlich
den Gradienten

gradf = E = 0;,
= Oxi

und andererseits eine 1-Form, ndmlich das totale Differential

df = zn: OF ;.

i=1 9z

Beide Darstellungen enthalten dieselbe Information. Zwischen Gradient und to-
talem Differential besteht die folgende Beziehung: Es sei X = ). X;0; ein Vek-
torfeld. Dann gilt

of

(gradf, X) = 3 51X, = df ().

Allerdings besteht der folgende Unterschied: Das totale Differential ist koordina-
tenunabhingig definiert, der Gradient aber nur mit Hilfe des Skalarproduktes.
Deswegen lasst sich spater der Begriff des totalen Differentials sofort auf Mannig-
faltigkeiten verallgemeinern, der Gradient dagegen nur nach voriger Einfiihrung
einer sogenannten Riemannschen Metrik.

Lemma 11.7 — Es seien f,g: U — R C*-Abbildungen, ¢ > 1. Dann gilt

d(f +g) =df +dg wund d(fg)= fdg+ gdf.

Beweis. Klar. O

87



11.2 Aufere Ableitung

Wir wollen den Begriff des totalen Differentials von Funktionen auf beliebige
Differentialformen erweitern.

Definition 11.8 — Es sei U C R™ offen und

w= Z wrdzi; A ... Adz;,
IC[n],|T|=p

eine C’-p-Form auf U, ¢ > 1. Dann heift die C*~!-(p + 1)-Form

dw = Zdw;/\dmill\.../\dxip
I

- aw[
Z %dl'j/\dxil/\.../\dl',‘p

I j=1 J
die duflere Ableitung oder das Differential von w.
Beispiel 11.9 — Es sei w = e”'dx; + 1€~ "2dx3. Dann ist
dw = e~ "2dx1 AN dxsz — r1e” “2dxo N dxs
und
d(dw) = (—e "2dxo) A dxy A dxs — (e “2dx1 — x1e “2dx2) A dxa A dxs = 0.
Satz 11.10 — Die dufsere Ableitung hat die folgenden Eigenschaften:
1. Die Abbildung
d : {C*-p-Formen} — {C*~'-(p + 1)-Formen}
ist linear.
2. Fiir eine p-Form w und g-Form 1 gilt
dwAY) =dwANp+ (—1)Pw A dip.
3. Fiir eine C*-p-Form w, { > 2, gilt
d(dw) = 0.

Beweis. Aussage 1 ist klar.
Fiir Aussage 2 geniigt es, den Fall w = fdwx;, A...Adx;, und ¢ = gdz;, A...Adx;,
zu betrachten. Dann ist w AY = (fg)dz;; A...Ax;, , und nach Definition ergibt
sich
dwAy) = (fdg+ gdf) Ndxi, A ... Ndxj,
= (df Ndxy N ANdxi,) A(gdeg, AL Adxj,)
+(=1)P(fdxsy, A ... ANdxi,) A (dg Adzj, A ... Adxj,)
= dwAp+ (—1)PwAdy
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Das Vorzeichen (—1)? in der dritten Zeile entsteht, weil wir die Form dg beim
Sortieren an den p verschiedenen Formen dz;,, ..., dr;, vorbeiziehen miissen
und uns dabei jedesmal ein Vorzeichen einhandeln.

Fiir Aussage 3 geniigt es, den Fall w = fodfi A ... A df, mit C*-Funktionen
fo, .., fp, £ > 2, zu betrachten. Dann ist dw = dfo A dfi A ... Adfp, und nach
Aussage 2 gilt

d(dw) = (=D)'dfo A... Addfi A-.. A Ndfy.

=0

Es geniigt also, ddf = 0 fiir C2-Funktionen zu beweisen. In der Tat gilt

d(df) = d(n afd@y-)

= Oz
— Zza—% (é)xi) dz; A dz;
=1 j=1
o%f 0% f
o ; (ax]c’ixl B 63:,813) dxj A dml
= 0’
nach dem Satz von Schwarz. O

Definition 11.11 — Eine Differentialform w mit dw = 0 heifst geschlossen, und
w heifit exakt, wenn es eine Form ¢ mit diy = w gibt.

Wegen d o d = 0 ist jede (hinreichend differenzierbare) exakte Form auch
geschlossen. Die Umkehrung ist dagegen im Allgemeinen falsch.

11.3 Verhalten bei Abbildungen

Es seien U C R® und V C R™ offene Mengen und @ : U — V eine C*-Abbildung,
¢ > 1. Fiir jeden Punkt x € U betrachten wir die lineare Abbildung

D&, : R* = T,U — R™ = Ty, V.

Diese lineare Abbildung liefert uns gemiff der vorigen Abschnitte induzierte
Abbildungen
(D®,)" : AP(R™)* — AP(R™)".

Definition 11.12 — Es sei w eine p-Form auf V. Dann bezeichnet ®*w die
p-Form auf U mit
®*w(z) = (D®,)" (w(®(z)))-

Zur Erinnerung: Auf 0-Formen ist D®}, definitionsgemé&fs einfach die Identi-
tdt. Das bedeutet fiir 0-Formen auf V', d.h. fiir Funktionen f :V — R, dass

(@7 f)(z) = (D) (f(2(2))) = f(2(2)) = (f 0 ) ().
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Weiter folgt aus der Kettenregel:
" (df)(x) = (D®)"(df(2(x)))
= D(fo®), =d(f o ®)(x).

Das bedeutet:
®*(df) = d(f o @) = d(®"f).

Bezeichnet speziell y; die i-te Koordinatenfunktion, so ist y; o ® genau die i-te
Komponente von ®. Deshalb gilt

o*(dy;) = d®;.
Lemma 11.13 (Rechenregeln fiir das Zuriickziehen von Formen) — Es seien w
und w' p-Formen und 1) eine g-Form. Dann gilt
1. P*(w+w') = ®*w + P*w'.
2. d*(wAY) = P*w A D*P.
3. ®*(dw) = d(®*w).

Beweis. Zu 3: Wegen Regel 1 kann man ohne Einschrénkung annehmen, dass w
die speziell Gestalt w = fo dfi A ... Adf, mit gewissen Funktionen fo, fi,..., fp
auf V hat. Es folgt

dw:dfo/\dfl/\.../\dfp

und mit Hilfe von Regel 2:

" (dw) = @*(dfo) A... NP (dfp)
= d(foo @) A...ANd(fpo®)

= d(foo<I>)d(f1od>)/\.../\d(fpo<1>))
= d(®*W)).

O

Bemerkung 11.14 — Ist w eine C*-p-Form auf V und ist ® : U — V eine
C**1-Abbildung, so ist ®*w eine C’-p-Form. Das sieht man so: Weil ®* eine
lineare Abbildung ist, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass

w= fdy;, N...Ndy;,
mit einer C*-Funktion f. Es folgt dann
*w=(fod)d®; A...NdD;,.
Auf der rechten Seite ist f o ® eine C*-Funktion, und d®; sind C*-1-Formen.

Lemma 11.15 — Sind ® : U = V und ¥ : V — W C*-Abbildungen, k > 1,
so gilt fiir jede p-Form w auf W, dass

T w = (Vo d)w.
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Beweis. Es gilt in jedem Punkt x € U:
(Tod)'w(x) = (D(Tod),)" (w((Teod)(x))
= (Da()¥ o D®;)" (w(¥(®(2))))
= (D)’ ((D%m)*w(m(x))))
(D®:)" ((T*w)(2()))
= (T (w ))(w)-

Beispiel 11.16 — Es sei ® : R — R? die Abbildung mit
(21,29, 23) = (23 + 219, 11 2513)
und w die Form w(y1,y2) = (sinys + y2)dy:s A dys. Dann gilt
O*(dy,) = d®; =d(a? + 2x5) = 221dx; + 2dxs
®*(dy2) = dPy = mg:cgdml + 3x1x§$3dx2 + xlmgdmg.
Und somit

@*(w) = (sin &, + (I>2)dq)1 A ddo
= (sin®; 4+ ®5)(221dxy + 2dx) A (2323d71 + 3210323d20 + 2175d23)

= (sin(z? + 2x9) + xlx?’xg 6a:2x2x3 — 23:%9:3 dxi N dzs +
1 2 122

+2xfa:§ dx1 A dxs + 23:19:3 dzo A dxg)

11.4 Divergenz und Rotation

Definition 11.17 — Es sei U C R® eine offene Menge und v : U — R® ein
C*-Vektorfeld, £ > 1.

1. Die Funktion

. Bvl 81)2 3’1)3
d = —
ivo(e) = 52 (a) + 572 ) + o @)
heifit die Divergenz von v.
2. Das Vektorfeld
Oug _ Oua
6.’E2 Bzg
rotv(x) := g—;z - g—;i
Ouy _ Ovy
8Z1 azg

heifit die Rotation von v.

Bemerkung 11.18 — Man fiihrt formal ein Vektorfeld V (gelesen: Nabla)
2
v=| &
oo

mit Werten in Differentialoperatoren ein und schreibt die Divergenz als Skalar-
produkt dive = (V,v) und die Rotation als Kreuzprodukt rotv =V x v.
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Zur Erinnerung, der Laplace-Operator im R™ ist der Operator
n
82
A= —
; oz’

der auf Funktionen und komponentenweise auf Vektorfeldern und Differential-
formen wirkt.

Lemma 11.19 — Es sei U C R® offen, f € C*(U,R) und v : U — R® ein
Ct-Vektorfeld, ¢ > 2. Dann gilt:

1. rotgradf = 0. ,,Gradientenfelder sind wirbelfrei®.
2. divrotv = 0. ,,Rotationsfelder sind quellenfrei®.
3. divgradf = Af.
4. graddivv —rotrotv = Aw.
Beweis. Einfach Nachrechnen: Einmal direkt und einmal mit dem V-Kalkiil. O

Zwischen den Differentialoperatoren grad, div und rot einerseits und dem
Differential von Formen besteht im R® der folgende Zusammenhang. Der Ein-
fachheit halber wollen wir nur mit C*°-Funktionen, Vektorfeldern und Formen
arbeiten.

Es sei U C R® eine offene Menge. Es bezeichne A?(U, R) den Vektorraum der
C>-p-Formen auf U, speziell also A°(U,R) den Vektorraum der C°°-Funktionen
auf U, und A°(U,R?) den Vektorraum der C*>°-Vektorfelder auf U. Dann beste-
hen die folgenden Isomorphismen von Vektorrdumen:

FO . AO(U,R) — AO(U,]R)
f = I
F': AO(U,R3) — AI(U,IR)
(v1,v9,v3) > v1dx1 + vadzs + v3das,
F?: AO(U,]R3) — AQ(U,]R)
(al,ag,a3) = aydzre Adzrs + asdxs A dry + azdzy A dxs,
F3 . AO(U,R) — A3(U,IR)
f — fdxy A dxy A das.

Wir kénnen alle diese Abbildungen und Raume in dem folgenden Diagramm
zusammenfassen:

0 — AUR L AWUR L AUR L ABAUR — 0

[0 [ [ ]

grad div

0 — AUR) 5 AURY) 25 AAURY) 5 A°UR) — 0

Ich behaupte, dass dieses Diagramm kommutiert, d.h. man wenn man von
einer beliebigen Ecke des Diagramms in Pfeilrichtung zu einer anderen Ecke
lduft, kommt es nicht darauf an, wie man das tut. Um das zu zeigen, muss man
die folgenden Identitédten beweisen:

d(f) = F'(gradf), d(F'(v)) = F%(rotv), d(F?*(a)) = F3*(diva).
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Die erste dieser Identitdten ist ziemlich trivial und wurde in Bemerkung 11.6
kurz diskutiert. Die beiden anderen erfordern eine kurze Rechnung:

d(vidxy + vedzs + v3dxs)
($Ldry + §%das) A dwy + (32dry + §22das) A dry

+(g—:ida:1 + gﬁdwz) A dzs

T2

2] a 2] le]
= (§2 — §&)dxy Adzy + (52 — §2)dx3 A dry
+(g—:z — g—;’i)dazg A d$3.

und

d(aydza A dxs + asdzs A dzy + azdzy A dxs)
(g—;i + g—gz + g—gz)dﬂ?l A d.Z'g A d$3.

Deshalb {ibersetzt sich die Regel dd = 0 in rot grad = 0 und divrot = 0.
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12 Integration auf Mannigfaltigkeiten I

12.1 Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Es sei M C R™ eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, ¥ > 1. Wir hatten den
Tangentialraum an M im Punkt x mit T, M bezeichnet. Der Dualraum zu 7, M
wird mit 7' M bezeichnet und heifft der Kotangentialraum von M im Punkt z.

Definition 12.1 — Es sei M C R™ eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit.

1. Eine p-Form auf M ist eine Abbildung w : M — |J, ¢, APTy M mit w(z) €
APT? M.

2. Es seien w und ' p-Formen auf M, 1) eine g-Form auf M. Die Summe
w + w' und das duflere Produkt w A 1) werden punktweise definiert, d.h.
(w+w)(z) =w(x) +w'(z) und (w A Y)(x) = w(z) A(x).

3. Es sei ® : M — N eine C*-Abbildung von Mannigfaltigkeiten und w eine
p-Form auf N. Dann bezeichnet ®*w die p-Form auf M mit (®*w)(z) =
(T: @) w(®(x)).

Lemma 12.2 — Es gelten die folgenden Rechenregeln.
1. *(w+ ') = ®*w + P*'.
2. *(wAY) = D*w A P*.
3. U*®*w = (® o W)*w fiir C*-Abbildungen ¥ : M — M' und ® : M' — M".

Beweis. Die Regeln folgen recht formal aus den Definitionen. Ich zeige exempla-
risch und ausfiihrlich die Regel 2:

P (wAyY)(z) = (Ta®)((wAY)((x))

nach Definition von &*
= (Tu9)" (w(®(2)) A Y(B(2)))
wegen der punktweisen Definition von A
= (T29)"(w(®(2) A (T:9)" ((2(2))
weil T,,®* ein Homomorphismus ist, Satz 10.16,
= (®"w)(z) A (27Y)(2)
nach Definition von &*
= (B'wA DY) (a)
wegen der punktweisen Definition von A.

O

Definition 12.3 — Es sei f : M — R eine C%-Funktion, 1 < ¢ < k. Dann
bezeichnet df die 1-Form auf M mit

df (z) = Tof : ToM — TR = R.

df heifit das totale Differential von f.
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Lemma 12.4 — Rechenregeln fiir das totale Differential.
1. d(f +9)=df +dg.
2. d(fg) = fdg +gdf.
3. ®*(df) = d(f o ®) = d(D*f).

Beweis. Zu 2: Es sei h:= (f,g) : M — R2 und m : R2 = R, (z1,22) — 2122.
Damit gilt fg = m o h und

Torzom = (2 21), Toh= ( ?f ) .

Es folgt
df9)w) = T.(fo)=Tlmoh) = Tyym Toh
A CICREA

9(@) T f + f(2)T=g = g(2)df (x) + f(2)dg(z) = (9df + fdg)(x).

Zu 3: Es sei ® : M — N eine C*-Abbildung und f : N = R eine C*-Funktion,
1 < ¢ < k. Dann gilt wegen der Kettenregel

@*(df ) (x) (T ®)* (df (B ()
= Tu(fo®)=d(fo®)(z) =d(®" f)(x).

O

Bezeichnung 12.5 — Es seien M C N Mannigfaltigkeiten, und ¢ : M — N
bezeichne die Inklusionsabbildung. Wir schreiben dann fiir eine p-Form w auf
N meist einfacher w|y statt i*w. Beispiele fiir eine solche Situation sind die
Inklusion einer Mannigfaltigkeit M im umgebenden R™ oder die Inklusion einer
offenen Menge U in einer Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 12.6 — Wir betrachten die Sphiire S? C R® und bezeichnen die Ko-
ordinaten im R® mit x,y und z. Die Sphire wird von den offenen Mengen U,,
Uy und U, mit

U, = {(z,y,2) € S* |z # 0} etc.

iiberdeckt. Auf U, ist die 2-Form
1
wy = —dy ANdz|u,
x

wohldefiniert, analog auf U, und U, die Formen

1 1
Wy 1= —gdm/\dzhfy7 w, = —dz ANdy|y, .

z
Ich behaupte, dass w, und w, auf U, N U, iibereinstimmen. Das sieht man so:
Die Einschriinkung der Funktion p := 22 + 32 + 22 auf die Sphére ist konstant.
Deshalb gilt

0 = dp|s2 = 2zdx + 2ydy + 2zdz.
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Durch Anwendung von Aldz erhélt man
xdx A dz|s2 + ydy Adz|s2 =0,

und somit 1 1
gd:c A dzlu,nu, + Edy ANdzly,nu, = 0.

Das zeigt die Behauptung. Entsprechend zeigt man, das w,, w, und w, jeweils
auf dem Durchschnitt der gemeinsamen Definitionsbereiche iibereinstimmen.
Wir kénnen also eine 2-Form w auf S? dadurch definieren, dass wir

wly, =W, wly, i=wy, Wy, = w;

setzen. Man spricht bei dieser Art von Konstruktion vom Verkleben von Formen.
Die Form w ist zunéichst nur auf den offenen Mengen einer gewissen Uberdeckung
gegeben. Wir konnen {ibrigens aus den Bruchstiicken eine einheitliche Formel
gewinnen: Die Funktionen 22 , y? und 22 bilden eine Art Teilung der Eins, denn
ihre Summe ist auf der Sphére (!) gleich 1. (Warum ist das keine Teilung der
Eins im strengen Sinne?) Wir definieren

O = TPwp+YPwy + Fw,
= xzdy ANdz+ydz Adzx + zdx A dy

Man iiberzeugt sich leicht, dass & = w auf der Sphare.

Definition 12.7 — Eine p-Form w auf der C*-Mannigfaltigkeit M heift ¢-mal
stetig differenzierbar, 0 < ¢ < k, oder kurz: eine C*-p-Form, wenn es zu jedem
Punkt z aus M eine offene Umgebung U und eine C*-Karte ¢ : U — U’ C R?
mit der Eigenschaft gibt, dass (¢~!)*w eine C*-p-Form auf U’ ist.

Satz 12.8 — Es seien M C R™ und N C R* C*-Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen d bzw. d’ und ® : N — M eine C*-Abbildung. Ist w eine C*-p-Form
auf M, ¢ < k, so ist ®*w eine C*-p-Form auf N.

Beweis. Es sei w' := ®*w und z € N ein beliebiger Punkt. Wir wihlen eine
Ck-Karte a : V — V' C R? | die auf einer offenen Umgebung V von z in N
definiert ist, und eine C*-Karte 3 : W — W' C R? auf einer offenen Umgebung
W von ®(z) in M mit der Eigenschaft, dass (3~!)*w eine C%-p-Form ist. Durch
Verkleinern von V (und entsprechend V') kénnen wir erreichen, dass (V) c W.
Es sei
@ :=Fodo(at):V =W
Dann gilt:
(Ozil)*wl — (Oéil)*q)*w
(Boal)w=(F1 0 d')w
= (@) (W)
Nach Definition der Differenzierbarkeit von Formen und geméfs der Annahme
{iber w ist (B71)*w eine C*-p-Form auf W’. Da @' eine C*-Abbildung ist, ist
auch (a™1)*w’ = (®)*(871)*(w) eine Cp-Form auf V'. Da der Punkt z € N
beliebig war, bedeutet dies nach Definition der Differenzierbarkeit von Formen,
dass w' eine C4-Form auf N ist. O
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Folgerung 12.9 — Es sei w eine C*-p-Form auf der C*-Manngifaltigkeit M,
¢ < k. Dann ist fiir jede C*-Karte ¢ : U — U’ von M die Form (o~ !)*w auf U’
{-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Wende den Satzes auf ¢! : U’ — M an. O

Folgerung 12.10 — Ist w eine C*-p-Form auf der d-dimensionalen C*-Mannig-
faltigkeit M und ist ¢ : U — U’ eine C*-Karte von M, so gibt es eine eindeutige
Darstellung

wly = Z wrdpi; A... Adp;,,
[I|=p
wobei w; : U — R C*-Funktionen sind, I C {1,...,n}, und ¢; die j-te Kompo-
nente von ¢ : U — R? bezeichnet.

Beweis. Es sei ¢ := ¢! : U' — M. Ferner bezeichne i = ¢ o ¢ : U — M die
Inklusionsabbildung der offenen Teilmenge U C M. Dann gilt:

wlv =i*w = (Y o) w = p* (Y w).
Nun besitzt die C®-Form 1)*w auf U’ eine eindeutige Darstellung

/J’D*w = Z (I)Idyﬁ N /\dylp,
[I|=p

wobei @7 : U' = R C%Funktionen sind und Y1,---,Yq die Koordinatenfunktio-
nen auf U’ bezeichnen. Es folgt:

wlpy = ¢ (Ww)
= > (@rop)e*(dyi,) A...Ap*(dys,)

[I|=p

Z wrdps;, A ... Ndp;,,

[I|=p

mit wy := @yo. In der Rechnung haben wir benutzt, dass p*(dy;) = d(y;o¢) =
d(pj. O

12.2 Orientierte Mannigfaltigkeiten

Lemma 12.11 — Es seien U,V C R? offene Mengen und ® : U — V eine
stetig differenzierbare Abbildung. Dann gilt

®*(dxy A ... Ndxg) =detDPdxy A ... Adzy.

Beweis. Es gilt

<I>*(dx1 AN... A dxd)(al, ... ,Bd)(:c) dzi N ... A d:cd(D<I>z(81, ... ,D@z(ad))

= det(dz;(D®,(9;)) = det (gi’ (x)>

= detD®(z).
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Es sei M C R eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. In jedem Punkt
z € M ist AT M ein 1-dimensionaler Vektorraum. Angenommen, w ist eine
d-Form auf M mit der Eigenschaft w(z) # 0 fiir alle z € M. Dann 14ft sich jede
andere d-Form w’ auf M als Produkt w’ = Aw mit einer Funktion A : M — R
schreiben.

Definition 12.12 — 1. Zwei nirgends verschwindende stetige d-Formen w und
w' heiflen gleichorientiert, wenn die eindeutig bestimmte Funktion A : M —
R\ {0} mit der Eigenschaft w' = \w positiv ist.

2. Eine Orientierung auf M ist eine Aquivalenzklasse von gleichorientierten ste-
tigen nirgends verschwindenden d-Formen.

3. Eine Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, wenn es eine Orientierung gibt.

4. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit zusammen mit der
Wahl einer Orientierung.

Bemerkung 12.13 — Eine nulldimensionale Mannigfaltigkeit M ist nichts an-
deres als eine Punktmenge im R* ohne Haufungspunkte. Der Tangentialraum in
jedem Punkt ist der Nullraum. Der einzige nichtverschwindende Raum A*T,M*
ist der Raum zum Index s = 0, der nach Definition A°T,M* = R ist. Das muss
man wortlich nehmen: Der Vektorraum ist nicht nur isomorph zu R, sondern
gleich R, d.h. man kann zwischen positiven und negativen Elementen unter-
scheiden. Eine Orientierung von M ist somit nichts anderes als die Wahl eines
Vorzeichens +1 oder —1 in jedem Punkt.

Es sei (M,[w]) eine orientierte d-dimensionale Mannigfaltigkeit, also w ei-
ne nirgends verschwindende stetige d-Form, die die Orientierung représentiert.
Ferner sei ¢ : U — U’ C R? eine C*-Karte von M. Dann gilt

(0™W'w=fdyp A...ANdyq

mit einer stetigen Funktion f : U’ — R. Die Karte ¢ heifst positiv orientiert,
wenn f > 0.

Lemma 12.14 — Es sei (M, [w]) eine orientierte Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion d > 1. Dann gibt es zu jedem Punkt xo € M eine offene Umgebung U und
eine positiv orientierte Karte ¢ : U — U’.

Beweis. Es sei zuniichst ¢ : V — V' irgendeine C*-Karte, die in einer offenen
Umgebung V' von z( definiert ist. Wir schreiben

(P H*'w=fdy, A...ANdyq.

Es sei yo := @(x0). Dann ist f(yo) # 0, und es sind zwei Fille moglich:

1. Fall: Es gilt f(yo) > 0. Da f stetig ist, gibt es eine offene Umgebung
U’ von yo in V' mit f|yr > 0. Setze U := ¢ 1(U’) und ¢ := @|y. Dann ist
@ : U — U’ eine positiv orientierte Karte.

2. Fall: Es gilt f(yo) < 0. Die lineare Abbildung

7:R* —)Rn,(yl,‘..,yd) — (yl,...,ydfl,—yd)
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hat die Eigenschaft 72 = idg=, also 7=! = 7. Definiere nun V" := 7(V') und

p:=70¢:V = V" Es folgt:
e = Y ET
T(fdyr A ... Adya)

(for)dyr A ... ANdys—1 N (—dya)
= —(fOT)dyl /\.../\d'yd,

denn 7*(dy;) = dy; firi = 1,...,d — 1 und 7*(dyqs) = —dyq. Im Punkt z; :=
T(yo) = P(xg) € V"' gilt also —(f o 7)(20) > 0. Wir wenden nun Fall 1 auf die
Karte ¢ an und sind fertig. d

Folgerung 12.15 — Es sei (M, [w]) eine orientierte Mannigfaltigkeit der Di-
mension d > 1. Dann gibt es einen Atlas aus positiv orientierten Karten.

Satz 12.16 — Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit der Dimension d > 1.

1. Ist [w]) eine Orientierung von M und ist A ein Atlas aus positiv orientierten
Karten, so gilt fiir alle Kartenwechselabbildungen ¢;;, dass detDy;; > 0.
(Solche Kartenwechsel heifen orientierungserhaltend.)

2. Es sei A ein Atlas mit der Eigenschaft, dass alle Kartenwechselabbildun-
gen von A orientierungserhaltend sind. Dann ist M orientierbar, und es
gibt eine nirgends verschwindende C*-d-Form w auf M, beziiglich der alle
Karten von A positiv orientiert sind.

Beweis. 1. Es sei A = {p; : U; — U} ein Atlas aus positiv orientierten Karten,
und es seien 4, j Indizes, fiir die der Durchschnitt U := U; N U; nicht leer ist. Es
bezeichne ¢;; 1= ¢; o <,0;1 1 ;(U) = ¢i(U) den zugehorigen Kartenwechsel. Da
die Karten nach Voraussetzung positiv orientiert sind, gibt es positive Funktio-
nen f; : U; = R und f; : U; — R derart, dass (Lpi_l)*(w) = fidxyi A ... Ndxg
und (cp]-_l)*(w) = fijdz1 A ... Adxq. Indem wir die erste dieser Formen mit ¢;;
zuriickziehen, erhalten wir die Beziehung

(fi 0 pij) detDgij = filo.v)-

Da f; und f; positiv sind, muss dies auch fiir detDy;; gelten.
2. Es sei A = {p; : U; = U/} ein Atlas mit orientierungserhaltenden Kar-
tenwechselabbildungen ¢;; = ¢; o @;1_ Es sei w; die d-Form auf U;, die durch

wi =i (dyr A ... ANdyq)

gegeben ist. Dann gilt auf dem Durchschnitt U := U; NU; wegen @;; 0 ¢; = s,
dass

wilv;; = @ildy A Adya)lu,,
iii(dyr Ao ANdya)lu,,

= ¢;(detDypi;dyr A ... Adyd)|u,
= (detDy;ij o v;) - wjlu,;-
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Nach Annahme ist der Koeflizient p;; := detDy;; o ¢; iiberall positiv. Es sei
nun {\;} eine der Uberdeckung {U;} untergeordnete Teilung der Eins. Definiere

W = Z /\iwi.

Auf der offenen Menge U; gilt nun fiir jeden Index j mit A;(x) # 0:
w;(x) = pji(w)wi(z)

und

w(z) = Zuﬂ)\j(x) - w; (2).

Dabei ist der Koeffizient als Summe positiver Zahlen positiv. Das zeigt, dass die
C*~'-Form w nirgends auf M verschwindet, und dass alle Karten ¢; beziiglich
w positiv orientiert sind. O

Folgerung 12.17 (Kriterium fiir Nichtorientierbarkeit) — Es sei M eine Man-
nigfaltigkeit. Gibt es Karten ¢; : U; — U/, i = 1,2, mit zusammenhingenden
Kartengebieten Uy und Us derart, dass die Funktionaldeterminate detDy der
Kartenwechselabbildung x := @2, * beide Vorzeichen annimmt, so ist M nicht
orientierbar.

Beweis. Angenommen, M ist orientierbar und [w] ist eine Orientierung. Dann
hat die Funktion f; mit

auf der zusammenhéngenden Menge U] ein einheitliches Vorzeichen. Deshalb ist
entweder ; oder T o @; positiv orientiert, wenn 7 : R? — R? die Abbildung aus
dem Beweis von Lemma 12.14 bezeichnet.

Die Kartenwechselabbildungen fiir alle vier Kombinationen von ¢; und 7,
einerseits und @y und 7y andererseits sind durch

X, TX, X7 und 7x7

gegeben. Deren Funktionaldeterminanten sind detDy, detD(7x) = —detDy,
detD(x7) = —(detDy) o 7 und detD(7x7) = (detDy) o 7. Nimmt nun detDy
beide Vorzeichen an, so gilt dies auch fiir die drei anderen Funktionaldetermi-
nanten, obwohl wenigstens eine Kombination nach Satz 12.16 Teil 1 orientie-
rungserhaltend sein miisste. O

Beispiel 12.18 — Das Md&biusband
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ist nicht orientierbar. Es entsteht aus zwei Parameterbereichen U] = Uj =
(0,4) x (0,1) durch Verkleben der schraffierten Bereiche mit Hilfe der Kar-
tenwechselabbildung x. Der Definitionsbereich der Kartenwechselabbildung hat

zwei Komponenten.

/ \

Auf der im Bild linken Komponente (0,1) x (0,1) ist x etwa durch x(z,t) =
(x + 3,t) gegeben, auf der rechten Komponente (3,4) x (0,1) durch x(z,t) =
(z—3,1—t). Die Funktionaldeterminante auf der linken Komponente ist —1, auf
der rechten 1. Nach dem obigen Kriterium ist das Mobiusband nicht orientierbar.
Insofern gibt die oben gegebene abstrakte Definition von Orientierbarkeit bzw.
Nichtorientierbarkeit die Erfahrung, dass das Mébiusband nur eine Seite besitzt
und sich deshalb nicht orientieren lisst, korrekt wieder.

Definition 12.19 — Es sei M C R” eine Mannigfaltigkeit. Ein Normalenvek-
torfeld an M ist eine Abbildung v : M — R™ mit v(z) L T, M fiir alle x € M.
Gilt zusétzlich ||v(z)|| = 1 fiir alle z € M, nennt man v ein Einheitsnormalen-
vektorfeld.

Man sagt, eine Mannigfaltigkeit M C R™ der Dimension d habe die Kodi-
mension n — d. Eine Mannigfaltigkeit der Kodimension 1, d.h. der Dimension
n — 1 nennt man eine Hyperfliche. Eine Hyperfliche im R? ist also eine Kur-
ve, eine Hyperfliche im R3 eine Fliche. Zur Erinnerung: Ein Untervektorraum
V C R™ ist eine Hyperebene. ,Ebene” im Gegensatz zu ,Fliche“ steht als
fiir eine lineare im Gegensatz zu einer eventuell gerkriimmten Mannigfaltigkeit.
Natiirlich ist jede Hyperebene auch eine Hyperfliche, aber eben im allgemeinen
nicht umgekehrt.

Beispiel 12.20 — Die Sphire S~ ! C R” ist eine Hyperfliiche. Die Abbildung
S™1 3 g+ 2z € R” ist ein Einheitsnormalenvektorfeld.

Beispiel 12.21 —Ist U C R” offen und F' : U — R eine stetig differenzierbare
Abbildung mit der Eigenschaft, dass gradF (z) # 0 fiir alle z € M := F~1(0),
dann ist M eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1, also eine Hyperfliche,
und die Abbildung

gradF(x)

—— € R"
llgradF ()|

M>3>z+—

ist ein Einheitsnormalenvektorfeld.
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Bemerkung 12.22 (Hohere Vektorprodukte) — Es seien as,...,a, 1 Vekto-
ren im R™. Dann gibt es genau einen Vektor b mit der Eigenschaft, dass

(x,b) = det(z|ay]...|an—1) (12.1)

fiir alle z € R*. Geméif dem Determinantenentwicklungssatz ist die rechte Seite
durch den Ausdruck

le 1 ldet A(l))

gegeben ist, wobei A(;) die Matrix bezeichnet, die aus der n x (n — 1)-Matrix
A= (a1]...|an—1) durch Streichen der i-ten Zeile hervorgeht. Das zeigt:

b; = (—l)iildet(A(i)).

Wir bezeichnen den Vektor b durch das Symbol [ay,...,a,_ 1] :=b.
Es folgt leicht aus der Definition, dass die Abbildung

RnX...XRn—)Rn, (al,...,an_l)|—>[a17...,an,1]
multlinear und alternierend ist, und dass genau dann [a;,...,a,_1] # 0, wenn
ai,-..,an—1 linear unabhingig sind. Ebenso ergibt sich direkt aus (12.1), dass

a; Llay,...,an1] firallei=1,...,n—1.
Es sei B die n x n-Matrix B = (b|A). Es folgt:

det(B) = (b, b)

t — <b7b> 0
po= (L)

|1b]|? = det(B) = \/det(BtB) = ||b|| - \/det(AtA).
Falls b # 0, d.h. falls aq, . ..,a,_1 linear unabhingig sind, folgt:

und

also

16l = |l[a1,---,an_1] ||* = det(A*A).

Die Bedingung b # 0 kann man jetzt fallen lassen, denn beide Seiten sind Po-
lynome in den Koeffizienten von A, d.h. wenn die Aussage fiir Matrizen A vom
Rang n — 1 richtig ist, dann aus Stetigkeitsgriinden fiir alle A.

Diese Konstruktion verallgemeinert das Kreuz- oder Vektorprodukt im R3:
Fiir z,y € R® gilt [z,y] = z x y, und die Linge von [z,y] ist bekanntlich der
Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

Satz 12.23 — Es sei M C R* eine C*-Hyperfliche, k > 1.

1. Besitzt M ein stetiges, nirgends verschwindendes Normalenvektorfeld, so
ist M orientierbar.

2. Ist M orientierbar, so gibt es ein C*~!-Einheitsnormalenvektorfeld auf M.
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Beweis. 1. Es sei v : M — R" ein stetiges, nirgends verschwindendes Normalen-
vektorfeld. Dann wird in jedem Punkt x € M durch

w(x)(vy,...,vn-1) = det(v(x),v1,...,0n1)

eine nicht verschwindende (n — 1)-Form auf T, M erklart. Die Abbildung z —
w(z) ist stetig und bestimmt eine Orientierung [w].

2. Es sei umgekehrt w eine Orientierung auf M. Zu jedem Punkt x € M gibt
es eine positiv orientierte Karte ¢ : U = U’ mit x € U. Es sei ¢ := ¢ 1 : U’ —
U C R” die zugehorige Parametrisierung. Dann bilden die Vektoren

oY oY
G @), 5 (@)
eine Basis von T, M. Wir setzen
V(o) = | G (o)) 5 (0(2)

mit den Bezeichungen aus 12.22. Dann ist v(z) ein Normalenvektor im Punkt z.
Wihlt man statt ¢ eine andere positive Karte in einer Umgebung von z, so un-
terscheiden sich die so konstruierten Normalenvektoren nur um einen positiven
Faktor, werden also gleich, wenn man sie normalisiert. D.h. durch

| v
RIU = 77
Il

wird ein C*~!-Einheitsnormalenvektorfeld auf ganz M definiert, wenn ¢ einen
Atlas aus positiv orientierten Karten von M durchlauft. O

12.3 Integration von Differentialformen

Auf Mannigfaltigkeiten gibt es zwei Arten von Integration:
1. von Differentialformen auf orientierten Mannigfaltigkeiten,
2. von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik.

Wir werden beide Methoden behandeln und dann vergleichen, und beginnen mit
der Integration von Formen.

Bemerkung 12.24 — Jeder Atlas einer C*-Mannigfaltigkeit M enthilt einen
abzdhlbaren Teilatlas.

Es sei A := {¢; : U; = Ul}ier ein Atlas. Nach Definition der Teilraum-
topologie von M C R™ gibt es zu jedem ¢ € I eine offene Menge V; C R”
mit der Eigenschaft V; " M = U,. Es sei B die abzdhlbare Menge aller Paa-
re (r,q) € Qso x Q" mit der Eigenschaft, dass es einen Index i(r,q) € I mit
Ur(q) C Vi(r,q) gibt. Dann gilt U,c; Vi = U, 4y p Ur(@)- Bezeichnet nun I' C I
die abzahlbare Menge I' := {i(r,q)|(r,q) € B}, soist A" := {¢; : U; = Ul}icr
der gesuchte abzahlbare Teilatlas.
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Definition 12.25 — Eine Teilmenge X C M heifst Lebesgue-messbar bzw. eine
Lebesgue-Nullmenge, wenn es zu jedem Punkt z € M eine offene Umgebung U
und eine Karte ¢ : U — U’ mit der Eigenschaft gibt, dass ¢(X) C U’ Lebesgue-
messbar bzw. eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Bemerkung 12.26 — Ist X C M eine Lebesgue-messbare Menge bzw. eine
Nullmenge, so ist ¢(X) fiir jede Karte ¢ von M eine Lebesgue-messbare Menge
bzw. eine Nullmenge.

Es sei X messbar. Nach Definition gibt es einen Atlas A = {¢; : U; — Ul }ier
derart, dass ¢;(X) C U] messbar ist. Es sei nun ¢ : U — U’ irgendeine andere
Karte. Fiir jedes i € I sei V; :=U; NU, W; := @o(V;) CU" und x; :== @; 071 :
W; = (Vi) C U! die Kartenwechselabbildung fiir die Karten ¢ und ¢;. Gemaf
der obigen Bemerkung kénnen wir annehmen, dass der Atlas A abzihlbar ist.
Dann gilt:

(%) =[x H(ei(X)).
il
Nach Voraussetzung sind alle ¢;(X) messbar. Aukerdem ist y; ein Diffeomor-
phismus. Folglich ist x; ' (¢:(X)) messbar, und somit auch o(X) als abzihlbare
Vereinigung messbarer Mengen.
Ebenso schliefst man fiir Nullmengen.

Definition 12.27 — Es sei U C R" eine offene Menge, und es sei
w=fdx; A... Ndx,

eine n-Form auf U. Das Integral von w iiber eine messbare Menge A C U ist

durch
/w::/fdu
A A

erklart, falls die rechte Seite existiert.

Das Integral ist insbesondere stets erklirt, wenn A kompakt und w stetig
ist.

Lemma 12.28 — Es sei ® : U — V ein orientierungserhaltender C!-Diffeo-
morphismus von offenen Mengen im R", ferner w eine n-Form auf V und A
eine Teilmenge in U. Ist das Integral von w tiber ®(A) erklirt, so ist auch das
Integral von ®*(w) iiber A erklért, und es gilt

/A@*(M) - /¢(A) -

Beweis. Es sei w = fdxy A ... A dz,. Dann ist
®*(w) = (f o ®)detD®dxy A ... Adxy.

Da detD® nach Voraussetzung positiv ist, ergibt sich nach der Transformati-
onsformel

/ (f 0 ®) det D® dy(z) = / f du(z),
A

(4)

falls eine der beiden Seiten existiert. O
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Es sei nun M eine orientierte C*-Mannigfaltigkeit, A C M eine messbare
Menge, und w eine n-Form auf M. Weiter seien ¢; : U; — U;, 1 = 1,...,s,
positiv orientierte Karten von M mit A C U; U...U U, und es seien \; : M —
[0,1],i =1,...,s, C*-Abbildungen mit A\; + ...+ As = 1 und der Eigenschaft
Aw| Aauv; =0.

Satz und Definition 12.29 — Das Integral

/ (e (iw)
pi(A)

ist erklirt, wenn die rechte Seite erklirt ist. Das hidngt ebenso wie der Wert des
Integrals nicht von der Wahl der Karten ; und der Funktionen \; ab.

s

[o-3

=1

Beweis. Angenommen, o : V; — Vj’ , 7 =1,...t, seien weitere positiv orientierte
Karten mit A C |J; Vj, pj : M — [0,1] seien C*-Funktionen mit >4 =1und
piwlayy; =0.

Wir schreiben

(0i 1) (Niw) = gadyr A ..., Adya
mit einer Funktion g; : U; — R. Dann gilt

t
9= (io@;i") g
=1
Da die Funktionen p; positiv und beschrénkt sind, folgt aus der Integrierbarkeit

von g; iiber ¢;(A) auch die Integrierbarkeit von (u;0; *)-g; iiber ;(A). Deshalb
existieren die Integrale f(ﬂi(A)(QO,:l)*()\iﬂjW), und es folgt, dass

Lo =3[ et

Nach Voraussetzung gilt
Xiilavvi\v; = 0.

Wir betrachten den Kartenwechsel
Xji : Qj O (pi_l : Uij = (Pi(Ui n V]) — V}i = O[j(U,‘ n V})

Dann gilt:
/ @) Ougw) = / (o) apige)
vi(A) ei(A)NU;;
- / (o) Qo)
a; (A)NVi;

/QJ.(A)(O‘J'_l)*()\iujw),
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Zusammengenommen:

._1 * )\iw
;/Mm ) (i)

s t

S @ )

i=1 j=1 7 ¢i(4)

s t
- 3 @ e
i=1 j=1" @i (4)
t

= 2 @ e

j=1

Bemerkung 12.30 — 1. Die Voraussetzungen zur Definition des Integrals sind
stets erfiillt, wenn A C M eine kompakte Teilmenge und w eine stetige Form ist:
Es gibt dann immer endlich viele Karten ;, deren Kartengebiete U; die Menge
A {iberdecken. Als Funktionen \; kdnnen wir eine Teilung der Eins wahlen, die
der Familie {U;} untergeordnet ist. Die Mengen supp(\;) N A sind ebenso kom-
pakt wie ihre Bilder ¢;(supp(\;) N A). SchlieRlich sind stetige Funktionen {iber
kompakten Mengen stets integrierbar.

2. Wir haben oben das Integral einer Form w {iber eine orientierte Mannig-
faltigkeit oder eine Teilmenge A davon definiert, indem wir die Mannigfaltigkeit
mit offenen Kartengebieten iiberdeckt und Funktionen \; benutzt haben, um
dafiir zu sorgen, dass A;w aufserhalb des Kartengebiets U; verschwindet.

Beim praktischen Integrieren findet man hiufig eine einzige Karte ¢ der-
art, dass das Komplement N des Kartengebiets U eine Nullmenge in M ist.
Das Integral iiber M ist dann gleich dem Integral iiber U. Es geniigt also die
Integration iiber U mit der Wahl A\ = 1.

Beispiel 12.31 — Wir wollen die Form w = xdy A dz + ydz A dx + zdz A dy
iiber die Sphire S? C R? integrieren. Wenn wir die Nullmenge N = {(z,y,2) €
S?|y = 0,2 < 0} herausnehmen, kommen wir mit einer einzigen positiv orien-
tierten Karte aus, deren zugehdrige Parametrisierung durch Kugelkoordinaten
gegeben ist:

Y :U = (—m,m) x (—7/2,7/2) — S2\ N,
(p, ) — (cos(yp) cos(¥9), sin(¢) cos(dd), sin(F))*.

Dann gilt
P*(dr) = —sin(y) cos(¥)dp — cos(p) sin(F) dd
*(dy) = cos(yp)cos(¥) dp — sin(p) sin(F) d
Yv*dz = cos(¥)dd
und

Y*w = cos(¥) dp A dv.
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Damit ergibt sich

Lo Lo
52 S2\N

Vw = / cos(9) dip A dY
u’ 1

/W /7;//22 cos(¥) dpu(9) du()
4.
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13 Der Satz von Stokes

13.1 Der Satz von Stokes fiir Quader

Wir betrachten im R™ den Quader A = [a,b], a < b. Der Quader wird von den
affinen Hyperflachen

Hy={zeR"|z;=b}, H,_={zelR"|z;=a;}, i=1,...,n,

begrenzt. Die Vektorfelder 0; auf H; , und —0; auf H; _ zeigen nach aufien
(vom Inneren von A aus gesehen). Deshalb orientieren wir die Hyperflichen mit
den (n — 1)-Formen

wig =0 o (dey A ANdxy) = (=1 oy AL Adzi A .. Ady,
bzw.

wi— = (=8;) = (dzy A ... Adzn) = (=1)'day A ... Adzi A ... Aday,

)

wobei Ja; bedeutet, dass wir diesen Faktor auslassen. Schliefllich seien A; + :=
H; +NA die Stiicke des Randes von A, die durch die Hyperebenen ausgeschnitten
werden. Symbolisch schreiben wir

A

(&%)

Satz 13.1 (Satz von Stokes fiir Quader) — FEs sei w eine C*-(n—1)-Form, k > 1,
die auf einer offenen Umgebung von A definiert ist. Dann gilt

/dw:/ w.
A A

Beweis. Wir schreiben w in der Form

w=Y (1) fidui AL Adwi AL Ada.
1=1

dw = ( afi)d:cl/\.../\dxn.

1 (9.’L'i

Dann gilt

1=

Auflerdem verschwindet dz; auf den Hyperebenen H; 1. Darum gilt
Wla, . = (=17 fider A Az A A d,

und die anderen Komponenten fallen weg. Wegen der unterschiedlichen Orien-
tierungen auf H; und H; _ gilt nun

/ w:/ f](x177bja7xn)du(x)
Ajt+ Hi#j [ai,bi]

J

und
w:—/ filw, ooy, ., x,)du(x).
Hi;éj[aiabi]

i
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Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

b; af]

92, (1y. s Tn)dTp,.

jf(xl,...,bj,...,xn)—fj(xl,..‘,aj,...,xn) =

<23

Nach dem Satz von Fubini folgt

fo.ot
Aj 4+ Aj -

9fi
(T15- -, Tn)dTndp(z)
/ [a,,b]/- a.’E] !

Z#J

9 4
axj

Indem wir noch iiber alle j summieren, erhalten wir

/aszjZ:;Agij /Zgﬁjdu /Adw.

Bemerkung 13.2 — Die folgenden Aussagen sind Spezialfille des Satzes. Da-
bei sei w eine C1—(n — 1)-Form auf R* mit kompaktem Tréger.

1. Es gilt fR" dw = 0. Denn unter diesen Annahmen konnen wir einen Quader
A wéhlen, der so grofs ist, dass der Tréger von w ganz im Innern von A
liegt. Dann verschwindet dw auf dem Rand von A und der Satz von Stokes

impliziert
/dwz/dwz/ w=20.
R" A A

2. Wir integrieren nur iiber den ,linken“ Halbraum R< x R*~'. Dazu wihlen
wir genauer einen Quader der Form A = [a1,0] X A; 4 mit a; < 0 und
einem Quader 4; ; C R"~!, die so gewdhlt sind, dass Supp(w) C A. Wenn
wir A noch weiter vergrofiern, ist w nur auf dem Randstiick A; ; von Null
verschieden. Es folgt:

/ dw:/dw:/ w:/ Ww.
RS()XR"_l A A1y {O}XR"_I
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13.2 Das Differential von Formen auf Mannigfaltigkeiten

Satz und Definition 13.3 — Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, und w eine
C*—p-Form auf M, 1 < { < k. Dann gibt es genau eine C*~'—(p + 1)-Form dw
auf M mit der Eigenschaft, dass fiir jede C*-Karte ¢ : U — U’ von M gilt

dwly = ¢*(d(¢™")"w).

Beweis. Es seien ¢; : U; — U/, i = 1,2, zwei Karten von M mit nichtleerem
Durchschnitt U := Uy N U,. Es ist dann zu zeigen, dass

e1(dpr ) w)lu = 5 (dles ) w)lu-

Dazu betrachte die offenen Mengen V; := ¢,;(U) und die Kartenwechselabbil-
dung
X=p1op, 1 Vo= .

Dann gilt wegen Lp;l = cpfl ox und @1 = x 0 pa:
w3z ) wlu = e3(dix* (1) w)
= o3 (dler ') w)
weil dx* = x*d fiir Formen im R?,
= ¢i(d(er")w)

O

Lemma 13.4 — Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir das Differential von
Formen auf Mannigfaltigkeiten:

1. dlw+ ') = dw + du'.
2. dlwAY) =dw A+ (—1)Pw A dip, wenn w eine p-Form ist.

3. Ist ® : M — N eine CF-Abbildung von Mannigfaltigkeiten, dann gilt
®* (dw) = d P*w.

Beweis. Man fiihrt mit Hilfe von Karten alles auf die analogen Regeln fiir Formen
im R™ zuriick. O

13.3 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 13.5 — Eine Teilmenge M C R" ist eine d-dimensionale C*~Man-
nigfaltigkeit mit Rand OM C M, wenn es zu jedem Punkt z € M eine offene
Umgebung U von z in M und eine Abbildung ¢ : U — R? mit den folgenden
Eigenschaften gibt:

1. ¢ : U = U’ := ¢(U) ist ein Homdomorphismus von U auf eine offene
Menge U’ C Reg x R-1.

2. o : (UNOM) — (U'n {0} x R¢1) ist ein Homomorphismus.
3. 71 : U' = R besitzt eine C*-Fortsetzung ¢ : U"” — R™ auf eine offene
Menge U" C R* mit U’ C U” und RangDy(y) = d fiir alle y € U".
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Eine solche Abbildung ¢ : U — U’ heifit eine Karte von M.

Ul

= U oM )U”

{0} x R%1
Bemerkung 13.6 — 1. Ein Atlas von M ist wie frither eine Menge von Karten,
deren Kartengebiete M iiberdecken.
2. Die offene Teilmenge iM := M \ OM heifit das Innere von M und ist eine
C*-Mannigfaltigkeit im friiheren Sinne.
3. Der Rand M ist eine (d — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Ist ¢ : U —
U’ C R? eine Karte von M, so ist p|ynan : UNIM — U'N{0} x RI~1 ¢ Ré-1

eine Karte von 0M.
/‘

oM

4. Der Tangentialraum an M in einem Randpunkt z ist der Vektorraum im (D)),
wobei ¢ : U"” — R" die Fortsetzung von ¢~! fiir eine in einer Umgebung
von z definierte Karte ¢ ist. In jedem Randpunkt gibt es eine ausgezeichnete
Hyperebene T,0M C T, M, denn

T.M = Dy(R?) D Dy({0} x R* 1) = T, oM.

5. Wir nennen eine Funktion auf M ¢-mal stetig differenzierbar, wenn sich fiir
jede Karte ¢ : U — U’ die Abbildung f o ¢~! zu einer C*-Funktion auf eine
offene Menge U” des R? mit U"” D U’ fortsetzen lisst. Analog sprechen wir von
C*%-Vektorfelder, -Formen etc.

Beispiele 13.7 — 1. Der Einheitsball B™ C R ist eine kompakte n-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit mit Rand dB™ = S™~1,

2. Die Kugelkappe K = {(z,y,2) € S? | 2 > 1/2} ist eine zweidimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand 0K = {(z,y,1/2) |2? + y* = 3/4} = S'.

3. Ist I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und ¢ : I — R?® eine injektive,
stetig differenzierbare Abbildung mit nirgends verschwindender Ableitung, dann
ist C := ¢(I) C R® eine eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand 9C =

{c(a), c(b)}-
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Satz 13.8 — FEs sei M eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Rand.
Dann gibt es genau ein C*~!-Einheitsnormalenvektorfeld v auf dem Rand OM
derart, dass

1. v(z) € T, M und v(z) L T,0M fiir alle x € OM,

2. fiir jede Karte ¢ : U — U’ in einer Umgebung von © in OM gilt
dp1(v(x)) > 0.

v heifit das nach aufsen gerichtete Normalenvektorfeld entlang OM .

Beweis. 1. Es sei ¢ : U — U’ eine Karte von M in einer Umgebung U des
Randpunktes x¢, und es sei ¢ : U” — R" eine Fortsetzung von ¢! auf eine
offene Menge U"” D U’. Die Vektoren

_ 9
o yi

v; () (p(x)), ¢=1,...,d

bilden in jedem Punkt x € U eine Basis von T, M. Dabei bilden fiir Punkte x €
OM die Vektoren va(x),...,vq(x) eine Basis von T,0M. Nach Konstruktion ist
dpi1(z)(v1) = 1. Wir wenden nun auf die Vektorfelder vg,v4—1,...,v; in dieser
Reihenfolge (!) das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt an und er-
halten eine Orthonormalbasis 94(z), ..., 91 (z) von T, M, wobei 94(z), . .., ¥2(z)
eine Orthonormalbasis von T,,dM bilden. Ubrigens ist das Orthogonalisierungs-
verfahren ,unendlich oft differenzierbar“, d.h. die Vektorfelder ¢ sind wieder
C*—1-Vektorfelder. Nach Konstruktion erhilt man @; als

N V1 + W2U2 + ...
U1 = po
||U1+/J/2’l}2+.‘.||

mit irgendwelchen Funktionen us,. .. ,uq. Aus dieser Idenitat folgt dyq(91) > 0.
Damit hat 9, auf U N dM alle verlangten Eigenschaften.

2. Es seien () : U; — Ul, 1 = 1,2, zwei Karten in Umgebungen U;
des Randpunktes z. Die Kartenwechselabbildung @15 = ¢ o (o)~ bildet
(U NUs) C Rep x B! nach oM (U NTs) € Reg x R4 ab und dabei
Teile, die in der Hyperebene {0} x R¢~! liegen, wieder in dieselbe Hyperebene.
Deshalb hat die Ableitung von ¢15 im Punkt 99(2) (z) die folgende Form:

Dg12(p2(x)) =

C
*
*
*

mit ¢ > 0. Daraus folgt wegen Tp(!) = Doy 0 Tp(?) fiir jeden Tangentialvektor
veT,M:

o) = (Lp®©), = (Derale® @)(Tp® @)

c- (ngo(Q) (v))

= ¢ dp?(v).

* ¥ ¥ | O
* ¥ %[O
* ¥ ¥ | O

1

(Beachte, dass hier untere Indizes Komponenten von Vektoren bedeuten und
obere geklammerte Indizes die beiden Karten numerieren.) Man entnimmt dieser
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Gleichung, dass die Bedinung dg; (v) > 0 des Satzes nicht von der verwendeten
Karte abhéngt.

3. In T, M gibt es genau zwei Einheitsvektoren, die senkrecht auf T,0M
stehen. Durch die Bedingung 2 des Satzes wird einer davon ausgezeichnet, und
diese Auswahl hiangt nach der Argumentation von Teil 2 des Beweises nicht
von der verwendeten Karte ab. Es gibt deshalb in jedem Punkt € OM genau
einen nach aufien weisenden Einheitsnormalenvektor in T, M. Das Argument
aus Teil 1, ndmlich die Konstruktion des Vektorfeldes ©, zeigt, dass dieser nach
aufen weisende Einheitsnormalenvektor k¥ — 1-mal stetig differenzierbar vom
Punkt z abhingt. Wegen der Eindeutigkeit verkleben sich die auf verschiedenen
Kartengebieten definierten Vektorfelder zu dem gesuchten Vektorfeld auf oM.

O

Satz 13.9 — Es sei (M, [w]) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand, und es
sei v das nach aufien gerichtete Normalenvektorfeld entlang OM . Dann ist die
(n —1)-Form @ mit
@(z) == v(z) - w(z),
d.h.
o) (v1, .- 04-1) = w(W(x),v1,...,V4-1)

fiir x € OM und vy, ...,v4—1 € T,OM, eine Orientierung von OM .

Wir nennen diese Orientierung die von M vererbte oder die induzierte Ori-
entierung des Randes. Wenn wir im Folgenden den Rand einer orientierten Man-
nigfaltigkeit betrachten, nehmen wir immer diese Orientierung.

13.4 Der Satz von Stokes

Satz 13.10 (Satz von Stokes'®) — Es sei M eine kompakte orientierte Man-
nigfaltigkeit mit Rand und o eine C*-(d — 1)-Form auf M. Dann gilt

/ da:/ Q.
M oM

Beweis. Da. M kompakt ist, gibt es einen endlichen Atlas {¢; : U; = U]}i=1,. s
aus positiv orientierten Karten. Wir wahlen eine diesem Atlas untergeordnete
Teilung der Eins {\;}i=1,...s. Dann geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes i =

1,...,s die Gleichheit
/ d()\ia) =/ )\ioz
M oM

besteht. Der Tréger von \;« ist kompakt und liegt ganz in der offenen Menge
U;. Nach Definition des Integrals und mit der Bezeichnung 3 := (p; ')*/\ia)

geniigt es zu zeigen, dass
[ as=] »
uU! au!

wobei QU! = U! N {0} x R?~!. Diesen Fall haben wir bereits in 13.2 behandelt.
O

15George Gabriel Stokes % 13.8.1819 1 1.2.1903
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14 Integration auf Mannigfaltigkeiten II

14.1 Die Gramsche Determinante

Es sei M C R® eine d-dimensionale C¥-Mannigfaltigkeit. Das Standardskalar-
produkt auf dem R™ gibt durch Einschrinkung ein Skalarprodukt auf jedem
Tangentialraum 7, M C R™. Es sei nun ¢ : U — U’ eine Karte von M und
Y =¢ 1 :U = U CR" die dazu inverse Parametrisierung von M. Fiir jeden
Punkt y € U’ bilden die Vektoren

oY .
i = Us = ) =17~-'7d7
v; = vi(y) 0, (y), i
eine Basis des Vektorraums T,y M. Es sei ef, . .., e}, eine Orthonormalbasis des

Tangentialraums. Schreiben wir

d
v, = E Apier,
k=1

so ist, wie wir frither gesehen haben, |detA| das d-dimensionale Volumen des
Parallelepipeds, das von den Vektoren vy,.. ., vg aufgespannt wird. Wir wollen
zunichst dieses Volumen ohne Verwendung der Orthonormalbasis ausdriicken.
Nun gilt:

(i, v;) = Y AsAgi(el,el) = D Asids; = (A'A)y

s,t

Insbesondere gilt
det((v;,v;)) = det(A*A) = det(A)>.

Das Volumen des Parallelepipeds ist folglich durch
det((v;,v;)) = |detA|
gegeben.

Definition 14.1 — Die Funktion g : U’ — R mit

o) = det (<§j )5 0)) ) ,

heift Gramsche'® Determinante der Karte ¢ : U — U’.

Lemma 14.2 — Es sei M C R" eine d-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, und
@i :U; = Ul,i=1,2, seien zwei Karten von M. Es bezeichne @12 := @1 0 ;"
die Kartenwechselabbildung und g; die Gramsche Determinante aufU!, i =1,2.
Dann gilt

V910 @12 - |detDp1a| = /g2
aufgoz(Ul N UQ)

16 Jorgen Pedersen Gram * 27.6.1850 1 29.4.1916
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Beweis. Bezeichnet v; := ¢; ', so gilt 11 0 ¢12 = 1b,. Wir kiirzen die Matrix

D15 (y) mit B ab und finden nach der Kettenregel:

Qs O
ayl (y)_ - ay£ (@12(:’/)) Bﬁl‘

Es folgt

By Bs\ =y O O |
(G5 ) - > (5. () - s

Durch Ubergang zur Determinante erhilt man

92(y) = det(B*) - g1(p12(y)) - det(B),

also
VT2 = Vi o 71z - |det(B)|.
O
Lemma 14.3 — Mit denselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in

Lemma 14.2 sei zusitzlich K C M eine messbare Menge und f : M — R eine
messbare Funktion mit der Eigenschaft, dass supp(f) N K C Uy NUs,. Dann gilt

/ (fosofl)w/g_ldu:/ (fows!) - vozdu.
p1(K) p2(K)

Beweis. Die Annahme {iber den Tréger bedeutet, dass man in beiden Integrale
den Integrationsbereich durch ¢; (K Nsupp(f)) ersetzen kann. Die Kartenwech-
selabbildung 12 : @2 (U; NU2) = 1 (U N Us) ist ein Diffeomorphismus. Nach
der Transformationsregel fiir das Lebesgue-Integral im R? folgt:

/ (fopr")-v/grdu = / (fopi ) owi2-1/g1 0 p12-|detDipya|du. (14.1)
p1(K) p2(K)
Nach Lemma 14.2 ist /g1 0 @12 - |[detDg;so| = v/92- Damit ist die rechte Seite
von (14.1) gleich
[ (o) vadn,
w2(K)

wie zu zeigen war. O

Satz und Definition 14.4 — Es sei M C R" eine d-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Ferner sei A := {a; : U; — U]} ein abzdhlbarer Atlas, g; die Gramsche
Determinante der Karte «;, und {\;} eine untergeordnete Teilung der Eins. Das
Mafs einer messbaren Menge K C M

i (K) == Z/_(K)(/\ioail)\/@dumd

i€l

héngt nicht von der Wahl des Atlanten oder der Teilung der Eins ab.
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Beweis. Falls die rechte Seite fiir alle Wahlen eines Atlanten und einer Teilung
der Eins unendlich ist, so hat K das Maft unendlich, und es ist nichts zu zeigen.

Wir nehmen daher ohne Einschrénkgun an, dass es einen Atlas A und eine
Teilung der Eins {\;} wie im Satz gibt, fir die

2/ (Xi 0 07 1)/gi dpga < 00
iel oK)
gilt. Das bedeutet, dass jede der Funktionen

(Aioa; )i

integrierbar ist, und dass die Summe

a;i(K)

S vear)vardis
a;(K)

i€l

konvergiert.

Es sei nun B = {3; : V; — V]} s ein zweiter abzéhlbarer Atlas und {u;}
die zugehdrige Teilung der Eins. Da die Funktionen p; nichtnegativ, stetig und
< 1 sind, sind auch die Funktionen

(Nirj o a; H)/gi

integrierbar, und nach dem Satz von Lebesgue gilt

a,(K)

/( )()\ oa; )\/g: duga = Z/ (Nips 0 ; 1)\/gi dpga
Qy K

jeJ ai(

Es geniigt, in jedem Summanden die Integration iiber

a; (K N Supp(X;) N Supp(;))

zu erstrecken. Geméf Lemma 14.3 kann man im Integrationsprozess die Karte

a; gegen die Karte 3; vertauschen:
(Nij 0 8514/ 35(y) duga,

/() a0 a7 )V gi(y dﬂRd:/
a; (K

wenn §; die Gramsche Determinante fiir die Karte 3; bezeichnet. Da alle Terme
der folgenden konvergenten Reihe positiv sind, diirfen wir umsortieren:

Z/ Nioa; N ai(y) duga = 22/ (Aipj 0 a; 1)V gi(y) duga

el i(K) icl j€J a;(K)
-y / (Nt 0 B71)1/5(y) diges
i€l jeJ
= 22/ Xij 0 B; /3 (y) duga
\/ g; (y) duga.

Bi(K)

jed iel ¥ Bi(K)
- Z/

jeJ J(K)
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Im letzten Schritt ging Satz 5.4 ein. Damit ist gezeigt, dass auch die mit Hilfe
des Atlanten B und der Teilung der Eins {y;} definierte Summe endlich ist und
mit der Summe iibereinstimmt, die mit Hilfe des Atlas A und der Teilung der
Eins {);} konstruiert wurde.

Im Umkehrschluss folgt: Ist die Summe beziiglich eines Atlanten oo, so auch
beziiglich jedes anderen. O

Bemerkung 14.5 — Man zeigt ohne grofsere Schwierigkeiten, dass die Menge
der messbaren Teilmengen von M eine o-Algebra ist und dass pys ein Mafs auf
dieser o-Algebra ist.

Von jetzt an iibertragen sich alle Definitionen und Aussagen {iber messbare
oder integrierbare Funktionen im R™ auf Funktionen auf Mannigfaltigkeiten.

Eine Funktion ist messbar, wenn es zu jedem Punkt x von M eine in einer
Umgebung von x definierte Karte ¢ : U — U’ gibt derart, dass f o ¢! messbar
ist. Mit den denselben Bezeichnungen wie in Definition 14.4 ist das Integral
einer nichtnegativen messbaren Funktion f durch

/ fd,UMZZ/ (fXioa; M)V giy) duga
M iel Yo (K)
gegeben.

Die Konvergenzsitze von Levi, Fatou, Lebesgue iibertragen sich ebenso wie
die Sétze {iber parameterabhingige Integrale und der Satz von Fubini.

Zusammenhang zum Integral von Differentialformen

Satz und Definition 14.6 (Volumenform) — Es sei M C R" eine d-dimen-
sionale orientierte C*-Mannigfaltigkeit, k > 1. Es gibt genau eine d-Form wy,
auf M mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiv orientierten Karten ¢ : U — U’
gilt

(e H*wm = gdyi A ... A dya.
Dabei ist g : U' — R die Gramsche Determinante zur Karte. Diese Form w)y ist
eine C*~'-Form und heifst die Volumenform auf M.

Beweis. Wenn es {iberhaupt eine solche Form gibt, so muss sie auf dem Defini-
tionsbereich einer Karte ¢ : U — U’ wie folgt gegeben sein:

wulv = ¢* (W wm) = " (V9dyr A ... Adya).

Deshalb definieren wir jetzt wys|y durch den Ausdruck auf der rechten Seite.
Damit daraus durch Verkleben eine wohldefinierte Form wy; auf M werden kann,
miissen wir zeigen, dass wir auf dem Durchschnitt der Kartengebiete zweier
verschiedener Karten dieselbe Form bekommen.

Es sei also ¢ : U — U’ eine weitere positiv orientierte Karte und y := Gop™
der zugehorigen Kartenwechsel. Mit x o ¢ = ¢ und Lemma 14.2 folgt:

F(Vadyr A Adya) = ©*(X"(VFdyr A ... Adya))
= @"(\/goxdetDxdys A...Adyg)
= cp*(\/ﬁdyl/\..‘/\dyd).

1
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Satz 14.7 — Es sei f : M — R stetig, A C M kompakt. Dann gilt

/AfwMZ/AfduM-

Beweis. Durch Verwendung einer Teilung der Eins reduziert man auf den Fall,
dass der Trager von f ganz in einem Kartengebiet liegt. Die Behauptung folgt
dann aus der Definition von wys und der Definition des Lebesgue-Integrals auf
M. O

Wir bezeichnen das Maf der Mannigfaltigkeit M als Teilmenge von M als
ihr Volumen:
vol(M) := punp (M).

Bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten sprechen wir von ihrer Fliche oder
Oberflache, bei eindimensionalen von ihrer Lange.

Beispiel 14.8 — Um die Oberfliche der Sphire zu berechnen, verwenden wir
die Parametrisierung

Y (—mm) X (—7/2,7/2) —> S?
(p, ) —  (cos(p) cos(¥), sin(yp) cos(¥), sin(¥)).

Das Bild U von v ist das Komplement der Nullmenge
N ={(z,y,2) € S?|y =0,z < O}.
Deshalb gilt vol(S?) = pg2(S?) = us2(U), und es geniigt mit dieser einen Par-

metrisierung zu rechnen: Die Ableitungen von ¢ nach den Winkeln ¢ und ¢
sind

o [~ sin(¢p) cos(1) op [~ cgs(go) s.in(19)
35 = cos(<po) cos(¥) |, 50 = —snlgiz;;n(ﬁ)

Damit findet man fiir die Gramsche Determinante

g(y) = det < cos;(ﬁ) (1) ) = cos?(¥).

Es folgt:

g /2
vol(8?) = / / |cos(¥9)| d dp = 27 sin(ﬁ)|’jf/2 = 4.
—mJ—/2

Beispiel 14.9 (Oberflache einer allgemeinen Sphire) — Wir betrachten im R"
eine Sphére S mit Radius r und Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Es sei
® die Abbildung aus Beispiel 7.4. Dann ist die Abbildung

i (=m,m) X (=1/2,7/2)" 2 = S, (0,01, ..., 0n 2) = B(r,0,01,...,0, )
(14.2)
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eine Parametrisierung einer offenen Menge in S, deren Komplement eine Null-
menge ist. Man rechnet nach, dass die Ableitungen

W 9y 9y
90’ 00, 90,_s’

paarweise senkrecht aufeinander stehen, und dass

o} I3
H%H = rcos(f,_2)---cos(fy), ’ azb =7rcos(fn_2)---cos(B;y1)-

1

Daraus ergibt sich leicht die Gramsche Determinante:

Vo(0,01,...,0,_2) = r" "1 cos(81) cos®(62) - - - cos™ 2 (0,,_2).

Das Volumen von S ist daher

u(S) = r""twn

mit der Konstanten ) ,
n— /2
Wp_1 = H/ cosi(G)dG.

i—1 Jpi/2

Beispiel 14.10 (Oberfliche eines Rotationskoérpers) — Es sei f : [a,b] — R
eine positive, stetig differenzierbare Funktion und F' die Fliche im R® die bei
Rotation des Graphen von f um die z-Achse entsteht, d.h.

F={(,y,2)|a <z < by’ + 2% = f(2)}.
F' ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit einem Rand, der aus zwei

Komponenten besteht. Wir parametrisieren das Innere von F' (bis auf eine Null-
menge) durch

z
¥ :(0,27) X [a,b] = F, (p,z) ( f(x) cos(p) ) .
f(z) sin(p)

Wir berechnen die Gramsche Determinante:

0 1
o) . oY
— = | —f@)sin(p) |, === f'(@)cos(p) |,
9 ( (@) cos() ) Oz ( '(z) sin(e) )
(52,52 = f(=)?, (35,92)=0, (52, %% =1+f"()

und erhalten
— f(x)? 0 _ 2 Ty
sy =der (TG D) = r@r (e @),
Die gesuchte Oberflache ist daher durch

27 b b
vol(F') :/0 / f@)V1+ fl(z)2dedy = 27r/ f@)V/1+ fl(x)%de

gegeben.
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Bemerkung 14.11 — Ich habe zu Beginn von Kapitel12.3 von der Integration
auf Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik gesprochen. In allen Definitio-
nen und Sitzen dieses Kapitels haben wir benutzt, dass die betrachtete Man-
nigfaltigkeit M eine Teilmenge des R™ ist und dass deshalb der Tangentialraum
T:M C R* in jedem Punkt x der Mannigfaltigkeit durch Einschrinkung des
Standardskalarprodukts im R™ ein Skalarprodukt erbt.

Stattdessen konnte man etwas allgemeiner mit einem Skalarprodukt arbei-
ten, das selbst von Punkt zu Punkt auf differenzierbare Weise variiert. Dann
bleiben — nach minimalen Anderungen — alle Definitionen und Sitze giiltig.
Ein solches variables Skalarprodukt nennt man eine Riemannsche Metrik, und
Mannigfaltigkeiten mit Riemannscher Metrik heiffen Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten.

Auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man iiber die Linge von We-
gen reden, man sucht die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten, soge-
nannten geoddtischen Linien, und entwickelt eine Theorie der Kriimmung. Diese
Untersuchungen sind Gegenstand der Differentialgeometrie.

14.2 Bogenlingen

Es sei ¢ : I = [a,b] - R™ eine parametrisierte Kurve mit ¢/(t) # 0 fiir alle
t € I. Wenn I kompakt und c injektiv ist, ist das Bild C' eine 1-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand. Die Linge von C' im obigen Sinne ist dann durch
das folgende Integral gegeben:

b
Lange(C) = / 1< (8)|dt.

Gemif Satz 14.4 ist diese Lange nicht von der Parametrisierung abhingig, son-
dern allein durch C' bestimmt.

Beispiel 14.12 (Kreisumfang) — Wir parametrisieren den Kreis

C={(x,y) R [2” +y* =r}
vom Radius r durch ¢: (0,27) = C, ¢(t) = (rcost,rsint). Dann ist |¢/(¢)] =r
und somit

27
Linge(C) = / rdt = 27r.
0

Beispiel 14.13 — Es sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Der Graph C = {(z, f(z))|a < & < b} von f ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit und hat die Lange

Lange(C) = / " T P,

Im Fall von Kurven kann man den Lingenbegriff auch auf andere, sogar
etwas allgemeinere und einfachere Weise einfiihren:
Wir betrachten im folgenden stets parametrisierte Kurven, also stetige Ab-
bildungen
c:I - R",
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wobei I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall ist. Unter einer Umparametrisie-
rung von c¢ verstehen wir eine Kurve der Form é = co ¢ : J — R", wobei
¢ : J = I ein monoton wachsender Homd&orphismus ist.

Fiir jede Zerlegung Z = {to = a,t1,...,ts = b}, to < t1 < ... < ts approxi-
miert der Polygonzug

t; — S s—t; .
cz(s) = T ——c(ti) + ————c(tip1), fir s € [ti, tip],
tz+1 - tz t1+1 - tz

die parametrisierte Kurve c. Die Linge des Polygonzugs ist

Liez) = 3 lle(tinn) — et
1=0

Es folgt sofort aus der Dreiecksungleichung, dass fiir eine verfeinerte Zerlegung
Z' D Z die Abschitzung
L(cz') > Lcz)

besteht.

Definition 14.14 — FEine stetige Kurve ¢ : I — R™ heifst rektifizierbar, wenn
L(c) :=sup{L(cz) | Z Zerlegung von I }

endlich ist. In diesem Falle heiflt L(c) die Linge von c.

Es ist klar, dass die Lénge einer rektifizierbaren Kurve sich bei Umparame-
trisierung nicht dndert.

Beispiel 14.15 — Die von Koch’sche!” Kurve c ist der Grenzwert der gleich-
mifig konvergenten Folge von stiickweise linearen Kurven c¢,,, die hier als Bilder
wiedergegeben sind, woraus das Bildungsgesetz klar wird:

i

17Niels Fabian Helge von Koch * 25.1.1870 1 11.3.1924.
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Die Lénge von ¢, ist (4/3)™L(cp). Die Kurve cist stetig, aber nicht rektifizierbar,
denn die Kurven ¢, sind Polygonzugapproximationen an ¢ und ihre Langen
gehen gegen 0o. Man kann zeigen, dass ¢ nirgends differenzierbar ist.

Satz 14.16 — Ist ¢ : I = [a,b] — R" stetig differenzierbar, so ist ¢ rektifizier-
bar, und es gilt

b
L(e) = / Ie' ()] dt.

Beweis. Nach Annahme ist die Abbildung ¢ — ¢'(t) stetig, also sogar gleichmafsig
stetig. Deshalb gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0 derart, dass ||¢'(t) — ¢'(s)]| < &
sobald |t — s| < 4. Fiir ein Teilintervall [a’,b'] C I mit ¥’ —a’ < 6 und beliebiges
s € [a,b] gilt nun

,
o () =) = ¢0) = 2 [ (@ - o)

N
a a’

also .
g elt) = @l = [l <.

Erneute Integration von a’ bis b’ gibt:

b’

lle(0) — ()l - / ll<'(s)lld

a

< (b —a)e.

Wir wenden diese Abschétzung auf jedes Teilintervall einer Zerlegung Z =
{to,...,ty} mit der Eigenschaft max{|t;y1 — ;| | ¢t = 0,...,N —1} < ¢ an
und erhalten nach Summation iiber alle Teilintervalle:

< (b—a)e.

Liez) - [ e las

Lassen wir € gegen Null gehen und gehen zu immer feineren Zerlegungen iiber,
so folgt im Grenziibergang die Behauptung. O

122



15 Der Gaufische Integralsatz

15.1 Die Integralsitze von Gauff und Green

Satz 15.1 (Gaufischer Integralsatz) — Es sei M C R" eine n-dimensionale
kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand. Es sei v : O0M — R™ das nach aufen ge-
richtete Einheitsnormalenvektorfeld. Ferner sei X : W — R™ ein C!-Vektorfeld,
dass in einer Umgebung W von M definiert ist. Dann gilt:

/ div X djuys = / (X, ) duon. (15.1)
M oM

Beweis. 1. Wir betrachten die (n — 1)-Form o auf U mit
a=> (-1)"'X;dz1 A...Adzi A ... Ada,.
i=1
Dann gilt

n

X .
da:E 9 dri A ... ANdz, =divXdri A... Ndx,.
i—1 9z;

Deshalb ist die linke Seite in (15.1) nach dem Satz von Stokes gleich

/dideuM = / da z/ Q. (15.2)
M M oM

Wir miissen also zeigen, dass

/aMoz = /BM(X,V) dpam - (15.3)

2. Dazu sei ¢ : U = U’ eine positiv orientierte Karte von OM und ¢ := ¢! :
U' — R" die dazu inverse Parametrisierung. Mit Hilfe einer Teilung der Eins
reduziert man das Problem auf den Fall, dass der Trager von X |y ganz in U
liegt.

Es bezeichne B; das Vektorfeld

0
Biw) = 5

und B die n x (n — 1)-Matrix mit den Spalten Bi,...,B,_i, ferner By, die
Matrix, die aus B durch Streichen der i-ten Zeile entsteht.
3. Zur rechten Seite von (15.3):

Die Gramsche Determinante ist

9(y) = det(B'B).
Mit den Bezeichnungen von 12.22 ist
7 = [B17 PN 7Bn—1]

ein nach auflen weisendes Normalenvektorfeld an M. Die einzelnen Kompo-
nenten von Z sind Z; = (—1)"~'det(B;). Wir wissen aufferdem nach 12.22, dass
Z die Lange

I1Zl|=VB‘B=\/jg
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hat, und dass das Einheitsvektorfeld v aus Z durch Normierung entsteht. Des-

halb gilt
v(®(y) - Valy) = Z(y).
Es folgt:
(Xo9,v)Vyly) = (X 09, 2).

Die rechte Seite in 15.3 ergibt sich somit zu

/ (X, v)dpsom 2/ (X o), Z)dpgn-1. (15.4)
oM g

4. Zur linken Seite von (15.3):
Mit der Beziehung

n—1 aw n—1
dwj = Z a—yj dyz = Z Bﬂdy,
=1 =1

folgt
d’(ﬁll\.../\diﬁi/\.../\ =detB(i)dy1/\.../\dyn,1.

Jetzt konnen wir ¢*a hinschreiben:

Yo = Y (-D)TX@)dYr AL AdYi A A dy
=1
= Y (1) 'Xi(¢)detBy dys A ... Adyn 1
=1
= Y Xi¥)Zidys A... Ndyn_
=1
= <X(¢)7Z>dyl/\/\dyn71
Damit gilt
| a=[ wa=[ x@).2)d (15.5)
oM U '
5. Aus dem Vergleich von (15.5) und (15.4) folgt die Behauptung,. O

Wir wenden den Gaufischen Integralsatz speziell auf Vektorfelder der folgen-
den Form an:

X(z) = f(z)gradg(z),
wobei f eine C!'-Funktion und g eine C? Funktion ist. Dann gilt:

divX = fA(g)+ (gradf,gradg).

Andererseits kann man das Skalarprodukt von X mit einem Vektor v nach
Definition des Gradienten als Richtungsableitung aufschreiben:

(X,v) = fDyg.

Setzt man diese Ausdriicke in den Gaufsschen Integralsatz ein, so erhilt man die
erste Hilfte des folgenden Satzes:

124



Satz 15.2 (Greensche Formeln) — Es sei M C R"™ eine kompakte n-dimensio-
nale C2-Mannigfaltigkeit mit Rand, und v bezeichne das nach auRen weisende
Einheitsnormalenvektorfeld auf 0M .

1. Fiir jede C'-Funktion f und jede C%-Funktion g gilt
[ (#89+ tgradt. gradg)) du = [ fD,g duons
M oM
2. Fiir alle C2-Funktionen f und g gilt
| (t89-9ar)au = [ (Dig-gD0r)duou.
M oM

Beweis. Wir haben bereits hergeleitet wie die erste Aussage des Satzes aus dem
Gaufsschen Integralsatz folgt. Vertauscht man die Rollen von f und g, so erhilt
man:

/M (ng + (gradf, gradg)) dp /8 y I D,gduanm-

und
/ (907 + (gradg, gradf) ) dys = / 9D, f duon.
M oM

Die Differenz der beiden Gleichungen ergibt die zweite Aussage des Satzes. O

15.2 Harmonische Funktionen

Definition 15.3 — Es sei U C R eine offene Menge. Eine Funktion f €
C%(U,R) heift harmonisch, wenn A f = 0.

Beispiele 15.4 — 1. Trivialerweise sind alle lineare Funktionen auf ganz R
harmonisch, weil sdmtliche zweiten Ableitungen verschwinden. Auf R oder In-
tervallen sind die linearen Funktionen f(z) = ax + b offensichtlich auch die
einzigen harmonischen Funktionen. Die Situation ist in htheren Dimensionen
ganz anders:

2. Es sei U ¢ C = R? offen und f : U = C eine holomorphe, d.h. komplex
differenzierbare Funktion. Dann sind Real- und Imaginérteil von f harmonische
Funktionen: Zum Beispiel hat die holomorphe Funktion 22 hat den Realteil
22 — y? und den Imaginirteil 22y. Die holomorphe Funktion e hat den Real-
teil e®cos(y) und den Imaginérteil e®sin(y). In beiden Fillen sieht man sofort
durch Nachrechnen, dass Real- und Imaginérteil harmonisch sind. Holomorphe
Funktionen und die Beziehung zu harmonischen Funktionen sind Gegenstand
einer Vorlesung tiber Funktionentheorie.

3. Die Funktion

o P fallsn > 3,
N(x) = n Wn—1
3 log(||z]) , falls n = 2.

auf R™ \ {0} heifft Newtonpotential. Dabei bezeichnet w,,_; wie in Beispiel 14.9
die Oberfliche der Einheitssphire S™~1. Der Gradient des Newtonpotentials ist

1
gradN(z) = a

w1 |lz[™
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fiir alle n > 2. Daraus folgt:

1 n n
AN(z) =divgradN(z) = — [ — =Y 22——— | =0
wn-1 \ [lzl|” Z [+
D.h. das Newtonpotential ist eine auf R™ \ {0} harmonische Funktion.

Folgerung 15.5 — Es sei M C R™ eine kompakte n-dimensionale C>~Man-
nigfaltigkeit mit Rand und nach aufen weisendem Einheitsnormalenvektorfeld
v : OM — R". Fiir jede auf einer Umgebung von M definierte harmonische
Funktion f gilt

oM

Beweis. Es geniigt in der zweiten Greenschen Formel g = 1 zu nehmen. |

Folgerung 15.6 — Mit denselben Bezeichnungen: Ist f harmonisch und gibt
es Teile A,B C OM mit AU B = 0M derart, dass f|4 = 0 oder D, f|g =0, so
ist f auf jeder Komponente von M konstant.

Beweis. Die erste Greensche Formel liefert fiir harmonisches f mit g = f die
Gleichung

/ lgradf|[? du = / 1D, du.
M oM

Unter Voraussetzung an f verschwindet der Integrand auf der rechten Seite
auf dem gesamten Rand M. Der Gradient ist daher fast {iberall auf M Null
und verschwindet als stetiges Vektorfeld iiberall. Die Funktion f ist daher lokal
konstant. O

Satz 15.7 — Es sei M wie in Satz 15.2, und es bzeichne N das n-dimensionale
Newtonpotential. Fiir jede Funktion f, die in einer Umgebung von M definiert
und harmonisch ist, und jeden Punkt p € R* \ OM gilt:

0, fallsp e R*\ M,

[ (DS@N@=p) = 1@)DN =) )duors = {
oM f(p), fallspe M\ oM.

Beweis. 1. Es sei zunéchst p ein Punkt aufferhalb von M. Dann ist die Funktion
x +— N(x—p) in einer Umgebung von M harmonisch. Deshalb ist die linke Seite
in der zweiten Greenschen Formel, angewendet auf f(x) und N(z — p), Null,
und es folgt die Behauptung des Satzes.

2. Es sei jetzt p ein Punkt im Innern von M. Es gibt dann ein r > 0 derart,
dass ein abgeschlossener Ball B,.(p) vom Radius r mit Mittelpunkt p noch ganz
im Innern von M liegt. Der Rand von M’ := M \ U,(0) besteht aus dem Rand
von M und dem Rand S, von B,(p), wobei allerdings S, als Rand von M’ genau
die umgekehrte Orientierung wie als Rand von B, (p) bekommt. Die Funktionen
N(z — p) und f(z) sind auf M’ harmonisch, und deshalb folgt aus der zweiten
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Greenschen Formel, dass
0 = [ (Ds@NG 1)~ f@)D.NG D)
- [ (Pt@N @ =)= f@) DN @ = D))

Dabei riihrt das Vorzeichen beim zweiten Summanden daher, dass wir als Ori-
entierung von S, die uns vertraute als Rand von B,.(p) wihlen. Zum Beweis des
Satzes ist also zu zeigen, dass

/S (Duf(x)N(x —p)— f(z)D,N(x —p))du = f(p)-

Fiir alle z € S, ist N(x — p) = ¢ fiir eine von r abhingige Konstante, und
gradN(z — p) = (¢ — p)/(wn—17"). Andererseits ist das nach aufen weisende
Einheitsnormalenvektorfeld auf S, einfach v(z) = (z — p)/r, also
2
- 1
DNz - p) = (v(e), gradN(z — p)) = 1B _ (15.7

wn,ﬂ“"+1 wn,ﬂ"nfl .

Der erste Summand
/S D, f(z)N(z — p)dp = c/s D,fdu=0
verschwindet geméf TFolgerung 15.5. Wir miisser; zeigen, dass
[ H@PNG - dn = 10

Tatséchlich ist die linke Seite gemafs 15.7 gleich
1
D,N(z —p)dy=—— du.
s F@)D N(@ —p)dp = /S fdp
Der Diffeomorphismus ® : S — S,., z — p+rx, hat die Funktionaldeterminante
r*~1. Es folgt:
1

Wn—1

[ f@DN@=p = —— [ fo+ro)dn (15.8)
Auf der rechten Seite wird jetzt fiir jedes r iiber dieselbe Mannigfaltigkeit inte-
griert, ndmlich die Einheitssphéire. Dafiir hingt der Integrand von dem Parame-
ter r ab. Nach Voraussetzung ist die Funktion f stetig, also in einer Umgebung
von p sicherlich beschrankt. Damit sind alle Voraussetzungen fiir Satz 5.14 (bzw.
seine gleichlautende Verallgemeinerung fiir Integrale auf Mannigfaltigkeiten) er-
fiillt. Daher hingt die rechte Seite von (15.8) stetig von r ab und wir kénnen den
Grenziibergang unter dem Integral vornehmen. Der nach unserer Herleitung von
r > 0 in Wirklichkeit gar nicht abhingige Wert des Integrals ergibt sich daher
als

lim /S @) D.N ) da L /S £(p) dy

r—0 Wn—1

= ) /Sldu=f(p)-

Wn—1
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Folgerung 15.8 (Mittelwerteigenschaft) — Es sei U C R" eine offene Menge,
und es sei f : U — R eine harmonische Funktion. Dann gilt fiir jeden Punkt
p € U und jedes r > 0 mit B,(p) C U, dass

f(p):ﬁ/&fdﬂ-

Beweis. Folgt aus dem Beweis des Satzes. O

Satz 15.9 (Maximumprinzip) — Es seiU C R" eine zusammenhéngende offene
Menge, und es sei f : U — R eine harmonische Funktion. Besitzt f in einem
Punkt p € U ein Maximum oder Minimum, so ist f konstant.

Beweis. f nehme in p sein Maximum an. Wir betrachten die nichtleere, abge-
schlossene Menge A := {z € U | f(z) = p} C U und zeigen, dass A auch offen
ist. Da U nach Annahme zusammenhéngend ist, folgt hieraus die Behauptung.
Dazu sei o € A ein beliebiger Punkt und r so klein, dass B,(z0) C U.
Angenommen, es gibe einen Punkt y € U,(x) \ A. Dann wire f auch noch in
einer kleinen Umgebung von y kleiner als f(p) = f(xo). Wir wahlen p = ||y — zo|
und wenden die Mittelwerteigenschaft auf den Kreis um xy mit Radius p an:

e/ Tl
—_— dp < ——— dp = .
eyt BRRL = B LD

Nach Wahl von y ist f auf einem offenen Teil der Sphére S,(z¢) kleiner als f(p),
so dass man in der Abschitzung < durch < ersetzen kann, ein Widerspruch.
Demnach liegt noch die ganze offene Umgebung U,.(xg) in A, und A erweist sich
als offen.

Fiir das Minimum schliefft man genauso, oder wendet das Argument auf die
Funktion —f an. O

flwo) =

Folgerung 15.10 — Ist U C R" offen, zusammenhéngend und beschrénkt,
f : U = R eine stetige Funktion, die auf U harmonisch ist, so nimmt f sein
Maximum und Minimum auf dem topologischen Rand von U an.

Beweis. Nach Annahme ist U abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt, und
f nimmt sein Maximum (oder Minimum) an. Liegt dieses in U, so ist f nach
dem Satz konstant, und hat iiberall, einschlieflich des topologischen Randes,
denselben Wert. O
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16 De Rham-Kohomologie und Poincaré-Lemma

16.1 Das Poincaré-Lemma

Fiir eine differenzierbare (= C*°-) Mannigfaltigkeit M bezeichne AP(M) den
Vektorraum der C*°-p—Formen auf M. Wir setzen AP(M) = 0, falls p < 0
oder p > dim(M). Das dufere Differential gibt uns eine Folge von linearen
Abbildungen d : AP(M) — AP+1(M) mit der Eigenschaft dod = 0. Das bedeutet,
dass jede exakte p-Form, also eine p-Form der Gestalt w = di, auch geschlossen
ist, d.h. dw = 0. Das Poincaré Lemma gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die
Umkehrung.
Im folgenden bezeichnet I = [0, 1] das Einheitsintervall.

Definition 16.1 — Es seien M und N C*°-Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Zwei
differenzierbare Abbildungen f,g : M — N heiffen homotop, in Zeichen f ~ g,
wenn es eine differenzierbare Abbildung H : I x M — N mit der Eigenschaft
Hy = f und H; = g gibt. Dabei bezeiche H; : M — N fiir jedes ¢t € [0,1]
die Abbildung mit H;(x) = H(t,x). Eine solche Abbildung H nennt man eine
Homotopie von f nach g.

Beispiel 16.2 — Eine offene Menge U C R™ nennt man sternférmig beziiglich
yo € U, wenn mit jedem Punkt y € U auch alle Punkte der Verbindungsstrecke
tyo + (1 —t)y, t € I, ganz in U liegen. Zum Beispiel ist jede konvexe Menge
sternférmig beziiglich jedes Punktes in U.

Ist U sternformig beziiglich yg, so ist die identische Abbildung idy : U — U
homotop zur konstanten Abbildung ¢ : U — {yo}: Eine Homotopie ist durch
H(t,y) :=ty + (1 — t)yo gegeben.

Definition 16.3 — Eine Mannigfaltigkeit M heifit zusammenziehbar, wenn
die identische Abbildung idy zu einer konstanten Abbildung ¢ : M — {yo}
homotop ist.

So sind zum Beispiel sternférmige Mengen zusammenziehbar. Aber es gibt
sicher zusammenziehbare offene Mengen im R™, die nicht sternformig sind.

Satz 16.4 — Essei H : I x M — N eine Homotopie von f nach g. Dann gibt
es Abbildungen sP : AP(N) — AP=Y(M), p € 7, mit der Eigenschaft

dos? + st od=g* — f*: AP(N) = AP(M)
fiir alle p € Z.

Beweis. Es bezeichne ¢ die Koordinate auf I = [0, 1].
Es sei w eine p-Form auf N. Die Form H*w ist eine p-Form auf I x M und
kann wie folgt geschrieben werden:

H*w=dtAny' +9",

wobei ¢ eine (p — 1)-Form und 4" eine p-Form auf M ist, die zusétzlich vom
Parameter ¢t abhingen. Fiir festes ¢y gilt dabei

V' i=t, = Hf (w).
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Wir schreiben in dhnlicher Form
H*(dw) =dtAn +1".

Nun gilt andererseits

H*(dw) = dH*w d(dt Ay + ")
awli

—dt Ndy)' + dyp" + dt A T

Dabei schreibe ich dy’ und dy" fiir das Differential nur in Richtung der Koor-
dinaten von M. Der Vergleich mit dem vorigen Ausdruck liefert die Identitaten:

a,lpll
ot '’

'r]l — _d¢/ +
Wir definieren nun die Abbildung s? : AP(N) — AP~ }(M) durch

5(w) 1= /0 ()

also auch .
) = [ o'dute).
0

Mit diesen Bezeichnungen folgt:
1
o) +d(w) = [+ di)du(t)
0

1 aw//
/0 e dult)

— ,(plllt:1 _ 11bll|t:O
= Hiw-Hjw= (9" - f")w

Das war zu zeigen. O

Satz 16.5 (Poincaré'®-Lemma) — Es sei M eine zusammenziehbare Mannig-
faltigkeit. Dann ist jede geschlossene p-Form, p > 0, auf M exakt.

Beweis. Es sei H : I x M — M eine Homotopie von einer konstanten Abbildung
¢: M — {xo} C M zur identischen Abbildung ids;. Die konstante Abbildung
kann als Komposition ¢ = i o pr geschrieben werden, wobei i : {0} — M die
Inklusion des Punktes bezeichnet und pr : M — {x¢} die Projektion. Es sei
p > 0. Aus Dimensionsgriinden ist A?({x¢}) = 0. Insbesondere ist i*(w) = 0 fiir
jede p-Form w. Dann gilt auch c¢*w = pr*(i*w) = 0.

Nach Satz 16.4 existieren Abbildungen s* : A% (M) — A 1(M) mit der
Eigenschaft

w = idjw — c*'w = d(sPw) + P (dw) = d(sw).

18 Jules Henri Poincaré * 29.4.1854 1 17.7.1912.
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Man beachte, dass der Beweis des Poincaré Lemmas nicht nur die Existenz
einer Form (8 mit df = w liefert, sondern ein explizites Verfahren angibt, wie
man (3 berechnet, ndmlich 8 = sw. Ich will das am Beispiel von sternférmigen
Mengen im R™ illustrieren:

Beispiel 16.6 — Essei U C R eine offene Menge, die sternformig beziiglich z
ist. Wir konnen der Einfachheit halber und ohne Einschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass z¢o = 0, d.h. der Koordinatenursprung ist. Wir betrachten
die Homotopie

H:[0,1]xU—=U, (t,x)—~t-x

und berechnen H*w fiir eine p-Form

w= Y frdv, A...Adz;,.

[I|=p

Es folgt:
H*(f[)(t,l') = f](tl'),H*(d.’L‘i) = x;dt + tdx;.

Das bedeutet:
p —
H*w(t,x) = dtntr! Z f1(tx) X:(—l)lilavuZ drg, A...ANdzg, A ... Adg,

—}—t”z fr(tz)dz;, A ... Adx;,.
1]

Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 16.4 heifst das:

P
’Lpl = tp_l Z f,(tx) Z(—l)e_lxil d.’IJil AN A d.fl?ie AN... A d.’IJ,'p
|I|=p =1
und
1 P -
sw(z) = Z / tP=1 fr(tz)dt - Z(—l)z_lxn driy A...Ndxi, A ANdz,.
1j=p”° =1

Ein explizites Beispiel in der Ebene: Die auf R? definierte Form
w = 2%dy + 2yr + 1)dx

ist geschlossen. Das obige Verfahren liefert

1 1
sw(z,y) = / 0 (xt)?dt -y + / 2 (2zyt? + 1)dt -
0 0
1 2
= §x2y + ga:zy +r =2y +a
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16.2 De Rham-Kohomologie

Es sei M eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit. Ordnet man die Vektorrau-
me AP(M) und die Abbildungen d hintereinander an, so entsteht das folgende
Bild:

o 0— 0 — AOM) L AN M) L S AN M) — 00—

Die Vektorrdume AP(M) bilden zusammen mit dem Differential d den soge-
nannten De Rham'®-Komplex von M.

Wir bezeichnen mit Z¢(M) := ker(d : A*(M) — A*1(M)) den Untervek-
torraum der Kozykel, und mit B*(M) := im(d : A* (M) — A*(M)) den Un-
tervektorraum der Korénder. Die Bedingung d* o d*~! = 0 bedeutet mit diesem
Vokabular, dass B'(M) C Z!(M). Die Begriffe Kozykel und Koréinder stammen
aus der allgemeineren Theorie der Komplexe. In unserer Situation sind Kozykel
die geschlossenen Differentialformen und Kordnder die exakten Differentialfor-
men.

Definition 16.7 — Der Faktorvektorraum
HYyp(M;R) := Z4(M)/B*(M)

heit die i-te De Rham-Kohomologie von M. Ist Hj (M, R) endlich dimensio-
nal, so nennt man

b;(M) := dimg H5x(M,R)
die i-te Bettizahl von M.

Ein Element in HY, (M) ist also eine Klasse [w], wobei w eine geschlossene
p-Form ist, und zwei p-Formen w und w' reprisentieren genau dann dieselbe
Klasse [w] = [w'], wenn sie sich um eine exakte Form unterscheiden, d.h. wenn
es eine (p — 1)-Form n mit der Eigenschaft w’' = w + dn gibt.

Die direkte Summe Hpg(M,R) := @, Hpg(M, R) trégt sogar die Struk-
tur eines nichtkommutativen Rings, dessen Multiplikation durch

[w] - [n] := [w A ]
gegeben ist. Die Multiplikation ist wohldefiniert:

1. Sind w und 1 Kozykel vom Grad p bzw. g, so ist w A n ein Koyzkel vom
Grad p + ¢, weil nach der Leibnizregel gilt:

dwAn)=dwAn+ (-1)PwAdy=0.

2. Das Produkt hingt nicht von der Wahl der Reprisentanten ab: Fiir jeden
Kozykel 1 und eine beliebige (p — 1)-Form ¢ gilt

(dp) A = d(e A1),

d.h. das Produkt eines Korandes mit einem Kozykel ist ein Korand.

19Georges de Rham * 10.9.1903 1 9.10.1990.
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b;(M) = 0 bedeutet, dass Z*(M) = B*(M), d.h. jeder i-Kozykel ist auch ein
i-Korand, oder noch anders gesagt: Jede geschlossene i-Form auf M ist exakt.
Man sagt in diesem Falle, der De Rham-Komplex von M sei an der i-ten Stelle
exakt. Das Poincaré Lemma ldsst sich also auch wie folgt formulieren:

Satz 16.8 (Poincaré Lemma, kohomologische Fassung) — Es sei M eine zusam-
menziehbare Mannigfaltigkeit. Dann gilt H*(M,R) = R und Hyz(M,R) = 0
fiir alle i # 0.

Beweis. Fiir i < 0 und ¢ > dim(M) ist Hyp(M,R) von vornherein Null. Fiir
0 < i < dim(M) gilt B*(M) = Z*(M) nach 16.5, also H (M, R) = 0. Eine
Funktion f € A°(M) ist ein Zykel, wenn df = 0, d.h. wenn die Funktion lo-
kal konstant ist. Zusammenziehbare Ridume sind zusammenhingend. Deshalb
ist jede Funktion f mit df = 0 konstant. Da offensichtlich B°(M) = 0, folgt
HY.(M,R) =R. O

Es sei nun f : M — N eine differenzierbare Abbildung von C*°-Mannigfal-
tigkeiten. Fiir das Zuriickziehen von Formen

£ AP(N) —s AP(M)

gilt f*(dw) = df*(w). Demnach sind in dem folgenden Diagramm alle Quadrate
kommutativ:

— ATYN) — AYN) — ATYN) —

L 5 L

— AN M) — A(M) — AT(M) —
Die Eigenschaft f* od = do f* bedeutet unter anderem, dass
f*ZY(N)c Z'(M) und f*B‘(N))C B'(M).
Lemma 16.9 — Es gibt genau eine lineare Abbildung
£+ Hpp(N,R) — Hp,p(M,R)
mit der Eigenschaft, dass das Diagramm

0 — BY(N) — ZY(N) — Hyz(N,R) —0

| [ |

0 — B(M) — Z' (M) — HhHr(M,R) —0
kommutiert. Die so definierte Abbildung
f*:Hpr(N,R) - Hpr(M,R)
ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Es sei [a] € H}, 5(M,R) durch die geschlossene p-Form « représentiert.
Wir definieren



Die Abbildung f* ist wohldefiniert, denn zunéchst einmal ist f*a wieder ein
Kozykel, weil df*a = f*(da) = 0, und ist o’ ein anderer Représentant von [a],
so gilt o/ = a + dy fiir irgendeine (p — 1)-Form auf M, woraus

frol = fra+ frdy = fra+d(f*y),

also [f*a'] = [f*«a] folgt.
Die letzte Aussage ist klar, denn fiir Formen gilt f*(w A ) = f*w A f*¢. O

Bemerkung 16.10 — Fiir diese Konstruktionen gelten die folgenden Aussa-
gen:

1. Ist f = idjs die identische Abbildung auf M, so ist f* die identische
Abbildung auf Hpr(M,R).

2. Sind f: M — M' und g : M’ — M" differenzierbare Abbildungen, so gilt
f* Og* = (g [¢] f)* : HDR(M”,R) — HDR(M,R).

3. Ist M die disjunkte Vereinigung zweier Mannigfaltigkeiten M’ und M",
so gilt HDR(M, R) = HDR(MI, ]R) ) HDR(M”, R)

4. Ist M ein Punkt, so gilt H°(M,R) = R und H*(M,R) = 0 fiir alle i # 0.

5. Ist M eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit, so gilt HO(M,R) = R.
Denn offensichtlich gilt B(M) = 0, und Z°(M) besteht aus allen Funk-
tionen f; M — R mit df = 0. Solche Funktionen sind lokal konstant. Da
M als zusammenhingend angenommen ist, muss f eine Konstante sein.
Es folgt HS (M, R) = Z°(M) = R.

Satz 16.11 — Es seien f,g: M — N homotope Abbildungen. Dann gilt
f*=9¢":Hpr(N,R) = Hpr(M,R).
Beweis. Nach Satz 16.4 gibt es Abbildungen s* : A*(N) — A~(M) mit
stod+dos' = f* —g*.

Es sei nun [w] € HP(N,R) gegeben und reprasentiert duch eine geschlossene
p-Form w. Dann gilt:

ffw=g'w+ s (dw) + d(s'w) = g*w + d(s'w).
Es folgt [f*w] = [¢*w]. a
Definition 16.12 — Eine differenzierbare Abbildung f : M — N von Man-
nigfaltigkeiten ist eine Homotopiedquivalenz, wenn es eine differenzierbare Ab-

bildung g : N — M mit der Eigenschaft gibt, dass fog ~idy und go f ~idy,.
Eine solche Abbildung g heifst ein Homotopieinverses von f.

Beispiel 16.13 — Die Identitiit ¢ : S™ ! — R™ \ {0} ist eine Homotopiedqui-
valenz mit Homotopieinversem r : R* \ {0} — S™ 1, z — z/||z|.
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Folgerung 16.14 — Ist f : M — N eine Homotopiedquivalenz, so ist f* :
Hpr(N,R) - Hpr(M,R) ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Es sei g ein Homotopieinverses zu f. Dann gilt nach Definition f o g ~
idy und go f ~idys. Geméf Satz 16.4 gilt nun:

ffog" = (g o f)* = (ldM)* = idHDR(MyR)
und
g of = (fog)" =(dn)" =idups(NRr):
Damit erweisen sich die Abbildungen f* : Hpr(N,R) — Hpgr(M,R) und g* :

Hpr(M,R) — Hpgr(N,R) als zueinander inverse Isomorphismen. O

Das Studium der Kohomologiegruppen und des Einflusses der Kohomologie
auf die Geometrie einer Mannigfaltigkeit ist Gegenstand der algebraischen To-
pologie. Als kleinen Ausblick formuliere ich hier nur ein wichtiges Ergebnis iiber
die Kohomologie der Sphéren:

Satz 16.15 — Fiir jedes n > 1 gilt

' R i=0,
Hpr(S™,R)=< 0 , falls0<i<n,
R , 1 =n.

Der Beweis geschieht durch Induktion {iber n mit Hilfe des Satzes von Mayer-
Vietoris.

Stark simplifiert zahlt Hi (M, R) die Anzahl der (i + 1)-dimensionalen Lo-
cher in M.

Folgerung 16.16 — R™ und R™ sind genau dann homéomorph, wenn n = m.

Beweis. Es sei ® : R* — R™ ein Homdomorphismus und 7' : R™ — R™ die
Translation um den Vektor —®(0). Dann ist T o ® ein Homdorphismus von R™
nach R™, der 0 auf 0 abbildet. Insbesondere sind somit R™ \ {0} und R™ \ {0}
homdomorph und somit S®~!' und S™~! homotopiesiquivalent. Nach den obi-
gen Uberlegungen miissen sie isomorphe De Rham-Kohomologiegruppen haben.
Hieraus folgt n = m. O

Dieser Beweis ist nicht ganz sauber: Zunéchst erhédlt man nur eine stetige
Homotopiedquivalenz. Im ganzen Abschnitt haben wir aber nur mit differen-
zierbaren Abbildungen gearbeitet. Das ist aber eine nur lissliche Siinde: Jede
stetige Abbildung f : M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist
stetig homotop zu einer differenzierbaren Abbildung, und zwei differenzierbare
Abbildungen, die im stetigen Sinne homotop sind, sind auch im differenzierbaren
Sinne homotop. Ubung: Ausfiihren der Details. Literatur: Brocker, Janich.
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