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§1 Liegruppen

1.1 Definitionen und Beispiele

Pontryagin: Topologische Gruppen.

Brocker, tom Dieck: Compact Lie groups.

Definition 1.1 — Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G zusammen
mit einer stetigen Gruppenstruktur m : G X G — G und der Eigenschaft, daB die Inver-
tierungsabbildung i : G — G, g +— g~ ! stetig ist. Ein Morphismus von topologischen
Gruppen ist ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

Wir bezeichnen das Neutralelement einer nicht niher spezifizierten Gruppe in der
Regel mit dem Symbol e und schreiben die Gruppenmultiplikation als m(g, ¢') =:
gg’. Wenn wir von der Topologie einer topologischen Gruppe G absehen wollen, also
nur die zugrundeliegende Gruppenstruktur betrachten wollen, sprechen wir von der
abstrakten Gruppe G. Die topologischen Gruppen bilden eine Kategorie.

Es sei G eine topologische Gruppe. Es ist klar, daf die folgenden Abbildungen von
G in sich Homdomorphismen sind: Die Linkstranslation £, : G — G, h — gh, mit
einem beliebigen Element g € G, ebenso die Rechtstranslation p, : G — G, h — hg,
die Konjugation ¢y = £gp,—1 : G — G, h ghg~! und das Invertieren i : G — G,
i(g) =g~

Lemma 1.2 — Es sei G eine topologische Gruppe.

1. Ist {Uq4 }aea eine offene Umgebungsbasis des Neutralelements e € G, so bilden
die Mengen {gUa }aca,gec eine Basis der Topologie von G.

2. Ist H C G eine Untergruppe von G, so ist der topologische AbschluB H eine
abgeschlossene Untergruppe von G. Ebenso ist der Abschlul3 eines Normalteilers
ein Normalteiler.

3. Jede offene Untergruppe H C G ist auch abgeschlossen. Jede abgeschlossene
Untergruppe von endlichem Index ist offen.

4. Die Zusammenhangskomponente Gy C G des Neutralelements ist ein Normal-

teiler. Wenn G lokal wegzusammenhéngend ist, ist G offen in G.

Lemma 1.3 — Es sei G eine topologische Gruppe. Zu jeder offenen Umgebung U
von e gibt es eine offene Umgebung V mitV =V =t und V? C U.

Beweis. Weil die Gruppenmultiplikation stetig ist, gibt es offene Umgebungen W'/, W”
des Neutralelements mit W’ - W C U. Dann hat W := W/ N W" die Eigenschaft
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W?2 C U. Weil das Invertieren stetig ist, ist die Menge W1 := {g € G | g7 € W}
eine offene Umgebung des Neutralelements. Die Menge V' := W N W~! hat die
behaupteten Eigenschaften. O

Lemma 1.4 — Eine topologische Gruppe ist genau dann Hausdorffsch, wenn sie min-

destens einen abgeschlossenen Punkt besitzt.

Beweis. Es sei G eine topologische Gruppe mit einem abgeschlossenen Punkt. Weil die
Linkstranslation ein Homoomorphismus ist, ist jeder Punkt abgeschlossen. Es seien
91,92 € G zwei verschiedene Punkte. Dann ist G \ {g; 1 g2} offen, und nach dem
vorigen Lemma gibt es eine offene Umgebung V' = V! des Neutralelements mit
V2 C G\ {g; g2} Es geniigt zu zeigen, daB ¢,V N g2V = (). Andernfall gibe es
hi,hs € V mit g1hy = g2ho, also

91 g2 =mhy' €V -V =V.V CG\{g g2},

Widerspruch. O

Beispiel 1.5 (Abstrakte Gruppen) — Jede abstrakte Gruppe G wird mit der diskre-
ten Topologie versehen zu einer topologischen Gruppe. In diesem Sinne erweitert die
Kategorie der topologischen Gruppen die Kategorie der Gruppen.

Beispiel 1.6 (Topologische Vektorraume) — Die additive Gruppe R™ mit der euklidi-
schen Topologie ist eine topologische Gruppe. Allgemeiner versteht man unter einem
topologischen Vektorraum einen reellen oder komplexen Vektorraum, der mit einer
Topologie versehen ist, beziiglich der die Addition V' x V' — V und die skalare Mul-
tiplikation R x V' — V stetige Abbildungen sind. Topologische Vektorrdaume sind
insbesondere auch topologische Gruppen. Jeder normierte Vektorraum ist ein topolo-
gischer Vektorraum.

Definition 1.7 — Eine reelle Liegruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G
mit einer differenzierbaren Gruppenstruktur m : G x G — G.

Hier und im Folgenden verstehen wir unter einer differenzierbaren ( = glatten =
(C'*°-) Mannigfaltigkeit einen parakompakten, lokal euklidischen Hausdorffraum, fiir
den ein Atlas von Karten ausgezeichnet ist, dessen Kartenwechselabbildungen beliebig

oft differenzierbar sind.

Satz 1.8 — Es sei G eine Liegruppe. Dann ist die Inversenbildung i : G — G diffe-

renzierbar. Insbesondere ist also jede Liegruppe eine topologische Gruppe.

Beweis. Es eine kanonische Zerlegungen T}, (G x G) = T;G & T3, G. Die Einschrin-
kung der Multiplikationsabbildung m : G x G — G auf die Untermannigfaltigkeiten
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{9} x G und G x {h} sind die Links- bzw. Rechtstranslationen ¢, bzw. rj,. Deshalb
gilt
Dy pm =Tyry, @ Tyl

Weil £, und 7, Diffeomorphismen sind, ist D4 5, m surjektiv, d.h. die Gruppenmultipli-
kation m : G x G — @ ist eine Submersion. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
istI' :== m~1(e) = {(g9,97!) | g € G} eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
dim(G x G) — dim(G) = dim(G). AuBerdem ist Ty ;1T = ker(D, ,-1m). Die
kanonischen Projektionen p; : I' — G und ps : I' — G auf den ersten bzw. zweiten
Faktor sind differenzierbar und bijektiv. AuBerdem sind die Abbildungen T}, ,-1p; :
Ty g I' = TyGund Ty j-1py = T, ;-1 1" — T,-1G surjektiv. Deshalb sind p; und
p2 lokale Diffeomorphismen und wegen ihrer Bijektivitit auch globale Diffeomorphis-

men. SchlieBlich ist i = ps o pl_l ein Diffeomorphismus. O

Definition 1.9 — Eine komplexe Liegruppe ist eine komplexe Mannigfaltigkeit G mit
einer holomorphen Gruppenstruktur m : G x G — G.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit einem diffe-
renzierbaren Atlas, dessen Karten auf offene Mengen im C™ abbilden und dessen Kar-
tenwechselabbildungen holomorph sind. Die einer komplexen Liegruppe zugrundelie-
gende differenzierbare Mannigfaltigkeit ist natiirlich eine reelle Liegruppe.

Satz 1.10 — Es sei G eine komplexe Liegruppe. Dann ist die Inversenbildungi : G —
G holomorph.

Beweis. Wie zum vorigen Satz. (]

Beispiel 1.11 (Lineare Gruppen) — Die multiplikativen Gruppe R* und C* und allge-
meiner die Gruppen GL,,(R) und GL,,(C) sind topologische Gruppen beziiglich der
euklidischen Topologie. Die Multiplikation von Matrizen ist eine polynomiale Abbil-
dung und daher differenzierbar bzw. holomorph. Matrixinvertierung ist eine rationa-
le Abbildung, also ebenfalls differenzierbar bzw. holomorph: Bezeichnet adj(A) die
adjunkte oder Kofaktormatrix von A, so gilt bekanntlich A= = ﬁ(fl) adj(A). Zur
Erinnerung: adj(A4);; = (—1)"*det(A7%), wobei A7* die Matrix bezeichnet, die aus
A durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte entsteht. Demnach ist GL,,(R)
eine reelle Liegruppe und GL,, (C) eine komplexe Liegruppe.

Die Determinantenabbildungen det : GL,,(R) — R* und det : GL,(C) — C*
sind rational und damit differenzierbar bzw. holomorph. Das Differential der Determi-

nante an der Einheitsmatrix ist die Spur:
det(I +cA) =ctr(A) mod (£?).
Der Kern der Determinantenabbildung

SL,(K) ={g € GL,(K) | det(9) =1}, K =R,C,
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ist eine reelle bzw. komplexe Liegruppe.

Beispiel 1.12 (Tori) — Die multiplikative Gruppe S* := {z € C | |z| = 1} ist eine
kommutative kompakte topologische Gruppe. Die Exponentialabbildung

R—>Sl, t}—>€27mt,

hat den Kern Z und definiert einen topologischen Isomorphismus R/Z — S*. Dabei
wird R/Z mit der Quotiententopologie versehen, d.h. eine Menge U C R/Z ist genau
dann offen, wenn das Urbild 7 ~*(U) unter der kanonischen Projektion 7 : R — R/Z
offen in R ist.

Dieses Beispiel 146t sich wie folgt verallgemeinern: Ein Gitter A in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V ist ein Z-Untermodul, der von einer R-Basis v1, ..., v,
von V erzeugt wird, d.h. A = Zvy & ... ® Zv,. Es bezeichne 7 : V' — V/A =: T die
natiirliche Projektion auf die Faktorgruppe 7T'. Versehen mit der Quotiententopologie ist
T eine topologische Gruppe. Eine Topologisch Gruppe der Form V/A heiBt ein reeller
Torus. Die Abbildung

P:S8 ... xSt V/A, (P e Ztkvk mod A,
k=1

ist ein Isomorphismus von topologischen Gruppen. Tatsdchlich ist die Abbildung m
lokal stetig invertierbar, und eine iiberdeckende Familie von lokalen Umkehrfunktio-
nen ist ein differenzierbarer Atlas. Auf diese Weise wird 7" zu einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit und zu einer reellen Liegruppe. Die Abbildung & ist ein Diffeomor-
phismus und damit ein Isomorphismus von reellen Liegruppen. Zu jedem n > 1 gibt
es bis auf Isomorphie genau einen reellen Torus der Dimension n.

Die Projektion p : V' — V//A ist offensichtlich eine universelle Uberlagerung. Die
Abbildung A — ([0,1] > ¢ — ¢\ mod A) definiert einen kanonischen Gruppenho-
momorphismus A — 71 (V/A,0), und weil A kommutativ und torsionsfrei ist, auch
kanonische Isomorphismen A — H1(V/A,Z)und AV — HY(V/A,Z).

Mit der Kiinnethformel folgt aus der Produktdarstellung S* x ... x St = V/A,
daB H*(SY,Z) ®...® H*(S',Z) = H*(V/A/Z,Z). Es folgt:

Satz 1.13 — Der natiirliche Isomorphismus A — H'(V/T',7Z) induziert einen Iso-

morphismus von Ringen
Ay (AY) — HY(V/NZ), Ao Ay — UL U
O
Es seien nun zwei reelle Tori 7' = V/Aund 77 = V' /A’ gegeben. Wir wollen die

Menge Hom(7',T") der stetigen Gruppenhomomorphismen « : " — T" bestimmen.
Wennnun p : V — T und p’ : V! — T’ die Projektionen bezeichnen und o : T —
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T’ einen Gruppenhomomorphismus, so ist « o p : V' — T’ ein Homomorphismus
und bildet deshalb 0 auf 0 ab. Wegen der universellen Eigenschaft der Uberlagerung
p' : V' — T’ gibt es genau eine Hochhebung v : V' — V' mit p’ o u = « o p und
u(0) = 0. Fiir beliebiges v € V hat auch () := u(x 4+ v) — u(v) diese Eigenschaften
und stimmt deshalb mit w iiberein, d.h. u(z + v) — u(v) = u(x). Das zeigt, daB u ein
stetiger Gruppenhomomorphismus ist.

Lemma 1.14 — Stetige Gruppenhomomorphismen v : V' — V' sind R-linear.

Beweis. Es sei vy, .. ., v, eine R-Basis von V. Dann gilt fiir beliebige rationale Zahlen
c1, ..., Cyn mit Hauptnenner N, d.h. ¢; N = m; € Z, daB

NU(Z civ;) = u(z Ncv;) = U(Z mv;) = Z m;u(v;)

und
U(Z civ;) = Z ciu(v;).

Folglich ist v eine Q-lineare Abbildung. Weil u stetig ist, ist u auch R-linear. (I

Es gibt also zu jedem stetigen Gruppenhomomorphismus « : T' — T” genau eine
R-lineare Abbildung v : V' — V' mit p'u = ap. Weiter gilt fiir jeden Gittervektor
A € A, daB ap()) = 0, also u(A) € (p')~(0) = A’. Kurz: u(A) C A’. Ist umgekehrt
diese Bedingung erfiillt, gibt es genau eine wohldefinierte Abbildung a : T — T’ mit
ap = p'u, und diese Abbildung ist ein stetiger Homomorphismus. Weil die R-lineare
Abbildung u : V' — V’ vollstindig durch die Einschrinkung u|y : A — A’ bestimmt
ist, konnen wird die Uberlegungen wie folgt zusammenfassen:

Satz 1.15 — Hom(7,7") = Homz (A, ) 2 Z'¢ Arg A’ a

Aus dem Satz ergeben sich die folgenden Spezialfille:

Folgerung 1.16 — Jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢ : S' — S hat die
Form p(z) = 2™ fireinm € Z. O

Folgerung 1.17 — Es sei A ein Gitter, V = A ®z R, T = V/A der zugehorige Torus
und A* := Hom(A, Z) das zu A duale Gitter. Dann ist die Abbildung
A* — Hom(T,S'), ¢ [v mod A s exp(2mip(v))],

ein Isomorphismus von Gruppen. Dabei wird ¢ : A — 7 linear zu einer Abbildung
A ®z R — R fortgesetzt. O
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Beispiel 1.18 (Komplexe Tori) — Es sei nun V' ein komplexer Vektorraum der Dimen-
sionnund A C Vg ein Gitter in dem V' zugrundeliegenden reellen Vektorraum, so daf3
A als Z-Modul den Rang 2n hat. Dann trigt T = V/A die Struktur einer komplexen
Mannigfaltigkeit, und die Gruppenmultiplikation ist ebenso wie die Inversenbildung
holomorph.

Die obigen Uberlegungen iiber Abbildungen zwischen Tori lassen sich im komple-
xen Fall verschirfen: Es sei « : T = V/A — T’ = V' /A’ eine beliebige holomorphe
Abbildung, d.h. wir setzen nicht voraus, dal « ein Gruppenhomomorphismus ist. Es
sei [a] := «([0]) das Bild des Nullelements. Dann gibt es zu jeder Wahl eines Urbilds
(a € p')~*([a]) genau eine holomorphe Abbildung v : V' — V' mit p'u = ap und
u(0) = a. Fir jedes w € Vist p'u(v + w) = ap(v + w) = ap(v) + ap(w) =
p'(u(v) + u(w)). Deshalb gibt es genau ein Element \' € A’, abhingig von v und
w, mit u(v + w) = u(v) + u(w) + N. Die linke Seite ist stetig in v und w, aber die
rechte Seite nimmt Werte in der diskreten Menge A’, und weil V' zusammenhéngend
ist, muf \" unabhingig von v und w sein. Speziell mit v = w = 0 folgt A = —u(0). Es
folgt: v — wu(v) — u(0) ist ein Gruppenhomomorphismus. Indem man weiter wie oben

argumentiert, erhélt man den Satz:

Satz 1.19 — Jede holomorphe Abbildung « : T — T’ zwischen komplexen Tori ist
von der Form a([v]) = a(0) + f([v]) fiir einen holomorphen Gruppenhomomorphis-
mus f : T — T'. Weiter gilt Homyo (T, T') = Homgz (A, A") N Home(V, V). O

Wir betrachten speziell den Fall, daB dim¢ (V) = 1, so daB rg(A) = 2. Als kom-
plexer Vektorraum besitzt V' eine natiirliche Orierentierung. Eine Basis vy, v2 von A ist
positiv orientiert, wenn ve = 7 firein 7 € H := {z € C | Im(z) > 0}. Unter der
Abbildung C — V, z — zwq, geht das Gitter Z & Z7 isomorph auf A. Man erhilt so
einen Isomorphismus C/Z @ Z1 — V/A.

Die Familie aller Riemannschen Fldchen der Form

E.:=C/(Z&Zr), T e H,

umfaft also alle eindimensionalen komplexen Tori. Es kann allerdings immer noch
vorkommen, da E, = E, fir 7 # 7. Die genauen Verhiltnisse ergeben sich aus
dem Satz: Jeder Isomorphismus ¢ : E, — E. hat die folgende Gestalt: Es gibt eine
komplexe Zahl v # 0 derart, dal Multiplikation mit u einen Gitterisomorphismus
7 ® Zt — 7 & Z7' liefert. Dazu muf} es ganze Zahlen a, b, ¢, d mit den folgenden
Eigenschaften geben:

l.u-1=cr’'+dundu-7=ar’ +b.
2. Die Matrix (¢ %) istin Z2*? invertierbar, oder 4quivalent: ad — bc € {£1}.

Die Multiplikation mit u erhilt die Orientierung. Deshalb muf} sogar stéirker ad — bc =
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1 gelten. Und die erste Bedingung ist dquivalent zu

ar’ +b

ct’ +d

Das 146t sich so zusammenfassen:

Satz 1.20 — Die Gruppe SLy(Z) operiert auf der oberen Halbebene H durch Mébi-

ustransformationen
ar+b

Zwei Tori E; und E., sind genau dann isomorph, wenn 7 und 7' in derselben Bahn
unter SLy(Z) liegen. Gilt 7 = At' mit A = (2 4), so st ein Isomorphismus E. — E.,
durch die Multiplikation mit v = c7’ + d gegeben.

Insbesondere stehen Isomorphieklassen von eindimensionalen komplexen Tori in
Bijektion zu Punkten im Bahnenraum H/ SLy(Z). Die Gruppenwirkung von SLy(Z)
auf H ist eigentlich diskontinuierlich, d.h. jeder Punkt in H besitzt eine Umgebung U
mit der Eigenschaft, daB die Menge {g € SL2(Z) | gU N U # 0} endlich ist. Unter
dieser Annahme kann man allgemein auf Quotienten wie H/ SL2(Z) eine komplexe
Struktur definieren. In der Theorie der elliptischen Funktionen konstruiert man eine
biholomorphe Abbildung j : H/ SLy(Z) — C. Sie hat die explizite Gestalt

1
ilg) = p + 744 + 196884 + . . .

Beispiel 1.21 (Direkte Produkte) — Das direkte Produkt zweier topologischer Grup-
pen G x G’ wird durch komponentenweise Verkniipfung zu einer abstrakten Gruppe
und mit der Produkttopologie zu einem topologischen Raum. Zusammengenommen
wird G x G’ auf diese Weise zu einer topologischen Gruppe. Dasselbe gilt allgemeiner
fiir das Produkt [ ], .,
pen. [Ubung: Die Topologie auf einem unendlichen Produkt von Gruppen ist nicht die

G, einer beliebigen Familie {G, },cs von topologischen Grup-

diskrete Topologie, selbst wenn alle Faktoren diskret sind.]

Nach dem Satz von Tychonov ist das Produkt einer beliebigen Familie von kom-
pakten topologischen Rdumen wieder kompakt. Daraus ergibt sich unmittelbar: Ist
{Gs}aer eine Familie von endlichen Gruppen mit der diskreten Topologie, so ist
[1,c; Ga eine kompakte topologische Gruppe.

Beispiel 1.22 (Limiten) — Eine gerichtete Indexmenge ist eine Menge I mit einer
Halbordnung < und der Eigenschaft, da es zu je zwei Elementen a, b € I einen Index
¢ € I mita < cund b < c gibt. Ein projektives System von topologischen Gruppen ist
eine Familie {G, },c; von topologischen Gruppen mit Morphismen ¢ : Go — Gy
fiir jedes Paar a,b € I mit b < a und der Eigenschaft, dal ©pcpar = @ac, Wenn
¢ < b < a. Wir betrachten die beiden Morphismen von topologischen Gruppen

90,01 : Pi=[[Ga — [[Gor  0(9)ba = $ar(ga) und D1 (g) = g.

b<a
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Die Menge
Z:={geP|0(g)=0i(9)}

ist eine Untergruppe, die wir mir der Teilraumtopologie von P versehen. Sie wird auf
diese Weise zu einer topologischen Gruppe. Fiir jeden Index a € I gibt es natiirliche
Projektionen pr, : [[, G» — Gound @, := pr,|z : Z — G,. Fiir diese gilt .0, =
Pb-

Satz 1.23 — Die Gruppe Z mit den Homomorphismen ¢, : Z — G, a € 1, hat die
folgende universelle Eigenschaft: Fiir jede topologische Gruppe H mit einer Familie
von stetigen Homomorphismen 1, : H — G, mit gy, = 1, gibt es genau einen
stetigen Homomorphismus ¢ : H — Z mit p,1) = 1,.

Beweis. Die Abbildungen 1, setzen sich zu einem stetigen Homomorphismus 1/; :
H — P zusammen. Dal} nach Voraussetzung pp,tp = 9, fiir alle a < b gilt, ist
gleichbedeutend damit, daf3 1/;(H ) C Z. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der univer-
sellen Eigenschaft des Produktes. (]

Man nennt (Z, {¢, }aer) den Limes des projektiven Systems { G, ¢qp }. und schreibt

Z =:lim G,.
P

Beispiel 1.24 (Proendliche Gruppen) — Topologische Gruppen, die sich als Limes
eines projektiven Systems von endlichen Gruppen schreiben lassen, heilen proendli-
che Gruppen. Sie sind kompakt: nach unserer Voriiberlegung sind Produkte endlicher
Gruppen kompakt. Es geniigt dann zu verifizieren, daB lim G, eine abgeschlossene
Untergruppe in [] G, ist.

Wir betrachten zwei Beispiele zu dieser Konstruktion aus der Algebra:

1. Es sei p eine Primzahl. Das projektive System
. — L[p° — L/p* — L[p

hat als Limes die Gruppe der p-adischen Zahlen. Alternativ kann man Z,, als Komplet-

ordy(a) definieren. Die

tierung von Z beziiglich der p-adischen Bewertung |a|, := p~
beiden Topologien stimmen iiberein. Aus der ersten Konstruktion folgt unmittelbar die
Kompaktheit von Z,,.

2. Es sei K ein Korper und K die separable Hiille. Fiir jeden normalen Zwischen-
korper K C L C K bezeichne G := Gal(L/K) die Galoisgruppe der Erweite-
rung L/K.Ist L/K endlich, so ist G, eine endliche Gruppe. Zu jeder Inklusionskette
K Cc L ¢ M C K gibt es einen kanonischen Epimorphismus G; — Gy, Das so
definierte projektive System { G }, wo L durch die normalen Zwischenkérper von end-
lichem Grad iiber K lduft, besitzt einen Limes @G L, und die natiirlichen Homomor-
phismen G — G, induzieren einen Gruppenhomomorphismus ¢ : Gz — lmGy.
Man zeigt dann: 1 ist ein Gruppenisomorphismus. Auf diese Weise erhilt die absolute
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Galoisgruppe Gz = Gal(K /K) die Struktur einer kompakten topologischen Gruppe.
Der Hauptsatz der Galoistheorie gilt nun in der erweiterten Form, dafl die Abbildung
H—EK" eine Bijektion zwischen der Menge der abgeschlossenen Untergruppen von
G und der Menge der Zwischenkorper der Erweiterung K/K ist. O

Aufgabe 1.1 — Es sei U C C ein Gebiet, G eine endliche Gruppe, die auf U holo-
morph und effektiv operiert, d.h. fiir jedes g € G ist die Abbildung p(g) : U — U eine
holomorphe Abbildung, und p(g) # idy, wenn g # eg. Man zeige:

1. p(g) ist eine biholomorphe Abbildung fiir alle g € G.
Es sei nun p € U ein Fixpunkt der Gruppenwirkung.

2. Die Abbildung G > g — p(g)'(p) € GL(T,U) = C* ist eine lineare Dar-
stellung. Insbesondere ist das Bild der Abbildung p’ : G — C* eine zyklische
Gruppe, erzeugt durch die Multiplikation mit einer Einheitswurzel (.

3. Fiirjedes g € G mit p'(g)(p) = List p(g) = idy. [Hinweis: Wihle eine Koordi-
nate z auf U mit z(p) = 0 und entwickle p(g)*(z) in eine Potenreihe. Wie sind
dann die Potenzreihen zu den Potenzen p(g™) gegeben?]

4. G ist zyklisch.

5. Es sei z eine Koordinate in einer Umgebung von p mit z(p) = 0. Dann ist

w = é > o(9) P)g* (2).

geG

eine Koordinatenfunktion auf einer G-invarianten Umgebung V' von p mit w(p) =
0 und w(p(g)(q) = x(g9)w(q) fiir eine Charakter x : G — C* und alle ¢ € V.
Man sagt: Die Gruppenwirkung 146t sich lokal linearisieren.

1.2 Quaternionen

Ebbinghaus et. al.: Zahlen.
Draxl: Skew Fields.
Baez: The Octonions. Bulletin AMS 39,2 (2001), 145 - 205.

Ein Schiefkorper K ist ein Ring mit Einselement 1 # 0 und der Eigenschaft, daf
jedes a € K \ {0} ein Linksinverses a~! besitzt. Aus der Assoziativitit der Multipli-
kation folgt

(@ = (@) M= (@Y o) = (@) e Na=la=a.

Daraus folgt, daf3 a~1 auch ein Rechtsinverses von « ist. Man sieht leicht, daB das
Zentrum Z(K) = {a € K | ab = ba fiir alle b € K} eines Schiefkorpers ein Korper
ist. Insbesondere ist K eine Z (K ')-Algebra.
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Nachdem sich die komplexen Zahlen im Laufe des 18. Jahrhunderts durchgesetzt
hatten, und die groen Vorteile aus ihrem Gebrauch deutlich wurden, hat Hamilton
versucht, interessante R-Algebrastrukturen, insbesondere Schiefkorperstrukturen auf
endlichdimensionalen R-Vektorrdumen zu definieren, und zwar zunéchst erfolglos fiir
dreidimensionale Vektorraume. 1843 gelang ihm die Konstruktion eines vierdimensio-
nalen Schiefkorpers, des Raums der Quaternionen, und zwar wie folgt:

Wir definieren auf dem vierdimensionalen reellen Vektorraum H := R(1, 1, j, k)
eine assoziative R-Algebrenstruktur durch die Relationen

ijh=—1, 2=2=k=—1.

Weil die Multiplikation assoziativ sein soll, sind alle Produkte der Basiselemente durch
diese Relationen bestimmt. Ausgeschrieben ergibt sich das folgende Bild:

(a+bit+cj+dk)(d +bi+dj+dk) = (ad —bb' —cc’ —dd')
+(ab’ 4+ ba’ + ed' — dc')i
+(ac + ca’ +db’ —bd')j
+(ad' +da’ + bc' — cb')k.

DaB die so definierte Multiplikation tatsdchlich assoziativ ist, bedarf einer kurzen Rech-
nung. H ist der Raum der Quaternionen. Im Singular: die Quaternion.

Die Konjugation a + bi + c¢j + dk := a — bi — cj — dk hat die folgenden Eigen-
schaften:

X=X, q+¢d=q+¢, q¢=q¢q und G=gq

fiir alle A € Rund ¢, ¢’ € H. Insbesondere ist

(a+bi+cj+dk)(a+bi+cj+dk) =a*+ >+ +d* = |a+bi+cj+dk|> > 0.

Daraus folgt sofort, daB fiir jedes ¢ € H \ {0} das Element g/|q|? ein multiplikatives

Inverses von ¢ ist. Damit ist gezeigt:

Satz 1.25 (Hamilton) — H ist ein Schiefkorper. U

Weil fiir jedes Quaterion ¢ das Produkt qg = qq reell ist und deshalb mit allen

anderen Quaternionen vertauscht, gilt
lap|* = qpap = P(qq)p = Gqpp = lal*Ip|*.

Wenn man diese Relation fiir p = a+bi+cj+dkund g = a’+b'i+c' j+d'k ausschreibt,
erhilt man die folgende Identitit, die auf Euler zuriickgeht, und die natiirlich nicht nur
fuir reelle Zahlen, sondern allgemeiner fiir beliebige Elemente in einem kommutativen
Ring gilt:
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Satz 1.26 (Euler, Vierquadratesatz) —

(a2 + 024 2 +d2)(a'2 + b/2 + 0/2 +d/2)
= (ad' — bV —cc —dd')* + (ab' 4 ba' + cd’' — dc’)?
+(ac’ 4 ca’ + db' —bd')* + (ad' + da’ 4 b’ — cb')%.

Auflerdem folgt aus der Multiplikativitit der Norm sofort:

Satz 1.27 — Die Sphire S® = {p € H | |p| = 1} ist mit der quaternionalen Multipli-
kation versehen eine topologische Gruppe. (I

Eine weitere Darstellungsmdoglichkeit fiir Quaternionen ergibt sich aus der Zerle-

gung von ¢ = a + bi + ¢j + dk in einen Real- und einen Imaginirteil:
Re(q) :==a € R, Tm(q) := bi + ci + dk € R>.

Wir schreiben abkiirzend @ = (g, §) mit 9 = Re(x) und £ = Im(z), und analog
fir y = (yo,n). Dann 148t sich die Quaternionenmultiplikation wie folgt durch das
Skalarprodukt (£, n) und das Vektorprodukt £ x 7 ausdriicken:

(w0,€)(y0,m) = (Toyo — (§,1), 2o + yo& + & X n).

Die Assoziativitit des Produktes iibersetzt sich dann in Standardrelationen fiir Skalar-
und Vektorprodukt.

Satz 1.28 (Frobenius) — Jeder Schiefkérper D mit R C Z(D) und von endlicher
Dimension iiber R ist zu R, C oder H isomorph.

Beweis. Jedes x € D erzeugt eine kommutative R-Unteralgebra R[z] C D von end-
licher R-Dimension. Weil diese Unteralgebra auch nullteilerfrei ist, ist sie ein Korper,
genauer: eine endliche Korpererweiterung von R. Notwendigerweise ist sie deshalb
isomorph zu R oder C.

Insbesondere geniigt jedes 2 € D \ R einer quadratischen Gleichung 22 + a1z +
ap = Omitag,a; € Rund a?—4ag < 0. Indiesem Falle ist z := (2x+a1)/\/m
ein Element in R[z] mit 22 = —1. Falls D # R, so gibt es ein Element i € D \ R mit
i? = —1und R[i] = C.

Es bleibt der Fall zu betrachten, daB D 2 C = R[¢]. Die Abbildung ¢) : D — D,
y — dyi~!, ist ein Automorphismus des Schiefkorpers D mit 1)? = 1. Deshalb zerfillt
D in eine direkte Summe von Eigenrdumen D = DT @ D~ zu den Eigenwerten 1 und
—1. Fiir diese gilt D*D* ¢ D+ und D*D¥ C D~. Nunist D7 eine nullteilerfreie
Algebra endlicher Dimension, die C in ihrem Zentrum enthélt. Wie im ersten Schritt
erzeugt jedes y € DT \ C eine echte algebraische Korpererweiterung von C. Das
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ist aber ausgeschlossen, weil C algebraisch abgeschlossen ist. Mit anderen Worten:
D, = C. Wir fassen jetzt D~ als Linksvektorraum iiber C auf.

Esseinuny € D~\{0} und y?+b;y+by = 0 die zugehorige quadratische Relation
mit reellen Koeffizienten y; und y5. Wendet man hierauf ¢/ an, kippt das Vorzeichen
von b;. Daraus folgt by = 0 und by > 0. Wir setzen j := y/+/by. Dann gilt 52 = —1
und ij = —ji. AuBerdem ist D~j C Dt = C, also D~ C Cj. Das zeigt: D wird von
i und j als R-Algebra mit den Relationen 2 = j2 = —1 und ij = —ji erzeugt. Das
zeigt D = H. t

1.3 Klassische Liegruppen

Die orthogonale, unitiire und symplektisce Gruppe. — Es sei K einer der (Schief-
)Korper R, C oder H. Wir fassen Vektorrdume iiber dem Schiefkorper H grundsitzlich
als Rechtsvektorrdaume auf.

Ein reelles, komplexes bzw. quaternionales Skalarprodukt auf einem Vektorraum
Viiber K = R, C bzw. H ist eine Abbildung (—, —) : V' x V' — K mit den folgenden

Eigenschaften:

1. (Sesquilinearitit) Fiir alle Vektoren x, x1, etc und Skalare A1, Ao etc gelten die
Identitdten (T, 9101 + y2A2) = (2, y1) A1 + (2, 92) A2
und (T1p1 + wop2, y) = Wiz, y) + Hz(T2, y).

2. (Hermitizitdt) (x,y) = (y, x).
3. (Positivitit) (z,z) > 0, und (z, z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

Das Standardskalarprodukt auf dem Raum K™ der Spaltenvektoren, das wir im Fol-

genden betrachten, ist durch
(z,y) =2a"y

gegeben. Dabei bezeichnet man fiir Matrizen M € K"*™ mit M* die adjungierte
Matrix mit den Eintriigen M;; = Mj;. Eine K-lineare Abbildung g : K" — K™ heift
orthogonal, unitdr bzw. symplektisch, wenn

(9, gy) = (x,y) firalle z,y € K",

oder dquivalent dazu, wenn g*g = I,,. Dies fiihrt auf die folgenden Untergruppen:

O(n) = {g€GL,(R)|g'g=1I,} (orthogonale Gruppe) (1.1)
U(n) = {g€GL,(C)|g'g=1,} (unitdre Gruppe) (1.2)
Sp(n) = {ge€GL,(H)|g*g=1,} (symplektische Gruppe)  (1.3)

Jede dieser Gruppen ist die Nullfaser der Abbildung

F:K™" o H:={M|M*=M}c K™,  F(A)=A"A—1,,
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in den R-Vektorraum H der Hermiteschen Matrizen. Hermitesche Matrizen haben re-
elle Diagonalelemente, und die Eintrige oberhalb der Diagonalen bestimmen die Ein-
trige unterhalb. Deshalb ist

dimg H = n + <Z) dimp K.

Das Differential von F in einem Punkt g € F~1(0) ist D,F(A) = g* A+ A*g. Istein
b € H vorgegeben, so erreicht man mit A := $gb, daB Dy F(A) = b. Folglich ist F in
jedem Punkt g € F~1(0) submersiv. Die in (1.1) - (1.3) definierten Gruppen sind also

nach dem Jacobikriterium abgeschlossene Mannigfaltigkeiten der reellen Dimension

dimg K" — dimg H = dimg (K) <n2 - <Z>) —n.

Das bedeutet im Einzelnen:

dim O(n) = <Z> dimU(n) = n?, dimSp(n) = (2’” 1).

2

Alle drei Liegruppen sind kompakt: Fiir jede orthogonale etc. Matrix g gilt
lgll* =D lgis|* = tr(g”g) = tr(In) = n.
ij

Die orthogonale, unitire bzw. symplektische Gruppe ist also eine abgeschlossene Teil-
menge der Sphire vom Radius /n in K.

Es bezeichne D(K) C K™*™ den Raum aller Dreiecksmatrizen A mit A;; = O fiir
1 > 7 und A;; > 0 fiir alle 4. Die letzte Bedingung verlangt also insbesondere, daB alle

Diagonaleintrige positive reelle Zahlen sind. Die Abbildungen

O(n) x D(K) = GLy(R)
U(n) x D(C) = GL,(C)
Sp(n) x D(H) - GL, (H)

x D
x D
sind Diffeomorphismen. Umkehrabbildungen werden durch das Gram-Schmidt-Verfahren
definiert. Weil die Rdume D (K) kontrahierbar sind, sind die Inklusionen

O(n) — GL,(R), U(n) — GL,(C), Sp(n)— GL,((H)

Deformationsretrakte. O

Die spezielle orthogonale Gruppe. — Fiir ¢ € O(n) folgt aus g'g = I, daB
det(g)? = 1. Spiegelungen haben negative Determinante. Deshalb ist der Gruppenho-
momorphismus det : O(n) — {£1} surjektiv. Der Kern

SO(n) := {g € O(n) | det(g) = 1}

heifit spezielle orthogonale Gruppe.



Geometrie von Gruppen, Wintersemester 201 1 17

Satz 1.29 — SO(n) ist zusammenhingend. O(n) hat genau zwei Wegekomponenten:
SO(n) und s SO(n) fiir eine beliebige Spiegelung s.

Beweis. Jede orthogonale Abbildung g ist ein Produkt g = s,, - - - 5, aus Spiegelungen
an geeigneten Einheitsvektoren vy, ...,v, € S"~! C R"™. Weil die Einheitssphire
zusammenhéngend ist, gibt es Wege o; : I — S™! mit o;(0) = v; und ;(1) = v;.
Dann ist g; := Sa, (1) * * Sa,(¢) €in Weg in O(n) von g nach s . Wenn det(g) = 1, ist
k gerade. In diesem Falle verliduft der Weg ganz in SO(n) und endet in s} = I,,. Das
zeigt, daB SO(n) zusammenhingend ist. Es ist klar, daB s SO(n) fiir jede Spiegelung
in einer anderen Wegekomponente liegt. Ist andererseits g € O(n) mit det(g) = —1,
so folgt sg € SO(n), also g € sSO(n). O

Als Wegekomponente des Neutralelements hat SO(n) denselben Tangentialraum
wie O(n). Ublicherweise verwendet man die Bezeichnung

so(n) =T, 0(n) = {A € R™" | A" + A = 0}.

Fiir kleine Werte von n lassen sich die topologischen Ridume, die den Gruppen SO(n)
zugrunde liegen, direkt angeben:

Esist O(1) = {£1} C R*, und SO(1) = {1} ist die triviale Gruppe. Eine Matrix
(@ %) liegt genau dann in SO(2), wenn

ad—bc=1, a*+2 =1, ¥*+d*=1, ab+cd=0.

Mit dem Ansatz a = cos(t), ¢ = sin(t), b = sin(u), d = cos(u), libersetzen sich diese
Gleichungen in die Bedingungen cos(t + u) = 1 und sin(¢t +u) = 0, also t + v = 0
mod 277, oder
(28 = (G o))
Die Abbildung
R SO(2), ¢ (c?s(t) - sin(t))
sin(t)  cos(t)
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern 27Z. Als topologischer Raum
ist SO(2) diffeomorph zur eindimensionalen Sphire S*.
Essei g € SO(3). Dann ist g das Produkt zweier Spiegelungen, etwa an den Hyper-
ebenen H; und H,. Wenn g # I3, sind die Hyperebenen verschiedenen und bestimmen
eine Achse A := H; N Hs aus Eigenvektoren von g vom Eigenwert 1. Beziiglich einer

Orthonormalbasis €}, e}, e, wo €] € A, ist g durch eine Matrix

1 0 0
0 cosep —sing
0 sing cose
gegeben. Diese Matrix hingt nur von e}, aber nicht von der Wahl der Basis ¢}, €} in

der Ebene A+ ab. Wihlt man statt ¢} den entgegengesetzten Vektor —ef, so @ndert sich
der Drehwinkel in —p.
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Fiir jeden Winkel ¢ € [0, 7] und jeden Einheitsvektor v € S? bezeichne D(v, ¢)
die Drehung um die durch v bestimmte Achse um den Winkel ¢. Die Abbildung

a:Bs — S0(3), v D/, =]

von der Einheitskugel in die spezielle orthogonale Gruppe ist gegen den ersten An-
schein auch im Ursprung definiert und stetig. Sie ist nach den Voriiberlegungen surjek-
tiv, und a(v) = a(w) gilt genau dann, wenn entweder v = w oder v = —w € S2.
Bezeichnet ~ die Aquvalenzrelation auf B3, die durch v ~ —uv fiir v € S? erzeugt

wird, so induziert a einen Homéomorphismus
RP? ~ B3/ ~ ~ SO(3).

Der Liegruppe SO(3) zugrundeliegende topologische Raum ist also der dreidimensio-
nale reelle projektive Raum. Insbesondere ist 1 (SO(3)) = Z/2.

Die spezielle unitéire Gruppe. — Fiir jede unitire Matrix g € U(n) folgt aus
g*g = I, daB |det(g)] = 1. Ist ein 2 € S! vorgegeben und wihlt man w € S?
mit w™ = z, so ist det(wl,) = z. Deshalb ist der Gruppenhomomorphismus det :
U(n) — S* surjektiv. Der Kern

SU(n) :={g € U(n) | det(g) =1}
ist deshalb eine Lieuntergruppe der Dimension n? — 1. Die Abbildung
SU(n) x 8" — U(n), (g.¢) — gdiag(¢,1,.... 1),

ist ein Isomorphismus von Liegruppen ist, der aber nicht zerfillt. D.h. U(n) ist diffeo-

morph zu SU(n) x S, aber nicht als Gruppe isomorph.

Satz 1.30 — U(n) und SU(n) sind zusammenhéngend.

Beweis. Jede unitire Matrix g ist insbesondere normal in dem Sinne, da}l g mit g*
vertauscht. Deshalb gibt es eine unitdre Matrix u mit der Eigenschaft, da3l u*gu eine
Diagonalmatrix diag((y, ..., (,) mit den Diagonaleintrigen ¢; € S, i = 1,...,n
ist. Dabei liegt g genau dann in SU(n), wenn (; -+ - (, = 1. Wir wihlen Wege «; :
I — S! mit @;(0) = ¢; und (1) = 1. Wenn ¢y ---(, = 1, wihlen wir speziell

an(t) = ai(t)~1 - a,_1(t)~1. Mit diesen Bezeichnungen ist
ge :=u” diag(ay(t),. .., an(t))u
ein Weg in U(n) von g nach I,,, der auBerdem ganz in SU(n) verlduft, falls g € SU(n).

Folglich sind U(n) und SU(n) wegzusammenhingend. O

Aufgabe 1.2 — Man zeige mit derselben Methode erneut, da SO(n) zusammenhin-
gend ist.
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Fiir kleine Werte von n lassen sich die topologischen Riume, die den Gruppen
U(n) und SU(n) zugrundeliegen, wieder direkt angeben:

Es gilt U(1) = S* und SU(1) = {1}. Eine Matrix (¢ %) € C?*? liegt genau dann
in SU(2), wenn die Koeffizienten a, b, ¢, d die folgenden Bedingungen erfiillen:

ad—bc=1, |a>+|c*=1, [p*+|d* =1, ab+ecd=0.
Die beiden duBeren Gleichungen lassen sich so zusammenfassen:
a —c\ (d) [1
¢ a)\b 0/

Daraus folgt d = @ und b = —¢. Die Bilanz ist

N

Insbesondere ist 71 (SU(2)) = 0 und 71 (U(2)) = Z.
Die symplektischen Gruppen. — Die Gruppe Sp(1) = {g € H | ||g|| = 1} ist
ebenfalls isomorph zur S®. Einen direkten Isomorphismus Sp(1) — SU(2) erhilt man

a,c € Cmit |a® + |c]* = 1} ~ S5,

wie folgt: Wir fassen H als einen Rechts-C-Vektorraum mit Basis 1 und j auf. Die
Linksmultiplikation mit einem Element g = a 4+ jb mit a,b € C auf H = C & jC ist
dann eine C-lineare Abbildung und auf den Basiselementen wie folgt gegeben:

g-1=a+jb g-j=-b+ja

Man erhilt also einen injektiven R-Algebrenhomomorphismus

<

a —

Y H — C2%2 (a—|—jb)»—><b >
Dabei gilt 1(g) = ¥ (g)* und |g|?> = det(g). Unter ¢ geht die Gruppe Sp(1) isomorph
auf SU(2).

2

Satz 1.31 — Die Gruppen Sp(n) sind zusammenhéngend.

Beweis. Die Gruppe Sp(n) wirkt auf der Einheitssphire $4"~1 ¢ H" durch Matrizen-
multiplikation von links. Die Abbildung

p:Sp(n) — S A Ae,

ist surjektiv (d.h. die Wirkung ist transitiv) und sogar submersiv (d.h. in jedem Punkt
g € Sp(n) ist das Differential Typ : T, Sp(n) — Tye, S*™ ! surjektiv). Submersive
Abbildungen von Mannigfaltigkeiten sind offen. Die Faser F,, := p~!(e;) iiber dem

Einheitsvektor e; ist genau die Standgruppe von e;. Das ist die zu Sp(n— 1) isomorphe

H:{(é 2) ‘hESp(n—l)}7

Gruppe
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Die Faser iiber einem allgemeinen Punkt y = ge; € S*"1 ist F, = piy) =
gHg™!.

Nun ist Sp(1) = S3 zusammenhingend. Wir betrachten Sp(n) fiir ein n > 1 und
nehmen an, Sp(n—1) wire schon als zusammenhéngend erwiesen. Es sei Sp(n) = AU
B eine Zerlegung in disjunkte offene Teilmengen. Weil p offen und surjektiv ist, gibt
es eine offene Uberdeckung S4"~1 = p(A) U p(B). Angenommen, y € p(A) N p(B).
Dann sind die Mengen F,, N A und F,, N B nicht leer und disjunkt und bilden eine
offene Uberdeckung von F,, im Widerspruch dazu, daB F,, = Sp(n — 1) nach In-
duktionsannahme zusammenhéngend ist. Folglich kann man solch ein y nicht wihlen,
d.h. p(A) N p(B) ist leer. Weil die Sphire S4"~! zusammenhingend ist, folgt hieraus
p(A) = 0 oder p(B) = (). Folglich hat man auch A = () oder B = (. Das war zu
zeigen. O

Aufgabe 1.3 — Man fiihre die Details im Beweis aus: Warum ist p surjektiv, warum
submersiv? Warum sind submersive Abbildungen offen?

Aufgabe 1.4 — Welches allgemeine Zusammenhangskriterium kann man aus dem im

zweiten Teil des Beweises verwendeten Arguments ableiten?

Aufgabe 1.5 — Man zeige mit derselben Methode erneut, daB SO(n) und SU(n) zu-

sammenhéngend sind.

Wie fassen jetzt H als vierdimensionalen R-Vektorraum mit der Basis 1, ¢, j und k
auf. Weil |axb| = |al |x]| |b], ist die Abbildung

H—H, =z~ axb ?,

fiir jedes Paar a, b € S eine lingentreue und damit orthogonale Abbildung. Man erhilt
so eine Abbildung

0: 8% x 8 —S014), (a,b) (a+ axb™t).

Man sieht leicht, daB dies ein Gruppenhomomorphismus ist und daB (—1, —1) im Kern
liegt. Tatséchlich gilt

Satz 1.32 — Die Folge
1— ((=1,-1)) — 83 x §% 25 80(4) — 1
ist exakt.

Beweis. Es sei (a, b) ein Element im Kern von ¢. Dann gilt zunéchst 1 = alb™1, also
a = b. Weiter gilt z = azxa~! fir alle a genau dann, wenn a im Zentrum von H, also
in R liegt. Fiir Elemente a € R gilt aber (a, a) = I, genau dann, wenn a? = 1.
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Das Standardskalarprodukt auf R* besitzt die quaternionale Beschreibung (x,y) =
Re(Zy). Deshalb kann man die Spiegelung s,, an einem Element u € S3 durch

Su(z) = ¢ — 2(u, v)u = u(ax — 2(1, dx)1) = usy (ux)

auf die Spiegelung s1(x) = —Z am Einselement zuriickfithren. Deshalb ist s, (x) =
—uZu, und die Komposition zweier Spiegelungen ist s, s, (x) = (v@)z(@v). Folglich
liegt das Produkt zweier Spiegelungen im Bild von ¢, und weil sich jede eigentliche
orthogonale Abbildung als Produkt einer geraden Anzahl von Spiegelungen schreiben
14Bt, ist o surjektiv. O

Weil ala=! = 1, bildet ¢(a, a) Realteil und Imaginirteil von H jeweils in sich ab.
Die Einschriinkung auf Im(H) ist also eine orthogonale Abbildung auf dem dreidimen-
sionalen Raum Im(H) = R(4, j, k). Damit erhalten wir einen Gruppenhomomorphis-
mus

7:8% = 80(3), aw~ (z— azxa™?t).

Satz 1.33 — Die Folge
1 — (-1) — 8% 5 80(3) — 1
ist exakt.

Beweis. Ein Element (a,b) € S® x S3 wird unter ¢ genau dann auf {(1)} x SO(3) C
SO(4) abgebildet, wenn alb~! = 1, d.h. wenn a = b. Deshalb ist die Surjektivitit
von 7 eine Konsequenz der Surjektivitiit von ¢. Es ist klar, daB 7(a) = I3 genau dann,

wenn a im Zentrum von H liegt. Daraus folgt die Behauptung tiber den Kern. (]

Die Abbildungen ¢ : S x $% — SO(4) und 7 : $3 — SO(3) sind einfach zusam-
menhiingende topologische Uberlagerungen, also die universellen Uberlagerungen der
beiden topologischen Gruppen. Deshalb erhilt man als Folgerung der beiden Sétze:

Folgerung 1.34 — SO(3) = RP3. O

Folgerung 1.35 — 7;(SO(3)) = m(SO(4)) 2 Z/2. O

1.4 Wegekomponenten und Fundamentalgruppen

Spanier: Algebraic Topology. Springer Verlag.
Whitehead: Homotopy Theory. Springer Verlag.

Fiir einen beliebigen topologischen Raum X bezeichne 7y(X) die Menge der We-
gekomponenten und pr : X — 7y(X) die natiirliche Projektion.

Die Wegekomponente G des Neutralelements einer lokal wegzusammenhéngen-
den topologische Gruppe G ist eine offene Teilmenge von G. Das Bild von Gy x G
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unter der Multiplikationsabbildung ist wegzusammenhéngend und enthélt das Neutral-
element. Deshalb gilt GoGy C Gy. Analog zeigt man Gal C Gound gGog~! C Gy
fiir jedes g € G. Das zeigt:

Satz 1.36 — Es sei G eine lokal wegzusammenhéngende topologische Gruppe.
1. Die Wegekomponente GG des Neutralelements in G ist ein offener Normalteiler.
2. Die Wegekomponenten von G sind genau die Nebenklassen von Gj.

3. Es gibt genau eine Gruppenstruktur auf mo(G) beziiglich der die Projektion pr :
G — 7o(Q) ein Gruppenhomomorphismus ist.

4. Die Folge1 — Gy - G 25 mo(G) — 1 ist exakt.

O

Fiir einen beliebigen topologischen Raum X mit einem Basispunkt z ist die Fun-
damentalgruppe 71 (X, z¢) die Menge der Homotopieklasse von Abbildungen « :
(I,0I) — (X, xo) mit der Verkniipfung

a(2t) fiir ¢ € [0,1/2] und

(axB)(t) = { B2t —1) firte[1/2,1].

Der konstante Weg x ist das Neutralelement in 7 (X, o).

Wenn G eine topologische Gruppe mit Neutralelement e ist, gibt es auf der Menge
C((I,0I), (G, e)) neben * eine weitere Verkniipfung, die durch die Gruppenwirkung
vermittelt wird:

(o B)(t) = a(t)p(t)fur alle ¢ € [0, 1].

Die Aussagen des folgenden Lemmas sind unmittelbar einsichtig.

Lemma 1.37 — o ist mit Homotopie vertrdglich und induziert eine mit demselben
Symbol bezeichnete Verkniipfung auf w1 (G, e). Der konstante Weg e € 71 (G, e) ist
ein zweiseitiges Neutralelement fiir o. Zwischen % und o bestehen auf 71(G,e) die
folgenden Vertriglichkeitsbeziehungen: (v * 3) o (y %) = (o) * (80 9). O

Lemma 1.38 — Es sei 11 eine Menge mit zwei Verkniipfungen o und = und einem
Element e, das beziiglich beider Verkniipfungen ein zweiseitiges Neutralelement ist.
Gilt (aob)x(cod) = (axc)o (bxd) firallea,b,c,d € II, so sind o und * gleich und
kommutativ.

Beweis. Es gilt

aob=(axe)o(exb)=(aoce)x(exb)=axb
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und
aob=(exa)o(bxe)=(eob)x(aoe)=bxa.

Folgerung 1.39 — Die Fundamentalgruppe einer topologische Gruppe G ist abelsch.
Die durch die Gruppenmultiplikation m : G X G — G induzierte Abbildung

m1(m) : (G x G, (e,e)) = m (G, e) x m (G, e) — 71 (G, e)

ist die Gruppenmultiplikation auf der Fundamentalgruppe. (|

Im Folgenden schrianken wir uns auf Liegruppen ein. Liegruppen sind Mannig-
faltigkeiten und deshalb lokal wegzusammenhingend und semilokal einfachzusam-
menhiingend. Nach den Ergebnissen der allgemeinen Uberlagerungstheorie gibt es da-
her fiir jede zusammenhingende Liegruppe G zu jeder Untergruppe I' C 71 (G, ¢e)
genau eine zusammenhingende topologische Uberlagerung (Gr,er) — (G,e) mit
7m1(Gr, er) =Tc m1(G,e).

Satz 1.40 — Es sei G eine zusammenhingende Liegruppe und p : G' — G eine
zusammenhingende topologische Uberlagerung, ¢’ € p~!(e).

1. p: G’ — G ist eine regulire Uberlagerung, d.h. die Gruppe Deck(p) der Deck-

transformationen wirkt transitiv auf den Fasern von p.

2. Es gibt genau eine differenzierbare Struktur auf G’ beziiglich der p ein lokaler

Diffeomorphismus ist.

3. Es gibt genau eine topologische Gruppenstruktur auf G’ mit Neutralelement €’
beziiglich der p ein Gruppenhomomorphismus ist.

4. G' mit der differenzierbaren Struktur aus 2 und der Gruppenstruktur aus 3 ist
eine Liegruppe.

5. Die Wirkung von Deck(p) auf G’ induziert einen Isomorphismus Deck(p) —
ker(p) von Gruppen, und ker(p) ist eine diskrete Untergruppe im Zentrum von
G'.

Beweis. Ad 1. Weil 71 (G, e) abelsch ist, ist jede Uberlagerung regulir.

Ad 2. Die Aussage gilt allgemeiner fiir topologische Uberlagerungen beliebiger Man-
nigfaltigkeiten. Man wibhlt fiir 2’ € G’ und © := p(z) € G eine Karte ¢ : U — R”
auf einer Umgebung U von z, die so klein gewdhlt ist, da U zulédssig wird, d.h
pY(U) = U, Uy mit p : U, = U. Ist a der Index mit 2’ € U, und wihlt man
pop: U, — R™ als Karte fiir 2/, so definieren diese Karten einen differenzierbaren
Atlas.
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Ad 3. Die Abbildung b : G’ xG' 222 Gx G 2 G besitzt genau dann eine Hochhe-
bungm’ : G'x G — G’ mitm/(e’,e’) = ¢/, wenn das Bild von m1 (G', ') x 11 (G', €)
unter 71(h) = wi(m) o (m(p) x mi(p)) in m (G’ €") liegt. Aber 71(m) ist genau
die Gruppenstruktur auf 71 (G, e), und 71 (p)(m (G, €’)) ist eine Untergruppe von
m1(G, e). Daraus ergibt sich die Existenz und Eindeutigkeit einer Abbildung m’ :
G' xG — G'mitpom’ = m' o (p x p) und m/(e/,e') = €. Mit demselben
Eindeutigkeitsargument zeigt man, daB m/' assoziativ ist, d.h. daB m’ o (m’ x id) und
m' o (id x m’) dieselben Abbildungen G’ x G’ x G’ — G’ sind, und weiter daf G’
eine topologische Gruppe wird. Es ist klar, daB m’ sogar differenzierbar beziiglich der
kanonischen differenzierbaren Struktur auf G’ ist.
Ad 5. Es sei g € ker(p). Wegen p(g) = p(e’) = e sind die Links- und die Rechts-
multiplikation ¢4, 7, : G’ — G’ Decktransformationen mit ¢4(e’) = g = r4(e). Sie
stimmen daher untereinander iiberein, was bedeutet, dafl g im Zentrum liegt. Das zeigt
ker(p) C Z(G). Es ist klar, da jede Decktransformation von der Form ¢, fiir ein
g € ker(p) ist und daB ¢ — @(e’) einen Isomorphismus Deck(p) — ker(p) definiert.
(]

Wir erhalten also zu p : (G',¢’) — (G, e) eine exakte Sequenz von abelschen
Gruppen:
1 —m(Ge) 2 m(Ge) > & 5 G —1,

wobei r wie folgt gegeben ist: Es sei o/ : (I,0) — (G’,€’) eine Hochhebung des
Weges o : (I,01) — (G, e). Dannist r([a]) = o/(1).

Beispiel 1.41 — Das Zentrum der Gruppe S® = SU(2) ist {4-1}. Das Zentrum von
S$3 x S3 ist also isomorph zur Kleinschen Vierergruppe und erzeugt von s; = (—1,1)
und sy = (1,—1). Es sei s3 = sy52 = (—1,—1). Teilt man aus S3 x S® die Unter-
gruppen (s;) fiir i = 1,2, 3 bzw. (s1, s2) heraus, erhilt man das folgende kommutative
Diagramm aus Uberlagerungsabbildungen:

S3 x 53
—
SO(3) x 53 53 % SO(3) SO(4)

T~

SO(3) x SO(3)

Aufgabe 1.6 —Essei H C Z(G) eine diskrete Untergruppe im Zentrum der Liegrup-
pe G. Dann gibt es auf G/H genau eine Liegruppenstruktur mit der Eigenschaft, daf§
die kanonische Projektion p : G — G/H ein Homomorphismus von Liegruppen ist.

Aufgabe 1.7 — Das Zentrum von SU(n) besteht aus allen Diagonalmatrizen g =
diag(¢, ..., ), wo ¢ eine n-te Einheiswurzel ist, d.h. SU(n) 2 p,. Es sei PSU(n) :=
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SU(n)/ . Fir jeden Teiler d|n gibt es eine Zwischeniiberlagerung
SU(n) — G4 — PSU(n).

Dabei ist 1 (Gg) & pg und Z(Gg) = pin/ fid-

25
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§2 Die symplektische Gruppe

2.1 Schiefsymmetrische Formen

Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform w : V XV — K
ist schiefsymmetrisch oder alternierend, wenn w(v,v) = 0 fiir alle v € V. Insbeson-
dere gilt dann auch w(v,w) = —w(v,w) fir alle v,w € V. Beziiglich einer Basis
V1,...,V, von V ist w durch eine schiefsymmetrische Matrix {2 mit den Eintrigen
Q;; = w(v;, v;) gegeben. Hier und im Folgenden verstehen wir unter einer schiefsym-
metrischen oder alternierenden Matrix €2 stets eine Matrix, deren Eintrige den Bedin-
gungen {);; = —€;; und ;; = 0 geniigen. Unter einem Basiswechsel v = Zj Sjiv;
transformiert sich Q wie ' = S'Q.S.

Wir sagen v,w € V seien senkrecht beziiglich w, in Zeichen: v 1 w, wenn
w(v,w) = 0. Analog setzen wir X | Y fiir beliebige Teilmengen X, Y C V, wenn
x L yfirallexz € X und y € Y. Fiir einen Unterraum W C V bezeichne W=+
den Raum aller Vektoren v mit v L W. In diesem Sinne ist V- C V der Raum aller
Vektoren, die senkrecht auf jedem anderen Vektor stehen. Wir nennen

rad(w) := V+

das Radikal von V. Die Form heift nicht ausgeartet oder symplektisch, wenn rad (w) =
0. Ein Vektorraum V' mit einer nicht ausgearteten schiefsymmetrischen Form ist ein
symplektischer Vektorraum. Auf dem Faktorraum V := V// rad(w) wird durch

w(v,w) := w(v,w)

eine schiefsymmetrische Form definiert, weil man jederzeit v und w durch v + u und
v+ mit u,u’ € V= ersetzen kann, ohne daB sich am Wert von w(v + u, w + u') =
w(v, w) etwas dndert. Der Raum V mit der Form @ ist symplektisch, wie man leicht
sieht.

Wenn w symplektisch ist, gilt dim W + dim W' = dim V. Weil offensichtlich
W C (W)L, erhilt man aus der Dimensionsrelation sogar die Gleichheit: W =
(W)L, Wie man schon an dem Beispiel {v} C v fiir jeden Vektor v € V sieht, ist es
im Allgemeinen nicht wahr, da3 W + W+ = V. Man hiite sich also vor Fehlschliissen,
die aus der Anschaung eines reellen euklidschen Raumes herriihren. Fiir eine beliebige
alternierende Form w, deren Einschrinkung auf einen Unterraum W symplektisch ist,
gitV=weowt.

Ein Unterraum W C V heiljt isotrop, wenn W C W . Weil w alternierend ist, ist
jeder eindimensionale Unterraum isotrop. W C V ist ein Lagrangeunterraum, wenn
W =w-=

Satz 2.1 — Es sei (V,w) ein symplektischer Vektorraum.

1. Ist W ein Lagrangeunterraum, so gilt dim V = 2dim W.
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2. Jeder isotrope Unterraum liegt in einem Lagrangeunterraum. Insbesondere be-

sitzt V' Lagrangeunterrdume.

3. Zu jedem Lagrangeunterraum W existiert ein komplementirer Lagrangeunter-
raum W', Die Paarung w : W x W' — K ist nicht ausgeartet.

Beweis. 1. Die Behauptung folgt sofort aus dim(V) = dim(W) + dim(W+) =
2dim(W).

2. Weil alle eindimensionalen Unterrdume isotrop sind, ist die zweite Aussage fiir den
Nullraum trivialerweise richtig, ebenso fiir Lagrangeunterrdume. Es sei also W C V/
ein isotroper Unterraum mit 0 < dim(W) < 1 dim(V). Wegen W = (W)= gilt
W = rad(wl|y 1), sodaB V' := W+ /W ein symplektischer Vektorraum von kleinerer
Dimension als V' ist. Wir kénnen induktiv annehmen, daB es in V’ einen Lagrangeun-
terraum L’ gibt. Es sei L das Urbild von L’ unter der Projektion W=+ — V. Dann gilt
W C Lund L+ = L.

3. Essei W C V ein Lagrangeunterraum und eq, . . . , e,, eine Basis, die zu einer Basis
€1,.+y€n,T1,..., Ty von V erginzt wird. Bezeichnet man mit A und 7" die Matrizen

Aij = wlei, x5), Tij = wey a;,

so gehort zu w beziiglich der gegebenen Basis die Matrix

At
Q:(O A).
A T

Aus det(£2) # 0 folgt det(A) # 0. Wir machen fiir eine neue Basis den Ansatz y; =
T; + Zk By;er, wobei die Matrix B so zu bestimmen ist, daf3

0= w(yi, yj) = Tij + Z B]“Akj — ZBijki = (T + B'A — AtB)”
k k

Das gelingt sofort mit B = %(At)’lT. Nun ist der von f1, ..., f,, aufgespannte Raum
W' isotrop, und weil die Matrix (w(e;,y;)) = A invertierbar ist, ist die Paarung w :
W x W' — K nicht ausgeartet. O

Folgerung 2.2 — Zu jedem symplektischen Vektorraum (V,w) findet man eine Basis
€1,.--5€n, f1,.-., fn mitder Eigenschaft

w(ei,ej) = 0, w(fi,fj) = 0, w(ei,fj) = 51]

Solche Basen heiflen symplektische Basen. (]

Folgerung 2.3 — Zu jeder schiefsymmetrischen Matrix A gibt es eine invertierbare

Matrix S mit
J

SPAS = ,
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wobei J die schiefsymmetrische 2-Matrix ( O 6) und O eine Nullmatrix der Spalten-
und Zeilenzahl = dim(rad(w)) bezeichnet. O

Definition 2.4 — Es sei (V, w) ein symplektischer K -Vektorraum. Die Untergruppe
Sp(V,w) :={g € GL(V) | w(g(v), g(v")) = w(v,?’) fiir alle v,v" € V'}

heiBt die symplektische Gruppe von (V,w).

Eine linearer Isomorphismus f : V' — V’ von symplektischen Vektorrdumen ist
symplektisch, wenn w’(f(v), f(v)) = w(v,v’) fiir alle v,v" € V. In diesem Falle ist
die Abbildung f. : Sp(V,w) — Sp(V',w’) mit f.(g) = fogo f~! ein Isomorphismus
von Gruppen. Weil es symplektische Basen gibt, ist jede symplektische Gruppe eines

2n-dimensionalen symplektischen Vektorraums zu der Gruppe

Sp2n(K) = {g S GLQW(K) | thQng = QQn}

0 I,
QQn = <_In 0) .

b
Im einfachsten Fall n = 1 erhilt man fiir (a d) € Sp,(K) die Bedingung
¢

S (O 1 S 1 G Y A T G

was einfach auf die Bedingung 1 = ad — bc hinausléuft. Das zeigt:

isomorph, wobei

Spo(K) = SLa(K).

2.2 Pfaffsche Determinanten

Es sei R ein kommutativer Ring und A € R™*" eine schiefsymmetrische Matrix, d.h.
At = —Aund A;; = 0 fiir alle 4.

Lemma 2.5 — Falls n ungerade, ist det(A) = 0.

Beweis. Der Beweis ist leicht, wenn R ein Korper der Charakteristik # 2 ist: Wegen
det(A) = det(A') = det(—A) = (—1)"det(A) folgt 0 = det(A)(1 — (=1)") =
2det(A), also det(A) = 0.

Man kann die Aussage fiir allgemeine Ringe darauf zuriickfithren: Es sei S =
Z]Y;;] der Polynomring in (Z) Unbestimmten Yj; fir 1 < ¢ < j <nund M € S**"
die schiefsymmetrische Matrix mit den Eintrigen M;; = Y;; fiir i < j. Unter dem
Ringhomomorphismus ¢ : S — R, Y;; — A;;, geht M auf A. Weil det(A) =
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det(o(M)) = @(det(M)), geniigt es zu zeigen, daB det(M) = 0. Indem wir M als
Matrix im Quotientenkdrper von S auffassen, folgt die Behauptung. (]

Diese sogenannte generische Methode erlaubt es, allgemeine polynomiale Identita-
ten iiber beliebigen kommutativen Ringen auf den Fall von Korpern der Charakteristik
0 zuriickzufiihren. Tatsdchlich konnte man sich sogar auf den Fall C zuriickziehen und
analytische Beweismethoden verwenden: In der generischen Methode tauchen nur Kor-
per auf, die endlichen Transzendenzgrad iiber Q haben, und weil trdeg(C/Q) = oo,
lassen sich solche Korper in C einbetten. Im Folgenden fiihre ich diesen Beweisschritt
nicht mehr aus.

Im Ubrigen kann man das Lemma natiirlich auch direkt durch eine einfache kom-
binatorische Uberlegung beweisen: Wir betrachten die Summendarstellung det(A) =
> 580(m) Aiz(1) - - - Apr(n)- Fiir jeden Summanden erhélt man durch Umindizierung:

Alﬂ.(l) .. -Amr(n) = Aﬂ.71(1)1 . Aﬂ71(n)n = (—1)"141,1.71(1) . Anﬂ,fl(n).

Wenn also 7 und 7!

verschiedene Permutationen sind, 16schen sich ihre Beitrige
zur Summe aus. Falls umgekehrt 7 = 7~1, ist 7 ein Produkt von Transpositionen
und hat deshalb mindestens einen Fixpunkt ¢ € {1,...,n}, weil n ungerade ist. Im
Summanden von m kommt also der Faktor A;; = 0 vor. Deshalb tragen auch solche
Permutationen zur Summe nichts bei.

Viel interessanter sind schiefsymmetrische Matrizen von gerader Ordnung. Man

beobachtet:
0 a
det =q?
—a 0
und
0 aiz a1z a4
—a12 0 a3 Q4 9
det = (a12a34 — a13a24 + A14a23)".
—a13 —as3 0 as

—a14 —agy —azg 0

Es sei n = 2m gerade. Jede Permutation 7 € S,, bestimmt eine Zerlegung der

Menge {1,...,n} in m zweielementige Mengen:

(1), 7(2)} A7 (3), (4}, ..., {m(n — 1), 7(n)}}.

Umgekehrt erhilt man jede solche Zerlegung auf diese Weise. Allerdings ist 7 nicht
eindeutig bestimmt: Die Anordnung der zweielementigen Mengen ist ebenso beliebig
wie die Anordnung der beiden Elemente innerhalb jeder Teilmenge. Deshalb erhilt
man jede Zerlegung auf 2"'m! verschiedene Weisen. Es sei II C S, ein Reprisentan-
tensystem, das fiir jede Zerlegung genau eine Permutation enthélt. Man iiberzeugt sich
leicht, dall die folgende Definition unabhingig von der Wahl des Reprisentantensy-
stems ist.
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Definition 2.6 — Es sei A € R™*" eine schiefsymmetrische Matrix. Der Ausdruck
pf(A) := Z sen(m) Aryr(2) ** Ax(n—1)r(n)
mell

heiflt Pfaffsche Determinante von A.

Uber Korpern der Charakteristik 0 gilt offensichtlich auch

1
2mm!

pf(A) = > sen(m) An(iyn() * Arn—1)n(n)-

TES,

Man erhilt direkt aus der Definition

0 a2 a1z aiy

¢ | T2 0 a3 a4
p = (12034 — 13024 + (14023,

—a13 —as3 0 az

—ayy —ags —azy O

(0 M
Pt o

fiir jede Matrix M € R™*™ und

ebenso wie
m
2

(—1)() det (M)

0 aq
—ay 0

f —aa,

furay,...,am, € R.

Lemma 2.7 — Es sei n gerade, A,S € R"*"™ und A schiefsymmetrisch. Dann gilt
det(A) = pf(A)? und pf(StAS) = det(S) pf(A).

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dal R ein Korper der Charakteristik 0

ist. Es gilt dann mit n = 2m:

ZSgH(W) Z HSi%,lw@k—l)Ai%_ligkSigkﬂ-(Qk)

2™ m! pf(S*AS)

1 5eenyin k=1
m
= Z H Aizk—lizk ZSgn(ﬂ—)Silﬂ'(l) T Sinﬂ’(n)
B15e0yin k=1 ™
m
= Z HAim—lizkdet(S(ilﬂ"' +in))
i17'~-7in k=1
wobei S(i1, - ,i,) die Matrix bezeichnet, die sich aus der i1-ten bis zur i,,-ten Zei-

le von S zusammensetzt. Insbesondere verschwindet diese Determinante, wenn zwei



Geometrie von Gruppen, Wintersemester 201 1 31

Indizes iy und ¢, gleich sind. Ein Multiindex ¢ liefert einen nichttrivialen Beitrag also
nur, wenn ¢ selbst eine Permutation ist, und in diesem Falle ist det S(i1, - ,i,) =
sgn(z)det(S). Wir konnen also wie folgt weiterrechnen:

= det(S) Z sgn(i)Ailiz s Ain—lin
€Sy
= 2"mldet(S) pf(A).

Um det(A) = pf(A)? zu zeigen, darf man wegen der Relationen det(S*AS) =
det(S)2det(A) und pf(S'AS) = det(S)pf(A) jederzeit A durch durch S*AS er-
setzen, sofern S invertierbar ist. Nun findet man stets eine invertierbare Matrix S mit
der Eigenschaft, daf}

0 aq
—aq 0
SPAS =
0 A,
—a, 0
Und fiir Matrizen dieser Form ist die Behauptung offensichtlich wahr. (|
Satz 2.8 — Fiir alle g € Sp,,,(K) giltdet(g) = 1.
Beweis. Aus pf(Q2) = pf(g'Qg) = det(g) pf(Q) folgt det(g) = 1. O

2.3 Komplexe Metriken

Eine komplexe Struktur auf einem reellen Vektorraum W ist eine R-lineare Abbildung
J mit J? = —id. Ist eine komplexe Struktur J gegeben, wird W durch (a + bi) - w :=
aw + bJw zu einem C-Vektorraum.

Ist umgekehrt V' ein komplexer Vektorraum, so definiert die Multiplikation mit ¢
eine komplexe Struktur J(v) := v auf dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum
Vk. Eine R-lineare Abbildung f : Vg — Vg ist genau dann C-linear, wenn fJ = J f.

Essei h : V xV — C eine hermitesche Metrik auf V und g := Re(h) der Realteil.
Dannist g : Vg x Vg — R ein reelles Skalarprodukt mit der zusitzlichen Eigenschaft
g(Jv, Jw) = g(v,w). Umgekehrt definiert jedes in diesem Sinne J-invariante Ska-
larprodukt ¢ eine hermitesche Metrik durch h(v,w) = g(v,w) + g(Jv, w)i, und mit
dieser Beziehung 146t sich jede hermitesche Metrik aus ihrem Realteil rekonstruieren.
Eine C-lineare Abbildung f, die A erhilt, also unitér beziiglich A ist, erhélt auch das
Skalarprodukt g. Deshalb gilt U(V, h) C SO(Vg, g). Umgekehrt ist eine beziiglich g
orthogonale C-lineare Abbbildung unitir beziiglich h. Mit anderen Worten:

U(V, h) = SO(Vk, g) N GLe(V).
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Analog ist der Imaginirteil w := Im(h) : Vg x Vg — R eine schiefsymmetrische Bi-
linearform mit der Eigenschaft w(Jv, Jw) = w(v,w). Der Zusammenhang zwischen
g, w ist durch w(v, Jw) = g(v,w) und w(v,w) = —g(v, Jw) gegeben. Insbesondere
ist w nicht ausgeartet, und je zwei der Strukturen g, w und J bestimmen die dritte.
Zu g und w gehoren adjungierte Abbildungen § : V' — V*, g(v)(w) = g(v,w), und
@:V = V* o) (w) = w(v,w). Die Relation w(v, w) = g(Jv,w) iibersetzt sich
dann in die Aussage g o J = @. Mit anderen Worten:

e
i

v

J %

|4

ist ein kommutierendes Diagramm aus Vektorraumisomorphismen. Wir konnen die
Gruppen GL¢(V),SO(V, g), Sp(Vr,w) C GLr(VR) als die Symmetriegruppen von
J, g und w auffassen. In diesem Sinne gilt dann der Satz:

Satz 2.9 — Zwischen den Symmetriegruppen von h, g, w und .J bestehen die Relatio-
nen

U(V,h) = GLc(V)NSO(Vr,9)

= GLc(V)NSp(Vkr,w)
= SO(Vk,g) NSp(Vk,w).

Speziell fiir die Gruppen zu den Standardskalarprodukten erhélt man

U(n) = GL,(C) N O(2n) = GL,(C) N Sp,,, (R) = O(2n) N Sp,,, (R).

2.4 Quaternionale Metriken

Es sei nun V' ein quaternionaler Vektorraum mit einer hermiteschen Metrik ~. Dann
ist (v,w) = Reh(v,w) ein reelles Skalarprodukt auf dem zugrundeliegenden R-
Vektorraum Vg mit der Eigenschaft (v\, w\) = (v,w) fiir alle A\ € S® C H. Eine
H-lineare Abbildung f : V' — V erhilt kh genau dann, wenn sie orthogonal beziiglich
(—, —) ist. Deshalb gilt

Sp(V, k) = SO(Vi) N GLx (V).

Interessanter ist der Zusammenhang zum zugrundeliegenden C-Vektorraum V¢.
Wir zerlegen h in der Form h = g 4 jw, wobei g und w Formen auf V¢ mit Werten
in C sind. Dann ist g : V¢ x Vg — C ein komplex hermitesches Skalarprodukt und
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w : Vo X Ve — V eine schiefsymmetrische komplexe Bilinearform: Das ergibt sich fiir
komplexe Zahlen A, p und Vektoren v, w’ aus den Beziehungen

9, pw) + jw(hv, ) = h(Av, ) = M(v, W)

= Mg(v,w) + jw(v,w))u
= ug(v,w) + jApw(v, w)

und
g(v,w) + jw(v,w) = h(v,w)=h(w,v)
= g(w,v) + jw(w,v)
= g(w,v) +w(w,v)(—j)

Wie im vorigen Abschnitt zeigt man nun:

Satz 2.10 — Zwischen den Untergruppen Sp(h), GLg(V'), U(V¢, g) und Sp(Vg,w)
in GL¢ (V) bestehen die folgenden Relationen:

Sp(h) = GLg(V)NU(Ve,g)
= GLa(V)NSp(Ve,w)
= U(g) N Sp(Vg,w).

Speziell gilt Sp(n) = Sp,,,(C) NU(2n).

Deshalb ist Sp(n) die kompakte Untergruppe zur komplexen Liegruppe Sp,,, (C).
Die etwas unangenehme Indizierung der Gruppen liegt in verschiedenen Traditionen
bei Differentialgeometern und Gruppentheorikern begriindet.

Damit bestehen die folgenden Inklusionsbeziehungen zwischen kompakten Lie-
gruppen auf der einen Seite und komplexen linearen Gruppen auf der anderen Seite:

SO(n) € S0,(C)
SU(n) C SL.(C)
Sp(n) C Spy,(C)

Die rechtsstehenden Gruppen sind die Komplexifizierungen der linksstehenden kom-
pakten Gruppen in dem folgenden Sinne, der spiter zu prézisieren sein wird: Aus der
Inklusion K C G erhilt man eine analoge Inklusion ¢ — g der Liealgebren. Diese
induziert in allen drei Fillen einen Isomorphismus

terC—g

von komplexen Liealgebren.
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§3 Homotopie

3.1 Hohere Homotopiegruppen

Literatur:

Spanier, Algebraic Topology.

Whitehead, Elements of homotopy theory.

Milnor: Topology from the differentiable viewpoint.

Eine Homotopie zwischen stetigen Abbildungen f, g : X — Y ist eine stetige Ab-
bildung H : X x I — Y mit Hy = f und H; = g, wobei hier und im Folgenden
I = [0, 1] das Einheitsintervall bezeichnet und zur Abkiirzung Hy(z) = H(z,t) ge-
setzt ist. Falls eine solche Homotopie existiert, heien f und g homotop, in Zeichen:
f =~ g. Eine Homotopie von Raumpaaren ist eine Abbildung H : (X, A)xI — (Y, B),
also eine Homotopie von X nach Y, die den Teilraum A fiir jedes t € I nach B
abbildet. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge C'(X,Y") der stetigen
Abbildungen von X nach Y bzw. der Menge C'((X,Y), (Y, B)) der stetigen Abbildun-
gen von Raumpaaren. Wir schreiben [X, Y] := C(X,Y)/ ~bzw. [(X, A), (Y, B)] =
C((X,A),(Y,B))/ ~ fir die Menge der Homotopieklassen. Ist auBerdem Z C X
eine Teilmenge, so heilit H : X x I — Y eine Homotopie relativ zu Z, wenn fiir jedes
z € Z die Abbildung t — H(z,t) konstant ist. Wir schreiben [X, Y] fiir die Menge

der stetigen Abbildungen modulo Homotopie relativ zu Z.

N

Wir vereinbaren die folgenden Bezeichnungen: Fiir z € R™ ist ||z| = (3, z2)
die euklidische Norm und ||z ||, = max;{|z;|} die Maximumsnorm. Ferner ist D" :=
{x € R™ | ||z|| < 1} die abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel, und D° = {0}
ein Punkt. S" := {x € R"*! | ||z|| = 1} die n-dimensionale Sphire, und vereinba-

rungsgemiB S~ = 0. Es gilt dann OD™ = S™~! fiir alle n > 0.

Definition 3.1 — Es sei X ein topologischer Raum, xy € X ein Basispunkt.

1. Fiir n > 0 sei 7, (X, zo) := [(S™, e1), (X, z)] die Menge der Homotopieklas-
sen von punktierten Abbildungen der n-dimensionalen Einheitssphire in X. Die
Menge 7, (X, o) enthilt einen ausgezeichneten Punkt, die Homotopieklasse der
konstanten Abbildung z,.

2. Jede stetige Abbildung a : (X, z¢) — (Y, yo) definiert eine Abbildung 7, (a) :
(X, 20) — (Y, y0) durch m,(a)([f]) = [a o f]. Dabei geht der ausge-
zeichnete Punkte 2, auf den Punkt y , d.h. 7, (a) ist Abbildung von punktierten
Mengen.

Der Spezialfall n = 0 gibt die Menge 7o (X, z9) der Wegekomponenten: Jede
Abbildung f : S° — X mit der Eigenschaft f(1) = z ist durch die Wahl f(—1) € X
bestimmt. Eine Homotopie zwischen zwei solchen Abbildungen f; und f; ist einfach
ein Weg von f1(—1) nach fa(—1).
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Fir n = 1 ist m1 (X, z¢) die Menge der Homotopieklassen von Schleifen in X
mit Grundpunkt xy. DaB wir 71 (X, o) mit einer Gruppenstruktur versehen konnen
und dann von der Fundamentalgruppe von X sprechen, nutzt den Homéomorphismus
I/(0 ~ 1) — S* aus. Um auch fiir n > 2 auf dhnliche Weise zu Gruppenstrukturen
auf den Mengen 7,,(X, o) zu kommen, konstruieren wir einen Homomorphismus
I"/oI™ — S™ wie folgt:

Fiir n > 1 bezeichne M := %(1, ..., 1) € I den Mittelpunkt des Einheitswiirfels.
Dieser 148t sich dann auch durch I"™ = {z € R" | |z — M || < %} charakterisieren.
Die Abbildung
sin(27||x — M||so)

[l = M2

oI\ {M} — S,z (—cos(2w||x—M||oo)7— (x—M))

besitzt eine eindeutige stetige Fortsetzung @ : I™ — S™ mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. (I)(M) = —e€1, <I>(8I”) = {61}.
2. &I\ OI" — 5™\ {e1} ist ein Homdomorphismus.
3. ®:I"/9I" — S, [z] — ®(x), ist ein Homdomorphismus.

Die letzte Aussage ist eine Konsequenz der ersten beiden: Wegen 1. und der uni-
versellen Eigenschaft der Quotiententopologie steigt @ zu einer stetigen Abbildung
@ : ["/OI" — S™ ab. Wegen 2. ist ® bijektiv. Und weil 1" /9I™ kompakt ist, ist ®
ein Homoomorphismus. Man iiberzeugt sich leicht, da3 man fiir n = 1 die iibliche
Abbildung

®:(1,{0,1}) — S', 2 exp(27ix)

erhilt. Diese Konstruktion liefert:

Lemma 3.2 — Die Abbildung
Trn(X7 l'()) = [(Sna 61)7 (X7 .’L'o)] I [(In7 81”)7 (X7 xo)]a [f] = [f © ¢]7
ist eine natiirliche Bijektion.

Im Folgenden identifizieren wir stets stillschweigend 7, (X, z¢) auf diese Weise
mit [(I™,dI™), (X, x0)]. Wir konnen jetzt ganz analog zur Verkniipfung von Wegen
fiir allgemeines n > 1 Verkniipfungen von Abbildungen f,g : (I",0I™) — (X, )
definieren, sogar mehr als eine: Fiir jeden Index ¢ mit 1 < ¢ < n setzt man

flte, .. 2t ... t), falls 0 < t; < 2,
gltr,...,2t; —1,...,ty), falls3 <t <1.

(f 04 g)(th...,tn) = {

Dann ist f o, g stetig und bildet 1™ nach z( ab. AuBerdem hingt die Homotopieklasse
von fo,g nur von den Homotopieklassen von f und g ab. Deshalb gibt es wohldefinierte
Abbildungen

O; 7Tn(X7.’E()) X 7Tn(X, x(]) — Wn(X,l'()) fiir alle 1 <1< n.
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Satz 3.3 —

1. Fiir alle 1 < i < n definiert o; auf 7,,(X, xo) eine Gruppenstruktur mit Neutral-
element e. Dabei ist die zu [f] inverse Klasse durch die Klasse der Abbildung
t— f(t1,...,1—t;...,t,) gegeben.

2. Fiir jedes n > 1 und jede stetige Abbildung f : (X, xz9) — (Y, yo) ist die
Abbildung w,,(f) : mp(X, o) — 7, (Y, yo) ein Gruppenhomomorphismus.

3. Fiir alle n > 2 und beliebige 1 < 4,7 < n definieren o; und o; dieselbe Ver-
kniipfung auf 7, (X, x¢), und diese ist kommutativ.

Beweis. Die erste und die zweite Aussage beweist man wortlich genauso wie die ana-
loge Aussage fiir die Fundamentalgruppe. Fiir die dritte Aussage betrachten wir vier
Abbildungen a, b, ¢, d : (I",0I"™) — (X, xo) und halten fest, daB fiir i # j die Bezie-
hungen

(a0ib)o; (coid) = (ao;c)o; (boj d)

und (a o; e) ~ a ~ (e o; a) gelten. Die Behauptung ist dann eine Konsequenz des
folgenden Lemmas, angewandt auf die Verkniipfungen o; und o; auf der Menge der
Homotopieklassen. O

Lemma 3.4 — Es sei M eine Menge mit zwei Verkniipfungen * und o, die der Regel
(axb)o(cxd) = (aoc)*(bod) geniigen, und einem Element 1, das ein Neutralelement
sowohl fiir * wie fiir o ist. Dann sind * und o gleich und kommtutativ.

Beweis. Es giltaob = (axb)o(lx1) = (aol)*x(bol) =axbundaobdb =
(Ixa)o(bx1)=(1lob)*(aol)=0bxa. O

Weil also die Verkniipfungen o; auf ,, (X, z¢) alle gleich sind, schreiben wir sie

mit dem Symbol o ohne weitere Indizes (oder gar nicht) und fassen zusammen:
1. mo(X, x0) ist eine punktierte Menge, die Menge der Wegekomponenten von X.
2. m (X, xo) ist eine Gruppe, die Fundamentalgruppe von X zum Basispunkt .
3. (X, xo) ist fiir n > 2 eine abelsche Gruppe.

(X, z0) heiBt die n-te Homotopiegruppe von (X, ).

Satz3.5 — Firn = 0, 1, bzw. > 2 ist m, ist ein Funktor von der Kategorie der
punktierten topologischen Riume in die Kategorie der punktierten Mengen, der Gruppe

bzw. der abelschen Gruppen, d.h. es gelten die Regeln
1. ﬂ'n(idx) = idﬂ'n(XJo)'

2. Wn(fog) = 71—n(f)own(g) fﬁrg : (X,:Co) - (Y7y0) undf : (K yO) - (Z>Z0)'
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Zusétzlich ist w, homotopieinvariant, d.h.

3. mn(f) = mnlg) fiir [f] = [g] € [(X; z0), (Y 90)]-

Beweis. Ubung (|

Ahnlich wie bei den Homologiegruppen ist der Ausgangspunkt vieler Berechnun-

gen von Homotopiegruppen die Kenntnis der Homotopiegruppen fiir die Sphéren.

Satz 3.6 — Essein > 1:
1. (8™, el) = {x}.
2. (8™, et) =0 firallel < m < n.

Beweis. 1. Klar.
2.Esseil <m <nund f: (S™, e;) — (S™,e;) stetig. Die Abbildung f : S™ — R"
kann man durch eine differenzierbare Abbildung g : S™ — R ! mit || f — g|| < 1/2
approximieren, und zwar so da} g(e;) = e;. Dann sind f und g/||g|| als Abbildungen
von S™ nach S™ homotop. Wir kénnen also f als differenzierbar voraussetzen. Nach
dem Satz von Sard liegt die Menge der reguldren Werte von f in S™ dicht, ist also
inbesondere nicht leer. Es sei y € S™ ein solcher regulidrer Wert.
Wenn n < m ist die Regularitit von y dazu #dquivalent, daB f~*(y) leer ist, oder
anders gesagt: f(S™) C S™\{y}. Nunist S™\ {y} kontrahierbar, also f nullhomotop.
O

Satz 3.7 — Fiirn > 1istm,(S", e') = Z, erzeugt von der Klasse [ids~] der Identitit.

Einen Beweis findet man in Milnor: Topology from the differentiable viewpoint.

3.2 Faserungen

Eine Abbildung p : X’ — X besitzt die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir einen
Raum Y, wenn es zu jeder stetigen Abbildung f’ : Y — X’ und jeder Homotopie
H:Y xI — X mit Hy = pf’ eine Homotopie H' : Y x I — X’ mit H = pH’
gibt. Die Abbildung p heifit Faserung, wenn p die Homotopiehochhebungseigenschaft
fiir beliebige topologische Rdume hat, und eine Serre-Faserung, wenn die Homotopie-
hochhebungseigenschaft wenigstens fiir alle Sphiaren S™, n > 0, besteht.

Aus der allgemeinen Uberlagerungstheorie wissen wir, daB jede topologische Uber-
lagerung eine Faserung ist.

Definition 3.8 — FEine stetige Abbildung p : X — B ist ein Faserbiindel mit typischer
Faser I, wenn es zu jedem Punkt b € B eine offene Umgebung U einen Homdomor-
phismus f : Xy := p~1(U) — U x F mitpo f = pry gibt. Solche Homéomor-
phismen heiflen lokale Trivialisierungen des Faserbiindels. Eine offene Menge U C B
heiBe zuldssig, wenn es eine Trivialisierung f : Xy :=p~}(U) — U x F gibt.
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Satz 3.9 — Faserbiindel sind Serre-Faserungen.

Beweis. Es sei p : X — B ein Faserbiindel mit typischer Faser F'. Nach Definition
des Begriffs Faserbiindel gibt es eine offene Uberdeckung {U;};c; durch zulissige
offene Mengen U; mit Trivialisierungen f; : X; := ’1(Ui) — U; x F'. Es sei nun
weiter eine Homotopie K : S™ x I — B und eine Hochhebung k£ : S™ — FE von
K. Wir ersetzen K durch H := K o (® x idy) : I™ x I — B und analog k durch
h:=ko® : " — E.Nach Konstruktion sind h und H; fiir jedes ¢ € I auf 91"
konstant. Es sei zg := h(0I™). Weil p die Homotopiehochhebungseigenschaft fiir die
SY besitzt, gibt es einen Weg o : I — X mit a(0) = zo und p(a(t)) = Hy(0I™). Wir
setzen H'(q,t) := «(t) fiir alle g € OI".

Die Wahl einer natiirlichen Zahl N fiihrt zu einer Zerlegung Q) = UV Q., wo
der Multiindex v durch die Menge {1,..., N}™ lduft und @, den abgeschlossenen
Teilquader [“1, 4] x ... x [“2L, 2] bezeichnet.

Nach dem Lebesgue-Lemma kann man N, M > 0 so grof3 wihlen, dal} es zu jedem

Multiindex v und jedem p € {1, ..., M} einen Index (v, 1) mit

H(Qu x %7, 1) C Uity

gibt. Wir wollen H' stufenweise auf Q X [“771, +7] fir p = 1,..., M konstruieren.
Indem wir induktiv argumentieren, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daf
M = 1. Mit anderen Worten, wir diirfen annehmen, da8} es zu jedem v einen Index
Z(V) mit H(QV X [) C Ui(u) gibt.

Wir konstruieren nun H’ auf den Seiten aller Quader (),,, und zwar durch Induktion
iiber die Dimension der Seiten.

Wir beginnen mit den Ecken: Fiir jeden inneren Punkt ¢ € @, der Ecke eines und
damit gleich mehrerer Quader @), ist, wihlen wir einen Index v(q) mit ¢ € @Q,(4) aus

und definieren

Hl(Qv t) = f;(;)((er ° fu(q) © h,)(q)a H(Qv t))

Es seinun k < nund H' auf allen Quaderseiten der Dimension < k schon definiert.
Eine Quaderseite ()’ der Dimension k liegt entweder ganz im Rand 0Q), so daB H' auf
Q' x I schon definiert ist, oder das Innere von @’ liegt ganz im Innern von @ und
ist Seite mehrerer Quader @,. Wir wihlen eine Index v(Q’) mit Q" C Q, () aus.
Induktiv ist H' bereits auf Q" := Q" x {0} U 9Q x I definiert. Nun ist Q" C Q' ein
Retrakt, sogar ein Deformationsretrakt. Wir wihlen eine Retraktion r : Q' — Q" und
definieren H' auf Q' x I durch

H'(0,t) i= £ (015 © fugny © H' 0 1)(a,6), H (g, ).
Nach n Schritten ist H’ auf () x I definiert. O

Eine andere wichtige Klasse von Faserbiindeln erhilt man aus dem Satz von Ehres-

mann:
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Satz 3.10 (Ehresmann) — Es sei p : X — B eine eigentliche submersive Abbildung
von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und B zusammenhingend. Dann ist p ein
Faserbiindel.

Definition 3.11 — Es sei H eine topologische Gruppe, F' ein topologischer Raum mit
einer stetigen Gruppenwirkung H x F' — F'. Ein Faserbiindel p : X — B mit typischer
Faser F hat die Strukturgruppe H, wenn eine Familie f, : p~! (Uy) = Uy xF,a € A,

von lokalen Trivialisierungen mit der folgenden Eigenschaften ausgezeichnet ist:
1. Die offenen Mengen {U,, },¢c 4, iiberdecken X.

2. Fiir jedes Paar (a,b) € A? gibt es eine stetige Abbildung
©ab : Uy =U, NU, — H mit fb o fa_l(b, f) = (b, goab(u)(f))

Satz 3.12 — Es sei G eine Liegruppe und H C G eine abgeschlossene Untergruppe.
Dann besitzt M := G/ H genau eine Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit,
beziiglich der die Projektion w : G — M eine submersive differenzierbare Abbildung

ist. In diesem Falle ist m genauer ein H -Hauptfaserbiindel.

Beweis. Jede abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe ist eine differenzierbare
Untermannigfaltigkeit. Wir konnen eine lokal abgeschlossene Untermannigfaltigkeit
S C G der Dimension dim(S) = dim(G) — dim(H) so wihlen, dal e € S und daB
g = b @ T.S. Dann ist das Differential der Multiplikationsabbildung o : S x H — G
im Punkt (e, e) die Identitét. Nach Verkleinern von S ist das Differential Do iiberall
auf S'x {e} ein Isomorphismus, und wegen der Aquivarianz unter Rechtstranslation mit
Elementen aus H ist « auf ganz S x H ein lokaler Diffeomorphismus. Insbesondere
ist das Bild offen und eine Umgebung der Faser e H.

Das Urbild K C S x S von H unter der Abbildung S x S — G, (z,y) — x~ 1y,
ist eine abgeschlossene Teilmenge, die die abgeschlossene Diagonale Ag enthilt. An-
genommen, es gibe eine Folge (s, s),) € K \ Ag mit s,, — e, s, — e. Wegen der
Stetigkeit der Multiplikation geht dann auch s, 's/, =: h,, € H gegen e. Aber dann
wiren (s),,e) und (s,, hy,) zwei Folgen in S x H, die gegen (e, e) konvergieren und
dieselbe Bildfolge in G hitten. Das widerspriche der Tatsache, daf « in einer Umge-
bung von (e, e) ein Diffeomorphismus aufs Bild ist. Folglich gibt es ein Umgebung V'
des Neutralelements in S mit der Eigenschaft, daB V' x VN K =V x V N Ag. Mit
dieser Wahl von V ist die Abbildung V' x H — G nicht nur lokal diffeomorph, sondern
auch injektiv. Damit ist « : V' x H ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung
von H.

Fiir ein beliebiges € G sei V, := a2V und U, := w(V,) C G/H. Die Projek-
tion 7, := m|y, : V — U, ist bijektiv und stetig, und die Multiplikationsabbildung
oy Vy x H — G ist ein rechts- H-dquivarianter Diffeomorphismus auf die offene
Umgebung 7~ *(U,,) der Bahn 2 H. Daraus folgt, daB 7, : V,, — U, ein Homdomor-
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phismus ist, und daf}

1

op TN UL) 2V x H 22X g |

eine lokale Trivialisierung von 7 iiber U, ist. Die Kartenwechselabbildungen haben die
Form
U, NU, 9p|—>pr20a;17rgl € H.

Lemma 3.13 — Es sei p : X — B eine Serre-Faserung, xg € X, by := 7(bg) und
i: F := p1(by) — X die Inklusion der Faser iiber dem Basispunkt von B. Die
Sequenz 7, (F, x) 2 (X, ) L., (B, bg) ist fiir alle n > 0 exakt.

Fiir n > 1 bedeutet dies, daf} das Bild von ¢, der Kern von p, ist. Im Falle n = 0
ist die Aussage so zu lesen, daf das Bild von i, genau die Wegekomponenten von X
sind, die iiber der Wegekomponente von by liegen.

Beweis. Es ist klar, da} p,i, die Nullabbildung ist, wenn n > 1, bzw. Alles auf die
Komponente von by abbildet, wenn n = 0. Es sei umgekehrt f : (S™,e1) — (X, o)
eine Abbildung mit der Eigenschaft, daB p.(f) nullhomotop ist. Es gibt dann eine
Homotopie H : (S",e1) x I — B mit Hy = po fund H; = by. Weil p eine Serre-
Faserung ist, gibt es eine Hochhebung H' : (S™,e;) x I — X dieser Homotopie
mit H) = f. Andererseits ist p o H] = H; die konstante Abbildung mit Bild by.
Folglich nimmt H; Werte in F. Formal ist H; = i o g fiir eine stetige Abbildung
g:(S™ e1) — F.Insgesamt: f ~ i o g, also [f] € im(i,) O

Interessanterweise kann man eine Randabbildung r : m,(B,by) — m,—1(F, x0)
konstruieren: Wie friiher stellen wir Elemente in 7, (B, bg) durch Abbildungen

f:",oI") — (B,by)

dar, fassen f aber als eine Homotopie der konstanten Abbildung I"~1 — {by} auf.
Diese 148t sich trivialerweise zu einer konstanten Abbildung mit Wert 2y hochheben.
Weil p eine Serre-Faserung ist, gibt es Homotopie H' : (I"~1,0I" 1) — (X, x¢) mit
pH' = H und H) = x(. Weil aber auch pH| = H; = by, definiert liegt das Bild von
Hj in der Faser F. Wir setzen

r([f]) = [H]].
Lemma 3.14 —

1. r ist wohldefiniert, d.h. [H{] héngt nicht von der Wahl von f in seiner Homoto-
pieklasse noch von der Wahl der Hochhebung H' ab.

2. Fiirn > 2 istr : mp,(B,by) — mn_1(F, x0) ist ein Gruppenhomomorphismus.



Geometrie von Gruppen, Wintersemester 201 1 41

Satz3.15 — Es sei p : X — B eine Serre-Faserung, o € X, by := 7(by) und
i : F := p~(by) — X die Inklusion der Faser iiber dem Basispunkt von B. Die
Sequenz

s T (F20) =5 mp (X, m0) 25 1 (B, bo) — a1 (F,a0) — ...
ist fiir allen > 1 exakt. Weiter ist die Sequenz von punktierten Mengen
. mi(B,by) ~= mo(F, o) > mo(X, 20) = wo(B, by)

in dem Sinne exakt, daB3 das Bild jeder Abbildung das Urbild des ausgezeichneten
Punktes unter der Folgeabbildung ist.

Beweis. Ein Drittel der Behauptung ist durch Lemma 3.14 erledigt. Wir betrachten den
Ausschnitt 7, (B,by) — mp—1(F,29) — mp—1(X,x0). Aus der Konstruktion von r
ist unmittelbar klar, daB i, o p trivial ist. Ist umgekehrt g : (I"~1,0I"" 1) — (F,x)
zusammen mit einer Nullhomotopie H' : (I"~1, 01"~ 1) — (X, z0) gegeben, so ist
klar, daB H := po H' den Rand von I"™ nach b, abbildet, also ein Element in 7, (B, by)
definiert. AuBerdem ist die Konstruktion von r gerade so gemacht, daB r(—[H]) = [f].

Es bleibt die Exaktheit des Ausschnitts 7, (X, xg) — 7,(B,by) — mp—1(F, z0)
zu zeigen. Trivialerweise ist jedes f : (I"™,0I") — (X, zo) eine Hochhebung von
po f. Als Homotopie aufgefaBt, ist aber f; : I"~! — F die konstante Abbildung. Das
zeigt, daB r o p, die Nullabbildung ist. Es sei umgekehrt f : (I™,0I™) — (B, bg) eine
Abbildung mit einer Hochhebung H' : (I"~1 01"~ ') — (X, ), deren rechter Rand
in F nullhomotop ist. Wihlt man eine Nullhomotopie K : (I"~1,01"~1) — (F, o),
so definiert H' o,, K ein Element in 7, (X, 